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Введение 
Методические указания по курсу «Основы научных исследований» 

(ОНИ) содержат описания лабораторных работ по основным методам 
проведения научных исследований для закрепления знаний, полученных на 
лекционных занятиях. Студенты осваивают методы математического 
моделирования с использованием ЭВМ, исследований активного и 
пассивного эксперимента и экспериментальных данных, полученных на 
реальных объектах. Курс лабораторных работ рассчитан на студентов 
специальностей 270109 – теплогазоснабжение и вентиляция и 270112 – 
водоснабжение и водоотведение. При проведении лабораторных работ 
предполагается наличие знаний у студентов по высшей математике, 
умение пользоваться для расчетов и построения графиков прикладными 
пакетами программ «Excel», «MathCAD», «MATLAB», «SPSS» и др. 
 

Лабораторная работа № 1 
 
ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ГИДРАВЛИЧЕСКИ  

ГЛАДКИХ И ШЕРОХОВАТЫХ ТРУБАХ 
 
 Цели работы: установить основные зависимости при турбулентном 
движении жидкости для гидравлически гладких и шероховатых труб; ис-
следовать изменения текущей скорости при изменении диаметра трубо-
провода (больше или меньше заданного) и постоянных других параметрах, 
а также при изменении расхода воды (больше или меньше заданного) и по-
стоянных других параметрах.  
 

Порядок проведения работы 
1. Рассчитать усредненную скорость потока и число Рейнольдса: 

2

4 ;Qv
d

=
π

    Re .vd
=
υ

 

2. Определить условия существования гидравлически гладких (ГГ) и 
шероховатых (ГШ) труб. 

ГГ – эквRe 20;
d

Δ
=      ГШ – эквRe 500,

d
Δ

>  
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где Δэкв – абсолютная шероховатость; экв
d

Δ
δ =  – относительная шерохо-

ватость. 
3. Определить коэффициент трения λ и показатель n: 

0,25
;

68экв0,11
Red

Δ⎛ ⎞λ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠      0,84 .n= λ  

4. Построить зависимости 

   1 ,
max 0

nu
u

r
r

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где u – текущая скорость потока; r – текущий радиус трубы от центра тру-
бы к стенке;  u/umax, r/r0 – нормированные значения текущей скорости по-

тока и радиуса трубы в расчетном сечении.  
5. Полагая umax=v/k (величина k задается преподавателем), построить 

эпюры скоростей по формуле 

0
1 .

nv ru k r
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −  

6. Сделать выводы. 
Примечание. Все расчеты и построения выполнить в Excel. 
Исходные данные для разных вариантов заданий представлены в 

таблице. 

№ Диаметр, мм Расход, л/с Кинематическая вязкость 
 воды, см2/с 

  1 8 0,1 0,013101 
  2 10 0,25 0,013479 
  3 15 0,5 0,01274 
  4 20 1 0,012067 
  5 25 1,6 0,011463 
  6 32 2,5 0,010888 
  7 40 5 0,010365 
  8 50 7 0,010105 
  9 75 10 0,009892 
10 80 10 0,009186 
11 100 15 0,008774 
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Окончание

№ Диаметр, мм Расход, л/с 
Кинематическая вязкость 

 воды, см2/с 
12 125   30 0,008032 
13 150   50 0,013101 
14 175   65 0,013479 
15 200 100 0,01274 
16 250 140 0,012067 
17 300 140 0,011463 
18 350 310 0,010888 
19 400 310 0,010365 
20 450 540 0,010105 
21 500 540 0,009892 
22 600 690 0,009186 
23 700 690 0,008032 
24 800 740 0,015676 
25 900 740 0,015188 
26 1000 790 0,014726 

 
Лабораторная работа № 2 

 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕГУЛЯТОРА ДАВЛЕНИЯ 

 
Цель работы: на основе математической модели регулятора давления 

газа промоделировать процессы, протекающие в регуляторе.  

Теоретические сведения 
 Принципиальная схема регулятора давления прямого действия 
показана на рис. 1. Основные элементы этого простейшего регулятора: 
клапан 2, седло 3 и рабочая мембрана 6. Газ с начальным давлением 
поступает в подводящий патрубок регулятора 4, проходит через седло 
клапана и направляется к отводящему патрубку 1. Регулятор поддер-
живает на выходе постоянное давление при переменном потреблении. 
При увеличении или уменьшении потребления (расхода) газа изменя-
ется и давление на выходе, которое воздействует на мембрану снизу. 
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5. Проанализировать полученные результаты. 
Пример решения задачи в пакете MathСАD приведен ниже. 

 
Решение математической модели регулятора давления  

прямого действия 

D t y,( )
y1

c−
m

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

y1⋅
k
m

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

y0⋅− t+

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

:=
Первая производная

Вторая производная

t 616.769=

Промежуточный параметр 

y
0

0
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

:= t
P2 F2⋅ P2 P1−( ) F1⋅−[ ]

m
:=Ввод начальных 

значений

F2 1.59 10 3−×=F2 π
D2

4
⋅:=F1 7.854 10 5−×=F1 π

d2

4
⋅:=

D 0.045:=P1 0.9 106⋅:=k 180:=

d 0.01:=P2 0.3 106⋅:=c 0.45:=m 0.85:= Ввод 
исходных 
данных в 
системе СИ

Исходные данные

    P1 - давление на входе в регулятор, Па
    P2 - давление на выходе из регулятора, Па
    F1 - площадь клапана диаметром d, м
    F2 - площадь мембраны диаметром D, м
    

m - масса клапана, кг                      
      х - перемещение клапана, м      
          
k - жесткость пружины, н/м              
    
с - коэффициент вязкого                 
     демпфирования, н с/м         

Математическая модель
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Матрица  Z  решения дифференциального уравнения:
вертикаль 0 - 10 есть порядковый №, столбец 0 - время,
столбец 1 - перемещение, столбец 2 - скорость. i 0 400..:=

Задание шага для построения графиков

График перемещение - время

0 2 40

0.01

0.02

0.03

t
x Z 1〈 〉( )

i

Z 0〈 〉( )
i

Z

0 1 2

0

1
2

3

4

5
6

7

8
9

10

0 0 0

0.013 3.25·10    -7 7.774·10    -5

0.025 2.58·10    -6 3.077·10    -4

0.038 8.618·10    -6 6.813·10    -4

0.05 2.016·10    -5 1.185·10    -3

0.063 3.873·10    -5 1.802·10    -3

0.075 6.56·10    -5 2.511·10    -3

0.088 1.018·10    -4 3.289·10    -3

0.1 1.48·10    -4 4.108·10    -3

0.113 2.045·10    -4 4.941·10    -3

0.125 2.715·10    -4 5.763·10    -3

=

ρ 500:= μ 0.6:=

Q Z 1〈 〉 μ⋅ π⋅ d⋅
2 P1 P2−( )⋅

ρ
⋅:= Q

0

3.001·10    -7

2.382·10    -6

7.958·10    -6

1.861·10    -5

3.576·10    -5

6.058·10    -5

9.4·10    -5

1.367·10    -4

1.889·10    -4

2.507·10    -4

3.218·10    -4

4.015·10    -4

=

График скорость - перемещение
(фазовый портрет) График скорость - время

0 2 40

0.005

0.01

t

dx
/d

t

Z 2〈 〉( )
i

Z 0〈 〉( )
i0 0.0050

0.005

0.01

x

dx
/d

t

Z 2〈 〉( )
i

Z 1〈 〉( )
i
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Решение системы дифференциальных уравнений функциями  
Bulstoer и Rkadapt 

 
ZZ1 Bulstoer y 0.5, 1, 500, D,( ):= ZZZ1 Rkadapt y 0, 1.0, 400, D,( ):=

ZZ1

0 1 2

0

1

2

3

4

5

0.5 0 0

0.501 2.501·10    -7 5.003·10    -4

0.502 1.001·10    -6 1.001·10    -3

0.503 2.253·10    -6 1.503·10    -3

0.504 4.007·10    -6 2.005·10    -3

0.505 6.263·10    -6 2.507·10    -3

= ZZZ1

0 1 2

0

1

2

3

4

5

0 0 0

2.5·10    -3 2.603·10    -9 3.123·10    -6

5·10    -3 2.081·10    -8 1.248·10    -5

7.5·10    -3 7.02·10    -8 2.806·10    -5

0.01 1.663·10    -7 4.982·10    -5

0.013 3.244·10    -7 7.774·10    -5

=

0 1.5 3 4.5 60

0.0023

0.0045

0.0068

0.009

trace 1
trace 2
trace 3

Z 1〈 〉( )
i

ZZ1 1〈 〉( )
i

ZZZ1 1〈 〉( )
i

Z 0〈 〉( )
i

ZZ bulstoer y 0, 10, 0.001, D, 100, 0.1,( ):= ZZZ rkadapt y 0, 10, 0.001, D, 10, 0.,(:=

ZZ

0 1 2

0

1

2

3

4

5

0 0 0

0.188 7.47·10    -4 8.831·10    -3

0.338 1.878·10    -3 3.89·10    -3

0.573 2.44·10    -3 6.514·10    -3

0.733 3.701·10    -3 6.057·10    -3

0.893 4.11·10    -3 1.297·10    -3

= ZZZ

0 1 2

0

1

2

3

4

5

0 0 0

0.141 3.722·10    -4 6.757·10    -3

0.318 1.786·10    -3 5.181·10    -3

0.419 2.032·10    -3 5.604·10    -4

0.554 2.326·10    -3 5.486·10    -3

0.749 3.792·10    -3 5.173·10    -3

=
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0 1.5 3 4.5 60

0.015

0.03

0.045

0.06

trace 1
trace 2
trace 3

Z 1〈 〉( )
i

ZZ 1〈 〉( )
i

ZZZ 1〈 〉( )
i

Z 0〈 〉( )
i

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0 1,3 0 
0,01 1,39E+01 2,45E+03 
0,02 4,82E+01 4,28E+03 
0,03 9,62E+01 5,15E+03 
0,04 1,47E+02 4,93E+03 
0,05 1,91E+02 3,72E+03 
0,06 2,19E+02 1,82E+03 
0,07 2,27E+02 -3,44E+02 
0,08 2,13E+02 -2,33E+03 
0,09 1,82E+02 -3,74E+03 
0,1 1,41E+02 -4,32E+03 
0,11 9,88E+01 -4,00E+03 
0,12 6,39E+01 -2,88E+03 
0,13 4,30E+01 -1,24E+03 
0,14 3,96E+01 5,71E+02 
0,15 5,37E+01 2,17E+03 
0,16 8,13E+01 3,25E+03 
0,17 1,16E+02 3,61E+03 
0,18 1,51E+02 3,23E+03 
0,19 1,79E+02 2,21E+03 
0,2 1,94E+02 7,94E+02 
0,21 1,94E+02 -7,08E+02 
0,22 1,80E+02 -1,99E+03 
0,23 1,56E+02 -2,80E+03 
0,24 1,26E+02 -3,01E+03 
0,25 9,80E+01 -2,59E+03 
0,26 7,64E+01 -1,67E+03 
0,27 6,56E+01 -4,61E+02 
0,28 6,73E+01 7,79E+02 
0,29 8,05E+01 1,80E+03 
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Исходные данные для разных вариантов заданий представлены в 
таблице. 

 

№ m, г k, Н/м c, Н·с/м P1, ат P2, мм 
вод. ст. 

d, мм D, мм ρ, кг/м3 

  1   80 150 0,2 10   80   4 40 550 
  2   80 160 0,25 11 100   4 40 600 
  3   80 170 0,3 12 120   4 40 680 
  4   80 180 0,35 13 140   4 40 700 
  5   80 150 0,4 14 160   4 40 730 
  6   85 160 0,45 15 180   4 45 750 
  7   85 170 0,5 16 200   4 45 780 
  8   85 180 0,45 3   80   6 45 800 
  9   85 190 0,4 4 100   6 45 820 
10   85 200 0,35 5 120    6 45 770 
11   90 210 0,3 6 140   6 50 550 
12   90 220 0,25 7 160   6 50 600 
13   90 240 0,2 8 180   6 50 680 
14   90 160 0,2  9 200   6 50 700 
15   90 170 0,25 10 220   6 50 730 
16   95 180 0,3 0,1   80 10 55 750 
17   95 190 0,35 0,3 100 10 55 780 
18   95 200 0,4 0,5 120 10 55 800 
19   95 210 0,45 0,7 140 10 55 820 
20   95 220 0,5 0,9 160 10 55 770 
21 100 230 0,45 1,1 180 10 60 550 
22 100 240 0,4 1,3 200 10 60 600 
23 100 200 0,35 1,5 220 10 60 680 
24 100 210 0,3 1,7   80 10 60 700 
25 100 220 0,25 1,9 100 10 60 730 
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Лабораторная работа № 3 
 

ПЛАНИРОВАНИЕ ПАССИВНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА. 
ПОЛУЧЕНИЕ РЕГРЕССИОННЫХ УРАВНЕНИЙ СТАТИКИ  

ОБЪЕКТОВ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 
Цель работы: научить студентов планировать пассивный экспери-

мент и получать уравнения регрессии. 
 

Задание к лабораторной работе 
1. Ознакомиться с теоретическим материалом. 
2. Получить у преподавателя необходимые экспериментальные дан-

ные для построения уравнений регрессии. 
3. Оценить по экспериментальным данным интервал дискретизации 

и продолжительность эксперимента по съему данных. 
4. По заданию преподавателя использовать пакет «Статистика» для 

ознакомления с приемами работы с ним, сравнения различных методов по-
строения уравнения регрессии и получения наиболее адекватного уравне-
ния. 

5. Оценить адекватность полученного уравнения и значимость коэф-
фициентов уравнения регрессии. 

6.  Составить отчет о проделанной работе. 
 

Теоретические сведения 
Эффективное управление объектами возможно в том случае, когда 

основные закономерности, присущие объекту, представлены в виде мате-
матического описания. Построение математической модели объекта (иден-
тификация) – один из важнейших этапов разработки оптимального алго-
ритма управления этим объектом. 

Регрессионный анализ – один из методов статистического подхода к 
получению математического описания объекта управления в статике, т. е. 
когда все связи между входными и выходными переменными мгновенные 
или когда все инерционные процессы установились. 

По способу накопления экспериментальных данных для построе-
ния уравнения регрессии методы можно разделить на активные и пас-
сивные. 
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Активный эксперимент основан на искусственных возмущениях, ко-
торые вводятся в объект по заранее спланированной программе. Разрабо-
таны методики («Планирование эксперимента») составления оптимальных 
планов, позволяющие быстро вскрывать нужные эффекты, целенаправлен-
но продвигаясь к области наилучшего режима, строить модели, адекватные 
процессам, протекающим в объекте. Однако в производственных условиях 
активный эксперимент имеет ряд существенных ограничений. Чтобы ис-
следуемый эффект не «тонул» в естественном шуме, величина пробных 
воздействий должна быть значительной, а это сопряжено с опасностью 
срыва технологического режима. Кроме того, в промышленных условиях 
часто имеются неуправляемые переменные, которые необходимо включать 
в рассмотрение и использовать при построении математической модели 
(такие как качественный состав сырья, примеси в реагентах и т.д.). Также 
множество экономических и социальных процессов исключает возмож-
ность активного эксперимента. 

Пассивный эксперимент предполагает регистрацию технологических 
параметров в режиме нормальной работы объекта без внесения преднаме-
ренных возмущений. Этот способ удлиняет время эксперимента, однако он 
оказывается экономически оправданным, а иногда и единственно возмож-
ным, когда статистическому обследованию подвергается реальный про-
мышленный объект с непрерывным производством дорогостоящего про-
дукта. Дополнительное преимущество этого способа – возможность ис-
пользовать архивный материал предприятия.  

Метод множественной регрессии, по существу, сочетает два матема-
тических метода: хорошо известный метод наименьших квадратов и метод 
статистической оценки параметров, получивший развитие благодаря осно-
вополагающим работам Р.Э. Фишера, Стьюдента, Н. Дрейпера и Г. Смита. 
К настоящему времени опубликовано много научных работ, в которых ис-
пользован регрессионный анализ при моделировании исследуемых про-
цессов. Наряду с работами, содержащими положительный опыт примене-
ния регрессионного анализа, отмечались и случаи, когда достичь желаемой 
точности математического описания не удавалось. Основная причина не-
удач заключается в механическом применении классической схемы рег-
рессионного анализа к решению задач идентификации объекта без учета 
его специфических особенностей. Эти особенности весьма существенны, и 
их нельзя игнорировать без риска получить отрицательный результат. К 
ним относят:  
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– непрерывный характер изменения технологических переменных; 
– сравнительно низкую точность промышленных методов контроля и 
регистрации данных; 

– узкие диапазоны изменения технологических переменных, зачас-
тую соизмеримые с погрешностью контрольно-измерительных 
приборов; 

– значительные запаздывания в объекте, объясняющиеся отчасти 
транспортным перемещением реагентов, а отчасти инерционным 
характером самих процессов; 

– влияние сезонных и суточных изменений в окружающей среде; 
– неконтролируемое изменение неучтенных параметров и т.д.  
Вне зависимости от физико-химической сущности явлений, про-

исходящих в исследуемом процессе, всю совокупность параметров, оп-
ределяющих текущее состояние объекта, можно разбить на четыре 
группы: 

1) A = (a1, a2, … ,am). В эту группу объединены входные параметры, 
определяющие качество исходного сырья. Значение каждого параметра ог-
раничено технологическим регламентом: a j min  ≤ a j  ≤ a j max,  j = 1, 2, …, m; 

2) B = (b1 , b2 , . . . , br). Вторую группу образуют параметры, харак-
теризующие те управляющие воздействия, при помощи которых поддер-
живается технологический режим. Значения управляющих воздействий 
тоже лимитируются: b j min  ≤  b j  ≤ bj max,  j = 1, 2, …, r; 

3) С = (с1, с2, …, сq). Параметры группы характеризуют те обобщён-
ные технико-экономические показатели, которыми оценивают качество и 
экономическую эффективность работы объекта. Все параметры перечис-
ленных групп  можно измерять в процессе работы объекта, и поэтому они 
называются контролируемыми; 

4) D = (d1, d2, ..., ds). Четвертую группу  образуют неконтролируемые 
параметры. Они характеризуют действие возмущающих факторов, таких 
как суточные и сезонные изменения в окружающей среде, износ оборудо-
вания, а также влияние тех переменных, которые недоступны количест-
венному измерению. 

Применение множественной линейной регрессии для построения 
математического описания управляемого объекта. Будем полагать, что 
объект управления аналогичен объекту, представленному на рис. 3.1. Объе-
диним все контролируемые параметры групп А и В в общую группу                 
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Х = (x1, x2, ..., xn), где n = m + r, и назовем их входными переменными, а y – 
выходной переменной. Для переменных, определяющих текущее состоя-
ние объекта, введем следующие допущения. 
 

                                                                  d1      d2           d s 

 
                                                                             . . . 
 
 
                                        а1                                                                                c1 

                                       а2                                                                                 c2 

                                                   .             Объект                .                             
                                      а m                                                                cq          

                       
                                                                             . . . 
 

                                                                           b1       b2              br 

 

                                   Рис. 3.1. Структурная схема управляемого объекта                             

 

1. Изменения каждого контролируемого параметра x1, x2, ..., xn  пред-
ставляют собой нормально распределенный случайный стационарный 
процесс, обладающий свойством эргодичности. 

2.  Каждый параметр группы D характеризует случайно и независимо 
действующий фактор; среди параметров нет доминирующих. 

3. Все параметры группы D не коррелированы с контролируемыми 
параметрами, и их изменения представляют собой случайный стационар-
ный процесс с нулевым математическим ожиданием. 

Введенные допущения достаточно реальны и выполняются для 
большинства промышленных объектов. 

В общем виде статическое математическое описание сложного объ-
екта представляет собой совокупность уравнений вида 

              yj (t) = fj [x1(t), x2(t), ..., xn(t), d1(t), ..., ds(t)],                 (3.1) 
где j = 1, ..., q; q – число выходных переменных объекта. 

Поскольку согласно допущениям каждый параметр d1(t), ..., ds(t) ха-
рактеризует случайно и независимо действующий фактор, не коррелиро-
ванный с входными переменными, то каждое уравнение совокупности (3.1) 
можно привести к виду 

y(t) = f [x1(t), x2(t), ..., xn(t)] + ξ [d1(t), ..., ds(t)] = 
= f [x1(t), x2(t), ..., xn(t)] + e (t),                                                             (3.2) 
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где e(t) – эквивалентный шум, приведенный к выходу объекта и заменяю-
щий действие всех неконтролируемых параметров с нулевым математиче-
ским ожиданием и нормальным законом распределения. 

В матричной форме уравнение регрессии в общем виде запишется 
следующим образом: 

Y = XB + E. 
В соответствии с принятыми допущениями структурная схема объ-

екта имеет вид, показанный на рис. 3.2. 
 

                 x1                                                 е      
                 x2                                                              у 
                  .                    Объект                                 
                 xn  

                                                                 
Рис. 3.2. Структурная схема объекта  

 
Зависимость f [x1(t), x2(t), ..., xn(t)] выразим в виде полинома 

 

f [x1(t), x2(t), ..., xn(t)] = 
j
∑  βj xj + 

,j q
∑ β jq xj xq + … .            (3.3) 

Используя формально линеаризованные переменные, статическое 
математическое описание объекта для каждого фиксированного момента 
времени можно представить в виде математической модели 

        y(ti) = β1x1(ti) + . . . + βkxk (ti) + e(ti),                           (3.4) 
где k – число членов полинома. Статистической основой для получения 
выборочных оценок β1, …, βk могут служить экспериментальные данные, 
полученные на объекте в режиме его нормальной эксплуатации. 

Анализ данных о случайных процессах в системах управления позво-
ляет представить модель случайного процесса в виде следующей структуры: 

Z(t) = B(t) + C(t) + X(t) + N(t),                              (3.5) 
где В(t) – постоянная или медленно изменяющаяся непериодическая функ-
ция; C(t) – гармонические функции с фиксированными периодами; X(t) – 
случайный процесс с нулевым математическим ожиданием; N(t) – случай-
ная помеха измерения. 

Компонента B(t) может быть найдена с помощью методов фильт-
рации. Вид этой компоненты в большинстве случаев можно определить 
посредством изучения диаграмм, записанных в сжатом масштабе вре-
мени. 
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Для определения гармонических компонент C(t) можно применить 
один из известных методов выделения скрытых периодичностей, напри-
мер, посредством корреляционных функций, взаимных корреляционных 
функций и т.д.  

Помеха измерения  N(t) может быть выделена одним из известных 
методов фильтрации [8]. 

Компонента  X(t), остающаяся после выделения из Z(t) составляющих 
B(t), C(t), N(t), представляет собой стационарный случайный процесс, для 
которого и может быть построено уравнение регрессии.   

Выбор интервала дискретизации и оценка продолжительности 
эксперимента по сбору статистических данных. Известно, что регресси-
онное уравнение может эффективно использоваться лишь в том интервале 
входных переменных, в котором наблюдались изменения переменных при 
сборе статистических данных. Всякая экстраполяция уравнения за пределы 
обследованного интервала несостоятельна и может привести к большим 
погрешностям. 

Сформулируем задачу следующим образом. Задан рабочий диапазон 
конечной величины для переменной x, изменения которой представляют 
собой случайный стационарный процесс (рис. 3.3): 

                      Δх = хмакс –  хмин.                                      (3.6) 
Весь диапазон Δх разбит на ряд одинаковых квантов в соответствии с 

разрешающей способностью измерительных приборов.   
 

                           x(t)                                                                                   хмакс 

                        
 
 
 

                                                                                                              хмин      
                                                                                                         t 

Рис. 3.3. Случайный стационарный процесс x(t) 
 

Предположим, что известны дискретность проведения опытов Δt и 
вероятности ν1 и ν2 попадания случайной величины  х  в нижний и верхний 
кванты диапазона Δх. Если переменная  х  имеет симметричное распреде-
ление внутри диапазона и, следовательно, ν1=ν2=ν, то вероятность того, 
что за n наблюдений значения переменной х будут обнаружены хотя бы по 
одному разу и в верхнем, и в нижнем квантах, 

                                    Р = (1 – е –λ)2.                                           (3.7) 
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Задав подходящее Р, из выражения (3.7) можно найти λ. В таблице 
приведены значения λ для распространённых значений Р. 
                                                                                         

Р 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 
λ 3,52 3,68 3,9 4,19 4,6 5,3 

 

Среднее число попаданий переменной в крайний квант диапазона в 
единицу времени 

                                                        a = ν/Δt.                                              (3.8) 
Параметр λ можно представить в виде λ = а Т, где Т – полное время 

наблюдений. 
Следовательно,                    

                                        λ = (Т/Δt)ν = nν,                                       (3.9)     
откуда                      

                                            Т = Δtλ /ν.                                         (3.10)  
Вычислив отношение Δt/ν  и взяв из таблицы значение λ, соответст-

вующее выбранной вероятности Р, по формуле (3.10) можно найти тре-
буемое время наблюдений Т. При окончательном выборе продолжитель-
ности эксперимента  Тэксп необходимо принимать во внимание все значе-
ния  Тj, рассчитанные для всех переменных хj. При определении интерва-
ла съема данных Δt можно руководствоваться предположением, приня-
тым в регрессионном анализе, что наблюдения по у некоррелированные. 
Интервал времени между соседними опытами должен обеспечить данное 
предположение. Для многих промышленных процессов, для которых из-
менения переменных представляют собой некоторый случайный процесс, 
это равносильно требованию Ry (θ) ≈ 0, где Ry(θ) – автокорреляционная 
функция выходной переменной у. Практически интервал Δt выбирается 
по условию 

                 Δt ≥ θ*
y.                                            (3.11) 

Здесь θ*
y – время корреляции переменной  у, определяемое следую-

щим образом: 
                         Rу (θ*) = 0,05Rу(θ).                                 (3.12)  

Время корреляции определяется по эмпирической автокорреляцион-
ной функции Ry (θ). Приближенно значение θ*

y можно оценить по диа-
грамме записи у. Для этого на диаграмме отмечают приближенное среднее 
значение и подсчитывают число пересечений  L за время t. Опытным путем 
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установлено, что среднее число пересечений f0 = L/t  удовлетворительно 
стабилизируется за время, в течение которого L = 40 ÷ 70. Тогда θ*

y ≈ 2/f0 . 
При выборе Δt необходимо учитывать ограничения по продолжительно-
сти лабораторных испытаний, связанные с контрольно-измерительной 
аппаратурой. При выборе верхнего предела Δt следует принимать во 
внимание такие факторы, как возможное изменение параметров объекта 
во времени, нарушение условий, в которых проводится эксперимент, и 
максимальные затраты, связанные с его проведением. Если интервал Δt 
взять очень большим, то результаты эксперимента окажутся подвержен-
ными влиянию изменений технологических параметров объекта, поэто-
му интервал Δt целесообразно выбирать по возможности ближе к ниж-
нему пределу. 

Переменные у, х1, …, хk можно привести к единому масштабу изме-
рения, стандартизуя все значения по формулам: 
                                             уi – yср                     xji – xср  

        у*
i  =  ⎯⎯⎯  ;       x*

ji = ⎯⎯⎯  ;     j=1, …, k;  i=1, …, n.  (3.13) 
                               ˆ yσ                          ˆ jσ          

Преобразование означает, что стандартизованные переменные                
у, х1, …, хk имеют одинаковые выборочные дисперсии, равные единице, и 
нулевые математические ожидания. 

Основные оценки точности уравнения регрессии. Наилучшее 

уравнение регрессии должно минимизировать разность (Yi – iY
∧

), где iY
∧

 – i-е 
предсказанное  значение Y. Рассмотрим следующее тождество [2]: 

                  (Yi – iY
∧

) = (Yi – Yср ) – ( iY
∧

– Yср ), i=1, …, n.                    (3.14) 
Уравнение можно записать иначе: 

                             n                     n                      n   
   ∑(Yi – Yср)2 = ∑(Yi – iY

∧
)2 + ∑( iY

∧

 
– Yср )2,                     (3.15) 

                           i=1                   i=1                i=1             
где ∑(Yi – Yср)2 – сумма квадратов отклонений наблюдений от среднего, со-

кращенно SS, а также скорректированная сумма квадратов Y; ∑(Yi – iY
∧

)2 – 
сумма квадратов отклонений наблюдений относительно регрессии;               

∑( iY
∧

– Yср )2 – сумма квадратов, обусловленная регрессией, сокращенно 
MSR . 

Уравнение регрессии можно считать представительным, если SS, 
обусловленная регрессией, будет много больше, чем SS относительно рег-
рессии. 
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Всякая сумма квадратов связана с числом степеней свободы. В ста-
тистике это разность между числом опытов и числом констант, найденных 
по этим опытам, которая показывает, как много независимых элементов 
информации, получающихся из n независимых чисел Y1, Y2, …, Yn , требу-
ется для образования данной суммы квадратов. Например, для SS относи-
тельно среднего требуется (n – 1) независимый элемент; для МSR, обуслов-
ленной регрессией, используется k параметров при независимых Xj, т.е.           
k степеней свободы; для SS относительно регрессии необходимо (n – k) 
степеней свободы (если используется параметр b0 в уравнении регрессии, 
то степеней свободы будет (n – k – 1)) . 

Разделив SS относительно регрессии на число степеней свободы, по-
лучают оценку дисперсии относительно регрессии (остаточную диспер-
сию): 

           S2 = (SSотн.регр) / (n – k) = σ2
y, x.                             (3.16) 

Она представляет собой ошибку измерения, с которой значение Y 
предсказывается для данного значения X. 

Адекватность уравнения регрессии оценивается по F-критерию: 
                       F = MSR / S2.                                         (3.17) 

Выражение (3.17) подчиняется F-распределению c k (или (k – 1)) и   
(n – k) степенями свободы. Его сравнивают с 100(1 – α)%-ной табличной 
точкой F (k, (n – k)) распределения (обычно берут 95%-ную точку). Для 
удовлетворительной предсказательной способности  уравнения расчетное 
значение Fрасч должно удовлетворять условию [2]  

                                                       Fрасч ≥ 4Fтабл.                                      (3.18) 
Кроме этого в регрессионном анализе используют понятия частного 

F-критерия, последовательного F-критерия и коэффициента множественной 
детерминации R2 (квадрат коэффициента множественной корреляции). 

Частный F-критерий – это критерий для каждой переменной в пред-
положении, что она была последней переменной, включенной в регрессию. 
Соответствующий средний квадрат, обусловленный регрессией введëнной 
переменной, имеет одну степень свободы и может сравниваться с величи-
ной S 

2 на основе F-критерия для проверки относительного эффекта от вве-
дения новой переменной после других. 

Если переменные добавляются к регрессионному уравнению после-
довательно одна за другой, то говорят о последовательном F-критерии. 
Это как раз и есть частный F-критерий по отношению к переменной, кото-
рая вводится в уравнение на данной стадии. 



 21

Коэффициент множественной детерминации 
                                                     n     ∧       ⎯    n            ⎯  

                  R2  =  ∑ (Yi – Y)2/∑ (Yi – Y)2                             (3.19) 
                                                    i=1                    i=1         

определяет меру полезности параметров bj (кроме b0) в модели, или  про-
цент правильных предсказаний. 

Доверительный интервал для параметров bj стандартизованных пе-
ременных Хj оценивается по формуле [1] 

                                                                                n 
            bj ± t (n – k, 1 – 0,5 α) (S2 / ∑ Xт X) 1/2,                   (3.20)    

                                                                              i=1 
где t (n – k, 1 – 0,5 α) – это (1 – 0,5 α)%-ная точка t-распределения с (n – k) 
степенями свободы (находится по таблице); X и Xт – матрицы независи-
мых переменных Хj (j=1, …, k).  

В шаговой регрессии оценка доверительного интервала параметра  bj  
производится по другой формуле, что связано с вычислительными аспек-
тами метода. 

Следует подчеркнуть, что соотношение (3.19) справедливо для одно-
го отдельно взятого параметра bj и нельзя утверждать, что   Р=(1 – α) есть 
вероятность того, что доверительные интервалы, построенные по данным 
одной выборки для всех k параметров, одновременно покрывают истинные 
значения этих коэффициентов. Если бы интервалы были независимы, то 
вероятность такого утверждения была бы равна (1 – α)k. Однако довери-
тельные интервалы нельзя считать независимыми, поскольку коррелиро-
ваны оценки bj . 

Ширина доверительного интервала ошибки предсказания для стан-
дартизованных переменных определяется по формуле [1] 

              Δy/x = ± t (n – k, 1 – 0,5 α) (S2 / (1+ 1/n)) 1/2.                (3.21) 
Из выражения (3.20) видно, что ошибка предсказания по уравнению 

регрессии неодинакова для различных точек, взятых внутри диапазонов 
изменения Xj. Она минимальна для середины диапазона, где Xj = Xjср, и 
увеличивается по мере смещения от средней величины. 

Методы получения «наилучшего» уравнения регрессии. Рассмот-
рим статистические методы отбора переменных в регрессионном анализе. 
Предположим, что мы хотим установить линейное регрессионное уравне-
ние для данного отклика Y относительно независимых или предсказываю-
щих переменных X1, Х2,…, Хk. Мы исходим из предположения, что           
X1, Х2,…, Хk  –  полный набор переменных, относительно которых должно 
быть составлено искомое уравнение. Для отбора окончательного решения 
используют два противоположных по характеру критерия. 
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1. Чтобы сделать уравнение полезным для предсказания, мы должны 
стремиться включить в нашу модель по возможности больше Х с тем, что-
бы можно было более надежно определить прогнозируемые величины. 

2. Из-за затрат, связанных с получением информации при большом 
числе Х и ее последующей проверкой, мы должны стремиться к тому, что-
бы уравнение включало как можно меньше Х. 

Компромисс между этими крайностями достигается за счет выбора 
«наилучшего» уравнения регрессии. Нет однозначного статистического 
метода для выполнения этого выбора, субъективные суждения – необхо-
димая составляющая часть любого из рассматриваемых статистических 
методов. Кратко опишем несколько методов. Для полноты картины доба-
вим также, что, будучи примененными к одной и той же задаче, они не 
обязательно приведут к получению одинакового решения.  

Метод всех возможных регрессий 
Это весьма громоздкий метод. Он требует сначала получения каждо-

го из возможных регрессионных уравнений, которые содержат Х0 и неко-
торое число переменных X1, Х2, …, Хk. Поскольку каждая переменная Хi 
может либо входить в уравнение, либо не входить в него, то всего имеется 
2k уравнений. Если k=10 (а это не такое чрезмерно большое число), то на 
втором этапе данного метода должно быть исследовано 210=1024 уравне-
ний. Это означает, что статистик рассмотрел все возможности, однако он 
исследовал большое число уравнений, многие из которых при здравом 
размышлении могли бы быть отвергнуты сразу. Если исследуется более 
пяти переменных, то использование этого метода делается совершенно 
бессмысленным. 

Метод исключения 
Метод исключения представляет собой усовершенствование метода 

«всех регрессий», поскольку здесь исследуются не все уравнения, а только 
«наилучшее» уравнение, содержащее определенное число переменных. 
Основные этапы этого метода следующие. 

1. Рассчитывается регрессионное уравнение, включающее в себя все 
переменные. 

2. Вычисляется величина частного F-критерия для каждой из пере-
менных, как будто она последняя переменная, введенная в регрессионное 
уравнение. 

3. Наименьшая величина частного F-критерия, обозначаемая через 
FL, сравнивается с заранее выбранным уровнем значимости F0: 
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а) если FL<F0, то переменная ХL, связанная с FL, исключается из рас-
смотрения и производится перерасчет уравнения регрессии с учетом ос-
тающихся переменных, затем переходят к этапу 2; 

б) если FL>F0, то оставляют регрессионное уравнение таким, как оно 
вычислено. 
 В целом это вполне удовлетворительный метод, особенно для стати-
стиков, которые любят видеть все переменные в уравнении, чтобы «не 
пропустить чего-нибудь». Этот метод значительно более экономный по за-
тратам машинного времени и труда, чем метод всех возможных регрессий. 
Однако если исходные данные дают матрицу ХХ ′ , которая плохо обуслов-
лена, т.е. почти вырождена, то этот метод может приводить к бессмыслен-
ным результатам из-за ошибок округления. Правда, при наличии совре-
менной вычислительной техники это не является серьезным препятствием. 

Метод включения 
Метод исключения исходит из наиболее полного уравнения, исполь-

зующего все переменные, и заключается в последовательном уменьшении 
числа переменных в уравнении до тех пор, пока не будет принято решение 
об использовании уравнения с оставшимися членами. Метод включения 
представляет собой попытку прийти к тем же выводам, действуя в обрат-
ном направлении, т.е. включая переменные по очереди до тех пор, пока 
регрессионное уравнение не станет удовлетворительным. Порядок вклю-
чения определяется  с помощью частного  коэффициента корреляции как 
меры важности переменных, еще не включенных в уравнение. Основная 
методика состоит в следующем. Прежде всего выбираем переменную Х, в 
наибольшей степени коррелированную с Y (допустим, что это Х1), и нахо-
дим линейное уравнение регрессии 1ˆ ( )Y f X= . Затем определяем частный 

коэффициент корреляции Xj (j≠1) и Ŷ  (с учетом поправки на Х1). В матема-
тическом отношении это эквивалентно нахождению корреляции между ос-
татками от регрессии 1ˆ ( )j jX f X= . Теперь выбираем величину Xj (допус-
тим, что это Х2), которая отличается наибольшим частным коэффициентом 
корреляции с величиной Y, и находим второе регрессионное уравнение 

1 2ˆ ( , )Y f X X= . Этот процесс продолжается далее. После того как Х1, Х2 ,…, Хq 
уже введены в уравнение регрессии, частные коэффициенты корреля-
ции отражают корреляции между остатками от регрессии 

1 2ˆ ( ,  ,  ...,  ), ( )qY f X X X j q= > . После того как каждая переменная введена в 
регрессионную зависимость, исследуют такие величины, как R2 – квадрат 
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множественного коэффициента корреляции; частный F-критерий для толь-
ко что введенной переменной, который показывает, вносит ли эта пере-
менная значимый вклад в вариацию сверх того вклада, который относится 
к переменным, ранее введенным в регрессионное уравнение. Как только 
величина частного F-критерия, относящегося к только что введенной пе-
ременной, становится незначимой, процесс заканчивается. 

Метод включения более экономичен с вычислительной точки зрения, 
чем ранее обсуждавшиеся методы, позволяет избежать обработки большо-
го числа переменных и приводит к улучшению уравнения на каждой ста-
дии. Один из недостатков метода состоит в том, что он не предусматривает 
возможностей исследовать влияние, оказываемое введением новой пере-
менной, на роль, которую играет другая переменная, введенная в уравне-
ние на предшествующей стадии. Этот недостаток преодолен в шаговом 
методе.  

Шаговый регрессионный метод 
По существу, этот метод представляет собой улучшение метода 

включения. И это улучшение состоит в дополнительном исследовании на ка-
ждой стадии переменных, включенных в модель на предшествующих стади-
ях. Переменная, наилучшая для введения в модель на ранней стадии, может 
оказаться излишней на более поздней из-за взаимосвязи между этой и други-
ми переменными, содержащимися теперь в модели. Чтобы проверить это, на 
каждой стадии вычисляют частный F-критерий для каждой переменной 
уравнения и сравнивают его с заранее выбранной процентной точкой соот-
ветствующего F-распределения. Это позволяет вынести суждение о том, ка-
кой вклад может сделать каждая переменная в предположении, что она вве-
дена в модель последней, и безотносительно к тому, когда она была введена в 
действительности. Любая переменная, которая дает незначимый вклад, ис-
ключается из модели. Этот процесс продолжается до тех пор, пока в уравне-
ние уже нельзя будет добавить и исключить переменные. 
 Этот метод считается наилучшим из рассмотренных методов отбора 
переменных. 

Учет влияния погрешности регистрации статистических данных 
на точность математического описания. Аппарат множественной рег-
рессии построен на предположении, что все данные, содержащиеся в мат-
рице Х, соответствуют истинным значениям переменных в момент наблю-
дения. Однако в реальных условиях промышленного объекта переменные 
регистрируются с некоторой погрешностью, обусловленной либо ошибка-
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ми измерительных приборов, либо неточностью химических анализов и 
т.д. Погрешность измерения переменных увеличивает неопределëнность 
уравнения регрессии и в этом смысле эквивалентна действию добавочного 
внешнего шума. Практически это проявляется в возрастании остаточной 
дисперсии уравнения по сравнению с остаточной дисперсией, вычислен-
ной при точно измеренных данных. В общем случае приращение остаточ-
ной дисперсии за счëт погрешностей измерения может быть столь значи-
тельным, что полученное уравнение регрессии теряет практический смысл. 

Представим i-е измерение независимой переменной xj в виде суммы 
                              xji = x0

ji + εji,                                         (3.22) 
где x0

ji – истинное значение переменной xj; εji – значение ошибки измерения. 
Аналогично можно представить ошибку измерения зависимой пере-

менной у. 
Будем предполагать, что ошибки измерения по каждой переменной 

представляют собой случайные величины с нулевым математическим 
ожиданием и дисперсией ζ2

j, т.е. 
                      М [εj] = 0; M [εjεj] = ζ2

j.                           (3.23) 
Далее предположим, что ошибки измерения по каждой переменной 

не коррелированы с ошибками по другим переменным и со значениями 
самих переменных, т.е. 

М [εjεq] = 0; M [εj (xj – M [xj])] = 0; 
                           M [εj (xq – M [xq])] = 0.                                  (3.24) 

Полное увеличение дисперсии уравнения регрессии, вызванное по-
грешностью регистрации независимых переменных, определяется выраже-
нием [10] 
                                                                                     k          

                  Δσ2 ≈ [((n – 1)σ2
у)/(n – k)] ∑ (ζ2

j / σ2
j ) (b 

*
j)2,                   (3.25) 

                                                                                          j=1  
где n – число выборочных данных;  k – число независимых переменных;         
σ2

у – выборочная дисперсия выходной переменной; ζ2
j − дисперсия по-

грешности измерения xj; σ2
j  − выборочная дисперсия независимой пере-

менной xj; b*
j – выборочная оценка коэффициента регрессии. 

Отсюда вытекает важный вывод: чем больше размах колебаний неза-
висимых переменных при сборе статистических данных, тем меньше ска-
жется погрешность измерения на точности математического описания.  

Вклад каждой независимой переменной в приращение дисперсии 
уравнения регрессии можно оценить по формуле 

             Δσ2
j  ≈  (ζ2

j / σ2
j) (b 

*
j )2,    j = 1, …, k.                      (3.26) 
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Соотношение (3.26) позволяет проранжировать все независимые пе-
ременные соответственно их роли в снижении точности математического 
описания объекта из-за погрешности измерения.           

В общем случае полное изменение Δbj коэффициента bj за счет оши-
бок измерения всех независимых переменных, вызванное их коррелиро-
ванностью с bj, для нестандартизованных переменных можно рассчитать 
по формуле    

                                     ∧          ∧ 
             Δbj(q) ≈  –bq ζ2

q (Dyy,jq / Dyy),   q = 1, …, k,               (3.27) 
где Dyy,jq – минор определителя D. 

                                                     dyy dy1 dy2  . . . dyk   
                                                     d1y d11 d12  . . . d1k   
                                        Dуу =                 . . .               ,                            (3.28) 
                                                                . . .  
                                                     dky dk1 dk2  . . . dkk   

где djq – выборочные ковариации соответствующих переменных; Dyy – ми-
нор определителя D. 

Для стандартизованных переменных вместо выборочных ковариаций 
djq используют выборочные коэффициенты корреляции rjq  между соответ-
ствующими переменными. 

Исследованиями [4] доказано, что погрешности измерения зависи-
мой переменной εy не влияют на величины коэффициентов регрессии, так 
как 

                         ∂ bj        ∂          Dyj     
                      ⎯⎯ = ⎯⎯      ⎯⎯–     = 0.                            (3.29) 
                       ∂ ζ2

y     ∂ ζ2
y           Dyy  

Выведенные соотношения позволяют решить следующие важные за-
дачи: 

1) выделение переменных, ошибки измерения которых составляют 
наиболее существенную часть приращения остаточной дисперсии ошибки 
прогноза. Это позволяет сформулировать требования к точности измере-
ния отдельных переменных; 

2) вычисление общего приращения остаточной дисперсии за счет по-
грешностей измерения независимых переменных; 

3) получение регрессионных коэффициентов, освобожденных от ис-
кажающего влияния ошибок. 

Приведенные выше результаты получены для линейного уравнения 
регрессии. Для полиномов более высокого порядка вышеприведенные 
формулы меняются. Они даны в [4]. 
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Лабораторная работа № 4 
 

ПЛАНИРОВАНИЕ АКТИВНОГО МНОГОФАКТОРНОГО  
ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
 Цели работы: научить студентов планировать проведение активного 
эксперимента, обрабатывать экспериментальные данные и получать урав-
нение регрессии, проводить статистический анализ полученного уравнения 
регрессии.  
 

Теоретические сведения 
 Для вычислительного эксперимента необходимо составить матрицу 
кодирования и матрицу планирования многофакторного эксперимента и 
выполнить серию расчетов по предлагаемому плану  с последующей обра-
боткой результатов. 

Матрица кодирования заполняется, как показано в табл. 4.1. 
Таблица 4.1 

Факторы Уровни  
варьирования 

Интервал 
варьи-
рования 

Натуральный вид Кодирован-
ный вид –1 0 +1  

Независимый параметр Х1 
Независимый параметр Х2 
Независимый параметр Х3 

X1 

X2 

X3 
   

 

 

Матрица планирования полного факторного эксперимента 2k приве-
дена в табл. 4.2. 

Таблица 4.2 
Номер точки 
планирования X1 X2 X3 X1   X2 X1  X3 X2  X3 Y (Q) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

+1 
+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 

+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 
+1 
–1 

+1 
+1 
+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 

+1 
–1 
–1 
+1 
+1 
–1 
–1 
+1 

+1 
+1 
–1 
–1 
–1 
–1 
+1 
+1 

+1 
–1 
+1 
–1 
–1 
+1 
–1 
+1 

Y1 

Y2 

Y3 

Y4 

Y5 

Y6 

Y7 

Y8 
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Общий вид полученного уравнения 

0
1

ˆ .
n

i i i i j i j
i j

y b b x b x x
=

= +∑ ∑  

Уравнения для трех факторов 0 1 1 2 2 3 3 12 1 2 13 1 3ˆiy b b x b x b x b x x b x x= + + + + + +

23 2 3 ,b x x+  

где свободный член 0 ,iy
b

N
= ∑  N – число точек на плане; i i

i
x y

b
N

= ∑  – ко-

эффициенты для линейных членов; i j i
ij

x x y
b

N
= ∑  – коэффициент парных 

взаимодействий. 
 

Методика анализа уравнений регрессии 
1. Определение дисперсий оценок коэффициентов регрессии: 
а) для однофакторного эксперимента: 

 
2

2
0 2

e
b

SS
nm

= ;        
2

2 ;
2

e
bi

SS
m

=   

б) для полного факторного эксперимента 2n: 
2

2 ,
2

e
b nj

SS
m

=    j= 0, 1, …, (2n – 1); 

в) для дробного факторного эксперимента 2n–p: 
2

2 ,
2

e
b n pj

SS
m−=    j= 0, 1, …, 2n–p – 1; 

г) для симплекс-планов: 
2

2
0 ( 1)

e
b

SS
m n

=
+

; 
2 2

2 Г
( 1)
n e

b j
SS

m n
=

+
,  

( )
2 22 2 2 2 2

1 1
00
0

( ) 1 Г
( 1)

n n
e

i n ib bb i i
i

SS S x S x
m n= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ , i = 1, 2, …, n. 

Во всех вариантах число степеней свободы, связанное с той или 
иной выборочной дисперсией оценки коэффициента регрессии, равно 

( )1b e N mν = ν = − . 
2. Проверка значимости коэффициентов регрессии осуществляется 

путем вычисления статистики /j j b jt b S=  и сравнения вычисленного значения 

с критическим значением , / 2qtν α= , найденным по таблицам t-распределения 
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Стьюдента, где  q – уровень значимости критерия (как правило, q = 0,05);      
ν – число степеней свободы, ( )1b e N mν = ν = ν = − . 

Если jt > , / 2qtν α= , принимается нулевая гипотеза, соответствующий 

коэффициент регрессии полагается незначимым и выбрасывается из регрес-
сионной модели. Если же jt < , / 2qtν α= , считают, что данный коэффициент 

значим (неслучаен) и его следует сохранить в регрессионной модели. 
С физической точки зрения может существовать несколько причин, 

по которым коэффициент регрессии при определенной переменной ока-
зывается незначимым: 

а) переменная действительно не влияет на отклик у; 
б) действие переменной не проявилось на фоне помехи, т. е. мало 

отношение сигнал/шум. Следовательно, если бы более правильно был 
выбран соответствующий интервал варьирования или же было проведено 
большее число параллельных опытов, то вполне вероятно, что данный ко-
эффициент регрессии стал бы значимым; 

в) центр плана расположен вблизи особой точки (например вблизи 
экстремума) частной зависимости отклика от данной переменной. 

В связи с изложенным нужно весьма осторожно делать заключение 
о том, что результаты эксперимента свидетельствуют об отсутствии влия-
ния того или иного фактора, который, следовательно, следует устранить 
из дальнейшего рассмотрения. 

Если полученная регрессионная модель оказывается неработоспособ-
ной и приходится осуществлять дополнительный эксперимент с целью опре-
деления нового регрессионного уравнения, вряд ли имеет смысл исключать из 
рассмотрения какой-либо фактор лишь на том основании, что коэффициент 
регрессии для данного фактора, а также коэффициенты при всех взаимодей-
ствиях, куда он входит, оказались незначимыми. Целесообразнее сохранить 
его и в новом эксперименте, выбрав иные условия изменения данного факто-
ра (как правило, увеличивают шаг варьирования). Нужно четко представлять, 
что формальное следование некоторым математическим процедурам, не со-
отнесенное с физическим смыслом задачи, часто приводит к неудачам. 

Конечным результатом после проверки значимости всех коэффи-
циентов регрессии, входящих в искомую модель, является уравнение рег-
рессии, содержащее лишь переменные со значимыми коэффициентами: 

( )
*

ˆ ,
d

j j
j

y b f x=∑  
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где d* – общее число значимых коэффициентов в регрессионной моде-
ли, d* < d+1 ≤ N. Суммирование ведется лишь по тем j, которым отвечают 
значимые коэффициенты регрессии. 

После этого необходимо пересчитать уравнение регрессии с учетом 
значимых факторов и снова проверить на значимость коэффициенты рег-
рессии и само уравнение регрессии. 

3. Проверка адекватности уравнения регрессии осуществляется пу-
тем сопоставления выборочной дисперсии S2 и оценки дисперсии шума 2

eS . 
Действительно, для модели, адекватной реальному объекту, единственная 
причина, по которой дисперсия S2 может отличаться от нуля (конечно, ко-
гда N>d*), – это воздействие шума, причем надо учитывать, что его влия-
ние сказывается через усредненные значения gy , определяемые каждое по 
m параллельным опытам. Ясно, что в такой ситуации при адекватной мо-

дели выборочная дисперсия S2 оценивает не 2
eσ , a 

2
e

m
σ . Именно поэтому при 

проверке адекватности используется статистика 2 2/ eF mS S= , численное зна-
чение которой сравнивается с табличным критическим значением 

, ; 1 2 qFν ν α= , где q – уровень значимости (чаще всего q = 0,05); *
1 N dν = − ; 

( )2 1e N mν = ν = − . Если F < , ;1 2 qFν ν α= , следует сделать вывод о том, что 

числитель и знаменатель в формуле оценивают одну и ту же генеральную 
дисперсию 2

eσ  и, следовательно, модель адекватна. 
Если же F > , ;1 2 qFν ν α= , данные эксперимента говорят о наличии 

систематического превышения параметра генеральной совокупности, оце-
ниваемого числителем, по сравнению с аналогичным параметром, оцени-
ваемым знаменателем. Поскольку единственной причиной, по которой эти 
параметры могут систематически (неслучайно) отличаться друг от друга, 
является дополнительное рассеяние, обусловленное несоответствием мо-
дели и реального объекта, исследователь должен сделать вывод о не-
адекватности полученной регрессионной модели. В таком случае необхо-
димо либо усложнить регрессионную модель (скажем, перейти к пла-
нированию второго порядка и искать регрессионное уравнение в виде 
полного квадратичного полинома), либо, если это представляет интерес, 
повторно реализовать тот или иной план первого порядка с уменьшен-
ными интервалами варьирования.  
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Для адекватной модели имеет смысл рассмотреть вопрос о ее рабо-
тоспособности. 

4. Проверка работоспособности регрессионной модели: как и в 
стандартной схеме регрессионного анализа, модель может считаться 
работоспособной (пригодной к практическому использованию для це-
лей предсказания), если у этой модели коэффициент детерминации 
R2≥0,75, что обеспечивает уменьшение ошибки предсказания, по крайней 
мере, в два раза, когда для предсказания используется регрессионная мо-
дель вместо примитивного предсказания по среднему значению откли-

ка 
1 1

1 ;
N m

gl
g l

у y
Nm = =

= ∑∑
1

1 N
g

g
у y

N =
= ∑ без учета влияния факторов на отклик y. В 

рассматриваемом случае этот коэффициент может быть найден по фор-
муле 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 * 2
* 2 2

12
2 22 2

1 1

1
1 .

1 1
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g e

e g
N N

g e g e
g g

m y y N d S
m N d S N m S
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m y y N m S m y y N m S

=

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −

− + − ⎢ ⎥⎣ ⎦= − =

− + − − + −

∑

∑ ∑
 

Полученная с помощью планов первого порядка работоспособная 
регрессионная модель может быть использована затем для целей пред-
сказания значений отклика в задачах интерполяции и экстраполяции, а 
также для лучшего уяснения механизма явлений, протекающих в объекте 
исследования. 

Проведем анализ взаимодействия между у и факторами хi. 
1. Знак “+” в уравнении свидетельствует о том, что с увеличением 

значения фактора величина соответствующего выходного параметра также 
увеличивается, а знак “–” –  о том, что она убывает. 

2. Чем больше значение коэффициента, тем сильнее значение фактора. 
3. При необходимости получения максимального значения выходно-

го параметра значения всех факторов, коэффициенты которых имеют “+”, 
следует принимать максимальными, а значения факторов, коэффициенты 
которых имеют “–”, – минимальными. 

4. В неполных квадратичных зависимостях знак “+” перед коэффи-
циентом взаимодействия соответствует направлению изменения выходно-
го параметра при условии, что другие факторы приняты на основном 
уровне. 
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5. Знак “+” перед коэффициентом взаимодействия говорит о том, что 
увеличение выходного параметра возможно, только если оба фактора од-
новременно находятся на верхнем или нижнем уровне. 

6. При помощи уравнения регрессии возможно решение интерполяци-
онных задач путем введения кодированных факторов (0,25; 0,5; 0,75; –0,25;          
–0,5; –0,75 и т.д.) и решение экстраполяционных задач (факторы 1,1; 1,2; 1,3). 

7. Задачи оптимизации – это нахождение сочетаний факторов, обес-
печивающих максимальные или минимальные значения выходных пара-
метров. Они заключаются в дифференцировании по 1 ... ix x , приравнива-
нии результатов дифференцирования к нулю и последующем решении 
системы линейных алгебраических уравнений 

2 2
0 1 1 2 2 11 1 22 2 12 1 2ˆ ;y b b x b x b x b x b x x= + + + + +  

1 11 1 12 2
1

2 22 2 12 1
2

2 0,

2 0.

y b b x b x
x
y b b x b x
x

δ
= + + =

δ

δ
= + + =

δ

        х1, х2, x3 

8. Задачи управления – это нахождение такого сочетания факторов, ко-
торое обеспечивает нужные выходные параметры. Для этого определяют наи-
более значимый фактор и решают уравнения регрессии относительно него. 

9. Задачи минимизации – получение заданных значений выходных 
параметров при минимальном значении одного из факторов. Применяются 
при решении комплексных задач и дают возможность строить математиче-
ские модели и выбирать сочетание факторов, которое обеспечивает нуж-
ные выходные параметры при  минимуме затрат с учётом ограничения по 
ресурсам отдельных факторов. 

 
Лабораторная работа № 5 

МЕТОД ИДЕНТИФИКАЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ 

 
Цель работы: получить математическую модель динамики объекта 

управления. 
 

Задание и порядок выполнения работы  
1. Ознакомиться с описанием лабораторной работы. 
2. Получить от преподавателя входные U(t) и  выходные Y(t) данные 

динамического объекта по каналу управления. 
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3. Получить корреляционную функцию входного процесса RUU(τ)                
(или Rхх(τ)) и взаимную корреляционную функцию  RYU(τ) (или Ryx(τ)). 

4. При необходимости произвести фильтрацию случайных процессов. 
5. Получить весовую функцию W(t) объекта исследования и затем 

рассчитать передаточную функцию по данному каналу управления. 
 

Теоретические сведения 
Описание алгоритма. Для стационарных объектов  управления 

справедливо так называемое уравнение Винера – Хопфа [1] 

( ) ( ) ( ) ,
0

ух ххR w t R t dt
∞

τ = τ −∫                                  (5.1) 

где R xx(τ) – автокорреляционная функция входного случайного сигнала x(t); 
R ух (τ) – взаимная корреляционная функция выходного y(t) и входного x(t) 
сигналов; w(t) – весовая функция идентифицируемого объекта как харак-
теристика динамических свойств объекта. 

Один из методов идентификации линейных динамических объектов 
в режиме их нормальной эксплуатации – метод, основанный на решении 
уравнения (5.1) относительно весовой функции w(t). 

На практике имеется возможность наблюдать процессы на входе и 
выходе объекта лишь за конечное время ТН (время наблюдения), поэтому 
могут быть вычислены только оценки соответствующих корреляционных 
функций: 

H

H

1ˆ ( ) ( ) ( ) ,
0

хх
T

R x t x t dt
T

− τ
τ = − τ∫

− τ
                        

       (5.2) 
H

H

1ˆ ( ) ( ) ( ) .
0

ух
T

R x t y t dt
T

− τ
τ = − τ∫

− τ
 

Для реальных объектов w(t)=0   при t > Т0, где Т0  – время успокоения 
объекта, равное примерно (4...5) Тmax, где Тmax – максимальная постоянная 
времени, характеризующая объект. 

Кроме того, для реальных процессов Rxx(τ)≈0 и Ryx(τ)≈0 при Т>τmax, 
где τmax – максимальное  время  коррелирования. 

С учетом сказанного уравнение (5.1) может быть записано в виде 

            
0ˆ ˆ( ) ( ) ( )

0
ух xх

Т
R w t R t dtτ = τ −∫ ,     0 ≤ τ ≤  τmax.                   (5.3)            
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Таким образом, процесс идентификации объекта включает в себя две 
процедуры: 

1) определение оценок корреляционных функций Rxx(τ) и Ryx(τ); 
2) решение интегрального уравнения (5.3) относительно w(t). 
Определение корреляционной и взаимной корреляционной функций 

описано далее. 
Обычно для решения уравнения (5.3) его заменяют системой алгеб-

раических уравнений. Для этого производят квантование переменных t и τ  
в уравнении (5.3), а интегрирование заменяют суммированием. Пусть шаги 
квантования по t и τ соответственно равны Δt и Δτ. Тогда число квантов по 
каждой из переменных 

0TN
t

=
Δ

;             maxM τ
=

Δτ
. 

При этом уравнение (5.3) примет вид 

     ˆ ˆ( ) ( ) ( )
0

xx yx
N

w i t R j i t t R j
i

Δ Δτ − Δ Δ = Δτ∑
=

,     j = 1, 2, …, M.         (5.4) 

Оценка корреляционных функций. Структура случайного процес-
са дана на с. 16. 

Оценка корреляционной функции, вычисленная по эксперименталь-
ным данным, обычно представляет собой ряд дискретных отсчетов в фик-
сированных точках τi. При этом оценка взаимной корреляционной функ-
ции может быть получена по непрерывно-шаговому (5.5) или выборочно-
шаговому (5.6) алгоритмам, которые имеют вид: 

           R*
xy ( ,kΔτ  T) = 1 ( ) ( )

0

T
x t y t k dt

T
+ Δτ∫ ,                          (5.5) 

             R*
xy ( ,kΔτ  N) =  1 ( ) ( )в в

1

N
x i t y i t k

N i
Δ Δ + Δτ∑

=
,                   (5.6) 

где Δτ– шаг дискретности корреляционного сдвига; Δ tв – шаг отбора вы-

борочных пар (xi, yi); N=
в

T
tΔ

; .kΔτ = τ  

В зависимости от соотношения между tв и Δτ  различают различные 
выборочно-шаговые алгоритмы. Парная выборка (хi, yi) называется макси-
мально коррелированной, если Δ tв=Δ tx=Δ ty=Δτ , и некоррелированной, 
если Δ tв кор≥ τ  ( корτ  – интервал корреляции случайного процесса). 
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Алгоритмы оценок корреляционной функции получают путем заме-
ны y на х в формулах (5.5) и (5.6). 

Погрешности измерения корреляционной функции характеризуют 
причины методического характера (ограниченность длины реализации, 
дискретизация процесса по времени и квантование по уровню). Ввиду это-
го основная задача планирования эксперимента при вычислении оценки 
корреляционной функции – определение значений Т, N, Δ t, ,Δτ  обеспечи-
вающих требуемую точность и надежность оценки. Для определения точ-
ности оценки корреляционной функции при заданных Т, N, Δ t, Δτ  или для 
выбора Т, N, Δ t, ,Δτ  обеспечивающих требуемую точность и надежность 
оценки, необходимо располагать большей информацией, чем содержится в 
интересующей нас корреляционной функции. В этих условиях для кор-
ректного решения задачи можно использовать следующий путь. 

1. Исследовать в общих выражениях погрешности оценок как функ-
ции Т, N, Δ t, Δτ  для наиболее часто встречающихся корреляционных 
функций (стандартных корреляционных функций). 

2. Используя априорную информацию, определить класс изучаемого 
процесса и найти приближенную оценку параметров корреляционной 
функции в стандартном классе. 

3. По принятым априорным данным задать допустимую погрешность 
и выбрать необходимые значения Т, N, Δ t, Δτ . 

4. Вычислить оценку корреляционной функции. 
5. Сопоставить вычисленную оценку с априорно заданной стандарт-

ной функцией и уточнить параметры модели. Если различие между апри-
орной и уточненной моделями велико, то выбрать новую длину реализа-
ции и повторить вычисления. 

6. Полученный результат представить окончательно в виде одной из 
стандартных характеристик с оценкой точности и надежности. 

Число повторных приближений зависит в основном от параметров ап-
риорной модели, поэтому требуется точно знать, как была собрана априор-
ная информация, и по возможности полнее включать в нее теоретические 
сведения о механизме возникновения и структуре случайного процесса. 

Анализ случайных процессов в промышленных системах управления 
показывает, что корреляционную функцию и спектральную плотность 
компоненты X(t) этих процессов в большинстве случаев можно описать 
посредством выражений 



 36

2 | | / | | /| | 1 2( ) ( ),xx xR k ae be ce− λ β − λ β− λλ = σ + −                      (5.7) 
0

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 1 0 2

( ) ,
( 1)( 1)( 1)

x
SS w

T w T w T w
=

+ β + β +
                    (5.8) 

где 10 1≤ β ≤ , 20 1≤ β ≤  ; 
0

;
T
τ

λ =   
2 2

2 1

21

;
(1 )(1 )

a β −β
=

−β −β
  

2
1 2

1

( 1)
1

b β β +
=

−β
; 

2
2 1

2

( 1)
1

c β β +
=

−β
;  

1 1 2 2 2 1

1
( )( )

k =
β +β β +β β −β

, 

или 

Rxx(λ ) = 
24/ / 22 ( sin( ))

2
k ae bex

−β− λ α − λ βσ + λ +ϕ ,             (5.9) 

Sx( w) =  0
2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1)[(1 ) ]0 0 0

S

T w T w T wα + − + β
,                 (5.10) 

где   3a = α β ; b = 2
2 2 2 2

2

(1 )
4

+ α −α β
−β

; ϕ= arctg
2 2 2 2

2 2 2
(1 ) 4

(1 3 )
+α −α β −β

β + α −α β
; 

 k = 2 2 2 3
1

1+ α −α β + α β
;  λ=τ/То . 

Для грубой оценки параметров корреляционной функции и спек-
тральной плотности необходимо: 

1) записать в сжатом масштабе времени отрезок реализации случай-
ного процесса; 

2) оценить среднее значение процесса; 
3) подсчитать общее число нулей N0X (пересечение среднего значения) и 

число максимумов М0Х (число нулей положительной производной процесса); 
4) вычислить среднее число нулей n0X = N0X / T  и среднее число мак-

симумов m0X = М0Х / T ; 
5) определить меру «колебательности» процесса Z = m0X  / n0X ; 
6) по значению Z выбрать вид и определить параметры Rх (τ) и Sх (w). 
При  Z = 1,5 ÷10  и малых β аппроксимация экспериментальной кор-

реляционной функции  достаточно хорошо описывается формулой (5.7).  
Для целей управления выбирают соотношения β1 =β и β2 = β1

2 =β2 [2], 
тогда 

2( 0,5) ( 0,5) 1z zβ = − − − − ;                                 (5.11) 
1 .0 2(1 )0

T
n X

=
π β +β +β

                                     (5.12) 



 37

При 0,5≤ Z ≤ 1,5 целесообразно использовать модель (5.9) и задать α 
(α > 0, можно задать α = 1), тогда  

1 1
0 1

0
n X

T
=

+ αβπ
;    1 .0 2 0

m X T
α +β

=
π α

                    (5.13) 

Решая уравнения (5.13) относительно Т0 и β, находим их значения. 
После выбора типа корреляционной функции необходимо опреде-

лить требуемую длину реализации случайного процесса Т и шаг дискрети-
зации ∆τx. Для этого необходимо: 

1) задать относительный интервал 1 ± δ (где δ – требуемая точ-
ность оценки корреляционной функции при τ = τкор, задается в пределах 
0 < δ≤ 1; τкор  – время корреляции, т.е. время затухания Rxx(τ) до уровня  
0,05 Rxx(0)); 

2) задать доверительную вероятность αдов = 2Ф(u), для целей управ-
ления αдов = 0,75 ÷ 0,95. По таблице Ф(u), выданной преподавателем, на-
ходят значение u; 

3) вычислить коэффициент изменчивости корреляционной функции: 

x
FR u

δ
= ;                                          (5.14) 

4) по номограмме μ FRx
2 = f (β1 , β2) для корреляционной функции 

(5.7) и номограмме μ FRx
2 = f (β, α) для корреляционной функции (5.9) оце-

нить значение μ; 
5) рассчитать величину необходимой длины реализации по формуле: 

Т = μТ0. 
Для оценки взаимной корреляционной функции выбирают наиболь-

шую из длин реализаций случайных процессов X(t) и Y(t); 
6) чтобы методическая погрешность интерполирования не превыша-

ла по абсолютной величине заданной  η x
0, необходимо выбирать значение 

шага дискретизации ∆τx, удовлетворяющее условию 
0

0

2 2x x
x

n
Δτ ≤ η

π
.                                       (5.15) 

Шаг дискретизации ∆τx выбирают по номограмме для корреляцион-
ной функции. Перед этим необходимо задать значение ηx

0 в пределах              
0,01 ≤ ηx

0 ≤ 1, для целей управления η x
0 = 0,02 ÷ 0,04. 

Для оценки взаимной корреляционной функции шаг дискретизации 
должен удовлетворять условию 
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022 .
0 0

xy
xy n nx y

η
Δτ ≤

π
                                         (5.16) 

Шаг дискретизации ∆τxy выбирают по соответствующей номограмме для 
взаимной корреляционной функции. Перед этим необходимо задать значение 
ηx

0 в пределах 0,0001 ≤ ηx
0 ≤ 1, для целей управления ηx

0 =  0,0001 ÷ 0,001. 
Фильтрация случайного процесса. Компонента B(t) может содержать 

как непериодические детерминированные, так и случайные составляющие. 
Однако случайные составляющие B(t) не могут быть статистически описаны 
в пределах длины реализации, достаточной для анализа компоненты X(t). 

Если на длине реализации случайного процесса укладывается весьма 
малое число периодов какой-либо из гармоник C(t), сравнимой по мощно-
сти с X(t), то эту гармонику также будем относить к компоненте B(t). 

Низкочастотность спектра компоненты B(t) позволяет выделить ее в ма-
тематическое ожидание M(t), которое можно надежно оценить фильтрацией. 
Выбор способа фильтрации зависит от того, какого вида функции содержатся 
в математическом ожидании. Если B(t) удается аппроксимировать сравнитель-
но небольшим числом отрезков прямых или парабол, то для коэффициентов 
B(t) можно применить метод наименьших квадратов. Если же число этих от-
резков велико, то целесообразнее использовать низкочастотный фильтр с про-
стейшей импульсной характеристикой. В качестве такого фильтра на практике 
применяют фильтр текущего среднего с частотной характеристикой 

( )sin / 2( )
/ 2

nw TФ jwn w T
Δ

=
Δ

,                                      (5.17)  

где   n – кратность текущего среднего. 
Фильтр осуществляет преобразование поступающего на его вход 

случайного процесса Z(t) согласно соотношению 
/ 21( ) ( )1
/ 2

T
М t z t dzn nT T

Δ
= + τ τ∫ −Δ −Δ

,                            (5.18) 

Фильтр текущего среднего не является оптимальным фильтром, однако 
он обладает важным достоинством – простотой реализации алгоритма, позво-
ляющей в ряде случаев производить текущее осреднение исследуемого про-
цесса уже на стадии предварительной обработки исходной информации. 

В первом приближении можно считать, что стационарный случай-
ный процесс имеет корреляционную функцию 

2( ) xR ex
−γ ττ = σ ,                                       (5.19) 
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а математическое ожидание Mc (t) имеет вид 
( ) cos( ).M t A w tс c c= + ϕ                                     (5.20) 

Переменный параметр фильтра текущего среднего – интервал осред-
нения ΔТ. Значение его в общем случае зависит от частотных свойств со-
ставляющих X(t) и M(t), от соотношения средних квадратических отклоне-
ний этих составляющих и выбирается по номограмме с учетом предвари-
тельных расчетов. По выбранным параметрам модели случайного процесса 
Z=m0x /n0x, β и  Т0 определяют 

1 .
(1 2 )0T

γ =
+ β

                                             (5.21) 

Путем визуального анализа временной диаграммы определяют пара-
метры Ac и  wc (рад / ед.времени). Величину дисперсии находят по числу 
пересечений двух уровней: 

22 .
2ln

0

C
x nCX

n X

σ =                                          (5.22) 

Для номограммы необходимо определить входные параметры γ/wc и 
2

.х
Ac

σ
α =                                              (5.23) 

По номограмме находят ΔTγ и ΔT. 
Реализацию на ЭВМ фильтра двукратного текущего среднего произ-

водят по следующим формулам: 
0,291( ) ( )1 0,58 0,29

К Т
М k X i

Т i K T

+ Δ
= ∑

Δ = − Δ
,                            (5.24) 

0,211( ) ( ).10,42 0,21

K T
M k M j

T j K T

+ Δ
= ∑

Δ = − Δ
                           (5.25) 

Результирующий случайный процесс   
                       X(t) = Z(t) – Mc(t).                                        (5.26) 

В случае явно выраженного линейного тренда его можно аппрокси-
мировать выражением 

           ( ) .B t a bt= +                                               (5.27) 
Периодическую компоненту С(t) по временной диаграмме аппрок-

симируют выражением 
( ) cosС t A w tc c= .                                          (5.28) 

Эту компоненту можно вычесть из полученной корреляционной функции 
( ) ( ) ( ) ( ) cos ( ).R R R R A wx z c z c cτ = τ − τ = τ − τ                      (5.29) 



 40

 

 
 



 41

 

 



 
 

 
 

 
 
 

 

42 



 43

 

 



 44

 
 
 
 



 45

 

 



 46

 

  

 



 47

 
 

  
 



 48

 
 



 49

 



 50

Библиографический список 
1. Красовский, Г. И. Планирование эксперимента / Г. И. Красовский, 

Г. Ф. Филаретов. – Минск : Изд-во Белорус. гос. ун-та, 1982. – 302 с. 
2. Монтгомери, Д. К. Планирование эксперимента и анализ данных / 

Д. К. Монтгомери. – Л. : Судостроение, 1980. – 383 с. 
3. Кирьянов, Д. В. Самоучитель MathCAD 2001 / Д. В. Кирьянов. – 

СПб. : БХВ-Петербург, 2001. – 545 с. – ISBN 5-94157-062-7. 
4. Бородюк, В. П. Статистическое описание промышленных объектов / 

В. П. Бородюк, Э. К.  Лецкий. – М. : Энергия, 1971. – 275 с. 
5. Дрейпер, Н. Прикладной регрессионный анализ / Н. Дрейпер,         

Г. Смит. – М. : Статистика, 1973. – 425 с. 
6. Статистические методы в инженерных исследованиях / под ред.        

Г. К. Круга. – М. : Высш. шк., 1983. – 348 с. 
7. Балакирев, В. С. Экспериментальное определение динамических 

характеристик промышленных объектов управления / В. С. Балакирев,         
Е. Г. Дудников, А. М. Цирлин. – М. : Энергия, 1967. – 478 с. 

8. Волгин, В. В. Оценка корреляционных функций в промышленных сис-
темах управления / В. В. Волгин, Р. Н. Каримов. – М. : Энергия, 1979. – 88 с. 

9. Тихонов, А. Н. Методы решения некорректных задач / А. Н. Тихо-
нов, В. Я. Арсенин. – М. : Наука, 1974. – 312 с. 
  



 51

Оглавление 
 

Введение..............................................................................................................3 
Лабораторная работа № 1. Исследование движения жидкости 
в гидравлически гладких и шероховатых трубах............................................3 
Лабораторная работа № 2. Математическое моделирование  
регулятора давления...........................................................................................5 
Лабораторная работа № 3. Планирование пассивного  
эксперимента. Получение регрессионных уравнений статики 
объектов исследования.....................................................................................12 
Лабораторная работа № 4. Планирование активного 
многофакторного эксперимента......................................................................27 
Лабораторная работа № 5. Метод идентификации динамических 
характеристик объектов управления...............................................................32 
Приложение........................................................................................................40 
Библиографический список..............................................................................50 
 
 
 
  



 52

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ОБЪЕКТОВ ИССЛЕДОВАНИЯ И УПРАВЛЕНИЯ 

 
Методические указания к лабораторным работам 

по курсу «Основы научных исследований» 
 

Составители 
ЗУЕВ Константин Иванович 

МЕЛЬНИКОВ Владимир Михайлович 
 

Ответственный за выпуск – зав. кафедрой доцент В.И. Тарасенко 
 

Подписано в печать 28.08.09. 
Формат 60х84/16. Усл. печ. л. 3,02. Тираж 100 экз. 

Заказ 
Издательство 

Владимирского государственного университета. 
600000, Владимир, ул. Горького, 87. 

 


