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Аннотация

 Термодинамика изучает состояние и поведение
термодинамических систем. Предметом изучения термодинамики
являются все факты физики и химии, которые представляют собой
статистически закономерный результат молекулярных и атомных
явлений. Область классической термодинамики ограничена в
отношении размеров тел. Они должны быть достаточно велики,
чтобы обеспечить выравнивание случайных событий микромира, т.е.
термодинамика изучает тела конечных размеров. В континуальной
термодинамике и механике сплошной среды рассматриваются
движения таких материальных тел, которые заполняют пространство
непрерывно, сплошным образом. Все переменные, определяющие
состояние термодинамической систем, - функции координат и
времени. Т.е., в современном изложении термодинамика – полевая
наука, использующая аппарат теории функции многих переменных,
дифференциальное и интегральное исчисление. Последовательное
изложение идей термодинамики необратимых процессов (ТНП),
полезных при построении моделей идеальных и многокомпонентных
сред – предмет данной книги. После детального описания аппарата
ТНП приводятся примеры моделей сплошных сред, способы их
построения с учетом термодинамических ограничений;
анализируются частные варианты моделей как широко известные,
так и являющиеся простым следствием применения термодинамики
к построению определяющих соотношений. Учебное пособие может
быть полезно студентам старших курсов и аспирантам, изучающим
методы математической физики и различные разделы
математического моделирования физических и химических явлений.
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Список основных обозначений

W  - работа;
iZ,Z  - обобщенные термодинамические параметры;

iB  - обобщенные термодинамические силы;
T  - температура;
N  - количество вещества;
Q  - количество тепла;

N,BN,Z C,C,C  - теплоемкость;
BZ c,c,c  - удельная теплоемкость;

U  - внутренняя энергия;
kg  - химические потенциалы;
kC  - массовые концентрации;

kk X,J  - обобщенные потоки и сопряженные им силы;
P  ( hp ) - давление (давление в гидродинамическом смысле);
V  - объем;

H,G,F - энергия Гельмгольца, энергия Гиббса, энтальпия;
S  - энтропия;

h,g,f,u  и s  - локальные аналоги H,G,F,U  и S  (т.е. плотности);
g  - удельный объем;

kji ,,  - единичные ортогональные векторы;
t  - время;

k,vv  - вектор скорости центра масс системы, индивидуальные
скорости компонентов;

iV  - компоненты вектора скорости v ;
k,rr  - плотность, парциальная плотность компонента k ;

kM,M  - масса, масса компонента k ;
0N  - число Авогадро;
kw  - диффузионные скорости;

0
kk ,JJ  - плотности диффузионных потоков, локальные плотности

потока массы;
kx  - эйлеровы координаты;
kX  - лагранжевы координаты;

u  - вектор перемещений с компонентами ku ;
ns  - вектор напряжений;

n  - вектор нормали;
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r  и R  - радиус-вектор произвольной точки в эйлеровой и
лагранжевой системах координат;

ijd  - символ Кронекера;

ije  - компоненты тензора деформаций Коши e ;

ijs  - компоненты тензора напряжений Коши s ;
a,A  - произвольная полевая величина, плотность распределения этой

величины;
0
aa ,JJ  - субстанциональная и локальная плотности потока

произвольной полевой величины А;
as  - плотность источников и стоков величины А в объеме;
kw  - источники и стоки компонентов в реакциях;
iF - скорости реакций;
km  - молярные массы;
kin  - стехиометрический коэффициент компонента k  в реакции i ;

F  - вектор внешней силы; kF  - внешняя сила, действующая на
единицу массы к-го континуума;
S  - девиатор тензора напряжений с компонентами ijS ;

aS  - аксиальный вектор, порождаемый несимметричной частью
тензора напряжений;

0s  - шаровая часть тензора напряжений;
Ts  - транспонированный тензор напряжений;
eM  - механический момент количества движения;
e,ek  - удельный заряд к-го континуума, суммарный заряд;

iI,  - плотность тока, плотность тока проводимости;
e , 0

eJ  - плотность полной энергии, локальная плотность потока
полной энергии;

kine  - плотность кинетической энергии kinE ;
j  - плотность потенциальной энергии F ;
u  - плотность внутренней энергии U ;

0
uJ  - локальная плотность потока внутренней энергии;
TJ  - кондуктивная часть плотности потока внутренней энергии или

плотность потока тепла;
E  - модуль упругости;
n  - коэффициент Пуассона;

m=G  - модуль сдвига;
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ml,  - коэффициенты Ламе;
Vk   - коэффициент вязкости;
TK  - изотермический объемный модуль, изотермический модуль

всестороннего сжатия;
Tb  - коэффициент сжимаемости;
x  - изохорный коэффициент термического увеличения давления;

Ta  - изобарный коэффициент теплового расширения;
ije  - компоненты тензора скоростей малых деформаций;

ijw  - компоненты тензора скоростей поворота;

ijklC  - тензор упругих модулей;

eg c,c  - теплоемкость при постоянстве объема и при постоянстве
деформаций

sccp ,  - теплоемкость при постоянстве давления и при постоянстве
напряжений;

sJ  - поток энтропии;
ss  - производство энтропии



ВВЕДЕНИЕ
════════════════════════

К изучению физических явлений применяют два основных мето-
дологических подхода – феноменологический и молекулярно-
кинетический.

В молекулярно-кинетической теории применяется вероятност-
ный подход к изучаемым явлениям, и вводятся средние характери-
стики по большому ансамблю частиц. Основную задачу статистиче-
ской физики можно сформулировать следующим образом: зная зако-
ны поведения и взаимодействия частиц, из которых построена сис-
тема, установить законы поведения макроскопического количества
вещества. Статистические методы всегда связаны с введением до-
полнительных гипотез о свойствах частиц, их взаимодействии и с
упрощением этих свойств и взаимодействий. Во многих случаях не
существует даже базы для построения таких методов. В тех же слу-
чаях, когда они построены, они обычно не являются эффективными
средствами решения практических задач в силу чрезмерной сложно-
сти соответствующих уравнений.

Классический феноменологический метод не использует никаких
модельных представлений об атомно-молекулярной структуре веще-
ства. Задачей термодинамического метода является установление
связей между непосредственно наблюдаемыми (измеряемыми в мак-
роскопических опытах) величинами, такими как давление, объем,
температура, концентрация раствора, напряженность электрического
или магнитного поля и др. Феноменологический метод позволяет по-
ставить и решить целый ряд конкретных задач, не привлекая сведе-
ния о свойствах атомов и молекул. Феноменологические теории опи-
сывают явления в самом общем виде.

Одной из важнейших феноменологических теорий является тер-
модинамика, которая находит свое отражение в самых разных дис-
циплинах. Исторически термодинамика возникла как наука, изу-
чающая переход теплоты в механическую работу. Современная тер-
модинамика изучает взаимосвязь между тепловыми явлениями и яв-
лениями, имеющими самую разную физическую природу. Феноме-
нологическая макроскопическая теория материальной среды, которая
основана на термодинамике и механике сплошной среды, является
эффективным средством решения практически важных задач.
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Как правило, термодинамика и механика сплошной среды (МСС)
излагаются в отдельных учебных курсах. В лучшем случае в учебни-
ках термодинамики приводятся простые примеры, иллюстрирующие
ее отношение к другим наукам, а в курсах МСС дается сводка основ-
ных термодинамических законов и ограничений, служащих под-
тверждением непротиворечивости «законов сохранения» и опреде-
ляющих соотношений. Между тем, между этими науками существует
гораздо более тесная связь, чем это принято думать.

Предметом изучения термодинамики являются все факты фи-
зики и химии, которые представляют собой статистически законо-
мерный результат молекулярных и атомных явлений. Область тер-
модинамики ограничена в отношении размеров тел. Они должны
быть достаточно велики, чтобы обеспечить выравнивание случайных
событий микромира, т.е. термодинамика изучает тела конечных раз-
меров.
 Под словом тело подразумевается какое-либо вещество, взятое в
определенном объеме и характеризующееся непосредственно или
косвенно установленными физическими признаками, имеющими объ-
ективную меру. Все тела состоят из отдельных частиц, но их много в
любом существенном для нас объеме, поэтому тело можно рассмат-
ривать как среду, заполняющую пространство сплошным образом.
Классическая термодинамика рассматривает такие тела как целое.
Время не входит в число понятий классической термодинамики.
 В континуальной термодинамике и механике сплошной среды
рассматриваются движения таких материальных тел, которые запол-
няют пространство непрерывно, сплошным образом. Расстояния ме-
жду точками материальных тел во время движения меняются. Поми-
мо обычных материальных тел, подобных воде, воздуху или железу,
в механике сплошной среды рассматриваются также особые среды –
поля: электромагнитное поле, поле излучений, гравитационное поле
(поле тяготения) и др. Важнейшей целью механики сплошной среды
является установление общих свойств и законов движения деформи-
руемых тел.  С точки зрения физики в основе МСС лежат методы
теории поля. С математической точки зрения в ее основе лежит тео-
рия дифференциальных уравнений в частных производных и родст-
венные ей методы математической физики.
 В современной науке в основе механики и термодинамики лежат
одни и те же понятия. Для развития современной термодинамики
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(для разработки наиболее общей ее формулировки и для практиче-
ских применений) большое значение имел «перевод» термодинамики
на тот же язык теории поля, каким оперируют при описании явлений
в континуальной физике. В современной науке неравновесная тер-
модинамика является континуальной наукой и неотделима от меха-
ники сплошных сред, позволяющей строить замкнутые системы
дифференциальных уравнений для описания различных физических
и химических процессов, протекающих совместно.

Развитие термодинамики и механики сплошных сред, связанное
с развитием их общенаучных и технических приложений, привело к
своеобразному объединению этих наук в современную термомеха-
нику, полевую термодинамику и к появлению их различных ответв-
лений и обобщений, связанных с описанием поведения сложных тел
и сред (когда требуется изучать свойства газов, жидкостей и твердых
тел в тесном взаимодействии с физико-химическими процессами,
происходящими внутри частиц, составляющих тело, и при их взаи-
модействии с другими частицами и с окружающей средой). При этом
требуется построение, введение и использование новых моделей тел
с усложненными свойствами. Построение новых теорий связано с
введением в качестве определяющих и искомых характеристик но-
вых понятий и соответствующих величин, задаваемых математиче-
ски, для описания свойств пространства и времени, положения и со-
стояния материальных частиц тела и полей с выделением элементар-
ных определяющих величин в общих законах и физико-химических
процессах.

Модели различных сред, построенные на основе макроскопиче-
ского подхода, находят применение при моделировании СВС-
процесов, металлотермических превращений, горения твердых топ-
лив, различных процессов синтеза в твердой фазе в особых условиях,
в физике процессов спекания, образования и распада твердых рас-
творов; при моделировании процессов полимеризации; фазовых и
химических превращений при нанесении покрытий и обработке ве-
ществ и материалов с помощью энергетических воздействий (в том
числе, лазерного излучения); роста кристаллов, сушки, адсорбции,
экстрагирования; при построении моделей технологических процес-
сов сварки, резки, наплавки, пайки и т.д.

Для построения математической модели какого-либо наблюдае-
мого физико-химического процесса требуется очень много информа-
ции, которую получают при изучении различных аспектов превра-
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щения в химии твердого тела и физике твердого тела. А число науч-
ных дисциплин, где так или иначе физико-химические превращения
изучаются или учитываются, - весьма обширно. Это и классическая
химическая кинетика, и теория реакционной диффузии, и физическая
кинетика, и кристаллофизика, и различные разделы механики (меха-
ника сплошных и гетерогенных сред, механика пористых и трещино-
ватых сред, реология, теория упругости, пластичности, физика удар-
ных волн, макрокинетика и др.). Чтобы построить модель какого-
либо явления или среды, где протекают совместно разнообразные
явления, современный исследователь должен обладать достаточно
широкой эрудицией в разных областях физики и химии.
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ЧАСТЬ I

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ КЛАССИЧЕСКОЙ
ТЕРМОДИНАМИКИ

════════════════════════

1.1. Определения

• Термодинамика изучает состояние и поведение термодинами-
ческих систем.

Имеются различные определения «термодинамической систе-
мы», относящиеся к различным приложениям. Например:

1. Термодинамическая система это совокупность тел, способных
энергетически взаимодействовать между собой и с другими те-
лами и обмениваться с ними веществом (или массой). Т.е., тер-
модинамика делит окружающий мир на две части: термодина-
мическую систему как материальный объект, выделенный для
исследования (некоторый макроскопический объем), и окру-
жающую среду.

2. Всякий материальный объект, всякое тело, состоящее из боль-
шого числа частиц, называется макроскопической или термо-
динамической системой. Термодинамическая система является
топологически открытой областью трехмерного Евклидового
пространства классической физики.

Термодинамические системы классифицируют по способу взаи-
модействия системы с окружающей средой или другими системами.
Различают изолированные системы, которые не обмениваются с
внешней средой ни энергией, ни массой; закрытые (или замкнутые)
термодинамические системы, которые обмениваются с окружающей
средой энергией, но не массой, и открытые термодинамические
системы, обменивающиеся со средой и энергией, и массой. Свойства
обмена энергией и массой приписываются границе раздела или гра-
ничной поверхности. Внешняя среда при этом играет роль источника
или стока энергии и/или вещества.

• При изучении термодинамических систем необходимо опирать-
ся на их реальные свойства. Все признаки, характеризующие тело и
имеющие объективную меру (признаки, которые могут быть измере-
ны каким-либо способом ) и относящиеся к системе в целом или к ее
частям (например, плотность, упругость, степень нагретости, степень
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наэлектризованности, степень намагниченности, процентное соот-
ношение между количествами разных веществ и т.д.) называются
термодинамическими (макроскопическими) параметрами состояния
тела. Т.е., макроскопические параметры это такие параметры, кото-
рые мы наблюдаем (измеряем прямо или косвенно) или применяем в
разных явлениях в природе и в технике.

Физические свойства могут быть измерены в разных условиях и
оказываются связанными между собой (например, благодаря темпе-
ратуре). Величины (параметры), количественно выражающие термо-
динамические свойства, называют термодинамическими перемен-
ными. Их разделяют на независимые переменные (аргументы) и
функции. Параметры, поддающиеся «прямому» измерению, считают-
ся основными (температура, давление, плотность, объем, концентра-
ция). Внутренняя энергия, энтропия, энтальпия, энергия Гиббса,
энергия Гельмгольца (их определим позже) считаются функциями
основных параметров.

Для характеристики состояния системы достаточно задать только
определенное число переменных. Их называют независимыми, ос-
тальные рассматриваются как функции независимых переменных.
Одна и та же характеристика может называться термодинами-
ческой величиной, переменной, параметром, функцией или просто
свойством в зависимости от изучаемой термодинамической системы
и ее взаимодействия с окружающей средой.

• Те величины, которые определяются положением внешних тел,
не входящих в рассматриваемую систему, называются внешними па-
раметрами. Величины, определяемые совокупным движением и
распределением в пространстве входящих в систему частиц, называ-
ются внутренними параметрами. Внутренние параметры разделяют-
ся на интенсивные (не зависящие от массы или числа частиц систе-
ме) и экстенсивные (пропорциональные массе или числу частиц, со-
ставляющих систему).

Если все признаки, характеризующие тело, во всех частях тела
одинаковы, то мы говорим, что оно физически однородно. Если тело
представляет собой смесь, то мы говорим, что тело химически неод-
нородно. Говорят, что химически неоднородное тело имеет однород-
ный состав, если во всех его участках разные вещества, из смеси ко-
торых оно слагается, содержатся в одинаковых пропорциях. В про-
тивном случае состав тела неоднороден.
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Экстенсивные параметры характеризуют систему как целое, в то
время как интенсивные параметры могут принимать определенные
значения в каждой точке системы. Экстенсивные величины, делен-
ные на объем системы, называют плотностями, деленные на коли-
чество вещества – мольными свойствами или величинами, а на массу
– удельными свойствами. Очевидно, что плотности, мольные и
удельные свойства,  также как и частные от деления друг на друга
экстенсивных величин, являются интенсивными величинами.

Интенсивные параметры отражают физико-химическую индиви-
дуальность вещества, а экстенсивные — конкретный, представлен-
ный образец вещества.

Как следует из определения экстенсивных параметров, они обла-
дают свойством аддитивности. Для гомогенных систем эти понятия
эквивалентны. Однако аддитивность энергии в некоторых системах
может не соблюдаться (например, в дисперсных системах или при
магнитных, электростатических взаимодействиях частей системы).
Свойства таких объектов должны зависеть от размеров и формы час-
тей, и их термодинамический анализ требует особого подхода. Дру-
гой причиной неаддитивности экстенсивных свойств может быть не-
учитываемая в термодинамике взаимная гравитационная энергия
масс.

•  Мы будем говорить,  что состояние термодинамической сис-
темы задано, если заданы значения некоторых параметров, которы-
ми полностью определяются все интересующие нас характеристики
системы (среды). Величины, не зависящие от предыстории системы
и полностью определяемые ее состоянием в данный момент, назы-
ваются функциями состояния.

Набор параметров состояния и их число различны для различных
термодинамических систем.

Фиксирование системы параметров, определяющих физическое
состояние элементов среды, является важным и в логическом смыс-
ле первоначальным этапом в определении модели, предназначаемой
для описания поведения некоторой реальной среды. Если при одних
и тех же параметрах две системы (или состояния одной и той же сис-
темы) чем-то отличаются друг от друга с макроскопической точки
зрения, то это означает, что данный набор параметров является не-
полным и в него надо добавить те величины, которые фиксируют
макроскопически обнаруживаемое различие этих систем (Квасников,
т. 1, с. 31).
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 Состояние системы называется стационарным (установившим-
ся), если параметры системы с течением времени не изменяются. Ес-
ли свойства системы постоянны в каждой точке (не зависят от коор-
динаты, но зависят от времени), то состояние такой системы называ-
ется однородным.
 Если, в системе не только все параметры не изменяются во вре-
мени, но и нет никаких стационарных потоков за счет действия ка-
ких-либо внешних источников, то такое состояние системы называ-
ется равновесным.
 Если некоторые параметры системы меняются со временем, то
говорят, что в такой системе происходит процесс.
 • Если система выведена из состояния равновесия и предостав-
лена самой себе, то, согласно нулевому началу термодинамики,
через некоторое время она снова придет в равновесное состояние.
Процесс перехода из неравновесного состояния в равновесное назы-
вается релаксацией. Промежуток времени, в течение которого систе-
ма возвращается в состояние равновесия, называется временем ре-
лаксации.
 Процесс, включающий в себя только равновесные состояния, на-
зывается равновесным. Иначе, равновесным (квазистатическим) на-
зывается процесс, протекающий бесконечно медленно по сравнению
со временем релаксации системы к термодинамическому равнове-
сию. Стационарный процесс может быть неравновесным. Если дви-
жение среды отсутствует, то понятия стационарных (установивших-
ся) процессов и равновесных значений совпадают.
 Если изменение какого-либо параметра происходит за время,
меньшее времени релаксации, то такой процесс называется неравно-
весным.

Поведение действительно неравновесной системы нельзя
описать конечным набором термодинамических параметров со-
стояния.

Ограничивая сознательно набор переменных, мы приближаемся
к описанию реальной системы с той или иной степенью точности.
Необходимость введения тех или иных обобщенных параметров (пе-
ременных) диктуется целью конкретного исследования и требую-
щейся детальностью описания.

• Кроме деления на равновесные и неравновесные процессы, в
термодинамике выделяют обратимые и необратимые процессы.
Обратимый термодинамический процесс – процесс перехода термо-
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динамической системы из одного состояния в другое, который мо-
жет протекать как в прямом, так и в обратном направлении через
те же промежуточные состояния без каких бы то ни было измене-
ний в окружающей среде. Если же процесс перехода системы из од-
ного состояние в другое нельзя осуществить в прямом и обратном
направлениях без изменения в окружающей среде, то его называют
необратимым процессом. Очевидно, что всякий квазистатический
(равновесный) процесс является обратимым.
 • Классическая термодинамика, изучающая равновесные (обра-
тимые) процессы, для необратимых процессов устанавливает лишь
неравенства, которые указывают возможные направления этих про-
цессов.
 В термодинамике необратимых процессов системы, в которых
такие процессы протекают, рассматриваются как непрерывные сре-
ды, а их параметры состояния – как полевые переменные, т.е. непре-
рывные функции координат и времени. Это сближает континуаль-
ную термодинамику с механикой сплошной среды.
 В классической (равновесной) термодинамике постулируется
существование такой термодинамической функции состояния, как
температура. Вопрос о существовании неравновесной температуры
(а также энтропии и функций состояния) остается открытым. В со-
временной неклассической континуальной термодинамике вводится
динамическая неравновесная температура, которая определяется
производством энтропии в неравновесной системе.
 При построении механики сплошной среды принимается, что
для бесконечно малой частицы существует конечная система ха-
рактеристик определяющих параметров, задаваемых в употребляе-
мой системе координат и системе единиц измерения. Некоторые из
этих параметров могут быть геометрическими или механическими
(пространственные координаты, скорость, плотность, характеристи-
ки деформации и т.п.), а другие – физическими или химическими
(температура, концентрации различных компонент, параметры
структуры, фазовые характеристики вещества, коэффициенты тепло-
проводности, вязкости, модули упругости и т.п.).
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1.2. Основные понятия классической термодинамики

Какими свойствами должна обладать изучаемая система, чтобы
ее можно было назвать – термодинамической (Квасников)?

Во-первых, это – системы большого числа частиц. По сложив-
шейся традиции, под «большим числом» понимают вполне опреде-
ленное число – число Авогадро

23
0 100220456 ×= ...,N .

Во-вторых, для каждой термодинамической системы существует
состояние термодинамического равновесия. Это и есть нулевое нача-
ло термодинамики.

В термодинамике состояние равновесия обладает особыми свой-
ствами. Это – подвижное состояние, которое предполагает наличие
беспорядочного теплового движения частиц. Состояние равновесия
обладает своеобразным свойством термодинамической транзитивно-
сти, в соответствии с которым для любой равновесной системы су-
ществует связь параметров ,..., 21 ZZ , характеризующих ее состояние, с
температурой:

( ) 021 =j T,...,Z,Z .      (1.1)
Это соотношение или ему подобное называется уравнением со-

стояния.
В-третьих, по отношению к термодинамической системе имеет

место термодинамический принцип аддитивности. Все величины,
описывающие свойства термодинамических систем, можно отнести к
одному из двух типов. Первые, называемые аддитивными, при сум-
мировании их по всем частям системы дают свойство системы в це-
лом. Вторые, неаддитивные, для каждой части системы имеют то же
значение, что и для всей системы. К первым величинам принадле-
жат, например, число частиц, объем. Ко вторым – температура, дав-
ление и все удельные величины.

В-четвертых, по отношению к термодинамической системе
справедливы I, II и III начала термодинамики. По традиции их счи-
тают основными аксиомами термодинамики. Принятие их приводит
к формулировке макроскопического аппарата классической термо-
динамики.

Одним из важных понятий для дальнейшего изложения является
энергия. Энергия всех непрерывно движущихся и взаимодействую-
щих частиц, составляющих систему, называется энергией системы.
Полная энергия системы разделяется на внешнюю и внутреннюю.



- 19 -

Часть энергии, состоящая из энергии системы как целого и потенци-
альной энергии системы в поле внешних сил, называется внешней
энергией. Остальная часть энергии системы называется внутренней
энергией. Объектом изучения в классической термодинамике являет-
ся внутренняя энергия системы. Если в поле внешних сил состояние
системы меняется, то определенная часть потенциальной энергии
будет входить во внутреннюю энергию.

Реакции системы на внешнее воздействие разбивают на две
группы.

Первая – это реакция системы по отношению к изменению ее
механических параметров, с которыми связывают понятие работы
термодинамической системы. Какова бы ни была форма поверхно-
сти, ограничивающей объем, занятый телом, элементарная работа,
выполняемая телом в процессе равновесного расширения, есть

PdVW =d .
При неравновесном расширении мы должны записать:

PdVW <d .
Работа термодинамической системы в механическом понимании

– есть работа против внешних сил, поддерживающих определенные
значения термодинамических параметров. Иначе, работа – это коли-
чество энергии, передаваемой системой окружающим ее телам при
изменении ее макроскопических параметров { }iZ . Дифференциаль-
ное выражение для работы записывается по аналогии с механикой

( )
å==d

i
iidZBBdZW .      (1.2)

Величины iB  естественно считать термодинамическими силами, со-
пряженными параметрам iZ . Если 0>dW , то система совершает ра-
боту (рис.1,а); если 0<dW , то работа совершается над системой
(рис.1,б).
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Конкретизация системы по
ее реакции на изменение

( )kZ,...Z,ZZ 21=  сводится к зада-
нию величин

ii ZWB ¶d=

как параметров термодинами-
ческого состояния

( )N,T,Z,...,Z,ZBB kii 21= ,                    (1.3)

где N  - количество вещества.
Эти уравнения, связывающие обобщенные термодинамические

силы с обобщенными термодинамическими параметрами и темпера-
турой, также называют уравнениями состояния термодинамической
системы (это есть термические уравнения состояния).

Конечная работа при переходе системы из равновесного состоя-
ния 1 в равновесное состояние 2 есть сумма всех элементарных работ

ò ò=d=D

2

1

2

1

Z

Z

CdZBWW ,

где индекс «С» означает, что интегрирование
идет вдоль пути С (рис. 1.2).

Количественную меру теплового воздей-
ствия связывают с понятием количества те-
пла Qd . Обычно нагревание и охлаждение
связывают с изменением температуры T  и понятием теплоемкости

CdTQ =d .       (1.4)
Но задание просто величины ( ),...,VTC  не имеет особого значения, так
как она зависит не только от значений параметров состояния, но и от
типа процесса. Естественнее всего зафиксировать величины Z  и N .
Тогда реакция системы на тепловое воздействие определяется вели-
чиной теплоемкости

( ) ( )Z,TNcN,Z,TC
dT
QC ZN,Z

N,Z
N,Z ==÷

ø
ö

ç
è
æ d= .   (1.5)

Это – так называемое калорическое уравнение состояния.

WdWd WdWd

а б
Рис. 1. К определению работы
расширения: а) тело расширяется;
б) тело сжимается

Рис. 1.2. К определе-
нию произвольной
работы по пути С
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В классической термодинамике полагают, что термодинамиче-
ская система полностью задана, если заданы уравнения состояния.
Этих уравнений достаточно для расчета с помощью аппарата макро-
скопической термодинамики всех остальных характеристик термо-
динамической системы.
 Существует несколько различных формулировок законов термо-
динамики (Базаров, Путилов). Приведем лишь наиболее удобные
для дальнейшего формулировки.

Первое начало. Тепло, подведенное к системе Q , тратится на
изменение ее внутренней энергии и на совершение работы

WdUQ d+=d       (1.6)

или в интегральной форме

121212 WUUQ +-= ,

где индексы 1 и 2 относятся к начальному и конечному состояниям
 В классической термодинамике внутренняя энергия системы яв-
ляется однозначной функцией ее состояния и меняется только под
влиянием внешних воздействий. В отличие от U , тепло Q  и работа
W  есть функции не состояния, а процесса; изменение этих величин
зависит от того, по какому пути осуществлялся переход системы из
состояния 1 в состояние 2. Иными словами, величины Qd  и Wd  не
являются полными дифференциалами. Первое начало термодинами-
ки имеет место как для равновесных, так и для неравновесных про-
цессов.
 В равновесном процессе система проходит через ряд весьма
близких друг к другу состояний. При этом система производит наи-
большую работу, которую может произвести, т.е.

ie WW d>d ,         (1.7)

где индекс «е» )reversible,mequilibriu(  относится к равновесному про-
цессу, индекс «i» - к неравновесному )leirreversib,riumnonequilib( .
 Так как внутренняя энергия – функция состояния, а не процесса,
то имеет место неравенство

ie QQ d>d .        (1.8)
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Второе начало термодинамики для равновесных процессов по-
стулирует существование такой функции состояния S , что приве-
денная теплота TQd  становится полным дифференциалом:

T
Q

T
QdS ed
=

d
= .      (1.9)

Эту функцию состояния называют энтропией. Для равновесных
процессов сумма приведенных теплот не зависит от пути процесса.

Если система совершает цикл из полностью равновесных про-
цессов, то

ò =
d 0
T
Q .      (1.10)

В термодинамике доказывается теорема: когда все процессы,
протекающие в адиабатически изолированной системе, равновесны,
то энтропия такой системы остается неизменной; если хотя бы один
из этих процессов – неравновесный, то энтропия системы возрастает.

Если мы рассматриваем цикл из полностью или частично нерав-
новесных процессов, то для каждого неравновесного участка

T
QdS id

> ,         (1.11)

следовательно (так как в результате любого циклического процесса,
возвращающего систему в ее первоначальное положение, энтропия
системы не изменяется),

ò <
d

0
T
Q

,      (1.12)

т.е., для любого неравновесного цикла сумма приведенных теплот
есть величина отрицательная. В этом случае система передает боль-
шее количество тепла окружающей среде, например, в результате
превращения механической энергии в теплоту. Это есть неравенство
Клаузиуса. Его можно представить в иной форме

00 >
d

--=D ò T
QSSS ,     (1.13)

где S  - энтропия конечного состояния; 0S  - энтропия начального со-
стояния. Изменение энтропии, обусловленное теплообменом с внеш-
ней средой, Клаузиус отождествлял с приведенным теплом TQd .
Величину SD  - он определял как «некомпенсированное преобразова-
ние» или энтропию, произведенную необратимыми процессами
внутри системы. Согласно формулировке второго начала, данной
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Клаузиусом, некомпенсированные преобразования могут быть толь-
ко положительными. В такой, или подобной ей, формулировке вто-
рое начало использовано при построении классического аппарата
механики сплошной среды, по крайней мере, для установления ее
связи с термодинамикой.
 Величину BWd  называют приведенной работой. Для нее имеют
место аналогичные равенства и неравенства, что и для приведенного
тепла.
 Обычно в нашем распоряжении имеются более или менее легкие
способы непосредственного измерения обобщенных сил и обобщен-
ных координат. Если для какого-либо фактора непосредственное из-
мерение затруднено, его можно вычислить. Энтропия имеет стати-
стическую основу и, в соответствии с представлениями классической
термодинамики, непосредственно неизмерима.
 Подставляя (1.9) в (1.6), приходим к уравнению Гиббса

( )
å-=

i
iidZBTdSdU  -       (1.14)

основному уравнению термодинамики для равновесных процессов,
представляющему собой объединение первого и второго начал тер-
модинамики.

В равновесной системе с химическими реакциями (с переменным
числом частиц) имеем

å
=

-=d
n

k
kk dCgW

1

,       (1.15)

где kg  и С k  - химические потенциалы и массовые концентрации час-
тиц (будут определены позже). Минус означает, что при добавлении
вещества в систему, работа совершается над системой. Тогда для
системы с химическими реакциями, совершающей работу расшире-
ния, вместо (1.14) находим

å
=

+-=
n

k
kk dCgPdVTdSdU

1

      (1.16)

 В термодинамической системе с необратимыми процессами (не-
равновесными процессами, сопровождающимися увеличением эн-
тропии) вместо (1.14) имеет место неравенство

( )
å-<

i
iidZBTdSdU .        (1.17)
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Третье начало термодинамики имеет не столь принципиальное
значение как первые два и может быть сформулировано так: «По ме-
ре приближения температуры к K0  энтропия всякой равновесной
системы при изотермических процессах перестает зависеть от каких-
либо термодинамических параметров состояния и в пределе (при

KT 0= ) принимает одну и ту же для всех систем универсальную по-
стоянную величину, которую можно принять равной нулю».
 Большую роль в развитии термодинамики сыграла теория тер-
модинамических потенциалов Гиббса. Согласно этой теории, все
свойства равновесных термодинамических систем могут быть полу-
чены, если известен хотя бы один термодинамический потенциал.
Один из них – внутренняя энергия – нам уже известен:

( )kC,V,SUU = .          (1.18)
Другой потенциал – свободная энергия Гельмгольца, - играет в

термодинамике ту же роль, что и потенциальная энергия в механике.
Свободная энергия определяет состояние термодинамической систе-
мы в условиях constT = :

( ) WdF T d= , ( ) TSUC,V,TFF k -== .   (1.19)

Дополнительно в качестве термодинамических потенциалов
Гиббс ввел энтальпию или тепловую функцию

( ) PVUC,P,SHH k +== , ( ) QdH P d=   (1.20)
и энергию Гиббса

( ) PVFC,P,SGG k +== .     (1.21)

В условиях постоянства температуры и давления изменение
энергии Гиббса может быть обусловлено изменением химической
энергии

( ) ( ) å
=

-=d=
n

k
kkchP,T dCgWdG

1

.

Энергия Гиббса термодинамической системы представляет собой
сумму энергий Гиббса всех ее составляющих

å
=

=
n

k
kkCgG

1

,      (1.22)

откуда следует одно из определений химических потенциалов как
парциальных энергий Гиббса компонентов.
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 Из двух последних равенств непосредственно следует уравнение
Гиббса-Дюгема

0
1

=å
=

n

k
kk dgC , 00 == dT,dP .

 Используя различные термодинамические потенциалы и выпол-
няя преобразования Лежандра, основное уравнение термодинамики
можем представить в различных формах. Так, из (1.19) и (1.21) имеем

PVTSUG +-= .
Следовательно,

VdPPdVSdTTdSdUdG ++--=
или

å
=

++-=
n

k
kk dCgVdPSdTdG

1

.

Это есть уравнение Гиббса для энергии Гиббса.
 Каждый из потенциалов - G,F,U  и H  - функция двух перемен-
ных состояния. Термодинамические или механические системы,
стсотяние которых описывается двумя переменными состояния, на-
зываются двухпараметрическими. В сложных средах, состояние ко-
торых описывается большим числом переменных, можно ввести
иные потенциалы.
 Можно дать общее определение для всех термодинамических
потенциалов:

åòò +--=F-F
i

iidZBTdSUU
1

0

1

0

00 .

 Теория потенциалов и все ее следствия фактически завершают
построение классической термодинамики.

Следующий этап в развитии термодинамической теории  свя-
зан с описанием свойств реальных сред и тел, и определяется необ-
ходимостью выйти за рамки классической равновесной термодина-
мики (Гельфер А.М.).
 Так, полезность понятия энтропии и второго начала термодина-
мики зависит от нашей способности определить энтропию физиче-
ской системы так, чтобы ее можно было вычислить. Термодинамика
XIX века осталась ограниченной в области необратимых процессов:
способов вычисления SD  так и не было предложено.
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 Необходимый математический аппарат начал развивать Пьер
Дюгем. Он дал явные выражения для энтропии, произведенной в
процессах, связанных с теплопроводностью и вязкостью. Некоторые
из развитых Дюгемом идей относительно вычисления «некомпенси-
рованной теплоты» появились также в работах Натансона Л. и Яума-
на Г. В их работах уже были введены понятия потока энтропии и
производства энтропии.

Теофил де Донде включил «некомпенсированную теплоту» в
формализм второго начала с помощью понятия химического сродст-
ва (Де Донде).
 В современной термодинамической теории можно вычислить
изменение энтропии в переменных, характеризующих необратимые
процессы. При этом чтобы вычислить изменение энтропии, нет не-
обходимости пользоваться понятием бесконечно медленных необра-
тимых процессов.
 В общем случае открытых систем имеем

inex dSdSdS += ,      (1.23)

где exdS  - есть изменение энтропии, обусловленное обменом энерги-
ей и веществом с окружающей средой, а indS  -  ее изменение,  обу-
словленное необратимыми процессами внутри системы или  измене-
ние энтропии, обусловленное «некомпенсированным преобразовани-
ем». Величина exdS  может быть как положительной, так и отрица-
тельной. Величина же indS  - только неотрицательная. В циклическом
процессе, который возвращает систему в ее прежнее состояние, пол-
ное изменение энтропии должно быть равно нулю:

0=+= òòò inex dSdSdS .

 Так как изменение энтропии вследствие необратимых процессов
внутри системы всегда величина неотрицательная 0³indS , то

0³ò indS .

 Следовательно,

0£= òò T
dQdSex ,

т.е. для возвращения системы в начальное состояние энтропия сис-
темы, порождаемая необратимыми процессами внутри системы,
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должна быть выброшена из системы путем передачи теплоты внеш-
ней среде.
 В современной термодинамике необратимые процессы допус-
кают описание на языке термодинамических сил и термодинамиче-
ских потоков. Термодинамические потоки kJ  вызываются термоди-
намическими силами kX  и есть следствие этих сил. В случае одной
термодинамической силы (одного необратимого процесса) имеем

dZdSin X=
или

XJX ==
dt
dZ

dt
dSin .

 При наличии нескольких необратимых процессов –

( )
0³=å

k
kkin dZdS X          (1.24)

или

( ) ( )
åå =÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=
k

kk
k

k
k

in
in dZdZ

Z
S

dS X ;

( ) ( )
0³== åå

k
kk

k

k
k

in
dt

dZ
dt

dS JXX .          (1.25)

 Это неравенство выражает второй закон термодинамики для не-
обратимых процессов. Производство энтропии каждым необрати-
мым процессом равно произведению соответствующей термодина-

мической силы kX  и потока
dt

dZk
k =J .

 Обмен энтропией с внешней средой exdS  можно выразить через
потоки теплоты и вещества.
 Для изолированных систем

0=exdS , 0³= iin dSdS .

 Для закрытых систем (допускающих обмен теплом)

T
PdVdU

T
dQdSex

+
== , 0³idS .

 В этих соотношениях dQ  - есть количество теплоты, которым
система обменялась с внешней средой за время dt  (т.е., «неполные
дифференциалы» не используются).
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 Для открытых систем имеем

( ) m,exex dS
T

PdVdU
T

dQdS +
+

== , 0³idS ,

где ( ) m,exdS  - есть обмен энтропией, обусловленной потоком вещества.
 Следовательно, (1.24) или (1.25) есть наиболее общая формули-
ровка второго начала термодинамики. Эта формулировка применима
не только ко всей системе в целом, но и к каждой отдельной подсис-
теме.
 В классической термодинамике энтропия необратимого процес-
са неопределенна.
 В рамках формализма современной термодинамики, основанной
на понятии локального равновесия, задача состоит в том, чтобы по-
лучить явные выражения для потока exdS  и производтсва iin dSdS =
энтропии.
 В современной термодинамике среды рассматривают как непре-
рывные, а их параметры как полевые переменные, т.е. непрерывные
функции координат и времени.
 Эволюция этих сред и протекание различных процессов описы-
ваются дифференциальными уравнениями в частных производных.

1.3. Понятие о локальном равновесии

 Для макроскопического описания неравновесных процессов
применяют следующий подход (Базаров, Пригожин).
 Термодинамическую систему представляют состоящей из эле-
ментарных объемов, которые все же настолько велики, что содержат
очень большое число частиц, так что для каждого такого элементар-
ного объема можно ввести термодинамические потенциалы и термо-
динамические параметры. Каждую такую выделенную область мож-
но рассматривать как равновесную (или, точнее, как квазиравновес-
ную) термодинамическую систему, для которой справедливы эле-
ментарные законы сохранения массы, импульса, энергии, заряда, ба-
ланса энтропии и феноменологические уравнения для рассматривае-
мых процессов.
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 Обычно принимают, что физически элементарный (бесконечно
малый) объем 3

0r , с одной стороны, содержит большое число частиц
(элементарных структурных единиц) таких, что

3
00 rw << ,

где 0w  - объем, приходящийся на одну частицу, а с другой стороны,
неоднородности макроскопических параметров ( )riZ  на длине 0r  ма-
лы по сравнению со значениями этих параметров

ii ZrrZ <<¶¶ 0 .

Объединяя эти два неравенства, найдем
1

0
31

0
1

-

¶
¶

<<<<
r

Z
Z

rw i

i
             (1.26)

 Возможность введения локально-равновесного распределения
какой-либо величины обусловливается наличием существенно раз-
личных масштабов времени для различных процессов. Другими сло-
вами, время релаксации rt , в течение которого устанавливается тер-
модинамическое равновесие в макроскопически малых, но содержа-
щих большое число частиц областях, намного меньше времени Rt , за
которое достигает равновесное состояние вся система. Время tD  из-
менения термодинамических параметров в физически малых равно-
весных частях системы удовлетворяет неравенствам

Rr ttt <<D<< .     (1.27)

Первое неравенство обеспечивает исключение микроинформации (и
допускает осреднение по мелкомасштабным флуктуациям); второе
— сохраняет возможность описывать макроэволюцию дифференци-
альными уравнениями.
 В условиях, когда допустимо представление о локальном равно-
весии, т.е. справедливы оба неравенства, можно построить последо-
вательную феноменологическую термодинамику необратимых про-
цессов. Свойства неравновесной системы при этом определяются ло-
кальными термодинамическими потенциалами, которые зависят от
координат и времени только через характеристические термодина-
мические параметры, и для которых справедливы все уравнения тер-
модинамики. Все локальные термодинамические потенциалы и эн-
тропия являются теми же функциями локальных макроскопических
параметров, что и для системы, равновесной в целом.



- 30 -

 Локальное изменение энтропии может быть определено с помо-
щью плотности энтропии s , тогда

ò r=

V

dVsS ,

где ( )r,tr=r  - плотность среды,  причем

exin dsdsds += , 0³inds .

 Локальное производство энтропии есть

0³=s
dt

dsin
s ,

тогда

0³s= ò
V

s
in dV

dt
dS .

 В локально-равновесной термодинамике производство энтропии
ss  вычисляется явно.

 Запишем уравнения (1.6) и (1.14) для локального объема. Имеем
wduq d+=d ,

( )
å+=

i
iidZbTdsdu .       (1.28)

Для системы с двумя степенями свободы основная форма урав-
нения Гиббса принимает вид

g-= pdTdsdu .      (1.29)

 Все локальные термодинамические потенциалы являются функ-
циями тех же термодинамических макроскопических переменных
состояния, что и термодинамические потенциалы для системы в це-
лом, и связаны между собой теми же соотношениями:

g+= pfg ; Tsuf -= ; g+= puh .       (1.30)

Если известны термодинамические потенциалы для локального
объема как функции координат, то для объема в целом имеем

ò r=

V

dVgG , ò r=

V

dVuU , ò r=

V

dVhH , ò r=

V

dVfF .

 При условии принятия локального равновесия остаются спра-
ведливыми все уравнения и неравенства классической термодинами-
ки.
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 Для того чтобы построить систему уравнений, позволяющую
описать эволюцию реальной термодинамической системы, требуется
привлечь уравнения баланса, отражающие законы сохранения в
дифференциальной форме.

1.4. Вопросы и задания

1. Каким признакам должна удовлетворять термодинамическая сис-
тема?
2. Какие Вы знаете виды реакций термодинамической системы на
внешнее воздействие?
3. Каким условиям необходимо удовлетворить при введении локаль-
ного равновесия?
4. Какая функция называется потенциальной? Приведите примеры
термодинамических потенциалов.
5. Вспомните из классической термодинамики термодинамические
уравнения Максвелла. На чем они основаны?
6. Определите теплоемкость. Какие виды теплоемкостей Вы знаете?
7. Приведите примеры работ для термодинамических систем.
8. Что означает термин «аддитивная величина»? Приведите примеры
аддитивных и неаддитивных величин.
9. Пользуясь литературой, вспомните формулировки термодинами-
ческих законов, имеющих наиболее важное историческое значение.
10. Какие современные приложения термодинамики Вам известны?
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2. ТЕРМОДИНАМИКА НЕОБРАТИМЫХ ПРОЦЕССОВ
И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

════════════════════════
2.1. Материальное и пространственное описание

В условиях локального равновесия неравновесные состояния мо-
гут быть описаны скалярными, векторными или тензорными полями
макроскопических параметров состояния, которые зависят от про-
странственных координат и времени (Дьярмати).

Для того чтобы такое описание было возможным, нужно принять
систему постулатов или гипотез из механики сплошной среды, кото-
рые позволят нам ввести параметры, описывающие сплошную среду.
В основе постулатов лежит ряд экспериментальных фактов.

1. Гипотеза сплошности гласит: тело можно приближенно рас-
сматривать как среду, заполняющую пространство сплошным обра-
зом. Это позволяет использовать аппарат теории непрерывных функ-
ций, в том числе, дифференциальное и интегральное исчисление.

2. Вторая гипотеза заключается в том, что в рассматриваемом
пространстве определены расстояния между точками, т.е. это про-
странство является метрическим. Пример такого пространства –
обычное евклидово пространство, точки которого задаются с помо-
щью декартовой системы координат.
 Если kji ,,  - единичные ортогональные векторы, образующие ба-
зис прямоугольной декартовой системы координат, то положение
двух произвольных точек в этой системе дается векторами (рис. 2.1)

kjiR 321 XXX ++= ,         (2.1)

kjir 321 xxx ++= ,        (2.2)

где 321 ,,i,x,X ii =  - координаты точек в рассматриваемой общей для
них системе координат. Расстояние между двумя такими точками
определяется по формуле

( ) ( ) ( )233
2

22
2

11 XxXxXxs -+-+-= .

 Реальное пространство является евклидовым, т.е. всегда можно
ввести декартову систему координат.
 Пусть V  и *V  - две области пространства, содержащие некоторое
количество материи, которая распределена непрерывно (рис. 2.1).
Пусть радиус-вектор R  соответствует произвольной точке P  области
V , а радиус-вектор r  соответствует точке *P  в области *V .
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Определим деформацию
среды как непрерывное преобра-
зование, переводящее вещество
области V  в вещество области

*V  так, что вектор R  при этой
деформации переходит в вектор
r . Такая деформация и обратная
ей описываются преобразова-
ниями

( )Rrr = , ( )rRR = .

3. Для того чтобы такие преобразования были корректны, требу-
ется применить гипотезу непрерывности, согласно которой любая
деформация может быть описана однозначными непрерывными пре-
образованиями, имеющими непрерывные производные нужного по-
рядка.

Движение непрерывной среды математически описывается не-
прерывным преобразованием трехмерного евклидова пространства в
самое себя. Если движение описывается в прямоугольной декартовой
системе координат, то прямое

( )t,Rrr =  и обратное ( )t,rRR =    (2.3)
преобразования являются движениями, если действительный пара-
метр t  соответствует реальному времени. При исследовании любого
реального движения начальный момент времени выбирается произ-
вольно. Таким образом, движение есть однопараметрическое се-
мейство деформаций.
 Всякое движение определяется по отношению к некоторой сис-
теме отсчета. Для описания кинематики сплошной среды исполь-
зуют два метода, восходящие к именам Лагранжа и Эйлера. Считаем,
что
1) координаты iX  вектора R  относятся к материальной точке («час-
тице») в непрерывной среде;
2) координаты ix  вектора r  определяют точки евклидова простран-
ства, непрерывно заполненного материей.

Координаты iX , связанные с выбранной «частицей» в произ-
вольный момент времени t , не изменяются во времени. Положение в
пространстве выбранной «частицы» с координатами iX  (или R ) оп-

Рис. 2.1. К определению дефор-
маций
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ределяется вектором r . В описании Лагранжа основными независи-
мыми переменными являются R  и t .  Это так называемое матери-
альное, или субстанциональное описание, так как в этом случае сис-
тема отсчета движется вместе с континуумом (с субстанцией). В
описании Эйлера основными независимыми переменными являются
r  и t . В этом случае движение континуума определяется относи-
тельно системы координат, фиксированной в пространстве, поэтому
такое описание называют пространственным.

Скорость «частицы» R  в евклидовом пространстве определяет-
ся частной производной r  по времени

R

rv ÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

º
t

         (2.4)

и соответственно скорость «частицы» при материальном описании
является функцией времени ( )t,Rvv = . При помощи обратного пре-
образования можем записать ( )t,rvv = . Следовательно, при про-
странственном описании скорость в данной точке пространства тоже
оказывается функцией времени.
 Допустим, что каждой точке пространства отвечают в качестве
параметров определенные скалярные, векторные и тензорные величи-
ны, например, плотность вещества, плотность электрического заряда,
вектор скорости, тензор напряжений и т.д. Эти величины являются
функциями координат и времени t  и называются полевыми величи-
нами. Пусть A  - скаляр, соответствующий произвольной полевой ве-
личине (т.е. A  может быть скаляром, компонентом вектора или тензо-
ра произвольного ранга). В случае лагранжева описания имеем

( )t,AA R= .         (2.5)
При эйлеровом описании имеем

( )t,AA r= .         (2.6)
Дифференцируя оба выражения по времени и учитывая, что
( ) 0=¶¶ tR  (лагранжевы координаты от времени не зависят) и, по оп-
ределению, ( ) vrr R ==¶¶ dtdt , найдем

A
t
A

t
A

dt
dA &ºº÷

ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

=
D
D

R
,             (2.7)

A
t
A

dt
dA

Ñ×+÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

= v
r

.           (2.8)
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Выражение (2.7) дает субстанциональную, или материальную,
производную, а (2.8) показывает, что изменение в единицу времени
любой полевой величины A  складывается из локального изменения
( )rtA ¶¶  этой величины в точке r  и конвективного изменения AÑ×v ,
связанного с перемещением элемента массы, находящегося в данной
точке пространства, со скоростью v .  Таким образом, полное изме-
нение любой полевой величины A  во времени можно вычислить с
помощью операторного уравнения

...
t
...

dt
...d

Ñ×+
¶
¶

= v ,       (2.9)

если под dtd  понимать субстанциональную производную по времени.

2.2. Многокомпонентный континуум

 Массу любого тела можно охарактеризовать действительным
положительным числом, которое есть мера инерции, гравитации и
количества вещества, заключенного в этом теле. При полевом описа-
нии масса есть непрерывная функция объема, экстенсивная величи-
на, т.е. масса системы равна сумме масс входящих в нее тел. Плот-
ность массы r  континуума в точке r  в момент времени t  есть

( )
V
Mlim

dV
dMt,

V D
D

==r
®D 0

r .     (2.10)

Если функция плотности массы известна, то общая масса тела ко-
нечного объема V  дается интегралом

( ) ( )òr=

V

dVt,tM r .

Эти соотношения справедливы в любой момент времени, следова-
тельно, они справедливы в начальный момент времени 0tt = , когда
плотность ( )00 t,rr=r . Сохранение массы при деформации элемента
массы, о котором идет речь, означает, что

( ) ( ) constdVt,dVt,dM * =r=r= rr 00 .

Это есть материальная (или Лагранжева) форма уравнения непре-
рывности. Интегральное уравнение сохранения массы для всего кон-
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тинуума получается интегрированием последнего равенства по всему
объему

constdVdVM
*V

*

V

=r=r= òò 00 .

 В случае, когда полная масса M , непрерывно распределенная в
области пространства V , есть сумма масс различных компонентов,
число которых равно n , то

å
=

=
n

k
kMM

1

.            (2.11)

Все n  «частиц» присутствуют в любой точке континуума, подверга-
ются индивидуальным деформациям и совершают индивидуальные
движения. Плотность массы k  -го компонента (парциальная плот-
ность) определяется равенством

( )
dV

dMt, k
k =r r , n,...,k 21=             (2.12)

Полная масса k -го компонента, присутствующего в объеме V , равна

( ) ( )òr=

V

kk dVt,tM r , n,...,k 21= .

С учетом (2.12) равенство (2.11) переписывается в виде

å
=

r=r
n

k
k

1

.        (2.13)

Массовые доли или массовые концентрации всех компонентов
выражаются равенством

dM
dMC kk

k =
r
r

= .        (2.14)

Тогда вместо (2.13) можем записать

1
1

=å
=

n

k
kC .           (2.15)

 Очевидно, что деформации каждого компонента происходят по-
разному. По аналогии с предыдущим, движения элементов массы

kdM  многокомпонентного континуума описываются с помощью
функции
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( )t,kRrr = ,

где kR  - «частица» континуума -k го компонента в смысле матери-
ального описания. Индивидуальная скорость -k й «частицы» (ско-
рость «частицы», относящейся к -k му компоненту)

k
tk

R

rv ÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

= , n,...,k 21= .         (2.16)

Чтобы получить поле скоростей при пространственном описании,
нужно исключить лагранжевы координаты kR  из набора функций

( )t,kkk Rvv = , n,...,k 21=

с помощью обратного преобразования ( )t,kk rRR = , тогда

( )t,kk rvv = , n,...,k 21= .

 Поля скоростей континуумов, соответствующие отдельным
компонентам, не являются независимыми друг от друга. Они опреде-
ляют скорость центра масс континуума. Это есть так называемый
принцип локальной суперпозиции, который означает, что сумма ин-
дивидуальных локальных плотностей потока массы, определяемых
равенствами

( ) ( ) ( )t,t,t, kkk rvrrJ r=0 , n,...,k 21= ,     (2.17)

должна быть равна локальной плотности потока массы континуума,
определяемой равенством

( ) ( ) ( )t,t,t, rvrrJ r= .          (2.18)
Следовательно,

å
=

r=r
n

k
kk

1

vv        (2.19)

или

å
=

=
n

k
kkC

1

vv .       (2.20)

Равенство (2.20) и дает скорость движения центра масс конти-
нуума.
 Индивидуальные скорости kv  различных компонентов среды
макроскопически проявляются в явлениях диффузии.
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Скорости диффузии kw  и плотности диффузионных потоков
kkk wJ r=  по отношению к скорости центра массы есть

vvw -º kk , n,...,k 21= ;

( ) vJvvwJ kkkkkkk r-=-r=rº 0 , n,...,k 21= .  (2.21)

Следовательно,

vJJ kkk r+=0 ,         (2.22)

т.е., индивидуальное движение -k го компонента со скоростью kv
состоит из двух частей: из движения центра масс со скоростью v  и
диффузии со скоростью kw  относительно предыдущего движения.

Суммируя (2.21) по всем k  и учитывая соотношения (2.13) и
(2.19), найдем

( ) 0
111

º-r=r= ååå
===

n

k
kk

n

k
kk

n

k
k vvwJ ,      (2.23)

т.е. количество независимых плотностей потока уменьшается до
1-n .

 Полное изменение во времени произвольной полевой величины
A  вследствие индивидуального движения k -го компонента выража-
ется с помощью соотношения (2.9)

( )
A

t
A

dt
Ad

k

k
Ñ×+÷

ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

= v
rr

,     (2.24)

где ( ) dtd k  субстанциональный дифференциальный оператор, отно-
сящийся к k -му компоненту, а Ak Ñ×v  - мера изменения полевой ве-
личины A  вследствие конвекции k -го компонента со скоростью kv .

2.3. Понятие о напряжениях и деформациях
2.3.1.Тензор напряжений

 Важной гипотезой, служащей для механического описания
внутренних сил в деформируемом теле, является принцип напряже-
ний Коши и Эйлера:

В каждом поперечном сечении, мысленно проведенном внутри
тела, имеет место взаимодействие сил такого же характера, как и
распределенных по поверхности нагрузок.
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 Представим себе тело, находящееся в состоянии равновесия под
действием внешних сил ,...P,P 21 (рис. 2.2). Под действием внешних
сил между частями тела возникают внутренние силы взаимодейст-
вия.

Вообразим, что тело разделено на две части A  и B  поперечным
сечением mm - , проходящим через произвольную точку O . Любая из
частей тела находится в равновесии под действием внешних и внут-
ренних сил, распределенных по поперечному сечению mm -  и пред-
ставляющих действие одной части материала на другую. Величины
таких сил обычно определяют их интенсивностью, т.е. величиной си-
лы, отнесенной к единице площади, на которую они действуют.

Элемент поверхности Ad  с центром в точке O  сечения mm -  ха-
рактеризуется единичным вектором нормали n , направленным к B.
Действие части А в точке O  на часть В можно представить вектором
силы Pd  и в общем случае вектором момента Md . Если мы теперь
будем непрерывно уменьшать величину элементарной площадки, на
которую действует результирующая сила, то предельное значение

( )AAP s=dd  даст нам вектор напряжений nσ , действующий в попе-
речном сечении mm -  в точке O  или интенсивность силы. Предель-
ное направление результирующей силы Pd  является направлением
вектора напряжения в этой точке.

В общем случае направление результирующей силы Pd  не сов-
падает с направлением нормали n  к поверхности, на которую она
действует, и вектор напряжений nσ  может быть разложен на три со-
ставляющих – нормальную к поверхности и две касательные.

Очевидно, что через точку O
можно провести бесконечное
множество поверхностей (сече-
ний) со своим направлением
нормали и, следовательно, опре-
делить бесконечное множество
векторов напряжений ( )Onσ .
Иными словами, каждому на-
правлению в пространстве в про-
извольной точке O  можно поста-
вить в соответствие свой вектор

напряжений.
 Бесконечное множество векторов напряжений не являются неза-
висимыми друг от друга. Они могут быть вычислены, если в точке O

O dP

dM

n
O dP

dM
OO dP

dM

n

Рис. 2.2. К определению тензора
напряжений
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известны векторы напряжений для трех взаимно ортогональных
площадок, проходящих через эту точку - nnn ,, 321 σσσ .

В свою очередь, каждый из векторов напряжений может быть
разложен на три составляющих. Получающиеся 9 величин (по 3 для
каждого вектора напряжений) и образуют тензор, называемый тен-
зором напряжений и служащий для описания напряженного состоя-
ния в произвольной точке.

Наглядное изображение компонент тензора напряжений, дейст-
вующих на гранях элемента кубической формы, показано на рис. 2.3.
 Девять компонент
тензора напряжений
могут быть представле-
ны матрицей

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

sss
sss
sss

333231

232221

131211

.     (2.25)

 Первый индекс у
компонент тензора со-
ответствует номеру ко-
ординатной поверхно-
сти, второй – направлению действия. Величины 332211 sss ,,  есть
нормальные напряжения; ,...,, 133212 sss  - касательные, для которых
часто используют иные обозначения - 332211 ttt ,, ,….

2.3.2. Тензоры деформаций

 С различными способами описания движения (подходами Ла-
гранжа и Эйлера) связаны различные типы деформаций.

Для вектора перемещений u  (см. рис. 2.1) справедливо
XxRru -º-= .        (2.25)

При Лагранжевом описании переменные iX  - независимые, и мы
имеем

( ) ( ) RRrRu -=        (2.26)
и

( )t,X,X,Xxx ii 321= .

Рис. 2.3. К определению компонент тензо-
ра напряжений
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При Эйлеровом, когда независимы ix , -

( ) ( )rRrru -=            (2.27)
и

( )t,x,x,xXX ii 321= .

Расстояние между двумя бесконечно близкими точками про-
странства определяет так называемую метрику пространства. При
Лагранжевом описании квадрат расстояния dS  между двумя беско-
нечно близкими точками P  и Q  определяется выражением

( ) nmmnii dXdXdXdXdS d==2 ,     (2.28)

где mnd  - символ Кронекера,

î
í
ì

¹
=

=d
.nm,
,nm,

mn 0
1

При эйлеровом описании квадрат расстояния ds  между двумя
соответствующими точками *P  и *Q  будет

( ) nmmnii dxdxdxdxds d==2 .       (2.29)

 В качестве меры деформации вводится разность квадратов

( ) ( )22 dSds - .       (2.30)
Эйлеровы переменные можем выразить через Лагранжевы

( )321 X,X,Xxx ii =  и j
j

i
i dX

X
xdx

¶
¶

= ;

а Лагранжевы – через Эйлеровы

( )321 x,x,xXX ii =  и j
j

i
i dx

x
XdX
¶
¶

= .

Следовательно,

( ) nm
n

i

m

i dxdx
x
X

x
XdS

¶
¶

¶
¶

=2 ,      (2.31)

( ) nm
n

i

m

i dXdX
X
x

X
xds

¶
¶

¶
¶

=2 .       (2.32)
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Таким образом, при Лагранжевом описании из (2.30), (2.32) и
(2.28) имеем

( ) ( ) nmmnnmmn
n

i

m

i dXdXEdXdX
X
x

X
xdSds 222 =÷÷

ø

ö
çç
è

æ
d-

¶
¶

¶
¶

=- ,   (2.33)

где

mnmnmn
n

i

m

i
mn C

X
x

X
xE d-=d-

¶
¶

¶
¶

=2  -   (2.34)

тензор деформаций Лагранжа-Грина, mnC  - мера деформаций Грина.
 Аналогично при Эйлеровом описании из (2.30), (2.31) и (2.29)
находим

( ) ( ) nmmnnm
n

i

m

i
mn dxdxedxdx

x
X

x
XdSds 222 =÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶
¶

-d=-      (2.35)

где

mnmn
n

i

m

i
mnmn c

x
X

x
Xe -d=

¶
¶

¶
¶

-d=2  -            (2.36)

определяет тензор деформаций Эйлера-Альманзи, mnc  - мера дефор-
маций Коши.

Тензоры mnE  и mne  являются тензорами второго ранга. В теории
деформаций показывается, что они симметричны. Компоненты этих
тензоров можно выразить через перемещения (вернее, через произ-
водные от перемещений).
 Так, при Лагранжевом описании из (2.26) имеем iii uXx += .  С
учетом выражения

j

i
ij

j

i

j

i

j

i
X
u

X
u

X
X

X
x

¶
¶

+d=
¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶

из (2.33) находим
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1 .     (2.37)

Аналогично при Эйлеровом описании из (2.26) имеем iii uxX -=
и из (2.36)
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÷÷
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Тензоры mnE  и mne  называют тензорами деформаций Лагранжа и
Эйлера (Грина и Альманзи).
 Если ограничиться малыми деформациями и считать производ-
ные от перемещений малыми по сравнению с единицей, то тензоры
конечных деформаций могут быть линеаризованы. Тензоры дефор-
маций Лагранжа и Эйлера в этом случае примут вид
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Кроме того, из предположений о малости перемещений следует, что
ii xX »  и различие между Лагранжевым и Эйлеровым описанием ис-

чезает, т.е. ijijij eE e== . Величины
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÷
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1         (2.43)

образуют тензор малых деформаций Коши:
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.

 Большое преимущество линейной теории малых деформаций со-
стоит в том, что ее аппарат существенно проще, что важно для прак-
тических приложений.
 В нелинейной теории упругости с формально математической
точки зрения более удобными оказываются тензоры mnC  (мера де-
формаций Грина) и mnc  (тензор Коши).
 Малые деформации допускают простую геометрическую интер-
претацию. Диагональные компоненты тензора деформаций описы-
вают деформации типа удлинения – сжатия, недиагональные – изме-
нение углов.
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2.4. Общие уравнения баланса
в интегральной и дифференциальной формах

 Пусть полевая величина A  (скаляр, вектор или тензор произ-
вольного ранга) распределена в материале континуума, имеющего
объем V  и плотность r , т.е.

òr=

V

dVaA ,       (2.44)

где a  - плотность распределения величины A  в рассматриваемом
объеме.

Тогда полное изменение величины A  в зависимости от времени

òr=

V

dVa
dt
dA&      (2.45)

может быть вызвано, вообще говоря, двумя причинами (Дьярмати,
Пригожин, Гуров):
1) потоком величины A  внутрь объема V  или из него через поверх-
ность W , ограничивающую этот объем;
2) уменьшением или увеличением величины A  внутри объема, что
связано с существованием во внутренних точках континуума источ-
ников или стоков величины A .
 На основе этих положений и выводятся две различные эквива-
лентные формы уравнений баланса, соответствующие точкам зрения
Эйлера и Лагранжа.
 Пусть объем, для которого требуется выразить изменение вели-
чины A , покоится относительно внешней (Эйлеровой) системы ко-
ординат. Тогда вместо уравнения (2.45) можем записать

òò ¶
r¶

=r
00

00

VV

dV
t
adVa

dt
d ,

где интегрирование проводится по элементам объема
321

0 dxdxdxdV = , не меняющим положение в системе координат
321 x,x,x .

Определим плотность потока величины A aa avJ r=0  как коли-
чество величины A , проходящее через единицу площади поверхно-
сти в единицу времени, причем положение поверхности фиксирова-
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но во внешней системе координат, а локальная плотность потока
aa avJ r=0  направлена по нормали к ней. Обозначая плотность внут-

реннего источника (или стока) A  через as , на основе положений 1 и
2 находим интегральную (глобальную) форму уравнений баланса ло-
кального типа для произвольной величины A

òòò s+-=
¶
r¶

W 000

0000

V

aa

V

dVddV
t
a

WJ ,         (2.46)

где n00 W= ddW  - векторный элемент поверхности.

Вообще говоря, справедливость (2.46) ни для одной величины
нельзя проверить непосредственно. Лишь в некоторых случаях след-
ствия этого уравнения можно сравнить с экспериментальными
данными.

 Уравнение баланса в дифференциальной форме найдем, преоб-
разуя поверхностный интеграл в (2.46) в объемный с помощью тео-
ремы Гаусса-Остроградского

òò ×Ñ=×

W 00

0000

V

aa dVd JJ W ,

где 00
aa div JJ º×Ñ .

 В результате имеем

0
0

00 =÷
ø
ö

ç
è
æ s-×Ñ+
¶
r¶ò

V

aa dV
t
a J .     (2.47)

Поскольку это уравнение справедливо для любого объема, по-
коящегося относительно Эйлеровой системы координат, то найдем

aat
a

s=×Ñ+
¶
r¶ 0J .      (2.48)

 Уравнение (2.48) есть локальная форма дифференциального
уравнения баланса произвольной величины A  с плотностью распре-
деления a .
 Общие формы субстанциональных уравнений баланса, опираю-
щиеся на материальное описание, получаются, если выбранный эле-
мент объема движется со скоростью v  относительно системы коор-
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динат 321 x,x,x , фиксированной в пространстве. Субстанциональная
плотность потока произвольной величины A  определяется соотно-
шением

( )vvvJJ -r=r-= aaa aa0 .         (2.49)

При 1=a  величина 0
aJ  равна плотности потока массы, и суб-

станциональный поток (2.49) обращается в нуль:

00 ºr-= vJJ .
 При материальном описании элемент объема dV  все время за-
полнен одним и тем же элементом массы dVdM r= . Следовательно,
при движении величина dM  остается неизменной во времени, и
можно записать

òò r=r

VV

dVadVa
dt
d

& ,

поскольку субстанциональное дифференцирование по времени дей-
ствует  только на величину a . В этом выражении интегрирование
следует проводить по объему V , движущемуся вместе с континуу-
мом.

Аналогично предыдущему, получим интегральную или глобаль-
ную форму субстанционального уравнения баланса

òòò s+×-=r

W V

aa

V

dVddVa WJ& ,     (2.50)

откуда следует дифференциальная форма субстанционального урав-
нения баланса

aa s=×Ñ+r Ja& .        (2.51)

 Без труда можно найти связь между субстанциональным и ло-
кальным изменением этой величины a

va
t
aa r×Ñ+

¶
r¶

=r & .           (2.52)

Подобное соотношение встретится далее неоднократно.
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2.5. Основные дифференциальные уравнения
механики сплошных сред

2.5.1. Уравнение неразрывности

 Продифференцируем по времени полную массу

òr=

V

dVM .

 Получаем:

ò ÷
ø
ö

ç
è
æ ×Ñr+
r

=

V

dV
dt
d

dt
dM v .

Так как масса сохраняется, а объем – произвольный, то

0=×Ñr+
r v

dt
d .       (2.53)

Полная производная по времени складывается из двух частей:

i
i

i

i

i

i

i x
V

tdt
dx

xtdt
dx

xtdt
d

¶
r¶

+
¶
r¶

=
¶
r¶

+
¶
r¶

º
¶
r¶

+
¶
r¶

=
r å

=

3

1
или

rÑ×+
¶
r¶

=
r v

tdt
d .

Следовательно,

0=r×Ñ+
¶
r¶ v
t

.      (2.54)

Уравнения неразрывности в субстанциональной форме (2.53) и в
локальной форме (2.54)  получаются из общих уравнений баланса,
если принять

1=a , 0ºsa , vJJ r== 00
a

В этом случае под величиной A  понимается масса континуума.
Оба уравнения эквивалентны.

Получить одно уравнение из другого можно, используя опера-
торное уравнение (2.9). Действительно,

vvvv r×Ñ+
¶
r¶

º×Ñr+rÑ×+
¶
r¶

º×Ñr+r
tt

& .

Уравнения (2.53) и (2.54) есть законы сохранения.
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В целом, можно утверждать, что величина A  сохраняется, если
выполняются соотношения

00 =×Ñ+
¶
r¶

at
a J , 0=×Ñ+r adt

da J , 0=sa .

 При формулировке уравнений баланса источник величины A
разбивают на внутренний и внешний

e
a

i
aa s+s=s .

Величина i
as  определяется неоднородностями (источниками),

существующими внутри системы.
Необратимые процессы всегда относятся к внутренним ис-

точникам.

2.5.2. Уравнения баланса компонентов

 Пусть kMA = . Принимая rr= ka , 00
ka JJ = , ka w=s  и используя

определения локальных плотностей потока массы компонентов
(2.14), приходим к локальным уравнениям баланса для n  компонен-
тов, n,...,k 21= ,

kk
k
t

w=×Ñ+
¶
r¶ 0J ,         (2.55)

где поток 0
kJ  включает в себя диффузионный поток компонента k  и

конвективный поток
( ) vJvwvvvJ kkkkkkkk r+=r+rºr+-r=0 .

Субстанциональные уравнения баланса массы для компонентов
имеют вид

kkk
k

dt
d

w=×Ñ+×Ñr+
r

Jv ,           (2.56)

n,...,k 21=

и получаются из общих уравнений баланса с использованием опре-
делений и операторного уравнения. Покажем это.
 Так как

k
kk
tdt

d
rÑ×+

¶
r¶

=
r v ,

то, выражая отсюда частную производную tk ¶r¶ , подставляя ее в
уравнение (2.55) и учитывая определение (2.20), найдем
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=×Ñr+×Ñr-r×Ñ+rÑ×-rºr×Ñ+rÑ×-r=×Ñ+
¶
r¶ vvvvvvJ k

~~~~~
kkk

~~~~~
kkkkkkk

k
t

&&0

( ) ( ) kkkkkkkkkkkk Jvwvvvv ×Ñ+×Ñr+rºr×Ñ+×Ñr+rºr-r×Ñ+×Ñr+r= &&& ,

откуда и следуют уравнения (2.56).

Разберемся с тем, что представляют собой суммарные источники
и стоки компонентов kw .

Если в системе протекает r  химических реакций, то количество
k -го вещества, образующегося в единице объема за единицу време-
ни, есть

å
=

Fn=w
r

i
ikkik m

1

,        (2.57)

где kin  - стехиометрический коэффициент компонента k  в реакции
i ; km  - молярная масса k -го компонента; iF  - скорость i -й реакции.
Для каждой реакции справедливо стехиометрическое соотношение

( )å
=

=n
n

k
kkim

1

0 , r,...,i 21= .          (2.58)

По определению, стехиометрические коэффициенты считаются
положительными (для каждой данной реакции), если они относятся к
продуктам, и отрицательными, если они относятся к реагентам.
 Если компонент участвует только в одной реакции, то вместо
(2.57), (2.58) найдем

Fn=w kkk m , 0
1

=nå
=

n

k
kkm .         (2.59)

Например, для единственной реакции
CBA =+2 , где BAC 2º ,

имеем
112 =n-=n-=n CBA ;; .
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Просуммируем все уравнения баланса (2.55). Имеем

åå
==

w=÷
ø
ö

ç
è
æ ×Ñ+
¶
r¶

n

k
k

n

k
k

k
t

11

0J ;

0
1 11 11

ºnF=Fn=w å åååå
= == ==

r

i

n

k
kiki

n

k

r

i
ikik

n

k
k mm ;

( ) 0
1 1

ºr+×Ñ+r
¶
¶å å

= =

n

k

n

k
kkkt

vJ .

Так как r=rå
=

n

k
k

1

; vJJ kkk r+=0  и 0
1

=å
=

n

k
kJ , то сумма уравне-

ний (2.55) эквивалентна уравнению неразрывности (2.54).
Аналогично, суммируя по всем k  уравнения (2.56) и учитывая

баланс масс (2.15) и баланс потоков (2.23), найдем уравнение (2.53).
 Уравнения баланса для компонентов часто удобно записывать
через массовые доли

( ) kkkkk
k CC

dt
dC

w=r×Ñ+rº×Ñ+r wJ & ,    (2.60)

что легко получается из определений и уравнения (2.54).
 Действительно, имеем

( )
kk

k
k

kk
k CC

dt
dC

dt
dC

dt
Cd

dt
d &&& r+r=r+

r
=

r
=

r
=r .

Подставляя это равенство в (2.56), найдем

( ) kkkkkkkk CCCCC w=×Ñ+×Ñr+r+r=×Ñ+×Ñr+r+r JvJv &&&&

или

kkkC w=×Ñ+r J& ,

что и требовалось получить.
 Подчеркнем, что уравнение неразрывности есть следствие зако-
на сохранения массы, но закона сохранения индивидуального ком-
понента не существует: компоненты в системе с химической реакци-
ей не сохраняются!
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2.5.3. Уравнение баланса импульса

Уравнение движения, принадлежащее Коши, совпадает с зако-
ном сохранения импульса в  субстанциональной форме

s×Ñ+r=rºr Fvv
dt
d

& ,            (2.61)

где v&  - ускорение центра масс локального неподвижного объема, F  -
вектор внешней силы, действующий на единицу массы. В этом слу-
чае v  представляет собой удельный импульс. Уравнение (2.61) спра-
ведливо для любого континуума. Если вид тензора напряжений из-
вестен, то это уравнение можно использовать для построения раз-
личных моделей деформируемых тел (упругих, пластических и др.),
гидродинамических моделей (идеальные и вязкие жидкости и газы,
турбулентные течения) и, кроме того, различных моделей электро-
магнитных полей. Физический смысл этого уравнения соответствует
закону сохранения импульса, который наиболее привычен в механи-
ке. В термодинамике чаще используется иная (альтернативная) фор-
ма уравнения движения, когда вводится тензор давления, равный
тензору напряжений,  взятому с обратным знаком.  В проекциях на
оси декартовой системы координат имеем

ijji
i F

dt
dV

sÑ+r=r , 321 ,,j,i = .

Субстанциональное уравнение баланса импульса (2.61) легко
преобразуется в локальную форму

( ) ( ) Fvvv
r=r+-×Ñ+

¶
r¶

s
t

            (2.62)

с использованием уравнения неразрывности.
В проекциях на оси координат

( ) ( ) ijiijj
i FVV

t
V

r=r+s-Ñ+
¶
r¶ , 321 ,,j,i = .

Нетрудно заключить, что субстанциональная плотность потока
импульса (тензорная величина) равна тензору напряжений с обрат-
ным знаком s-=impJ , а локальная плотность потока импульса есть

vvJ r+-= s0
imp .
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Источник импульса связан только с наличием внешних сил

Fr=sºs e
impimp .

В случае многокомпонентного континуума уравнения баланса
импульса, аналогичные (2.61), можно записать для каждого компо-
нента среды

( )
*

kkkkk
k

k

k dt
d FFv

r+r=×Ñ-r s ,      (2.63)

где производная от скорости компонента есть субстанциональная
производная по времени, относящаяся к k -му компоненту среды, ks
- есть тензор напряжения k -го континуума, kF  - внешняя сила, дей-
ствующая на единицу массы k -го континуума, а *

kF  - внутренняя
сила, появляющаяся из-за наличия других компонентов (эту силу
можно считать результирующей короткодействующих молекуляр-
ных сил). Внутренним силам соответствуют «внутренние» источни-
ки импульса.
 Используя выписанные соотношения, можно показать, что урав-
нение баланса импульса (2.61)

å
=

r+×Ñ=r
n

k
kkdt

d

1

Fv
s

будет справедливо для всего многокомпонентного континуума при
выполнении следующих условий

åå
==

- =rr=
n

k
kk

n

k
kk C

11

1 FFF ,

( )å
=

r+-=
n

k
kkkk

1

wwss ,       (2.64)

( ) 0
1

=w+rå
=

n

k
kk

*
kk vF .

 Действительно, для каждого компонента среды имеет место суб-
станциональная производная (2.24)

( )
A

t
A

dt
Ad

k

k
Ñ×+÷

ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

= v
r

.
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Напомним, что ( ) dtd k  - субстанциональный дифференциальный
оператор, относящийся к k -му компоненту, а Ak Ñ×v  есть мера изме-
нения полевой величины A  вследствие конвекции k -го компонента
со скоростью kv . Вычитая это равенстви из равенства (2.8)

A
t
A

dt
dA

Ñ×+÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

= v
r

,

найдем
( )

A
dt

Ad
dt
dA

k

k
Ñ×=- w .

 Если a= ,kVA , 321 ,,=a , то из последнего соотношения имеем
( )

( ) kkk
k

k

dt
d vwvv

Ñ×+= & , n,...,,k 21= .

 Тогда уравнение (2.63) можно переписать в виде

( ) *
kkkkkkkkkk FFvwv r+r=×Ñ-Ñ×r+r s& .

 Так как kkk Jw =r  и

( ) ( ) ( ) kkkkkk vJJvvJ Ñ×+×Ñ=×Ñ ,

то уравнение движения преобразуется к виду

( ) ( )kk
*

kkkkkkkkk JvFFJvv ×Ñ+r+r=+-×Ñ+r s& .

Суммируя полученные уравнения по всем k  и используя равенство

åå
==

r-r+r=r
n

k
kk

n

k
kk

11

vvvv &&&& ,

следующее из (2.19), найдем

( )

( ).
n

k
kk

n

k

*
kk

n

k
kk

n

k
kkk

n

k
kk

ååå

åå

===

==

×Ñ+r+r=

=+-×Ñ+r-r+r

111

11

JvFF

Jvvvv s&&&
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 Теперь воспользуемся субстанциональными уравнениями балан-
са массы для плотности континуума r  (2.53) и парциальной плотно-
сти k -го компонента kr  (2.56), откуда следует

v×Ñr-=
r

dt
d  и kkk

k
dt

d Jv ×Ñ-×Ñr-w=
r ,

(подставляем в подчеркнутые слагаемые) и соотношениями (опреде-
лениями)

vvw -= kk ; ( )vvwJ -r=r= kkkkk ;

( ) 0
111

=-r=r= ååå
===

n

k
kk

n

k
kk

n

k
k vvwJ :

( ) ( ) =+-×Ñ+
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×Ñ-×Ñr-w-×Ñr-r åå

==

n

k
kkk

n

k
k

~~~
kkk

11

JvvJvvvv s&

( )

~~~~~~~~~

n

k
kk

n

k

*
kk

n

k
kk ååå

===

×Ñ+r+r=
111

JvFF ;

(подчеркнутые слагаемые взаимно уничтожаются):

( )

( ) .
n

k
kkk

n

k
kk

n

k
kkk

n

k
kkk

n

k
kkk

n

k
kk

ååå

ååå

=
=

==

===

rºr+-rº

ºr=-r=

1
0

11

111

wwvwvvw

vwvvvvJ

43421

Следовательно, окончательно имеем

( ) ( )ååå
===

w+r+r=
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
r+-×Ñ+r

n

k
kk

*
kk

n

k
kk

n

k
kkkk

111

vFFwwσv& ,

что совпадает с (2.61) при условиях (2.64).
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2.5.4. Уравнение баланса момента импульса

 Уравнение баланса момента количества движения также может
быть представлено в двух различных формах. Прежде чем перехо-
дить к описанию очередного уравнения, сделаем некоторые поясне-
ния.

Любой тензор, в том числе и тензор напряжений, можно разло-
жить на шаровую и девиаторную части, т.е. представить в виде

SS +º+-= 0sds hp ,      (2.65)

где d  - единичный тензор,

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

100
010
001

d ,

0s - шаровая часть тензора напряжений,

( )3322113
1

3
1

s+s+s-=s-= kkhp  - скаляр, определяющий гидростати-

ческое давление; S  - девиатор тензора напряжений с компонентами

ijkkijijS ds-s=
3
1 .

 В свою очередь, девиатор (и, вообще, любой тензор) может быть
представлен в виде суммы симметричной и антисимметричной час-
тей

aSSS += s ,       (2.66)
где компоненты симметричной части тензора определяются равенст-
вами

( )jiijij
s SSS +=

2
1 ; s

ji
s
ij SS = ; 321 ,,j,i = ,     (2.67)

а компоненты антисимметричного тензора – равенствами

( )jiijij
a SSS -=

2
1 ; a

ji
a
ij SS -= ; 321 ,,j,i = .        (2.68)
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Антисимметричный тензор имеет вид

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-
-

-
=

0
0

0

12

13

23

aa

aa

aa

a

SS
SS

SS
S ,

где

2
3223

1

aa
a SSS -
= ;

2
1331

2

aa
a SSS -
= ;

2
2112

3

aa
a SSS -
= .     (2.69)

 Этот тензор эквивалентен так называемому аксиальному векто-
ру с компонентами

aaa ,  S,  SS 321 .

 Механический момент количества движения относительно Эй-
леровой системы координат определим следующим образом:

vrM ´=e .
Пусть 0=F .
Умножим уравнение движения на вектор r  слева:

s×Ñ´=rºr rMM &
dt

d .

В соответствии с правилами тензорного исчисления,

( ) ssss -+´×Ñ=×Ñ´ Trr         (2.70)
или

( ) ikkijikjki
jj

ji
k

j

jk
i xx

xx
x

x
x s-s+s-s

¶
¶

=
¶

s¶
-

¶

s¶
,

где суммирование идет по j,k.

Если тензор напряжений симметричен, то

0=- ssT .

где Ts  - транспонированный тензор s .
Если s  - несимметричен, то

aT S2=-ss .       (2.71)
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В результате уравнение баланса момента количества движения
при отсутствии внешних сил  в субстанциональной форме принима-
ет вид

( ) ae
e

dt
d SrMM 2+´-×-Ñ=rºr s& .   (2.72)

 В (2.72) вектор s´-= rJ M  есть субстанциональная плотность
механического момента количества движения, а ai

M S2=s  - внутрен-
ний источник импульса. Локальную плотность момента количества
движения введем по формуле

vMrJ e
M r+´-= s0 ,

где vMer  - плотность конвективного потока момента количества
движения. Тогда из (2.72) придем к локальной форме уравнения ба-
ланса механического момента количества движения

( ) ( ) ae
e

t
SvrM 2=r+´-×Ñ+

¶
r¶

Ms .    (2.73)

Очевидно, что плотность источника момента количества
движения равна нулю тогда и только тогда, когда тензор напряже-
ний является симметричным, т.е. имеет место закон сохранения
внутреннего момента количества движения

ss =T .
В общем случае механический момент количества движения не

сохраняется.
 Уравнения баланса внутреннего, внешнего и полного моментов
количества движения (разделение на которые неоднозначно) записы-
ваются аналогичным образом.

2.5.5. Уравнение баланса заряда

Электрический заряд всегда связан с частицей, имеющей массу.
Пусть ke  - удельный заряд k-го континуума. Тогда полный заряд есть

åå
==

=r
r

=
n

k
kk

n

k
kk eCee

11

1 .      (2.74)

Для всех незаряженных компонентов 0=ke .
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 Определим плотность тока

( )

( )[ ] .eeee

ee

n

k
kk

n

k
kkkkk

n

k
kkk

n

k
kkk

åå

åå

==

==

+r=-r+r=

=+-r=r=

11

11

Jvvvv

vvvvI

  (2.75)

Первое слагаемое в правой части есть плотность конвективного
электрического тока

ver ,
а второе – плотность тока проводимости

å
=

=
n

k
kk e

1

Ji .        (2.76)

Домножим уравнения баланса

kk
k

dt
dC

w=Ñ+r · J

на заряды еk и просуммируем по всем k, учитывая (2.57):

( )å åå å
= == =

nFºFn=×Ñ+r
r

i

n

k
kkkii

n

k

r

i
ikkik emme

dt
de

1 11 1

i . (2.77)

Заряд сохраняется, если

( ) 0
1

=nå
=

n

k
kkki em .

 В этом случае приходим к уравнению сохранения заряда

0=Ñ+
¶
r¶

· I
t
e .         (2.78)

Уравнения баланса заряда имеют особое значение в термо- и
электродинамике, в электрохимии и физике плазмы.
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2.5.6. Уравнение баланса энергии

 Полная энергия системы включает в себя кинетическую (макро-
скопическую) энергию, потенциальную (соответствующую внешним
силам) и внутреннюю

UEkin +F+=E .

Полная энергия удовлетворяет уравнению баланса без источников,
что есть отражение закона сохранения энергии (Дьярмати):

00 =×Ñ+
¶
re¶

eJ
t

,        (2.79)

где e  - плотность полной энергии E , 0
eJ  - локальная плотность пото-

ка полной энергии.
Отдельные части полной энергии закону сохранения не удовле-

творяют, и для них можно записать уравнения баланса с соответст-
вующими источниками.

Уравнение баланса трансляционной кинетической энергии полу-
чим, умножая уравнения баланса импульса

k

ik
i

i
x

F
dt

d
¶
s¶

+r=r
V

скалярно на скорость движения центра масс и используя тождество

( )
i

j
ij

i

ij
jjij

i x
V
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¶ .    (2.80)

Результат имеет вид:

( ) å
=

×r+×Ñ×=××Ñ+
e

r
n

k
kk

t
dt

d

1

vFvv Tss ,     (2.81)

где
2

2
1 vºet  -

удельная кинетическая трансляционная энергия центра масс;
vJ ×=e st  -

субстанциональная плотность потока  трансляционной кинетической
энергии.
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Локальная форма этого уравнения баланса получается аналогично:

( ) å
=

e ×r+×Ñ×=re+×Ñ+
¶
re¶

n

k
kktt

t
t

1

vFvvJ Ts .  (2.82)

Локальная плотность потока  трансляционной кинетической
энергии есть

vJJ ttt re+= ee
0 .

Источник кинетической энергии включает внутреннюю и внеш-
нюю части

å
=

e ×r+×Ñ×=s
n

k
kk

1

vFvTs .

Внутренний источник возникает за счет взаимного превращения
кинетической энергии трансляционного движения и кинетической
энергии внутреннего вращения.

Полная удельная кинетическая энергия есть:

22
2
1

2
1 wq+=e+e=e vrt ,

где

2
2
1 wq=er -

макроскопическая удельная кинетическая энергия внутреннего вра-
щения, q  - макроскопическое среднее внутренних моментов инерции
частиц, образующих единицу массы континуума (т.е. внутренний
момент определяется отнесенными к единице массы моментами ко-
личества движения атомов и молекул, а также электронными и ядер-
ными спинами).
 Уравнение баланса полной кинетической энергии имеет вид

( ) eikin
dt

d
ee s+s=××Ñ+

e
r vs ,     (2.83)

где
ai S×-=se w2 .

Потенциальная энергия связана с внешними полями. Источник
потенциальной энергии для многокомпонентного континуума соот-
ветствует работе в единицу времени на единицу объема, совершае-
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мой силой kF , которая действует на компоненту с номером k в на-
правлении скорости kv .

В частном случае, когда внешние поля являются консервативны-
ми, т.е. можно ввести потенциал внешних сил, обладающий свойст-
вом аддитивности:
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уравнение баланса потенциальной энергии получается после умно-
жения уравнений баланса компонентов на φk и суммирования по
всем k.
 Действительно,
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Далее учтем равенства:
;C kk r=r kkkkkkkkkk FJJJJJ +j×Ñ=jÑ-j×Ñ=×Ñj

и прибавим к уравнению (2.84) уравнение неразрывности, умножен-
ное на j :
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  (2.85)

Последнее слагаемое равно нулю, если

0
1

=njå
=

n

k
kikk m .

Если поле – гравитационное, это равенство обеспечивается со-
хранением массы; если – электрическое, то сохранением заряда.

Уравнение баланса внутренней энергии мы получим, вычитая из
уравнения баланса полной энергии уравнения баланса других видов
энергии. В сокращенной записи уравнение баланса внутренней энер-
гии в локальной и субстанциональной формах имеет вид

( ) vJFJ ×Ñ×+×+×-Ñ=
¶
r¶ å

=

s
n

k
kkut

u

1

0 ,       (2.86)

vJFJ ×Ñ×+×+×-Ñ=r å
=

s
n

k
kkTu

1

& ,   (2.87)

где v×Ñ×s  - двойное скалярное произведение тензора напряжений и
тензора градиента скорости (в индексной записи ikik VÑs=×Ñ× vs ),
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vJJ uTu r+=0  - локальная плотность потока внутренней энергии, TJ  -
кондуктивная часть плотности потока внутренней энергии или поток
тепла. Последнее слагаемое в уравнениях может быть представлено в
форме

vSvv ×Ñ×+×Ñ-º×Ñ× hps .          (2.88)

 В термодинамических уравнениях содержится именно внутрен-
няя энергия.

 Уравнение баланса внутренней энергии представляет собой
первый закон термодинамики в локальной форме (1.28)

wduqT d+=d .

Чтобы это продемонстрировать, воспользуемся уравнением не-
разрывности (2.53) и уравнением баланса потока тепла

0=×Ñ+r TTq J& ,             (2.89)

где dtqdq TT =  - количество тепла, переданное единице массы.
 По определению, 1-r=g  - удельный объем. Следовательно,

gr-=
g
g

-=r &
&

& 2
2 ,       (2.90)

и уравнение неразрывности  принимает вид
0=×Ñ-gr v& .            (2.91)

 Выразим из уравнения (2.89) и (2.91) дивергенцию потока тепла
и дивергенцию вектора скорости и подставим в уравнение баланса
энергии (2.87), где учтем (2.88). В результате простых преобразова-
ний найдем

å
=

×g+×Ñ×g+g-=
n

k
kkhT pqu

1

FJvS&&& .

Сравнивая последнее равенство с математическим выражением
первого закона термодинамики, легко определим изменение внут-
ренней энергии вследствие производимой работы.
 Основные уравнения, которые нам потребуются далее, выписа-
ны в таблице 2.1
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Таблица 2.1
Уравнение не-
разрывности 0=r×Ñ+
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dt
d e

2.6. Вопросы и задания

1. Сформулируйте основные гипотезы (постулаты) механики сплош-
ной среды.
2. Как связаны локальная и субстанциональная производные?
3. На основе литературы приведите примеры тензоров напряжений,
отличных от тензора напряжений Коши.
4. Какие Вы знаете тензоры деформаций? Чем они различаются?
5. Сформулируйте принцип, на основе которого строятся интеграль-
ные уравнения баланса.
6. Покажите справедливость соотношения (2.52).
7. Покажите, что сумма уравнений (2.56) по всем k  эквивалентна
уравнению (2.54).
8. Покажите, что произведение симметричного и антисимметричного
тензоров равно нулю.
9. Какие тензорные операции Вы знаете? На основе литературы
сформулируйте основные правила сложения и умножения тензоров.
10. Чем отличаются уравнения баланса и законы сохранения? Пере-
числите основные уравнения баланса.
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3. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ
════════════════════════

3.1. Общие представления

 В выписанных в табл. 2.1. уравнениях содержится несколько ве-
личин, которые нам, вообще говоря, пока неизвестны, и мы должны
их как-то определить. Это относится, например, к потокам тепла TJ
и массы kJ . Кроме того, нам неизвестны соотношения между ком-
понентами тензоров напряжений и деформаций, которые для сред
(материалов) различных типов – различны. Соотношения, задающие
свойства конкретной среды, называют определяющими. Среди них
можно выделить две группы: соотношения, связывающие параметры
состояния – уравнения состояния, и соотношения, связывающие па-
раметры процесса — кинетические уравнения. К определяющим со-
отношениям, в принципе, можно отнести и выражения, определяю-
щие физические свойства как функции переменных состояния. Спо-
собы построения определяющих уравнений (соотношений) различны
в разных областях физики и механики. Имеется несколько подходов
(Трусов):

1. Эмпирический подход;
2. Реологический подход;
3.Термодинамика;
4. Статистическая физика, молекулярная механика;
5. Вариационные методы.

 Вообще говоря, только методами 3-5 построить определяющие
соотношения невозможно. Всегда приходится опираться на эмпири-
ческие законы.

В механике сплошной среды математические модели строятся на
основе феноменологического подхода, но опираются, главным обра-
зом, на факты опытного происхождения, добытого на основе так на-
зываемого макроскопического эксперимента, в ходе которого изме-
ряют макровеличины, входящие в определяющие соотношения.
 К таким законам, например, относят закон Гука и закон Пуассо-
на.

В технических расчетах деформацию стержня при растяжении
(рис. 3.1) определяют через относительное удлинение

0

0
l

ll -
»e .
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 В соответствии с законом Гука, приложенная нагрузка пропор-
циональна удлинению:

e=s E .        (3.1)

0ll - 0ll -

e¢

e

e¢

e

Рис. 3.1. Пояснение к определе-
нию относительной деформации

Рис.3.2. Пояснение к закону Пу-
ассона

В общем случае, кроме деформации в направлении растяжения
будет происходить и сжатие в поперечном направлении. Это описы-
вает величина поперечной деформации e¢  (рис. 3.2)

0

0
b

bb -
=e¢ .

 В соответствии  с законом Пуассона, для изотропного материала
величина e¢  одинакова для всех направлений в поперечном сечении
(нет предпочтительного направления). Если деформация упругая и
подчиняется закону Гука, то оказывается, что отношение поперечной
деформации к продольной – величина постоянная

E
sn-=ne-=e¢ .         (3.2)

Существует большое количество феноменологических (т.е. осно-
ванных на опыте) законов, описывающих необратимые процессы в
форме пропорциональностей. Среди них – закон Фурье, закон Фика,
закон Дарси, закон Ома, закон Ньютона. Когда два или более необ-
ратимых  процесса протекают одновременно в одних и тех же облас-
тях пространства, они налагаются друг на друга и вызывают появле-
ние новых эффектов. Множество таких эффектов также известно из
эксперимента. Из физики известны такие явления, как электроосмос,
бародиффузия, электрофорез, термодиффузия, эффект Пельтье и др.

Для построения замкнутых моделей данных макроэксперимен-
та, как правило, достаточно. Обращение к термодинамике и физике
на различных этапах построения модели бывает не только полезным,
но и необходимым, например, для выяснения непротиворечивости
получаемых соотношений.

Реологический подход получил распространение в механике
сплошных сред.
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Реологические модели строятся из таких механических элемен-
тов, как линейно-упругая пружина с модулем упругости E (или μ)
(массой этой пружины пренебрегают) и вязкий элемент (демпфер) с
коэффициентом вязкости Vk . Вязкий элемент представляет собой
поршень, движущийся в цилиндре с вязкой жидкостью (рис.3.3). По-
следовательное и параллельное соединение этих элементов приводит
к разнообразным реологическим моделям.

В современной литературе используют и иные типы элементов.

e=s
E

e=s
E

ek=s &V ek=s &V

а б в
Рис.3.3. Элементы реологических моделей

В целом, упругие элементы могут быть линейными равномо-
дульными (описывают растяжение и сжатие одной константой – мо-
дулем); линейными разномодульными (для растяжения и сжатия –
разные константы) или нелинейными.

Вязкие элементы также обладают большим разнообразием: ли-
нейно-вязкие, нелинейно-вязкие (степенные зависимости).

Пластические элементы обладают одним общим свойством –
пороговостью: до достижения в элементе напряжений, соответст-
вующих пределу текучести, они ведут себя как абсолютно жесткое
тело. Различают идеально-пластические элементы, напряжения в ко-
торых не могут превышать предела текучести, и элементы с тем или
иным законом упрочнения, в которых напряжения течения зависят от
накопленных деформаций.

После введения всех необходимых элементов устанавливается
структурная схема модели (как правило, для одноосного нагружения).
Обобщение на сложные условия нагружения не всегда однозначно.
 В термодинамике можно выделить 2 группы определяющих со-
отношений: 1. соотношения между потоками и вызывающими их си-
лами; 2. собственно уравнения состояния (термические и калориче-
ские). Но физические свойства, входящие в термодинамические опре-
деляющие соотношения (например, теплоемкость), требуется нахо-
дить из эксперимента или рассчитывать на основе независимых тео-
рий, например, методами молекулярной механики или статистической
физики.
 На термодинамических уравнениях состояния остановимся бо-
лее подробно.
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3.2. Неравновесные уравнения состояния

В классической термодинамике (в традиционном ее представле-
нии), модель среды считается заданной, если известно выражение
для какого-либо одного термодинамического потенциала (внутрен-
ней энергии, энтальпии, свободной энергии Гельмгольца, энергии
Гиббса). Тогда все термические и калорические свойства вещества
могут быть найдены на основе уравнения Гиббса, записанного в со-
ответствующей форме. Так, если известна внутренняя энергия в за-
висимости от энтропии и объема ( )g= ,suu , то на основе уравнения
Гиббса для простой среды

g-= dpTdsdu e
h          (3.3)

найдем
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÷
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Далее, зная температуру и объем, найдем все остальные потен-
циалы

Tsuf -= , g+= e
hpuh , g+= e

hpfg

и требующиеся термодинамические параметры. Например,
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теплоемкость при постоянном давлении,
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теплоемкость при постоянном объеме и т.д.
 В локально-равновесной термодинамике (или в термодинамике
необратимых процессов), имеющей дело со средами различных ти-
пов, в термодинамические уравнения вместо давления «включается»
его локальный аналог для деформируемых сред – тензор напряже-
ний; а вместо объема – тензор деформаций, так что вместо (3.3) име-
ем

ij
e
ijdTdsdu esr+= -1 .       (3.4)
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Тогда аналогами обычных теплоемкостей будут
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теплоемкость при постоянстве напряжений и
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теплоемкость при постоянных деформациях.
 В классической теории проблема построения определяющих со-
отношений сводится к построению термодинамического потенциала
в зависимости от термодинамических переменных состояния. Как
правило, она решается на основе методов статистической физики.
 Традиционно, в термодинамике имеют дело с калорическими
уравнениями состояния – зависимостью теплоемкости от температу-
ры, количества вещества (Базаров, Путилов):

( ),...N,,TCC g=

и термическими уравнениями состояния
( )N,TZ,...,Z,ZBB ,kii 21= ,

связывающими обобщенные силы с обобщенными координатами,
температурой и количеством вещества.

Общий вид термических уравнений состояния в дифференциаль-
ной форме (в приращениях) следует непосредственно из уравнений
Гиббса и есть часть теории термодинамических потенциалов (см.
главу 1).

Действительно, переходя в (3.3) к энергии Гельмгольца, запишем

( )g=g--= ,Tff,dpsdTdf e
h .      (3.7)

 Следовательно, энтропия и давление – функции тех же перемен-
ных состояния – температуры и объема. Для них также имеют место
уравнения в полных дифференциалах:
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 Частные производные, подчеркнутые одной и двумя прямыми
линиями, дают нам определения теплоемкости при постоянном объ-
еме и изотермического объемного модуля:
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 Эти величины описывают так называемые прямые эффекты. Ве-
личина 1-=b TT K  носит название коэффициента изотермической
сжимаемости.
 Две другие производные тоже имеют вполне определенный фи-
зический смысл и связаны с одним из самых известных перекрест-
ных явлений. Так как потенциал – непрерывная функция с непре-
рывными производными, то имеем
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Это есть изохорный коэффициент термического увеличения дав-
ления. Равенство смешанных производных в (3.9) есть не что иное,
как одно из термодинамических уравнений Максвелла. Коэффициент
ξ отвечает за термомеханический эффект – появление в жидкости
или газе разности давлений, обусловленной разностью температур,
что приводит к ее движению.

Используя математический аппарат классической термодинами-
ки, несложно показать

TTK a=x ,
где

hp
T T
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1  -

изобарный коэффициент теплового расширения.
 В результате система уравнений состояния в дифференциальной
форме примет вид:

gx+= g ddT
T
c

ds ,

gr-x= dKdTdp T
e
h .        (3.10)

 Для идеального газа или газа Ван-дер-Ваальса, уравнения состоя-
ния для которых хорошо известны, все коэффициенты легко рассчи-
тать. Для реальных сред xg ,K,c T  - функции переменных состояния.
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В случае многокомпонентных и/или деформируемых сред воз-
растает не только число переменных состояния, но и число уравне-
ний состояния (Яблонский; Новик).
 Так, уравнение Гиббса для многокомпонентной деформируемой
среды имеет вид
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Множитель при дифференциале энтропии в (3.12) есть теплоем-
кость при постоянной деформации (и при постоянстве состава)
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Из уравнения (3.13) при постоянстве энтропии и концентраций
компонентов следует обобщенный закон Гука в дифференциальной
форме
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где abijC  - тензор упругих коэффициентов, вообще говоря, завися-
щих от тех же термодинамических переменных состояния, что и
внутренняя энергия, ( )kmlijij C,,sCC e= abab .
 Из (3.14) при постоянстве энтропии и компонент тензора дефор-
маций следует
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Пользуясь определением химических потенциалов компонентов в
виде

( )kk
k

k Clnd
m
RTdg g= ,         (3.16)

где km  - молярные массы компонентов, kg  - коэффициенты термо-
динамической активности, запишем
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 Уравнения вида (3.15) и (3.18) описывают так называемые пря-
мые эффекты – изменение термодинамических параметров при из-
менении сопряженных им термодинамических переменных.

Перекрестные эффекты описываются недиагональными сла-
гаемыми в уравнениях (3.12)-(3.14). Так, на основе уравнения Гиббса
можем записать
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следовательно,
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Это равенство означает, что изменение компонент тензора на-
пряжений при варьировании энтропии описывается теми же коэффи-
циентами, что и изменение температуры при изменении компонент
тензора деформаций.

Аналогично на основе сравнения смешанных производных
внутренней энергии имеем
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Это означает, что изменение химических потенциалов компонен-
тов при изменении энтропии описывается теми же коэффициентами,
что и изменение температуры при изменении соответствующих кон-
центраций; если наблюдается изменение химического потенциала ком-
понента с номером k  при изменении компонент тензора деформаций,
то должен наблюдаться и обратный эффект – изменение компонент
тензора напряжений при изменении концентрации этого компонента.

Понятие перекрестных эффектов и равенства типа (3.19) -
(3.21), называемые в термодинамике соотношениями Максвелла, иг-
рают важную роль при построении связанных моделей механики
сплошных сред (МСС), позволяя корректно описать взаимодействие
между различными физическими процессами.



- 74 -

Уравнения (3.12) – (3.14), как и (3.10), в термодинамике пред-
ставляют собой линеаризованные неравновесные уравнения состоя-
ния в дифференциальной форме.
 Здесь подчеркнем, что в уравнение Гиббса (3.3) или (3.7) входит
давление, приращение которого может линейно связано с прираще-
нием объема в соответствии с уравнениями состояния (3.10). Анало-
гично, в (3.11) входит только такая часть тензора напряжений, при-
ращения компонент которого линейно связаны с приращениями
компонент тензора деформаций (3.13), (3.15). Такое давление и такие
напряжения здесь и далее будем называть упругими и дополнять
верхним индексом «е». Но это не исключает возможных нелинейных
зависимостей всех коэффициентов от параметров состояния.

3.3. Уравнение баланса энтропии. Производство энтропии

 Для энтропии, как и для других полевых величин, справедливы
уравнения баланса в локальной и субстанциональной форме,

sst
s

s=×Ñ+
¶
r¶ 0J ,         (3.22)

ssdt
ds

s=×Ñ+r J ,        (3.23)

где vJJ sss r+=0 , sJ  - кондуктивная, vsr  - конвективная части пото-
ка энтропии, ss  - источник энтропии или ее производство в единице
объема за единицу времени.
 Проинтегрируем (3.23) по объему:
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dSS inex +==& ,

где изменение энтропии

ò ×Ñ-=
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s
ex dV
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J

обеспечивается обменом с окружающей средой, а изменение энтропии

0³s= ò
V

s
in dV

dt
dS

есть следствие необратимых процессов внутри объема.
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Построение явной формы уравнения баланса энтропии основано
на использовании уравнения Гиббса и уравнений баланса импульса,
внутренней энергии и компонентов.

 Для многокомпонентного деформируемого тела уравнение Гиб-
бса (3.11) можно записать в следующей форме
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Говорят, что это уравнение записано вдоль траектории движения
центра масс.

С помощью уравнений баланса внутренней энергии (2.87) и ком-
понентов (2.60) из (3.24)  находим
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 Одинаковым образом подчеркнутые слагаемые рассматриваем
отдельно.
 Используем преобразования:
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где
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есть поток энтропии.
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 Последнее слагаемое в (3.26) преобразуем, учитывая выражение
для источниковых слагаемых (2.57):
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носит название химического сродства.
 В слагаемые, подчеркнутые волнистой, линией входит тензор
напряжений с верхним индексом «е», которые мы называли упругим
(он непосредственно входит в термодинамические соотношения) и
полный тензор напряжений s , о котором, кроме общего определе-
ния, нам пока мало, что известно.
 Используем разложение тензоров на шаровую и девиаторную
части:

S+-= ds hp ;
ee

h
e p S+-= ds .

 Тогда преобразуем слагаемые, подчеркнутые волнистой линией
в (3.25) следующим образом:
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 Градиент вектора скорости также можно разложить на состав-
ляющие:
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где первое слагаемое справа есть тензор скоростей малых деформа-
ций

ijijij dt
de e=e= & ,

второе – тензор скоростей поворота:
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 Тензор малых поворотов
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эквивалентен вектору поворота с компонентами

12332 j=j-=j , 23113 j=j-=j , 31221 j=j-=j .

Тогда справедливо:
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Имеет место равенство:
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Следующее слагаемое (третье в квадратных скобках)

dt
de

d ××
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также распишем подробно:
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Следовательно,
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где
,ppp e

hh
V

h -= eV SSS -=  –
пока неизвестные величины (то, что остается после вычитания из
полных тензоров «упругой» части).
 Учитывая a

ij
s
ijij SSS += , последнее слагаемое представим в виде

ij
a
ijijij SS jºj && ,

поскольку произведение симметричного и антисимметричного тен-
зоров равно нулю:
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 В результате получим:
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В соответствии со вторым законом термодинамики, .s 0³s
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Все преобразования, проделанные выше, имеют место для малых
деформаций.
 Несложно заметить, что полученное выражение для производст-
ва энтропии можно представить в виде (1.25), то есть

] 01

11
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×+×+F=s åå
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h
V
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kkTT
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i
iis SXpA

T
XSXXJXJ . (3.32)

 Обобщенные термодинамические потоки и силы можно разбить
на четыре группы:
• скалярные силы, сопряженные скоростям реакций и вязкой части
давления

v×-Ñ=n-= å
=

h

n

i
ijiij X,mgA

1

;

• векторные силы, сопряженные потокам тепла и массы (компонентов)

,
T
TÑ- ÷

ø
ö

ç
è
æÑ-

T
gT k

kF ;

• аксиальные и тензорные силы
aa w=X  и e&=tX ,

так что

( )
0³=s å

l
lls XJ         (3.33)

или
( ) ( ) ( ) ( ) 0³s+s+s+s=s t

s
a

s
V
s

s
ss .

Какие бы мы ни производили преобразования в системе обобщен-
ных потоков и сил, входящих в производство энтропии (раздел 5.4.1),
это выражение всегда остается справедливым (Де Грот, Хаазе), т.е.

0³==s åå
l

'
l

'
l

l
lls XJXJ .

Производство энтропии, умноженное на температуру, есть так
называемое рассеяние энергии, т.е. такое количество энергии, кото-
рое рассеивается в единице объема за единицу времени в многоком-
понентных реагирующих неизотермических деформируемых систе-
мах вследствие необратимых процессов. Эта энергия была обнару-
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жена в более простых системах и названа Клаузиусом некомпенси-
рованным теплом. Понятия «рассеяние энергии» и «некомпенсиро-
ванное тепло» часто используются в механике сплошной среды, что
удобно для изотермических процессов.

Чтобы удовлетворить второму закону термодинамики, нужно
принять некоторые условия или ограничения на соотношения между
потоками и силами.

3.4. Теория Онзагера

В состоянии термодинамического равновесия
000 ===s lls ,, XJ ,

т.е. нет никаких потоков и сил. При отклонении от равновесия появ-
ляются силы, стремящиеся вернуть систему в исходное состояние. В
неравновесных условиях

( )jkk XJJ = .

Онзагер предположил, что при малом отклонении от состояния
равновесия логично предположить, что для выполнения условия
(3.32) или (3.33) достаточно принять линейную связь между потока-
ми и вызывающими их силами

å=
m

mlml L XJ ,      (3.34)

где lmL  - феноменологические коэффициенты.
 Подставляем (3.34) в (3.33):

0³=s å
m,l

mllms L XX ,

т.е. производство энтропии представляет собой положительно опре-
деленную квадратичную форму. Тогда, в соответствии с линейной
алгеброй, можно сделать некоторые упрощения.
 Число независимых коэффициентов в (3.34) можно существенно
уменьшить, если учесть соображения пространственной и временной
симметрии.

1. В области линейности необратимых процессов матрица коэф-
фициентов  - симметрична

mllm LL = .
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2. Необходимым и достаточным условием положительной опре-
деленности  квадратичной формы является положительность матри-
цы коэффициентов  и ее главных миноров. Это накладывает ограни-
чения на коэффициенты.

3. Дальнейшее упрощение матрицы феноменологических коэф-
фициентов достигается учетом симметрии среды. Имеет место прин-
цип Кюри: линейными соотношениями (3.34) могут быть связаны
только величины одинаковой тензорной размерности или размерно-
сти, отличающееся на единице. Например, скалярный процесс может
вызываться скалярной термодинамической силой и силой тензорной
природы ранга 2, 4 и т.д. В результате химической реакции (скаляр-
ного процесса) не могут возникнуть диффузионные потоки (вектор-
ные процессы) и т.п. Величины различной тензорной размерности
могут быть связаны лишь посредством инвариантов или инвариант-
ных комбинаций. Следовательно, второй закон термодинамики рас-
пространяется на каждый тип процессов.
 Так, для скалярных процессов можем записать
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где, как уже известно, iF  - скорость i-й реакции, kA  - химическое
сродство k-й реакции; V

рp  - необратимая (вязкая) часть гидродина-

мического давления; v×-Ñ=hX  – скалярная сила, сопряженная V
рp ;
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 Для векторных процессов имеем равенства

å
=

×+×=
n

k
kTkTTTT LL

1

XXJ ,         (3.36)

å
=

×+×=
n

l
lklTkTk LL

1

XXJ ,         (3.37)

где TTT Ñ-=X , ( )TT kk JX Ñ-=  – при отсутствии или
( )TT kkk JFX Ñ-=  - при наличии внешней массовой силы.

 Оставшиеся потоки и силы образуют следующие соотношения:

ts
V XLS = ,         (3.38)

aa
a XLS = ,         (3.39)

где as ,LL  - тензоры соответствующих феноменологических коэф-
фициентов.
 Как мы увидим далее, в частных случаях из первого уравнения
(3.35) вытекает закон, связывающий скорость химической реакции с
ее сродством; а из второго  – закон трения Ньютона; из (3.36), (3.37)
–  обычные законы Фурье и Фика;  а из (3.38)  –  обобщенный закон
Навье-Стокса.
 Вытекающие из принципа Кюри линейные соотношения ведут к
важным следствиям. Так как связь между процессами различной тен-
зорной природы отсутствует, должно выполняться не только условие
неотрицательности полного производства энтропии, но и отдельно

( ) ( ) ( ) ( ) 0000 ³s³s³s³s t
s

a
s

V
s

s
s ,,, ,

т.е. производство энтропии, связанное с процессами различной при-
роды (скалярными, векторными, аксиальными и тензорными) долж-
но быть неотрицательно по отдельности. Однако, если производство
энтропии связано только с химическими реакциями, т. е.

å
=

F=s
r

i
i

i
s T

A

1

,

то для каждой реакции в отдельности выполнение подобного равен-
ства не требуется.
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 Для анизотропной среды, например, для кристаллов, упрощение
матрицы коэффициентов Онзагера достигается учетом симметрии и
типа кристаллической решетки.
 Теория Онзагера позволяет установить только форму опреде-
ляющих соотношений. Соотношения между обобщенными потоками
и силами составляют вторую группу определяющих соотношений,
основанных на термодинамике необратимых процессов.
 Но теория Онзагера – не единственно возможная термодинами-
ческая теория. В современной термодинамике существуют различ-
ные обобщения. Среди них:

1. теории с дополнительными переменными состояния;
2. нелинейные теории с нелинейными соотношениями между по-
токами и силами;
3. градиентные теории;
4. теории с явным введением времен релаксации;
5. среды с памятью
и др.

 В любом случае при построении определяющих соотношений в
любой теории требуется выполнение некоторых требований. К наи-
более общим относятся следующие (Трусов П.В.):

1.Определяющие соотношения должны быть инвариантны по
отношению к изменению системы координат наблюдателя. Для
этого их нужно записать в тензорной форме. Все тензоры, вхо-
дящие слагаемыми, должны иметь одну и ту же валентность
(ранг) и одинаковую физическую размерность;
2.Напряженное состояние должно однозначно определяться ис-
торией движения;
3.Напряженное состояние в данной частице в произвольный мо-
мент времени должно однозначно определяться историей де-
формирования в некоторой малой окрестности;
4.Должен выполняться принцип затухающей памяти – влияние
прошлых деформаций на текущее напряженное состояние тем
слабее, чем больше промежуток времени, их разделяющий;
5.Должен выполняться второй закон термодинамики (сформули-
рованный в той или иной форме).
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3.5. Стационарное состояние и механическое равновесие

 Эволюция необратимых систем включает этапы установления
механического и термодинамического равновесия. По определению,
система находится в механическом равновесии, если в нуль обраща-
ется сумма всех сил и сумма моментов всех сил, действующих на
любой элемент ее объема. Первое условие означает отсутствие в сис-
теме поступательных компонент ускорения, а второе – отсутствие
вращательных компонент. Кроме того, существует целый ряд прак-
тически важных систем, для которых в условиях равновесия в нуль
обращаются также и градиенты скоростей, а, следовательно, и ком-
поненты девиатора тензора напряжений.

Первое условие выполняется, если

0=
dt
dv .

В этом случае вместо уравнений движения мы имеем уравнения рав-
новесия

( )ò =×Ñ+r

V

dV 0σF        (3.40)

или

å
=

×-Ñ=r=r
n

k
kk

1

σFF .          (3.41)

Это условие определяет движение без ускорения, исключает воз-
можность поступательного движения, но допускает возможность
вращательного движения. Условие используется при исследовании
многокомпонентных термодинамических систем, так как время уста-
новления механического равновесия много меньше характерных
времен процессов, таких как теплопроводность, диффузия, медлен-
ные химические реакции. Но это условие является лишь необходи-
мым условием механического равновесия.

Второе условие является необходимым и достаточным услови-
ем механиического равновесия и заключается в равенстве нулю всех
моментов сил, действующих на континуум:

( ) ( ) 0=´+´r òò
W

ΩσrFr ddV

V

.      (3.42)
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С использованием теоремы о дивергенции получим

( )( ) 0=´×Ñ+´rò
V

dVσrFr .

Последний интеграл эквивалентен следующему

( )( ) 0=+-Ñ+r´ò
V

T dVσσσFr .     (3.43)

Первая часть подынтегрального выражения обращается в нуль в силу
равенства равенства (3.40). Вторая часть равна нулю, если тензор на-
пряжений является симметричным

σσ =T .
 В других случаях симметричность тензора напряжений может
быть связана с сохранением момента количества движения.
 Для систем, находящихся в состоянии механического равнове-
сия, И. Пригожин доказал теорему, упрощающую описание многих
необратимых процессов, в частности, медленной диффузии: в выра-
жении для производства энтропии массовую скорость v , входящую в
определение диффузионного потока kJ , можно заменить другой
произвольной скоростью av . Иными словами, для стационарных со-
стояний, в которых пренебрежимо малы не только ускорения, но и
градиенты скоростей и компоненты девиатора тензора напряжений,
всю линейную теорию необратимых процессов можно строить, ис-
пользуя выражения для парциальных потоков в любой системе от-
счета парциальных скоростей.
 Теорема Пригожина справедлива, если

e
hhij pp;,, ===Ñ= 0S00 vv& .     (3.44)

 В этом случае вместо (3.41) имеем
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e
hp F .        (3.45)

 Что дают в этом случае термодинамические уравнения? Вместо
уравнения Гиббса для многокомпонентной деформируемой среды
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с учетом определения
Tsug ij

e
ij -esr-= -1

получим
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Так как
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то из (3.46) следует уравнение
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Последние три соотношения есть уравнения Гиббса-Дюгема для
деформируемой среды. В условиях постоянной температуры из по-
следнего соотношения следует
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 Следовательно,
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 Следовательно, для чисто диффузионных процессов из (3.50) и
(3.31) находим
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что и требовалось доказать.

 Вместе с тем существует целый ряд термодинамических систем,
где условия этой теоремы не выполняются.
 Совокупность законов сохранения массы, импульса, энергии, за-
ряда, момента импульса, баланса энтропии вместе с линейными фе-
номенологическими соотношениями, соотношениями взаимности
Онзагера, принципом Кюри и обобщенными  (или эмпирическими)
уравнениями состояния является полной в том смысле, что из нее
следует полная система дифференциальных уравнений для описания
эволюции сред с различными свойствами.

3.6. Вопросы и задания

1. Что Вы понимаете под определяющими соотношениями?
2. Перечислите основные методы построения определяющих соот-
ношений.
3. Опишите принцип построения неравновесных термодинамических
уравнений состояния.
4. Покажите справедливость равенства TTK a=x .
5. На основе термодинамических соотношений установите связь ме-
жду адиабатическим и изотермическим объемными модулями.
6. Что Вы понимаете под перекрестными эффектами? Приведите
примеры.
7. Какие напряжения в континуальной термодинамике называют уп-
ругими?
8. Какие группы обобщенных потоков и сил входят в состав произ-
водства энтропии?
9. В чем состоит теория Онзагера?
10. Сформулируйте теорему Пригожина.
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ЧАСТЬ II
4. ИДЕАЛЬНЫЕ СРЕДЫ

════════════════════════
4.1. Различные формы обобщенных уравнений состояния

 Одну из форм термодинамических уравнений состояния мы уже
знаем. Это система уравнений (3.10), содержащая три физических
параметра – теплоемкость при постоянном объеме gc , изохорный ко-
эффициент термического увеличения давления x  и изобарный коэф-
фициент теплового расширения pa . При построении этой системы
уравнений мы использовали в качестве основного (или производяще-
го) потенциала свободную энергию Гельмгольца:

gx+= g ddT
T
c

ds , gr-x= dKdTdp T
e
h .     (4.1)

 Если основными термодинамическими переменными состояния
выбраны энтропия и объем, то в качестве основного потенциала ис-
пользуется внутренняя энергия u . На основе уравнения Гиббса для u
запишем
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¶
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÷
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è
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¶
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s

e
h

~~~~~~~

e
he

h .

 Производная, подчеркнутая одной сплошной линией, дает нам
величину, обратную изохорной теплоемкости

gg
=÷

ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

c
T

s
T .

 Производная, подчеркнутая двумя сплошными линиями, опре-
деляет адиабатический коэффициент сжимаемости sb  и адиабатиче-
ский объемный модуль sK :
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 Смешанные производные обратно пропорциональны адиабатно-
му коэффициенту теплового расширения sa :

ss

h T
s

u
s

u
s

p
a
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ö
çç
è

æ
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¶
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¶g¶
¶

-=
g¶¶
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è
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¶
¶
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122

 В результате придем к системе уравнений:

g
a

+=
g

dds
c
TdT

s

1 , gr-
a

-= dKdsdp s
s

e
h

1 .  (4.2)

 Используя энергию Гиббса

( ) e
h

e
h dpsdTdg,p,Tgg g+-== ,

придем к соотношениям

e
hp

p dpdT
T
c

ds ga-= , e
hTp dpdTd gb-ga=g ,            (4.3)

содержащим уже известные физические величины – изобарную теп-
лоемкость

p
p T

sTc ÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

= ,

изотермический коэффициент сжимаемости Tb  и изобарный коэф-
фициент теплового расширения pa .
 Если основные или контролируемые параметры это давление и
энтропия, то основным потенциалом является энтальпия

( )e
h

e
h p,shpuTsgh =g+=-= ,

уравнение Гиббса
e

hdpTdsdh g+=

приводит к системе уравнений

e
hs

p
dpds

c
TdT m+= , e

hss dpdsd gb-m=g ,   (4.4)

где
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коэффициент изоэнтропного охлаждения или изоэнтропный коэф-
фициент дросселирования. Этот коэффициент отвечает за механока-
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лорический эффект – нагревание жидкости или газа под действием
градиента давления (или разности давлений).
 Системы (4.1) – (4.4) и есть системы обобщенных уравнений со-
стояния в дифференциальной форме для двухпараметрических сред.
Все системы уравнений эквивалентны. Выбор одной из них опреде-
ляется условиями наблюдения и удобством описания.
 Из всего набора входящих в УРС коэффициентов независимы
только три, поскольку между коэффициентами, измеренными в раз-
ных условиях, с помощью термодинамических уравнений Максвелла
легко устанавливаются соотношения

T

sp

K
K

c
c

=
g

; Tp Tcc gxa+= g ; p
p

s c
T
a

g
=m ;

pTK a=x ;
T

T K
1

=b ;
S

S K
1

=b ,
s

s
S m

gb
=a .

4.2. Идеальный газ
4.2.1. Физические основы

В технике в качестве рабочих тел часто применяют газы и их
смеси – такие как 32222 NH,CO,N,H,O , перегретый водяной пар, ат-
мосферный воздух и др. Эти газы (их называют реальными) состоят
из атомов и молекул, находящихся в непрерывном хаотическом дви-
жении. Молекулы обладают массой и собственным объемом, между
ними существуют силы межмолекулярного взаимодействия.

Для выяснения предела действия газовых законов в термодина-
мике введено понятие идеального газа. Под ним понимают теоре-
тическую модель газа, представляющего собой хаотически движу-
щиеся, равномерно распределенные по объему и непрерывно соуда-
ряющиеся упругие молекулы. При этом не учитывается взаимодей-
ствие частиц газа друг с другом.

Англичанин Р.Бойль и французы Э.Мариотт, Ж.Гей-Люссак и
Ж.Шарль экспериментально установили ряд важных газовых в XVII-
XIX веках законов, названных их именами. Закономерности были
получены при изучении поведения газов при небольших давлениях,
близких к атмосферному. Считалось, что этим законам подчиняются
все реально существующие газы.
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Впоследствии, когда появились более точные приборы и усо-
вершенствовались методы исследования, было установлено, что ре-
альные газы даже при невысоких давлениях не совсем точно следуют
газовым законам. Расхождение оказывалось тем меньшим, чем
меньше была плотность газа, т.е. были меньше силы межмолекуляр-
ного взаимодействия.

По закону Бойля-Мариотта при изотермическом сжатии или
расширении газа  давление изменяется обратно пропорционально
объему

constT,constVph == .

Этот закон был установлен независимо Бойлем в 1661 г. и Мари-
оттом в 1676 г.

По закону Гей-Люссака, установленном в 1802 году, нагревание
газа на 1 градус при постоянном давлении влечет за собой его рас-
ширение на 1/273,15 часть того объема, который он занимает при
 0°С и при том же давлении. Или при постоянном давлении удельные
объемы газа прямо пропорциональны его абсолютным температурам

const
T
V
=  или

2

2

1

1
T
V

T
V

= .

В совокупности эти два закона дают уравнение Клапейрона-
Менделеева

RTVph n= ,            (4.5)
где n  - число молей, содержащихся в объеме ; R  - универсальная га-
зовая постоянная.
 Другие формы записи уравнения

RTmp,RT
m

p hh =g
r

= .

По закону Джоуля внутренняя энергия идеального газа пропор-
циональна абсолютной температуре

TCU vn= .       (4.6)
В соответствии с классической статистической теорией, тепло-

емкость одного моля всех одно-, двух- и трехатомных газов равна
соответственно

R,R,RCV 3
2
5

3
2

= .

Последнее соотношение обычно плохо выполняется.
 Для идеального газа справедливо еще одно соотношение.
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 Для начала нам требуется рассчитать работу расширения

ò=
2

1

V

V

hdVpW .       (4.7)

При изотермическом расширении газа его внутренняя энергия
остается неизменной и газ производит работу, равную тому количе-
ству тепла, которое требуется сообщить, чтобы при расширении
температура газа осталась неизменной

Теплота, необходимая для нагревания одного моля газа при по-
стоянном давлении pC  превышает теплоемкость газа при постоян-
ном объеме СV на величину работы ( )12 VVph - , которую газ произво-
дит вследствие расширения, когда при неизменном давлении его на-
гревают на 1 градус
 С помощью уравнения Клапейрона-Менделеева находим:

( ) ( ) RTTRVVph =-n=- 1212 .
Следовательно

RCC Vp =- .
Это есть уравнение Р.Майера
В 1787 году Ж.Шарль, исследовавший расширение газов, уста-

новил закон изменения давления идеального газа с изменением тем-
пературы при постоянном объеме, в соответствии с которым

constTph = .
Это и есть закон Шарля
Используя уравнение состояния идеального газа, можем явно

рассчитать физические коэффициенты. Например,
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4.2.2. Основные уравнения

С точки зрения механики, жидкости и газы могут быть определе-
ны как такие среды, в которых в равновесных условиях касательные
напряжения существовать не могут.

В случае идеального газа вектор напряжений на любой площад-
ке ортогонален этой площадке. Иными словами, тензор напряжений
является шаровым

ijhij p d-=s .

Чаще всего под идеальным газом понимают идеальный невязкий
газ. Тогда

0== V
h

e
hh p;pp .

 В этом случае уравнение неразрывности остается без изменения.
Например, в субстанциональной форме:

0=×Ñr+
r v

dt
d .

 Уравнения движения примут вид
e
hpÑ-r=r Fa ,        (4.8)

где
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компоненты вектора ускорения.
 Более подробная запись уравнений
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 Это – уравнения Эйлера.
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Пусть газ находится в равновесии в потенциальном силовом поле, т.е.
компоненты вектора ускорения – нулевые и

P-Ñ=F .
 Следовательно,

e
hpÑ=PÑr- .

Введем функцию давления  такую, что

( ) ( )ò r=

p

p
e
h

e
h

p
dp

p

0

P .

Ее градиент:
e
h

e
he

h
pp

dp
d

Ñ
r

=Ñ=Ñ
1R

R .

Величина e
hpÑ

r
-

1  может рассматриваться как отнесенный к единице

массы главный вектор сил давления в данной точке или вектор объ-
емного действия этих сил. P  - потенциал объемного действия сил
давления. Следовательно, уравнение баротропного равновесия мож-
но записать в виде:

const=+P R .
 Газ называют баротропным, если

( )hpr=r ,

плотность может рассматриваться только как функция давления. В
этом случае говорят о баротропном движении и равновесии.
 В противном случае имеем бароклинное движение и равновесие

( )T,phr=r .

 Частные случаи баротропного газа: газ несжимаемый, процесс
изотермический; процесс адиабатный.
 Для неидеальных газов строят специальные уравнения состоя-
ния, привлекая статистическую физику и эксперимент.
 Из уравнения состояния (4.1) для давления при constT =  имеем

( ) ( )
r
r

r=gr-=
dKdKdp TTT

e
h     (4.9)

или
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( ) ( ) v×Ñr-=
r

r
r

= T
T

e
h K

dt
dK

dt
dp , constT = .   (4.10)

 Т.е., в этом случае мы тоже можем говорить о баротропном
движении и равновесии.
 Если система может совершать только работу расширения, то
производство энтропии равно нулю.
 Действительно, в этом случае из уравнения Гиббса

g-= dpTdsdu e
h

следует

dt
d

T
p

dt
du

Tdt
ds e

h g
r+

r
=r .

Из уравнения баланса внутренней энергии для e
hh pp =  имеем

v×Ñ-=r e
hp

dt
du ,

а из уравнения неразрывности –

dt
d

dt
d g

r=
r

r
-=×Ñ

1v .

 Следовательно,

0=
g

r+×Ñ-=r
dt
d

T
p

T
p

dt
ds e

h
e
h v .

 Таким образом, замкнутая система уравнений для описания
движения идеального газа включает уравнение неразрывности (2.53),
уравнения движения (4.8) и уравнение состояния. Если газ подчиня-
ется уравнению состояния идеального газа (4.5), то такой газ назы-
вают совершенным газом.

4.3. Жидкости
4.3.1. Идеальная жидкость

Для упрощения теоретических исследований и выводов
Л. Эйлер ввел понятие идеальной жидкости, т.е. такой воображае-
мой жидкости, которая абсолютно подвижна, несжимаема и не обла-
дает вязкостью, т.е. при движении в ней не возникают силы внутрен-
него трения. Следовательно, при перемещении идеальной жидкости
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по трубам отсутствуют потери энергии на трение. Так как силы тре-
ния в покоящейся реальной жидкости равны нулю, то ее свойства
близки к идеальной.

В гидродинамике идеальная жидкость – это воображаемая жид-
кость, в которой отсутстсвуют вязкость и теплопроводность.

Моделью идеальной жидкости пользуются, когда вязкость не
является определяющим фактором, и ею можно пренебречь. Такая
идеализация допустима во многих случаях течений, рассматрвиае-
мых в гидродинамике, и дает удовлетворительное описание реаль-
ных течений жидкостей (и газов) на достаточном удалении от омы-
ваемых твердых поверхностей.

За изменение объема отвечает первый инвариант тензора де-
формаций kke , тогда, если жидкость несжимаемая, то
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Это означает, что

0=rÑ×+
¶
r¶

=
r v

tdt
d .

Любое из этих двух соотношений может использоваться как
уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости.

Несжимаемость среды означает, что коэффициент сжимаемости
(адиабатический sb=b  и изотермический Tb=b ), определяемый как
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11 ,

тождественно равен нулю.
 Величины

( )se
hs pC r¶¶=  и ( )Te

hT pC r¶¶=

есть адиабатическая и изотермическая скорости звука.
 Следовательно, в несжимаемой среде обе скорости

ssС bg=  и TTС bg=  –
бесконечны. Это означает, что любые возмущения немедленно пере-
даются по всему потоку.
 Так как в реальных жидкостях и газах скорость звука имеет ко-
нечное значение, модель несжимаемой жидкости применима лишь в
случаях, когда скорость частиц мала по сравнению со скоростью
звука. В случае неустановившегося движения для корректности мо-
дели необходимо также, чтобы время распространения возмущений
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на расстояния, соответствующие характерному линейному размеру,
было малым по сравнению со временем существенного изменения
движения среды.

Опыты, подтверждающие малую сжимаемость капельных жид-
костей, хорошо описаны в классических учебниках по физике (Сиву-
хин, том 1 и 2). Малая сжимаемость жидкостей во многих случаях
позволяет вообще пренебречь  изменением объема, и тогда мы при-
ходим к модели абсолютно несжимаемой жидкости, основные свой-
ства которой описаны выше. Тем не менее, и в несжимаемой жидко-
сти давление определяется степенью ее сжатия. Даже при высоких
давлениях изменения объема настолько малы, что их можно не учи-
тывать. «Можно сказать, что несжимаемая жидкость – это предель-
ный случай сжимаемой жидкости, когда для получения бесконечно
больших давлений уже достаточны бесконечно малые сжатия».

Как и в случае совершенного газа, в идеальной несжимаемой
жидкости производство энтропии равно нулю, поскольку нет ника-
ких необратимых процессов.

4.3.2. Вязкая жидкость

 В общем случае тензор напряжений для вязкой жидкости вклю-
чает шаровую часть (давление) и девиатор

ijijhij Sp +d-=s ,      (4.12)

компоненты которого линейно связаны со скоростями деформаций и
другими переменными состояния:

( ),T,pp e
hh r= ( )T,eSS V

ijij ab= .

 Вязкая часть давления и упругая часть девиатора тензора напря-
жений в классических моделях гидродинамики не рассматриваются.
 В рамках термодинамики для давления имеем уравнение состоя-
ния идеального газа, или уравнение (3.10) в дифференциальной фор-
ме.
 Компоненты девиатора следуют, например, из соотношений Он-
загера (3.35). Поскольку тензор скоростей деформаций и девиатор
тензора напряжений – тензоры второго ранга, они связаны друг с
другом посредством тензора четвертого ранга, т.е.

abab= eCS ij
V
ij .      (4.13)

 Это – обобщенный закон Навье-Стокса для вязкой жидкости.
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В случае простой изотропной среды имеем:

ijkkijij eeS dl+m= 112 ,         (4.14)

где
v×Ñ=e= kkkke & ;

1m  - динамический коэффициент вязкости.
 Второй коэффициент вязкости вводится с помощью соотноше-
ния

11 3
2
m+l=z .

 Следовательно, для изотропной вязкой жидкости имеет место
«закон»

ijkkijijhij eep d÷
ø
ö

ç
è
æ m-z+m+d-=s 11 3

22 .   (4.15)

Второй коэффициент вязкости связан с объемной деформацией
жидкости и при расчетах течений несжимаемых жидкостей не учи-
тывается. Необходимость учета объемной вязкости может возник-
нуть в случаях, когда сжимаемость среды существенна, например,
для процессов с большими временами релаксации (в движущемся га-
зе с низкоскоростной реакцией); в ударных волнах и т.п.

В рамках термодинамики мы получали соотношение для вязкого
давления:

v×Ñh-=+= V
V
h

V
h

e
hh p,ppp ,

где Vh  - коэффициент объемной вязкости.

Следовательно,

( )

.ep

ep

ep

ijijij
e
h

Vijijij
e
h

ijijij
e
hVij

v

v

vv

×Ñ÷
ø
ö

ç
è
æ m-z¢d+m+d-=

=×Ñ÷
ø
ö

ç
è
æ m-h+zd+m+d-=

=×Ñ÷
ø
ö

ç
è
æ m-zd+m+d+×Ñh--=s

11

11

11

3
22

3
22

3
22

 (4.16)

 Т.е., объемная вязкость сводится к некоторой поправке ко вто-
рому коэффициенту вязкости.
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 Если жидкость – несжимаемая, т.е. имеет место условие несжи-
маемости (4.11), то из (4.16) получим

ijij
e
hij ep 12m+d-=s .          (4.17)

 Жидкости, которые удовлетворяют законам (4.13) – (4.17), назы-
вают Ньютоновскими.
 Неньютоновские жидкости удовлетворяют более сложным урав-
нениям состояния, корректность которых обсуждается в неклассиче-
ских моделях термодинамики.
 Подставив (4.14) в уравнения движения (2.61), найдем

vvFv
D

r
m

+×ÑÑ
r
m+l

+Ñ
r

-= 1111
hp

dt
d   (4.18)

Для несжимаемой жидкости из (4.18) следует

vFv
D

r
m

+Ñ
r

-= 11
hp

dt
d .     (4.19)

Это ((4.18) и (4.19)) есть уравнения Навье-Стокса.
 В скалярной форме уравнения (4.19) принимают вид
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Производство энтропии в этом случае связано именно с вязко-
стью:

0³×+××+×Ñ=s aasV
hs p we SSv & .

В соответствии с общей теорией, каждое слагаемое в выражении для
производства энтропии должно быть неотрицательно в отдельности
(см. раздел 3.3).
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4.4. Идеальное упругое тело

 В общем случае упругим телом называют тело,  в котором ком-
поненты тензора напряжений подчиняются соотношениям

( )kijij Z,T,abes=s .

 Из уравнений состояния (3.13) для деформируемого тела посто-
янного состава мы получали обобщение закона Гука в следующем
виде

( ) abab e=s dCd s
ijC,s

e
ij

k
,         (4.20)

где abijC  - тензор упругих модулей. Индекс s  говорит, что эти моду-
ли измерены в адиабатических условиях:

S
ij

ij

*

S

e
ij Cu

ab
abab

=
e¶e¶

¶
-=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

e¶

s¶ 2
,

*uu =r  - плотность энергии деформации (на единицу объема).
Состояние, в котором энергия деформации равна нулю, можно

выбрать произвольно. И так как напряжения должны обращаться в
нуль вместе с деформациями, то простейшим видом выражения для
энергии деформации является квадратичная форма:

klijijkl
* Cu ee=

2
1 .

 Если производящим потенциалом будет не внутренняя энергия,
а свободная энергия Гельмгольца, то в обобщенный закон Гука вой-
дут изотермические модули

( ) abab e=s dCd T
ijC,T

e
ij

k
,          (4.21)

T
ij

ij

*

T

e
ij Cf

ab
abab

=
e¶e¶

¶
-=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

e¶

s¶ 2
.

 Совершенно аналогично:

klijijkl
* Cf ee=

2
1 , *ff =r .

 Как и модули TK  и SK , упругие модули, измеренные в разных
условиях, связаны линейными соотношениями. Покажем это.
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 По определению,
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 Из уравнения Гиббса для энтальпии
e
ijij

** dTdsdh se-= ,

где r×= hh* ; r×= ss* , следует
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Поэтому
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Для теплоемкости при постоянной деформации имеем определение

e
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На основе уравнения Гиббса для *u

ij
e
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** dTdsdu es+= ,
найдем
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 Следовательно,
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Второй и четвертый сомножители в (4.22) дают:
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адиабатические упругие модули.
 Из уравнений Гиббса для *g  и *f

e
ijij
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имеем соответственно
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 Тогда первый и третий сомножители в (4.22) собираем следую-
щим образом:
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 Следовательно,

T
ij

s
ij

C

C
С
С

ab

ab

e

s = .      (4.23)

 Для обычных условия различием модулей, измеренных в разных
условиях, как правило, пренебрегают, так же как и пренебрегают
различием теплоемкостей.
 Если деформации малы, то от приращений можем перейти к аб-
солютным величинам

ababe=s ij
e
ij C .         (4.24)

 Тензор упругих модулей С  содержит 81 компоненту. Но так как
тензоры напряжений и деформаций – симметричны (модели с не-
симметричным тензором напряжений требуют отдельного рассмот-
рения), т.е.

e
ji

e
ij s=s  и jiij e=e ,

То число независимых компонент тензора упругих коэффициентов
сокращается до 36 (Зарубин, Кувыркин; Най; Сиротин, Шасколь-
ская).
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Далее, если учесть очевидные равенства

ijij

gg
e¶e¶

¶
=

e¶e¶
¶

abab

22
,

то появится еще одно условие:
ijijjiij CCCC abbaabab === .

Теперь число независимых компонент тензора С  сокращается до 21.
 Далее, тензор С  обладает центральной симметрией: при смене
направления осей координат компоненты этого тензора не изменя-
ются.
 Если из 21-го компонента тензора С  отличны от нуля только 9:

;C;C;C 333322221111 ;C;C;C 223311331122 121231312323 C;C;C ,
то такую сплошную среду называют ортотропной.
 Упругое ортотропное тело с коэффициентами упругости

;CCC 333322221111 ==

и

=== 223311331122 CCC ( )11221111121231312323 2
1 ССCCC -=== ,

называют изотропным.
 Для него вводят обозначения

1122С=l  и ( )112211112
1 СС -=m .

Это – коэффициенты Ламе.
 В этом случае

( )abbaabab dd+ddm+dld= jijiijijС .

 В результате в случае изотропного тела соотношения закона Гу-
ка принимают вид, обычный для теории упругости

ijkkijij dle+me=s 2 ,          (4.25)

где ml,  - коэффициенты Ламэ, связанные с модулем упругости (мо-
дулем Юнга) и коэффициентом Пуассона соотношениями

( )( )n-n+
n

=l
211

E ; ( )n+==m
12
EG …     (4.26)

(G  модуль сдвига), а деформации удовлетворяют соотношениям
Коши (2.43)
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Как и компоненты тензора С ,  коэффициенты Ламе могут быть
определены как изотермические, так и как адиабатические. Модуль
всестороннего сжатия связан с ними соотношением

m+l=
3
2K .

Подставляя (4.25) с учетом соотношений Коши в уравнения ба-
ланса импульса (2.61), найдем уравнения движения в виде

( ) Fuuv
r+Dm+×ÑÑm+l=r

dt
d .      (4.27)

 Это есть уравнения Ламэ. В скалярной форме в декартовой сис-
теме координат они принимают вид
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Если малы не только деформации, но и скорости и перемещения, то
вектор ускорений можно представить в форме

2

2

tdt
d

¶

¶
»=

uva ,

тогда уравнения Ламэ принимают вид

( ) Fuuu
+D

r
m

+×ÑÑ
r
m+l

=
¶

¶

00
2

2

t
.      (4.28)

 В случае упругого тела с малыми деформациями уравнение не-
разрывности не требуется. Плотность постоянная. Энтропия не про-
изводится.
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4.5. Идеальные среды в неизотермических условиях
4.5.1. Уравнение энергии для идеальных сред

 К идеальным средам в неизотермических условиях применимы
все уравнения классической термодинамики.
 Из общего соотношения (2.87) следует, что уравнение баланса
внутренней энергии может быть представлено в форме

v×Ñ×+=r sA
dt
du ,      (4.29)

где

å
=

×+×-Ñ=
n

k
kkTA

1

JFJ , w+=Ñ ev ,

e  - тензор скоростей деформации с компонентами

( )jiijij VVe Ñ+Ñ=
2
1 ;

w - тензор поворотов с компонентами

( )jiijij VV Ñ-Ñ=w
2
1 .

 Рассмотрим частные варианты уравнения энергии для простых
сред. Массовые силы не учитываем.
 В случае простой невязкой среды, в которой внешние силы от-
сутствуют и ds e

hp-= , vv ×Ñ-=×Ñ× e
hps , основная форма уравнения

Гиббса имеет вид (3.3) или

dt
dsT

dt
dp

dt
du e

h +
g

-= .        (4.30)

 Подставляя (4.30) в (4.29), находим

vJ ×Ñ-×-Ñ=úû
ù

êë
é g

-r e
hT

e
h p

dt
dp

dt
dsT .        (4.31)

Из уравнения неразрывности следует

dt
dr

r
-=×Ñ

1v .
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Так как
r

=g
1  и
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d
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r
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1 , то вместо (4.31) имеем
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или

Tdt
dsT J×-Ñ=r .       (4.32)

Это есть уравнение энергии в форме уравнения теплопроводности.
 Уравнение (4.32) имеет место для газов, невязких жидкостей и
упругих сред.
 В адиабатических условиях имеем

0=
dt
ds .                (4.33)

 В частном случае несжимаемых сред имеем 0=×Ñ v  и
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r
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т.е. ( ) Tdsdu =g .
 Тогда
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где gc  - теплоемкость при постоянном объеме.
Следовательно, для несжимаемых сред уравнение энергии (урав-

нение теплопроводности) принимает вид

Tdt
dTc J×-Ñ=r g              (4.34)

 Для изотропной линейной вязкой жидкости Навье-Стокса спра-
ведливо (4.14) или

v×Ñdl+
e

m= ij
ijV

ij dt
d

s 112 ; 0=V
hp .

 Тогда учитывая, что теперь

vvv ×Ñ×+×Ñ-=×Ñ× Ve
h sps

и используя аналогичные предыдущему выкладки, придем к уравне-
нию теплопроводности вида
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vJ ×Ñ×+×-Ñ=r g
V

T s
dt
dTc .      (4.35)

 Если среда сжимаемая, то ( )g= ,Tss  и

ga+=gx+= gg dKdT
T
c

ddT
T
c

ds pT .

 Следовательно,

dt
dK

dt
dT

T
c

dt
ds

pT
g

a+= g .

 Поэтому для сжимаемого идеального газа имеем уравнение теп-
лопроводности вида

dt
dTK

dt
dTc pTT

g
ra-×-Ñ=r g J ,         (4.36)

а для сжимаемой вязкой жидкости –

vvSvJ ×Ña-×Ñ×+×Ñ-×-Ñ=r g TKp
dt
dTc pT

VV
hT .    (4.37)

 В случае упругого твердого тела вместо уравнений состояния
для энтропии (4.1) и (4.3) имеем (раздел 4.5.4):

ij

T
ij ddT

T
cds e

r

b
+= e

и

e
ij

T
ij ddT

T
cds s

r

a
+= s

где T
klijkl

T
ij C a=b - тензор коэффициентов термоупругости; T

kla  - тен-
зор коэффициентов теплового расширения.
 В результате две формы уравнения теплопроводности для упру-
гого тела примут вид

( )
å e

b-×-Ñ=r
j,i

ijT
ijT dt

d
T

dt
dTc Jε     (4.38)

и

( )
å s

a-×-Ñ=r
j,i

ijT
ijT dt

d
T

dt
dTc Jσ .     (4.39)

 Чтобы конкретизировать представленные уравнения энергии и
некоторые модели простых сред, далее нам потребуется определить
поток тепла.
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4.5.2. Закон Фурье и уравнение теплопроводности

 Рассмотрим системы, в которых имеет место лишь явление теп-
лопроводности. В этом случае интенсивность источника энтропии
дается формулой (раздел 3.3)

T
T

Ts Ñ×-=s J2
1 .

Согласно теории Онзагера, термодинамической силой, обуслов-
ливающей явление теплопроводности, является вектор

Tln
T
T*

T -Ñ=
Ñ

-=X

Тогда в соответствии с этой же теорией имеем

T
TLTTT

Ñ
×-=J ,       (4.40)

где в общем случае анизотропной среды величина TTL  является по-
ложительно определенным тензором, связанным с тензором коэффи-
циентов теплопроводности простым соотношением

T
LTT

T =l .        (4.41)

Следовательно, наше феноменологическое уравнение для потока
тепла представляет собой закон Фурье

TTT Ñ×l-=J .            (4.42)

Для изотропной среды Tl  - скаляр.
 Коэффициент теплопроводности зависит от температуры, соста-
ва и структуры среды и является экспериментально определяемым
параметром материала.
 Для простейшего случая однородного тела, в котором есть лишь
градиент температуры, но изменение объема вследствие теплового
расширения пренебрежимо мало, уравнение теплопроводности сле-
дует из (4.34) или (4.38), (4.39):

Tdt
dTC J×-Ñ=g ,       (4.43)

g
ge ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¶

¶
-== 2

2

T
fTCC

*
.

Так как
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PT
p T

puCC ÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶g

×
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶g
¶

+= g ,

а изменения объема нет, то в этом случае с помощью закона Фурье
придем к обычному уравнению теплопроводности

( )T
t
TC TÑl×Ñ=
¶
¶ ,       (4.44)

где C  - объемная теплоемкость.
 Уравнение (4.42) вполне пригодно для описания процессов теп-
лопроводности в простых средах при не слишком интенсивных
внешних воздействиях. В некоторых ситуациях, например, при опи-
сании процессов в плазме, в структурированных средах, при модели-
ровании динамических процессов воздействия лазерного излучения
на вещество и т.д. такое уравнение перестает быть корректным, по
крайней мере, для малых значений времени.

Однако, как уже говорилось, линейные соотношения между по-
токами и силами не всегда выполняются. Это относится и к явлению
теплопроводности. В качестве примера обобщения (4.42) на сильно
неравновесные процессы можно предложить соотношение

t
tT T
TTT ¶
¶

-Ñ×l-=
JJ ,        (4.45)

включающее локальную скорость изменения потока тепла и время
релаксации теплового потока Tt . Это уравнение впервые было пред-
ложено Лыковым А.В., а затем обосновано методами термодинамики
необратимых процессов.

Используя (4.45) и (4.43), для «неподвижных» сред придем к
уравнению теплопроводности гиперболического типа

( )T
t
Tt

t
TC TT Ñl×Ñ=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¶

¶
+

¶
¶

2

2
.     (4.46)

 Уравнение (4.46) отличается от обычного параболического
уравнения переноса тепла (4.44) наличием второй производной тем-
пературы по времени, что учитывает конечную скорость переноса
теплоты. В отличие от уравнения параболического типа, решения
(4.46) имеют четко очерченный фронт волны, перемещающийся с
конечной скоростью ( )TTT Ctw l= .
 Следует отметить, что конечная скорость распространения воз-
мущений может быть получена из решения нелинейного уравнения
теплопроводности параболического типа в том случае, когда при оп-
ределенных условиях коэффициент теплопроводности стремится к
нулю.
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4.5.3. Несжимаемая жидкость в неизотермических условиях

 Если плотность несжимаемой среды ( 0=×Ñ v ) зависит от темпе-
ратуры и давления ( )hp,Tr=r , то явление теплового расширения в
моделях идеальных сред можно учесть следующим образом.
 По определению,

hh pp
T TT

÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
r¶

r
-=÷

ø
ö

ç
è
æ
¶
g¶

g
=a

11 .

 Тогда

hp
T TT ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
r-r

r
-»a

0

0

0

1

и
( )[ ]00 1 TTT -a-r=r .           (4.47)

 В результате придем к модели несжимаемой жидкости в при-
ближении Обербека-Буссинеска, в рамках которой во многих публи-
кациях исследуется роль теплового расширения в гидродинамике.
Это – одна из самых популярных моделей в гидродинамике.

Это приближение справедливо, если  жидкость – однородна по
составу и в ней нет химических реакций, перепады температуры не-
велики.

В классическом варианте модели изменение плотности с темпе-
ратурой учитывается только при массовых силах в уравнении дви-
жения:

( )( )gvv
0010 1 TTp

dt
d

T
e
h -a-r+Dm+-Ñ=r ,

где последнее слагаемое представляет собой массовую силу, вызван-
ную действием гравитации, g  - ускорение свободного падения. Ис-
пользуя переопределение

( ) PTp T
e
h -Ñ=a+r+Ñ- g00 1 ,

придем к окончательной модели:

gvv
×a-Dn+Ñ

r
-= TP

dt
d

T1
0

1 ;

T
dt
dT

Dk= ;       (4.48)

0=×Ñ v .
 Производство энтропии в этом случае связано только с тепло-
проводностью.
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4.5.4. Основные уравнения теории термоупругости

 Определяющие соотношения теории термоупругости включают
уравнения для энтропии (раздел 4.5.3) и соотношения между компо-
нентами тензоров напряжения, и деформаций, а также температурой.
В этом случае, как и для упругого тела,

e
ijij sºs .

Чтобы «построить» определяющие соотношения, можем воспользо-
ваться уравнением Гиббса для энергии Гельмгольца f

ijij dsdTdf ers+-= -1

и для энергии Гиббса g

ijij dsdTdg sre--= -1

 Следовательно,

e
÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

-=
T
fs ,

s
÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

-=
T
gs     (4.49)

и

Tij
ij

f
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

e¶
¶

r=s ,
Tij

ij
g
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

s¶
¶

r=e .          (4.50)

 Для каждого из уравнений Гиббса можем записать систему урав-
нений состояния. Так, для энергии Гельмгольца ( )ij,Tff e=  имеем

ij
Tij

dsdT
T
sds e÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

e¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

=
e

,

kl
Tkl

ijij
ij ddT

T
d e÷÷

ø

ö
çç
è

æ
e¶

s¶
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶

s¶
=s

e

.

 Известные производные (см. разделы 4.4 и 3.3)

e
ee
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¶

¶
-=÷

ø
ö

ç
è
æ
¶
¶ c

T
fT

T
sT 2

2
 –

теплоемкость при постоянстве деформаций,
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T
ijkl

TijklTkl

ij Cf
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

e¶e¶
¶

r=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
e¶

s¶ 2
 –

коэффициенты упругости или коэффициенты жесткости или изотер-
мические упругие модули
 Смешанные производные описывают один из самых известных
перекрестных эффектов (тепловое расширение), который наблюдает-
ся и в газах, и в жидкостях и в твердых телах. Эти коэффициенты

e
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶

s¶
-=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

e¶¶
¶

r-=÷
÷
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¶e¶
¶

r-=÷
÷
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æ

e¶
¶

r=b
TT

f
T

fs ij

ijijTij
ij

22

образуют тензор коэффициентов термоупругости.
 В результате найдем систему неравновесных уравнений состоя-
ния

ij

T
ij ddT

T
cds e

r

b
+= e , kl

T
ijkl

T
ijij dCdTd e+b-=s .            (4.51)

 Аналогично, основываясь на уравнения Гиббса для ( )ij,Tgg s= ,
найдем систему уравнений состояния

ij
ij ddT

T
cds s

r

a
+= s , kl

T
ijklijij dsdTd e+a=e ,         (4.52)

где

s
ss
=÷

÷
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ö
ç
ç
è

æ

¶

¶
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ø
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è
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¶
¶ c

T
gT

T
sT 2

2
 –

теплоемкость при постоянстве напряжений,

T
ijkl

TijklTkl
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тензор коэффициентов упругой податливости.
 Перекрестные слагаемые содержат тензор коэффициентов теп-
лового расширения

Tijijij
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.
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 Вторые из соотношений (4.51) и (4.52) есть две различные фор-
мы обобщенных соотношений Дюамеля-Неймана для термоупругого
тела. Эти соотношения записаны в приращениях или в виде полных
дифференциалов и есть непосредственное следствие того факта, что
потенциалы Гиббса и Гельмгольца являются однозначными функ-
циями своих переменных состояния. Если бы мы знали явный вид
функциональных зависимостей ( )ij,Tff e=  или ( )ij,Tgg s= , то, поль-
зуясь равенствами (4.49) и (4.50), мы могли бы найти явные соотно-
шения между термодинамическими переменными состояния. Но для
записи (4.51) или (4.52) таких знаний не требуется. Для того чтобы
записать определяющие соотношения в приращениях, достаточно
принять, что приращения термодинамических потенциалов являются
квадратичными полиномами приращений соответствующих им пе-
ременных состояния.
 Если приращения малы, то соотношения в приращениях будут
эквивалентны линейным соотношениям. Например,

( ) kl
T
ijkl

T
ijij CTT e+-b-=s 0     и ( ) kl

T
ijklijij sTT e+-a=e 0 , (4.53)

Несложно показать, что

kl
T
ijkl

T
ij C a=b .        (4.54)

 Тензоры ija  и T
ijb  - симметричные тензоры второго ранга. Тен-

зор коэффициентов теплового расширения может иметь отрицатель-
ные собственные значения. Иногда можно встретить утверждение,
что на тензоры ija , T

ijb  и T
ijklC  распространяется положение теории

Онзагера о положительной определенности матрицы коэффициен-
тов. На самом деле теория Онзагера здесь ни при чем.

Положительность матрицы, составленной из коэффициентов те-
плового расширения и др. следует из положительной определенно-
сти термодинамических потенциалов и условия устойчивости со-
стояния термодинамического равновесия, сохраняющего свои свой-
ства и в локальном объеме. В соответствии с условием устойчивости
равновесия (Базаро, Пригожин) второй дифференциал термодинами-
ческого потенциала для выбранных условий наблюдения должен
быть неотрицательным. Так, если условие равновесия наступает при
условии 00 =s= ijd,dT , то необходимо выполнение неравенства

02 ³gd ,
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следовательно, все вторые частные производные энергии Гиббса по
температуре и напряжениям. А это и есть тензоры ija , T

ijb  и T
ijklC .

Следовательно,

0³aij , 0³b T
ij  и 0³T

ijklC .

 Неотрицательными должны быть и все главные миноры этих
тензоров.
 Аналогичные условия имеют место для адиабатических коэф-
фициентов.
 Структура тензоров ija , T

ijb  и T
ijklC  зависит от типа симметрии

кристаллической решетки.
 В случае изотропного тела имеем

300
030
003

T

T

T

a
a

a
=a

и
[ ]dTKddd Tkkijijij a-eld+em=s 32 ,            (4.55)

или
( )[ ]032 TTK Tkkijijij -a-led+me=s ,        (4.56)

где ml,  - уже известные коэффициенты Ламэ, m+l= 3
2K  - изотерми-

ческий модуль всестороннего сжатия, т.е. для описания механиче-
ского поведения (состояния) упругого тела нам требуется две кон-
станты (иначе: из коэффициентов тензора упругих модулей, как и в
случае упругости, оказываются независимыми только два). Третий
независимый физический параметр – это коэффициент теплового
расширения.

Итак, модель термоупругого тела включает уравнение нераз-
рывности (2.53), уравнение движения ((2.61), очевидно, в общем
случае оно не изменяется), уравнение энергии в форме уравнения те-
плопроводности  и определяющие соотношения.
 К этим уравнениям следует добавить соотношения, связываю-
щие компоненты тензора деформаций и компоненты вектора скоро-
сти
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1 .       (4.57)

 Возможны более простые частные варианты теории, подобные
теории упругости.
 Дополнительный вариант теории термоупругости  (обобщенная
термоупругость – Коляно, Подстригач) получается при использова-
нии вместо закона Фурье обобщенного закона (4.45).

4.6. Вопросы и задания

1. Чем различаются формы обобщенных уравнений состояния?
Сколько независимых физических «констант» содержат уравнения
состояния для идеальных сред?
2. Перечислите модели идеальных сред
3. В чем заключается приближения Обербека-Буссинеска?
4. В чем заключаются особенности несжимаемых сред?
5. Пользуясь экспериментально установленными законами Гука и
Пуассона, покажите справедливость соотношений (4.26).
6. Покажите справедливость равенства

m+l=
3
2K .

7. Запишите различные формы уравнения энергии для идеальных
сред. Чем они отличаются?
8. Когда следует использовать обобщенный закон Фурье?
9. Основываясь на литературе, укажите, какие еще среды можно на-
звать идеальными?
10. Выпишите одномерные уравнения Эйлера, Навье-Стокса (для
сжимаемой и несжимаемой жидкости) и уравнение Ламе.
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5. МНОГОКОМПОНЕНТНЫЕ СРЕДЫ
════════════════════════

5.1. Химические реакции в гомогенной среде
5.1.1. Термодинамические ограничения

Пусть гомогенная система состоит из n  веществ, которые рас-
пределены в системе однородно. Состав среды можно определить
по-разному.

Пусть общее число частиц в системе
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где iN  - число частиц данного сорта. Под числами частиц можно по-
нимать число молей частиц данного сорта. Тогда величины

N
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будут относительными мольными концентрациями веществ.
 Из (5.1) следует
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Выше мы ввели массовые концентрации Сk. Между двумя типа-
ми концентраций легко установить связь. По определению:
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 Следовательно,
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(Мы разделили числитель и знаменатель на сумму всех масс).
 Вместо числа частиц (молей) можно использовать число частиц
в единице объема
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Определение относительных мольных концентраций остается
тем же.
 Изменение числа частиц сорта i в реакции j следует из равенства

,dtnd jijij Fn=

где jF  - скорость реакции j, моль/(м3с), ijn  - стехиометрический ко-
эффициент компонента i в реакции j. Скорость реакции можем выра-
зить через изменение любого из компонентов:
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где jx  - координата или путь реакции; имеет одно и то же значение
для всех веществ, участвующих в реакциях, [ ]=x j моль/м3. Еще одно
название - степень полноты реакции. Для любых j,i  имеет место ра-
венство
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Вместе с другими термодинамическими переменными, напри-
мер, с давлением и температурой,  координата реакции является
нормальной термодинамической переменной состояния.

Изменение числа частиц сорта i  во всех реакциях в единице
объема закрытой системы есть

ååå
===

xn=Fn==
r

j
jij

r

j
jij

r

j
iji ddtnddn

111

.

 Уравнение Гиббса (3.3) для многокомпонентной среды имеет
вид:
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 Если нет обмена энергией и массой с окружающей средой и объ-
ем не изменяется, то из уравнения Гиббса для u  следует
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Так как r= iii nmC , то
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где
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химическое сродство реакции j .
 Производство энтропии, связанное с химическими реакциями,
есть
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В соответствии с представлениями ТНП, потоком для скорости
химической реакции является ее скорость. А термодинамической си-
лой, сопряженной этому потоку, является сродство химической ре-
акции.

В соответствии с теорией Онзагера, можем записать
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С другой стороны, экспериментальные исследования показыва-
ют, что в небольшом интервале изменения химического сродства для
каждой реакции выполняется соотношение

,Al jjj =F 0>jl .

Требования второго закона термодинамики накладывают опре-
деленные ограничения на матрицу коэффициентов или на скорости
реакций, если они протекают совместно.

Если протекает единственная реакция, то уравнение этой реак-
ции можно представить в виде
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Массовые концентрации компонентов изменяются в соответст-
вии с уравнениями баланса

i
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где Fn=w iii m , причем [ ]iw =Кг/(м3с); [ ]=F Моль /(м3с)
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, [ ]=A  Дж/моль; [ ]=kg  Дж/кг; [ ]=ss Дж /(К м3с).

 Например, в закрытой системе имеется реакция
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Вычислим производство энтропии:
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Изменение энергии Гиббса в реакции

ZZYYXXXYZ gmgmgmG 2-+=  –

функция температуры и состава.
Если ,GXYZ 0>  то x  увеличивается.

Если ,GXYZ 0<  то x  уменьшается.

 В общем случае осуществимость реакции зависит от характера
зависимости химических потенциалов от температуры и состава. Ес-
ли в реакции участвуют твердые вещества, скорость реакции допол-
нительно зависит от особенностей структуры. В неоднородной сис-
теме скорость реакции непосредственно связана с процессами пере-
носа.
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5.1.2. Время релаксации реакции

 Пусть протекает единственная реакция.
Осуществимость реакции зависит от условий, в которых она

протекает.
 В соответствии с (5.6), мы можем использовать вместо концен-
траций компонентов iС  сродство химических реакций в качестве
обобщенной координаты. Тогда уравнение Гиббса для единственной
реакции примет вид
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Следовательно, сродство химической реакции можно опреде-
лить следующим образом
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 Используя другие термодинамические потенциалы, можем дать
еще три определения химического сродства
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 Так как
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а сродство реакции A зависит от координаты реакции ξ и двух дру-
гих переменных состояния, соответствующих условиям протекания
реакции:

( )xg= ,,TAA  или ( )x= ,p,TAA  или ( )xg= ,,sAA  или ( )x= ,p,sAA ,

то мы фактически имеем четыре варианта кинетического уравнения.
 В соответствии с выписанными выше размерностями физиче-
ских величин, получаем
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В условиях равновесия consts = , поэтому равновесное значение
химического сродства равно нулю.
 Пусть система отклонилась от равновесного состояния, которое
характеризуется некоторым значением eqx . Полагая, что отклонение
от равновесия незначительное, разложим химическое сродство в ряд
Тейлора вблизи равновесного значения, ограничиваясь первым чле-
ном разложения
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Феноменологический коэффициент l для всех четырех типов ки-
нетических уравнений одинаков, но производные – различны.

Например, в условиях постоянства температуры и объема име-
ем:
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 Интегрируем это уравнение:
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В соответствии с тремя другими условиями, можем определить
еще три времени релаксации
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Все эти величины положительны, так как термодинамические
потенциалы в условиях равновесия имеют минимум.

Различные времена релаксации химической реакции связаны
между собой термодинамическими соотношениями, которые легко
получить, используя термодинамические соотношения Максвелла.

На основе этого подхода строится общая теория термодинами-
ческой релаксации (Новик, Берри).

5.1.3. Вариант термодинамического описания реакции
в однородной деформируемой среде

 Долгое время считалось, что реакции (химические и фазовые
превращения) в твердой фазе вообще не идут или идут чрезвычайно
медленно, что делает их бесполезными для практического использо-
вания. Систематическое исследование в этой области началось лишь
в 30-е годы 20-го века, что связано непосредственно с развитием но-
вых технологий.

Под твердофазными превращениями часто понимают те, кото-
рые идут с участием твердых веществ, т.е. хотя бы одно из веществ
является твердым (реагент, промежуточный продукт, катализатор).
 К особенностям реакций в твердой фазе можно отнести:

1. Пространственную разделенность реагентов, а также реа-
гентов и продуктов реакции, наличие границы раздела, локализа-
цию реакции на границе раздела фаз. В целом, процесс формирова-
ния реакционной границы раздела состоит из целого ряда событий:
образование зародышей, их рост, слияние. Каждой из стадий в физи-
ке посвящают многочисленные теории.

2. Важная роль процессов переноса. Массоперенос имеет ме-
сто в большинстве реакций с участием твердых веществ. Имеются и
аналоги диффузионных процессов – перенос дислокаций, вакансий,
пор, которые принимают участие в твердофазных превращениях.
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3. Наличие и определяющую роль обратных связей между
разными физическими процессами. Это приводит к появлению мно-
гочисленных перекрестных эффектов, которые не наблюдаются в га-
зах и жидкостях. Простые типы обратных связей, типа ускорение или
замедление реакций, связанное с выделением или поглощением теп-
ла, известные, например, в тепловой теории горения, – довольно ред-
кое явление.
 Если химические реакции протекают в однородной деформи-
руемой среде (более корректно в этом случае говорить о фазовых пе-
реходах), то уравнение Гиббса (3.11) можно представить в виде

å
=

-- xr-ers+=
r

l
llij

e
ij dAdTdsdu

1

11 .     (5.14)

Учитывая связь
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или для единственной реакции:
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Следовательно, энтропия, компоненты тензора деформаций и хими-
ческое сродство – функции температуры, компонент тензора упругих
напряжений и координаты реакции:
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 Поэтому имеют место уравнения в полных дифференциалах:
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Если 0=xd , то первые два уравнения дают УРС для термоупру-
гой среды.

При наличии химической реакции появляются новые перекрест-
ные эффекты.

Аналогично газам и жидкостям имеем определение сродства че-
рез энергию Гиббса (5.10). Поэтому
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Новые смешанные производные дают энтропию реакции
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и деформацию превращения или химическую деформацию
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Очевидно, что

[ ]=chs Дж/(моль К); [ ]ch
ija = м3/моль.

Таким образом, система неравновесных УРС принимает вид
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Для изотропной среды

ijch
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В рассматриваемом случае приращения компонент тензора де-
формаций в рамках термодинамической теории связаны с прираще-
ниями компонент тензора упругих напряжений, с изменением темпе-
ратуры и химического сродства. Т.е., имеем обратимые (упругие)
деформации, термические деформации и химические деформации:
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Так как термические и химические деформации связаны с необ-
ратимыми процессами, то  их логично считать необратимыми.

Неупругие напряжения
eV sss -= ;

VV
h

V p S+-= ds .

в систему УРС не входят.

Для шаровой части тензора неупругих напряжений аналогично
газам и жидкостям имеем (3.35):

Ap VV
V g+×Ñh-= v ;         (5.20)

AkchV +×Ñg-=F v .

Для девиатора тензора напряжений используем аналогию между
упругими и вязкими напряжениями. Тогда, учитывая термическую и
химическую деформации, можем записать

[ ] ijkkijij weeS dV-l+m= &112 ;         (5.21)
где

v×Ñ=e= kkkke & ; ( )xa+a= &&& chTTw 3 .

5.2. Термодинамическая теория многокомпонентной диффузии
5.2.1. Общие уравнения

При описании изотермической диффузии constT =  в газовых и
жидких средах имеем
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Если в первом случае давление постоянно, а во втором – объем
постоянен, то все потенциалы будут эквивалентны и будут зависеть
только от концентраций.
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Если ( )kCgg = ,  то и ( )jkk Cgg = . Следовательно, можем запи-
сать:
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Так как химический потенциал kg  - парциальная энергия Гиб-
бса, то он тоже обладает всеми необходимыми свойствами – знание
его позволяет рассчитать все парциальные характеристики компо-
нента в смеси веществ.
 Для твердых деформируемых сред все уравнения аналогичны,
но, когда не учитываются некие специфические особенности твер-
дых сред, мы говорим о постоянстве напряжений ijs  или деформа-
ций ije .

 Вид коэффициентов k
jb , которые, по определению, симметричны,
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зависит от принимаемого в теории диффузии приближения.

В частности, пользуясь понятием активности компонента в рас-
творе (в смеси веществ)

( ) kkkk ,...C,Caa C21 g== ,

где kg  - коэффициент активности – функция концентраций, предста-
вим химические потенциалы в виде (3.16) (Ландау) или

0kk
k

k galn
m
RTg += ,       (5.22)

где 0kg  - функция только температуры и давления.
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Следовательно (см. (3.17)),
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dClnCln
Cm

RTdCCln
C

dg

11

1

11

1  (5.23)
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=
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g¶

+d=b ,           (5.24)

где

j

k

j

k
kjkj Cln

ln
C
C

g
¶

g¶
+d=  -           (5.25)

термодинамические множители.
 Если раствор для компонента с номером k  – идеальный, то

1=gk . Это означает, что диффузионные перемещения атомов этого
вида происходят независимо друг от друга. В этом случае

î
í
ì

¹
=

=d=
.jk,
;jk,

g kjkj 0
1

5.2.2. Бинарная система

 Остановимся на бинарной системе, для которой справедливы
соотношения

121 =+ CC , 021 =+ JJ ,         (5.26)

2
1
21

1
11 dCdCdg b+b= , 2

2
21

2
12 dCdCdg b+b= ,   (5.27)

где

11
11

1
1 g

Cm
RT

=b , 12
11

1
2 g

Cm
RT

=b , 21
22

2
1 g

Cm
RT

=b , 22
22

2
2 g

Cm
RT

=b .
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 Уравнения (5.27) в изотермических условиях играют роль урав-
нений состояния. Поскольку (5.27) записаны в полных дифферен-
циалах, то корректными будут равенства:

2
1
21

1
11 CCg Ñb+Ñb=Ñ , 2

2
21

2
12 CCg Ñb+Ñb=Ñ    (5.28)

и

dt
dC

dt
dC

dt
dg 21

2
11

1
1 b+b= ,

dt
dC

dt
dC

dt
dg 22

2
12

1
2 b+b= .

В соответствии с теорией Онзагера, имеем:

2
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1
11

1 g
T

Lg
T

L
Ñ-Ñ-=J , 2
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1
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2 g

T
Lg

T
L

Ñ-Ñ-=J .

Следовательно, используя (5.28), находим:
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Термодинамические ограничения сводятся к следующему:
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Cmg =       (5.29)

Так как 21 CC -Ñ=Ñ  и 21 JJ -= , находим:
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Это означает
2
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T
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T
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T
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22111221 LLLL -=-== .          (5.30)

Итак, в бинарной системе для описания диффузии нам нужен
всего один поток, всего одна концентрация и всего один феномено-
логический коэффициент. С учетом (5.28) находим

.CDCg
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Cmgg

Cm
RL

Cg
Cm
Cmgg

Cm
Cmg

Cm
RL

Cg
Cm

RTg
Cm

RTg
Cm

RTg
Cm

RT
T
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+---=J

  (5.31)

Зная зависимость химических потенциалов от состава, можем
рассчитать термодинамические множители явно. Различные теории
имеются в статистической физике и теории растворов: идеальные,
регулярные растворы, раствор Ван-Лаара; теория Вагнера, квазихи-
мические модели и др. (Ландау, Кожеуров)
 Самодиффузию исследуют в смеси двух изотопов, которую
можно рассматривать как смесь идеальных газов. Тогда

iii ClnRTmg 1-= ,
Следовательно,

i
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i
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C
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1J .

 В силу первого закона Фика
,CD i

*
ii Ñr-=J 21,i = .

 Поэтому

r
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ii*
i mC

RLD  и
R

mCDL ii
*
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r

= .        (5.32)
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 Таким образом, для многокомпонентной смеси мы определи
диагональные феноменологические коэффициенты. *

iD  – функции
состава.

5.2.3. Бародиффузия

 Рассмотрим термодинамическую систему в условиях постоян-
ной температуры, но так, что давление может изменяться. В этом
случае, воспользовавшись уравнением Гиббса

å
=

+g=
n

k
kk

e
h dCgdpdg

1

,

придем к системе неравновесных уравнений состояния в дифферен-
циальной форме:

å
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k
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e
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,       (5.33)

где
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1111 22
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коэффициенты концентрационного расширения.
 В соответствии с УРС, изменение объема при изменении кон-
центраций компонентов должно описываться теми же коэффициен-
тами, что и изменение химических потенциалов с давлением.
 Найдем, как меняется давление при изменении концентрации
компонента с номером k в условиях постоянного объема и темпера-
туры:
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- 131 -

Полагая, что ( )g= ,Cpp k , запишем
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 Выразим отсюда производную давления по концентрации и под-
ставим в интеграл (5.34).
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 По определению
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 Следовательно,
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 В общем случае
( ) ( )e

jTT
e

jkk p,CKK,p,C =a=a .

Производство энтропии, связанное с процессами диффузии ос-
тается тем же,

å
=

×=s
n

k
kks

1

XJ .

Как изменятся выражения для потоков?
Второе из уравнений (5.33) можно записать так:
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 Так как
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где
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=
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p T
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 -

коэффициент бародиффузии. Этот коэффициент является производ-
ным от других физических величин и в рамках термодинамики необ-
ратимых процессов не является независимым. Для совершенного газа

RT
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h=r  и å
=

a
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n

l
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lkl
p TRp

LB
1

.     (5.37)

5.2.4. Бародиффузия в бинарной смеси

 Рассматриваем бинарную смесь (т.е., фаза одна, а компонента – два).
 Обобщением экспериментальных данных является формула

( ) constT,plnkCD hp =Ñ+Ñr-=J ,

где pk  - фактор бародиффузии.
 Это же уравнение непосредственно следует из (5.30), (5.31) для
совершенного газа. Но можем получить его несколько иным путем.
 Так, в бинарной смеси 21 JJ -= , производство энтропии можем
представить в форме
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( ) 212
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JJ XXX
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kks -==s å
=

,
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T

ggXX 12
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-=- .

 Уравнение Гиббса с учетом уравнения состояния идеального га-
за представим в виде
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Так как
,CgCgg 2211 +=

то, дифференцируя, находим
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 В результате производство энтропии примет вид
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 Величина в квадратных скобках, деленная на температуру, и
есть обобщенная сила, вызывающая диффузионный поток. Считая
раствор идеальным,

( ) ,Cln
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найдем для потока компонента
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 Учитывая (5.32), найдем
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где
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 Пусть имеется бинарная смесь идеальных газов. Уравнение со-
стояния смеси

RT
m

p
ср

e
h

r
= .

 Следовательно, при постоянной температуре:

rÑ=Ñ
ср

e
h m

RTp ,

и уравнение Гиббса принимает вид

å
=

+
r
r

=
2

1k
kk dCgdRTdg .

 Из уравнения неразрывности следует, что

v×-Ñ=
r
rd .

Тогда найдем из уравнения Гиббса:

å
=

+×Ñ-=
2

1k
kk dCgRTdg v .     (5.41)

Следовательно, в несжимаемом газе ( 0=×Ñ v ) в изотермических ус-
ловиях энергия Гиббса является функцией только состава.



- 135 -

Кроме того, в идеальной несжимаемой бинарной смеси поток
массы есть следствие только градиента концентрации

22

222

CDBCD

BCD
p
pBCD e
h

e
h

Ñr-º×Ñr-Ñr-=

=
r
rÑ

r+Ñr-=
Ñ

r+Ñr-=

v

J

и явление бародиффузии не наблюдается.
 В общем случае бародиффузия наблюдается и в твердых средах.
 Однако твердые среды характеризуются большим разнообрази-
ем механизмов диффузии и сложной структурой, для описания кото-
рых требуются дополнительные термодинамические переменные со-
стояния.

5.3. Простейшие модели многокомпонентных сред с диффузией
5.3.1. Модель идеального газа с бародиффузией

 Выпишем ряд простейших моделей, следующих из термодина-
мической теории.
 Первой  из них будет модель  естественной конвекции идеально-
го двухкомпонентного газа, для которого

21 r+r=r  или 121 =+CC .

 Используя обозначение С=С 2, соберем основные уравнения:

0=×Ñr+
r v

dt
d ;

J×-Ñ=r
dt
dC ;           (5.42)
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 Определяющие соотношения:
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Таким образом, мы имеем 5 уравнений, содержащих  5 неиз-
вестных:

321 V,V,V,C,r .

Если идеальный газ несжимаемый, мы говорим об идеальной
жидкости  (а выше был совершенный газ). В этом случае для учета
бародиффузии можем предложить аналогию модели с тепловым
расширением.

Воспользуемся определением коэффициента концентрационного
расширения
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Т.е., получим аналогию с приближением Буссинеска.

5.3.2. Модель неидеального газа с бародиффузией

 Для построения определяющих соотношений воспользуемся
первым из уравнений состояния (5.33). Находим:
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 По определению,
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Тогда
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Очевидно, что разность коэффициентов может быть как положи-
тельной, так и отрицательной.
 Второе из уравнений состояния дает нам химические потенциа-
лы и их градиенты:
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и позволяет найти обобщенную термодинамическую силу:
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hp
T

gg
T

XX 121212
11

ú
û

ù
Ñ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+--+ 211

11
12

11
21

22
22

22
Cg

Cm
RTg

Cm
RTg

Cm
RTg

Cm
RT .

Из условия симметрии:

2112 b=b ; 12
11

21
22

g
Cm

RTg
Cm

RT
= ; 12

1

2

1

2
21 g

m
m

C
Cg = .

Следовательно,
( )

222
22

12
12 Cf

Cm
Rp

T
XX e

h Ñ-Ñ
r

a-a
-=- ,    (5.47)

где

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+=

1

2
21

22

11

11

22
2222 11

m
mg

g
g

Cm
Cmgf .

 Выражение для потока компонента принимает вид
( )

ú
û

ù
ê
ë

é
Ñ+Ñ

r
a-a

-= 222
22

12
222 Cf

Cm
Rp

T
L e

hJ ,

где, как и выше

R
CmDL

*
222

22
r

= .
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 В результате, используя обозначения

aD=a-a==== 1222222 ;DD;ff;mm;СС ** ,

получим модель, содержащую уравнения (5.42) и определяющие со-
отношения

,pCBCD e
hÑ-Ñr-= 0J

ú
û

ù
ê
ë

é
ÑaD+

r
rÑ

=Ñ CKp T
e

h ;       (5.48)

( ),CfDD *= mD
RT

B *aD=0 .

5.3.3. Модели с химическими реакциями

Допустим, реакция протекает в изотермических условиях. В та-
ких условиях могут протекать, например, реакции ионизации и ре-
комбинации. В этом случае нам требуются уравнения баланса для
компонентов с источниками и стоками,

kk
k

dt
dC

w=×Ñ+r J

уравнение неразрывности (2.53) и уравнение движения (2.61).
 Рассмотрим два частных варианта.
 1. Пусть скорость v  настолько велика, что различием скоростей
компонентов можно пренебречь

..»» 21 vv
Это возможно, если принять

0=-º vvw kk  или 0=kJ .
 Т.е., мы пренебрегаем диффузией по сравнению с конвекцией.
 Домножим уравнение неразрывности на kC  и сложим с уравне-
нием баланса компонента

k
k

kk dt
dC

C
dt
dC w=r+×Ñr+
r v

или

kk
k

dt
d

w=×Ñr+
r

v ,

или

kk
k
t

w=r×Ñ+
¶
r¶

v .     (5.49)
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 Если тензор напряжений шаровой, уравнение движения прини-
мает вид:

gv
r+-Ñ=r ep

dt
d .

Поступим с ним аналогично уравнениям для компонентов.
Уравнения для компонент вектора скорости складываем с уравнени-
ем неразрывности, домноженным на компоненту вектора скорости:

i
e

iiii
i gp

tt
r+-Ñ=×Ñr+÷

ø
ö

ç
è
æ rÑ×+
¶
r¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ Ñ×+
¶
¶

r vvvv vvv

или
( ) ( ) i

e
hii

i gp
t

r+-Ñ=r×Ñ+
¶
r¶ vvv .     (5.50)

Т.о., все уравнения (5.49) (5.50) и (2.54) имеют единый вид, что
удобно для численного решения. Осталось добавить нужное уравне-
ние состояния и выражения для источников и стоков компонентов в
химических реакциях, которые зависят от изучаемой системы.

Например, скорости реакции ионизации и рекомбинации
+® OO 22 ; +® HH 22

и
22 OO ®+ ; 22 HH ®+

в соответствии с законом действующих масс имеют вид
[ ]2101 Okk = ; [ ]2202 Hkk = ; [ ]2303 Okk = ; [ ]2404 Hkk = .

Уравнения состояния для идеального или неидеального газов
e

hAp=r  или
T

T
e

h
dddp
rb
r

=grb-= -1

должны быть дополнены. Для неидеального газа из первого уравне-
ния (5.33) имеем

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
a+

r
r

b
= å

=

n

k
kk

T

e dCddp
1

1 .    (5.51)

 Таким образом, модель содержит независимые переменные

k
e
h ,V,V,V,p, rr 321 .

Скорости реакций записываются в соответствии с законом дейст-
вующих масс, источниковые слагаемые kw  определены общими со-
отношениями (2.57).
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 При формулировке модели можно от парциальных плотностей
или концентраций перейти к координате реакции, что далее будет
продемонстрировано на примерах.
 2. Пусть единственная изотермическая химическая реакция про-
текает в деформируемой («упругой») среде. В этом случае из систе-
мы неравновесных УРС получим

xa+s=e abab ddsd ch
ij

e
ijij ;

x+sa= xdAddA e
ij

ch
ij .

или для изотропной среды
[ ]Kdwddd kkijij

e
ij -eld+em=s 2 ,       (5.52)

x+sa= xdAddA e
kkch ,             (5.53)

где
xa= ddw ch3 .

Вследствие различных масштабов разных физических процессов
можно принять, что диффузионные процессы влияют на кинетиче-
скую функцию (т.е. «пренебрегаем» диффузией по другой причине)
вследствие «тонких» процессов на микроуровне. В этом случае для
компонентов остаются кинетические уравнения

k
k

dt
dC

w=r ,

кинетические законы в которых записываются на основе закона дей-
ствующих масс, аналогично предыдущему.

Но поскольку координата реакции – полноправная термодина-
мическая переменная, можно от системы кинетических уравнений
перейти к уравнению для координаты реакции

F=
x

dt
d .             (5.54)

 Массовые концентрации компонентов легко находятся с помо-
щью уравнения реакции, определений (5.4) и (5.5). Скорость реак-
ции, в соответствии с теорией Онзагера, пропорциональна химиче-
скому сродству, для которого у нас есть уравнение (5.53).
 В случае малых деформаций от приращений (5.52), (5.53) можем
перейти к абсолютным величинам:

( )[ ]032 x-xa-led+me=s chkkijij
e
ij K ,     (5.55)

( )0x-x+sa= xAA e
kkch ,

где 0x  - относится к начальному состоянию.
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Учитывая, что ( )wK kkkk -e=s 3 , из последнего соотношения
найдем

( )( )0
23 x-xa-+ea= x chkkch KAA .

Условие малости деформаций, скоростей и ускорений позволяет
не рассматривать явно уравнение неразрывности и перейти от урав-
нения движения (2.61) к уравнению движения

s×Ñ=
¶

¶
r 2

2

0
t
u ,      (5.56)

которое с помощью (5.55) и соотношений Коши можем переписать
либо в напряжениях, либо в перемещениях. В последнем случае по-
лучим систему уравнений

( )( )[ ]0
23 x-xa-+×Ña=

¶
x¶

x chch KAL
t

u ;   (5.57)

( ) xÑa-×ÑÑm+l+Dm=
¶

¶
r chK

t
32

2

0 uuu .   (5.58)

 Эта система содержит физически понятные константы
( )xaml A,,, ch  и феноменологический коэффициент, требующий экспе-
риментального определения.
 Производство энтропии в этой модели связано исключительно с
химической реакцией (см. разделы 5.1.1 и 3.4).

 3. Рассмотрим многокомпонентную жидкость, обладающую
объемной вязкостью. Пусть в ней протекает единственная химиче-
ская реакция. Давление теперь состоит из двух частей

V
h

e
hh ppp += .

 Упругая часть давления следует в общем случае из уравнений
состояния вида (5.33), а вязкая часть давления, как и скорость хими-
ческой реакции, следует из соотношений теории Онзагера.
 Перейдем в уравнении Гиббса для энергии Гиббса (5.15) к дав-
лению. Тогда для изотермических условий найдем

å
=

- xr-g=
r

l
ll

e
h dAdpdg

1

1 .

Следовательно, имеем систему неравновесных УРС:

xra+
r
b

-=
r

r
-=g - ddpdd ch

e
h

T 1
2 ;

x+a-= xdAdpdA e
hch .



- 142 -

 В соответствии с теорией Онзагера имеем (5.20):
Ap VV

V g+×Ñh-= v ;
AkchV +×Ñg-=F v .

 Уравнения движения теперь будут включать полное давление:

( ) gv
r++-Ñ=r V

h
e
h pp

dt
d .

 Осталось добавить уравнение неразрывности и кинетическое
уравнение для координаты реакции:

0=×Ñr+
r v

dt
d  и F=

x
dt
d .

 Если рассматривать как неизвестные Fxr ,A,,p,p,V,V,V, V
h

e
h321 , то

для их определения у нас имеется девять уравнений, т.е. модель яв-
ляется внутренне замкнутой и термодинамически непротиворечивой,
поскольку на термодинамике основана.
 Заметим, что применимость моделей 2 и 3 к реальным процес-
сам в литературе не обсуждалась. Представленные в этом разделе ча-
стные модели есть следствие формального термодинамического под-
хода.  Но возможно,  что их анализ позволит выявить некоторые лю-
бопытные закономерности.

5.4. Простейшие неизотермические модели
5.4.1. Другие выражения для производства энтропии

 Как мы видели, потоки и силы должны удовлетворять ряду тре-
бований. Но разбиение на потоки и силы не является однозначным.
 Для ряда приложений производство энтропии более удобно
представить в ином виде. В качестве примера рассмотрим отдельно
производство энтропии, связанное с процессами теплопроводности и
диффузии при наличии внешних сил:

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

ú
û

ù
ê
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é
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ø
ö

ç
è
æÑ×+

Ñ
×-=s å

=

n

k
k

k
kTs T

gT
T
T

T
1

1 FJJ      (5.59)

Поток энтропии удовлетворяет соотношению (3.27).
В (5.59) термодинамическая сила, которая умножается на диф-

фузионный поток kJ , содержит член, пропорциональный градиенту
температуры:

( ) T
T
gg

T
gT k

Tk
k Ñ-Ñ=÷
ø
ö

ç
è
æÑ       (5.60)
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 Поскольку парциальные величины связаны друг с другом таки-
ми же соотношениями, что и термодинамические потенциалы

kkk Tshg -= ,
запишем

dTsTdsdhdg kkkk --= ,
( ) ( ) dTsdgTdsdhdg kkkTkTk +º-= .      (5.61)

Следовательно,

( ) dT
T
h

dgdTs
T
h

dg
T
dTgdg

T
g

Td k
Tkk

k
kkk

k -=÷
ø
ö

ç
è
æ --=-=÷

ø
ö

ç
è
æ .   (5.62)

Индекс «Т» всюду обозначает, что дифференцирование идет при по-
стоянной температуре.
 Теперь проведем некоторые преобразования в уравнении балан-
са энтропии. Имеем

( ) º
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1 FJJJJ .

 Введем новый поток qJ

å
=

-=
n

k
kkTq h

1

JJJ .        (5.63)

 Разность между двумя потоками представляет собой перенос те-
пла вследствие диффузии.

Тогда выражение для производства энтропии примет вид

( ){ }kTk

n

k
kqs g

T
T

T
FJJ -Ñ-Ñ×-=¢s å

=1
2

11 ,           (5.64)

т.е. теперь термодинамическая сила, сопряженная диффузионному
потоку kJ , не содержит градиента температуры, но градиенту темпе-
ратуры сопряжен поток, определяемый уравнением (5.63) и вклю-
чающий передачу тепла диффузией.
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 Производство энтропии при этом не изменилось, так как оно ин-
вариантно относительно линейных преобразований в системе пото-
ков и сил:

'
ss s=s .

 С учетом нового определения потока тепла поток энтропии при-
нимает вид

å
=

+=
n

k
kkqs s

T
1

1 JJJ ,        (5.65)

где ( ) Tghs kkk -=  - парциальная удельная энтропия компонента k .
Таким образом, поток энтропии теперь содержит поток тепла '

TJ  и пе-
ренос парциальных энтропий по отношению к массовой скорости v .
 Производство энтропии можно представить еще в одной форме:
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 (5.66)

 При такой записи сила, сопряженная потоку массы, содержит
только градиент химического потенциала, а поток, сопряженный
градиенту температуры, есть поток энтропии.
 Если внешняя сила является потенциальной, то можно записать

kk y-Ñ=F , 0=
¶
y¶
t
k .

 В случае электрического поля можем ввести электрохимический
потенциал

kkk gg~ y+= , F=y kk e ,
где F  - электростатический потенциал; ke  - заряд, приходящийся на
единицу массы компонента k . Тогда вместо (5.66) найдем
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ì
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k
kss g~T

T
1

1 JJ .    (5.67)

 Такая запись особенно удобна при изучении электростатических
процессов и при учете гравитационных сил.
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Чтобы еще раз продемонстрировать инвариантность производ-
ства энтропии относительно преобразований в системе потоков и
сил, рассмотрим простой пример с химическими реакциями.
 Пусть в закрытой системе протекают две последовательные ре-
акции

ML ®  (I)
NM ®  (II)

и пусть NML n,n,n  - числа молей веществ, участвующих в реакциях; а
Ij  и IIj  - скорости этих реакций. Тогда система кинетических урав-

нений может быть представлена следующим образом

I
L

dt
dn

j-= , III
M

dt
dn

j-j= , II
N

dt
dn

j= .

Химические сродства реакций, являющиеся их движущими си-
лами, по определению, есть

MLI ggA -= , NMII ggA -= .

Размерность химических потенциалов, естественно, зависит от
типа используемых концентраций. Если бы мы использовали преж-
ние размерности для химических потенциалов, то мы должны были
бы написать

MMLLI mgmgA -= , NNMMII mgmgA -= .

 Эту же систему реакций макроскопически можно представить в
иной форме

NL ®  (I’)
NM ®  (II’)

Новая система получается из старой системы реакций простым
линейным преобразованием. Тогда

¢j-= I
L

dt
dn , ¢j-= II

M
dt

dn , ¢j+¢j= III
N

dt
dn

и

NLI ggA -=¢ , NMII ggA -=¢ .
 Сравнивая новые и старые формулы, находим

II j=¢j , IIIII j-j=¢j ;

IIII AAA +=¢ , IIII AA =¢ .
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 Так как новые потоки и сопряженные им силы являются линей-
ными комбинациями старых потоков и сил, то производство энтро-
пии остается неизменным (инвариантным)

( ) ( )¢¢j+¢¢j=j+j=s IIIIIIIIIIIIs AA
T

AA
T

11 ,

что и требовалось показать.

5.4.2. Теплота переноса

 Рассмотрим n-компонентную неизотермическую систему.
Внешние силы отсутствуют. Тогда производство энтропии принима-
ет вид

,XX qT

n

i
iis JJ +=s å

=1

где ,
T
TXT

Ñ
-= ( )Tii gX Ñ-= .

 Имеет место соотношение 0
1

=å
=

n

i
iJ . Поэтому мы можем ис-

ключить один поток. Пусть это поток частиц растворителя 1J .  В
этом случае говорят о системе отсчета Хитторфа:

( ) qT

n

i
iis JXJJX +-=s å

=2
1 .

 Следовательно,

( )å
=

-+=
n

i
iqiqqqq LL

2
1XXXJ ;       (5.68)

( )å
=

-+=
n

i
ikiqkqk LL

2
1XXXJ .      (5.69)

В соответствии с общей теорией, выполняются соотношения взаим-
ности Онзагера

,LL kiik = ,LL qiiq = n,...,,k,i 32= ;

и условия положительной определенности матрицы из этих коэффи-
циентов:

ji,LLL,L,L ijjjiiiiik ¹>->> 000 2 .
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 Далее определим 1-n  величину *
kQ  из системы уравнений

å
=

=
n

k

*
kikiq QLL

2

, n,...,,k,i 32= .     (5.70)

 Очевидно, что эта линейная система 1-n  уравнений имеет един-
ственное решение.

Поменяем в уравнении (5.69) индекс k  на i , домножим его на
*
iQ , а затем просуммируем полученные уравнения:
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Так как å
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Во втором слагаемом заменим k на i
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и подставим получившееся выражение в (5.68):
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 Т.е. поток тепла состоит из двух частей: тепла, переносимого
частицами, и тепла, связанного с явлением теплопроводности.
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5.4.3. Стационарное состояние и однородное перемешивание

Если в системе не протекает никаких химических реакций, то
коэффициент перед градиентом температуры  в классическом законе
Фурье принято называть коэффициентом теплопроводности Tl .

Однако эта величина  определяется неоднозначно.
Если на систему не оказывают влияние внешние силовые поля и,

кроме температуры, все интенсивные величины (давление, концен-
трации) одинаковы и не зависят от координаты, то говорят об одно-
родном перемешивании и соответствующий коэффициент Tl  назы-
вают коэффициентом теплопроводности для однородного перемеши-
вания 0l=lT :

TT
T

Lqq
q Ñl-=Ñ-= 0J .     (5.72)

Именно такой коэффициент поддается измерению в соответст-
вующих экспериментальных условиях. Пусть это будет момент вре-
мени 0t .

С течением времени вследствие термодиффузии и других явле-
ний возникают градиенты концентраций и других величин. Тогда мы
получаем какое-то промежуточное значение Tl .

Спустя достаточно большое время (теоретически ¥®t ), уста-
навливается стационарное состояние, при котором диффузионный
поток вследствие взаимовлияния диффузии и термодиффузии и по-
добных явлений становится равным нулю. Измеряемый теперь ко-
эффициент теплопроводности равен ¥l .
 Так как в этом случае диффузионные потоки равны нулю, то из
(5.71) найдем
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где
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Это  - коэффициент теплопроводности для стационарного со-
стояния
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 Следовательно,
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 Так как имеет место определение (5.70), то
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0  -

положительно определенная квадратичная форма, поэтому
00 >l-l ¥ .        (5.74)

Т.е., коэффициент теплопроводности для однородного перемешива-
ния больше коэффициента теплопроводности для стационарного со-
стояния.

5.4.4. Термодиффузия и диффузионная теплопроводность

Для системы, в которой есть явления теплопроводности и диф-
фузии, но которая не совершает работы расширения, мы определяли
(раздел 5.4.1) новый поток тепла (5.63) и новый поток энтропии
(5.65). Производство энтропии при этом не изменяется: (5.59) и
(5.66).
 В замкнутой системе 0=qJ  при постоянном объеме изменение
энтальпии из-за изменения состава равно «обмену теплоты с внеш-
ней средой»:

å
=

=
n

k
kkT h

1

JJ .

В открытой системе при фиксированном объеме обмен теплотой
определяется разностью между изменением энергии вследствие теп-
лопроводности  и изменением энтальпии, обусловленным потоком
вещества (5.63).

Взаимодействие между потоками тепла и вещества описывают
два эффекта – эффект Соре и эффект Дюфура (Пригожин, Франк-
Каменецкий).

В эффекте Соре поток тепла порождает поток вещества.
В эффекте Дюфура при смешении веществ выделяется теплота.

 Ограничимся анализом двухкомпонентной системы, находящей-
ся при постоянном давлении constp e

h = .
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 В этом случае уравнение Гиббса имеет вид

2211 dCgdCgsdTdg ++-= ,
следовательно

( ) 2211 dCgdCgdg T += .

Так как
( ),CgCgddg 2211 +=

то у нас имеются два соотношения, позволяющие преобразовать
производство энтропии. Это – соотношение Гиббса-Дюгема

( ) ( ) 02211 =Ñ+Ñ p,Tp,T gCgC

и баланс потоков
012 =+ JJ .

Следовательно,
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 На основе (5.75) записываем феноменологические соотношения
для потоков:
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 Теперь определим феноменологические коэффициенты:
 Во-первых, на основе законов Фурье и Фика имеем коэффици-
ент диффузии и коэффициент теплопроводности:
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è
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r
=  и 2T

Lqq
T =l .   (5.78)

Имеет место соотношение взаимности:
qq LL 11 = .
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Перекрестный поток в (5.77) обычно представляют в виде
( ) TDCTTL Tq Ñr-=Ñ- 1

2
1 ,         (5.79)

где TD  - коэффициент термодиффузии. Т.е. поток вещества пропор-
ционален концентрации.
 Коэффициент Соре представляет собой отношение коэффициен-
та термодиффузии и коэффициента диффузии:

r
==

1
2

1

1

1 CTD

L
D
Ds qT

T .         (5.80)

В закрытой системе из-за потока теплоты устанавливается гра-
диент концентрации. Полагая, что поток вещества равен нулю,

01 =J , найдем стационарное распределение концентрации С1

0112
1

1 =Ñr-Ñ-= CDT
T

L qJ .         (5.81)

 Используя соотношение взаимности и (5.80), найдем

T
T sC

D
DC

T
C

1
1

11 -=-=
Ñ
Ñ .          (5.82)

Для электролитов, неэлектролитов и газов: 32 1010 -- -~sT . Для
полимеров этот коэффициент существенно выше.

Явление термодиффузии используется при разделении изотопов
В молекулярной теории газов и жидкостей коэффициент термо-

диффузии имеет ту же размерность, что и коэффициент концентра-
ционной диффузии, тогда

D
Dk T

T = –

безразмерная величина. В общем случае Tk  – сложная функция кон-
центраций.
 Поток теплоты, вызванный потоком вещества, определяется ко-
эффициентом Дюфура: dD . Так как теплота сопровождает поток ве-
щества и пропорциональна концентрации, коэффициент Дюфура оп-
ределяют так:
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 Из (5.80) и (5.83) находим
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 Это соотношение было подтверждено экспериментально.
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В результате имеем систему уравнений для потоков:

11 CDCT dTq Ñ-Ñl-=J ;

1111 CDTDC T Ñr-Ñr-=J .       (5.85)

 В приближении идеального газа имеем:
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5.4.5. Модели жидкости и газа с термодиффузией

Простейшая модель жидкости (газа) с термодиффузией включа-
ет уравнение неразрывности, уравнение движения, уравнение энер-
гии в форме уравнения теплопроводности и уравнение для компо-
нента

0=×Ñr+
r v

dt
d ,

Fv
+×Ñ=r s

dt
d ,

,
dt

dC 01
1 =×Ñ+r J

vJ ×Ña-P+×-Ñ=r g TK
dt
dTc TTVq .

Уравнения для потоков тепла и компонента имеют вид (5.85).
 Бародиффузию не учитываем.
 Частные варианты модели определяются выбором тензора на-
пряжений.

ijijhij Sp +d-=s .

Например, если тензор напряжений – шаровой, то имеются такие ва-
рианты: e

hh pp =  (идеальный газ, 0=PV )  и V
h

e
hh ppp +=  (газ с объ-

емной вязкостью, 0¹PV ).
 Идеальный газ удовлетворяет уравнению состояния идеального
газа.
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Неидеальный газ  - уравнению
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   (5.86)

 Модель несжимаемой идеальной жидкости получается при ус-
ловии 0=×Ñ v . В этом случае можно перейти к приближению типа
Обербека-Буссинеска (разделы 4.5.3 и 5.3.1), когда

( ) ( )( )[ ]1012100 1 CCTTT -a-a--a-r=r .       (5.87)

Для газа с объемной вязкостью в уравнении теплопроводности
v×Ñ-=P V

hV p ,
где

v×Ñh-= V
V
hp .

 Вязкая жидкость Навье-Стокса получается, если

ij
j

i
ij x

V
S d×Ñl+

¶
¶

m= v112 .

 В этом случае в уравнении теплопроводности
vSv ×Ñ×+×Ñ-=P VV

hV p .
 Эта жидкость опять же может быть сжимаемой и несжимаемой,
что приводит к различным частным моделям.

5.4.6. Общий вид уравнения энергии
в форме уравнения теплопроводности

Для вывода уравнения энергии в форме уравнения теплопровод-
ности для многокомпонентных сред, как и для простых, воспользу-
емся уравнением Гиббса (3.11) и уравнением баланса внутренней
энергии (2.87) (т.е., все совершенно аналогично простым средам), а
также учтем

( ) ( ) vSSvvσ ×Ñ×++×Ñ+-=×Ñ× eVe
h

V
h pp .
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Имеем:
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 Воспользовавшись уравнением неразрывности и уравнением ба-
ланса компонента в субстанциональной форме, получим:
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 При условии малости деформаций второе слагаемое в скобках
слева и слагаемые в скобках справа взаимно уничтожаются. Остается
уравнение вида
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Дальнейшая конкретизация уравнения зависит от того, что
«удобно» принять постоянным – давление или объем.
 Пусть 0=V

hp  и 0=VS . Тогда из (5.88) получим
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 Если основными параметрами являются температура, давление и
концентрации компонентов, то основным потенциалом будет энер-
гия Гиббса. В этом случае
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Это есть уравнение состояния для энтропии для многокомпо-
нентной среды, аналогичное (4.3).
 Записываем его вдоль траектории движения центра масс
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и подставляем в уравнение (5.88):
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 Величина в скобках под знаком суммы есть парциальная энталь-
пия (по определению)

Tsgh kkk += .
 Теперь воспользуемся уравнениями баланса для компонентов
(2.60). Подставляя их в (5.90), находим
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где все обозначения нам уже известны:
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 Аналогично, используя в качестве основного термодинамиче-
ского потенциала свободную энергию Гельмгольца, придем к урав-
нениям
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J ,                (5.92)

но теперь теплоты реакций должны соответствовать условиям посто-
янного объема.

5.4.7. Простейшие неизотермические модели
с химическими реакциями

Рассмотрим газ с единственной химической реакцией типа
BA®

или
«суммарный реагент» ®»суммарный продукт реакции».

 В модель входят уравнение неразрывности, уравнение для ком-
понента, уравнение теплопроводности и уравнение движения

0=×Ñr+
r v

dt
d ,

,
dt
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B s=×Ñ+r J
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dt

dpT
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r+-Ñ=r hp
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Здесь ( )BBBAAA mhmhQ n+n-=  и Fn=s BBB m .

Неизвестные )V,V,V(,T,C, B 321vr  + e
hp . Т.е. требуются дополни-

тельные уравнения.
В случае идеального газа e

hh pp =  и
( ) RTpCmCm e

hBBAA =g+ .     (5.93)
 Для неидеального газа также e

hh pp = , но имеем иное уравнение
состояния

( )( )BABTT
e

h dCddTKdp a-a+gg-a= -1 .     (5.94)
 Возможны упрощения, приводящие к практически полезным
моделям.
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1. Газ – несжимаемый. Тогда

0=×Ñ v  и 0=
r

dt
d .

Это означает, что 0=
g

dt
d . Если к тому же скорость газа мала и прак-

тически постоянна (вследствие теоремы Пригожина механическое
равновесие устанавливается значительно быстрее, чем тепловое), то
от выписанной системы уравнений остается
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C Jv ;    (5.95)

F+×-Ñ=÷
ø
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r g QT
t
TC qJv .        (5.96)

Предположим, что термодиффузией и диффузионной теплопро-
водностью можно пренебречь. Тогда

( ) ,CTD BBB Ñr-=J

TTq Ñl-=J .

 Кроме того, для газов в стандартных условиях имеет место по-
добие полей концентрации и температуры, что означает

k=
r

l
»

gC
D T

B .

 Для удобства введем новые стехиометрические коэффициенты

BBAA

AA'
A mm

m
n+n

n
=n  и

BBAA

BB'
B mm

m
n+n

n
=n

и переопределим скорость реакции и тепловые эффекты:
( ) ,mm BBAA

' jn+n=F ( )B
'

BA
'

A hhQ n+n-=¢ .
Теперь домножим уравнение для компонента на Q¢ , а уравнение

теплопроводности – на '
Bn  и вычтем одно из другого:

( ) ( ) ,QQTCDQ

T
t
TCC

t
CQ

'
BBT

'
BB

'
BB

B

F¢n¢+s¢-Ñl×Ñn+Ñr×Ñ¢-=

=÷
ø
ö

ç
è
æ Ñ+
¶
¶

rn+÷
ø
ö

ç
è
æ Ñ+
¶
¶

r¢- g vv

Величина ( ) B
'
BB

'
AA

'
B ChhTCH n+n+n= g  представляет собой сум-

марную энтальпию потока реакционной смеси. Преобразования и
упрощения позволяют перейти к анализу единственного уравнения
для энтальпии.

( )HH
t

H
Ñk×Ñ=÷

ø
ö

ç
è
æ Ñ+
¶
¶

r v .         (5.97)
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2. Другой предельный вариант получаем, когда имеют место высокие
скорости течения. В этом случае, аналогично изотермической моде-
ли (раздел 5.3.3) пренебрегаем диффузией и теплопроводностью по
сравнению с конвективным переносом. Тогда от уравнений тепло-
проводности и уравнения баланса для компонента (для продукта ре-
акции) остаются

Fn=÷
ø
ö

ç
è
æ Ñ+
¶
¶

r BBB
B mC
t

C v ;

F=÷
ø
ö

ç
è
æ Ñ+
¶
¶

r QT
t
TC p v .

Домножим уравнение неразрывности

0=r×Ñ+
¶
r¶ v
t

на pTc  и сложим с уравнением теплопроводности. Получаем:

F=÷
ø
ö

ç
è
æ r×Ñ+
¶
r¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ Ñ+
¶
¶

r Q
t

TCT
t
TC pp vv .

или
( ) ( ) F=÷

ø
ö

ç
è
æ r×Ñ+

¶
r¶ QT
t

TC p v .

Уравнения для компонента и уравнения движения в разделе 5.3.3 мы
уже выводили:

( ) ( ) Fn=r×Ñ+
¶
r¶

BBB
B mC
t

C v ;
( ) ( ) 321v

v
,,i,p

t hi
i =-Ñ=r×Ñ+

¶
r¶

v .
 Осталось определить давление и добавить уравнение состояния.

Модель вязкой (ньютоновской) жидкости с единственной хими-
ческой реакцией в неизотермических условиях в общем случае
включает уравнения

0=×Ñr+
r v

dt
d ;

Fn=×Ñ+r BBB
B m

dt
dC J ;

F+×Ña-×Ñ×+×Ñ-×-Ñ=r g QTKp
dt
dTc pT

VV
hT vvSvJ ; (5.98)

vvFv
D

r
m

+×ÑÑ
r
m+l

+Ñ
r

-= 1111
hp

dt
d ;

V
h

e
hh ppp += .
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Уравнение состояния для упругой части давления – это (5.93) или
(5.94).
 Девиатор тензора напряжений связан со скоростями законом
Навье-Стокса:

ij
j

i
ij x

V
S d×Ñl+

¶
¶

m= v112 .

Вязкое давление и скорость химической реакции связаны с хи-
мическим сродством и дивергенцией скорости соотношениями:

Ap VV
V
h g+×Ñh-= v ;

AkchV +×Ñg-=F v ,

где
( )BBBAAA gmgmA n+n-= .

 В качестве дополнительных уравнений состояния требуются
уравнения для химических потенциалов

( ),...T,Cgg Bkk = .
В рамках термодинамики необратимых процессов это уравнения

вида (5.33). Для неизотермических условий имеем:

å
=

b+ga+-=
n

l
l

k
l

e
hkkk dCpddTsdg

1

,

где

ll C,pkC,p

k
k CT

g
T
gs ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¶¶
¶

-=÷
ø
ö

ç
è
æ
¶
¶

-=
2

 -

парциальные энтропии компонентов.
 В случае вязкой жидкости возможны все те же описанные выше
приближения.

5.5. Термоупругая диффузия

 В последние годы в литературе появился термин термоупругая
диффузия» (thermal elastic diffusion). Многочисленные публикации,
посвященные построению и анализу частных вариантов моделей
термоупругой диффузии требуют посвятить ей специальный раздел.
 Под термоупругой диффузией понимают диффузию в упругом
теле в неизотермических условиях совместно с сопутствующими
эффектами.
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 Построение частных моделей термоупругой диффузии можно
начинать с уравнения Гиббса (3.11), которое для бинарной системы
принимает вид

2211
1 dCgdCgdTdsdu ij

e
ij ++ers+= - .

 С учетом равенства
121 =+СС

система неравновесных уравнений состояния включает уравнения

( ) 212
1 dCssddT

T
Cds ij

T
ij -+ebr+= -e ,

( ) 2
12 dCdCdTd ijijij

T
ij

e
ij b-b-e+b-=s abab ,

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2
1

2
2

112
1212 dCddTssggd ijijij b-b+erb-b---=- - ,

где последнее соотношение фактически есть разность между уравне-
ниями состояния, записанными отдельно для каждого из компонен-
тов.
 Введем обозначения

b=b-bb=b-b=-=- 2
1

2
2

2112
21122112 ;;sss;ggg ijijij .

Тогда получим

221
1 dCsddT

T
Cds ij

T
ij +ebr+= -e ,

2
21dCdCdTd ijij

T
ij

e
ij b-e+b-=s abab ,   (5.99)

2
121

2121 dCddTsdg ijij b+erb--= - .
Здесь

T
klijkl

T
ij C a=b  - тензор термоупругих коэффициентов;

2121
klijklij C a=b  - тензор коэффициентов концентрационной упругости.

В общем случае к системе уравнений состояния добавляем уравне-
ние неразрывности (2.53), уравнения движения (2.61), уравнение ба-
ланса для компонента (для диффузанта)

2
2 J×-Ñ=

¶
¶

r
t

C

и уравнение энергии в форме (5.88). Вязких напряжений в моделях
термоупругой диффузии нет. Поэтому уравнение энергии имеет вид

dt
dCg

dt
dsT T

2
21r-×-Ñ=r J .

Осталось добавить соотношения для потоков тепла и компонента.
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 В изотропных средах

klT
T
kl da=a  и klkl da=a 21

21 .

Поэтому система уравнений состояния принимает вид

221
13 dCsdKdT

T
Cds kkT +ear+= -e ,

( )[ ]22132 dCdTKddd Tkkijij
e
ij a+a-eld+em=s ,       (5.100)

2
1

212121 3 dCdKdTsdg kk b+era--= - .

Здесь Ta  и 21a  - линейный коэффициент теплового расширения и
разность между линейными коэффициентами концентрационного
расширения компонентов 2 и 1.

С учетом первого из уравнений (5.99) приходим к уравнению
теплопроводности

( )
( )

( )
.

dt
d

T

dt
d

T
dt

dChh
dt
dTC

j,i

ijT
ijq

j,i

ijT
ijT

å

å
e

b-×-Ñ=

=
e

b--r-×-Ñ=r

J

Jε
2

12

Для изотропной среды уравнение теплопроводности имеет вид

dt
dTK

dt
dTC kk

Tq
e

a-×-Ñ=r 3Jε .

 Наиболее развиты (изучены) в литературе два типа моделей для
изотропных сред с малыми деформациями: 1. уравнения для потоков
удовлетворяют обобщенным законам Фурье и Фика и 2. уравнения
для потоков учитывающие конечность времен релаксации тепла и
массы:
 В первом случае, учитывая (5.64) и баланс потоков, запишем

( )
T

gg
T

T
qs

12
2

1 -Ñ
-Ñ×=s JJ ,

где
( ) 212 JJJ hhTq --= .

Следовательно,
212XXJ qqqqq LL += ,        (5.101)

212222 XXJ LL qq += ,        (5.102)
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где ,
T

T
q 2

Ñ
-=X

( )
T

gg T12
21

-Ñ
-=X .

Коэффициенты переноса, определяющие феноменологические
коэффициенты, вычисляются из дополнительных соображений, по-
добно тому, как это сделано в разделе 5.4.4.

Во втором случае имеем

dt
d

tLL q
qqqqqq

J
XXJ ++= 212 ,

dt
dtLL Dqq

2
212222

JXXJ ++= ,

где qt  и Dt  - временя релаксации потоков тепла и массы.
При условии малости деформаций плотность считается посто-

янной, в уравнениях состояния от приращений переходят к абсолют-
ным величинам, уравнение движения принимает вид, обычный для
теории упругости

e
2

2
s×Ñ=

¶

¶
r

t
u .

В зарубежной литературе активно исследуются модели обоб-
щенных термоупругих сред (Sherief, Saleh, Singh, Gavenecki, Szyma-
niec и др). Отличаются они от только что описанных моделей фор-
мой записи основных уравнений.

Так, уравнение энергии явно включает энтропию и линеаризо-
вано относительно начальной температуры

t
STq ¶
¶

r=×Ñ- 0J ;
По форме оно не отличается от уравнения для потока массы

t
C
¶
¶

=×Ñ- J .
Потоки тепла и массы рассматриваются как независимые величины:

t
k q

qij ¶

¶
t+=qÑ- q

J
J  и

t
gD mij ¶

¶
t+=Ñ-

JJ .
Система определяющих соотношений вида (5.99) также оказывается
линеаризованной

q+b+e=s ijijklijklij aCC ,

q-b+eb= aCg ijij ,

q++e-=r e

0T
CaCaS ijij ,

где 0TT -=q ; 202 CCC -= .
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 Несложно заметить с учетом предыдущего, что эта «обобщен-
ная» модель относится только к идеальной системе. В более общем
случае система определяющих соотношений будет иметь вид, анало-
гичный (5.99) или (5.100) с коэффициентами, зависящими от состава
(и в общем случае, от температуры), уравнения для потоков тепла и
массы будут содержать дополнительные слагаемые, связанные со
взаимодействием разных физических процессов.

5.6. Коэффициенты переноса для бинарного сплава

Пусть 0== kq tt  и имеется всего два компонента. Тогда, учиты-
вая возможное наличие внешней силы,  из (5.101), (5.102) найдем

( ) ( )( ) 221212
22

2
T

TLgg
T

L
qTT
Ñ

+Ñ-Ñ+-= FFJ ,

( ) ( )( ) 21212
2

T
TLgg

T
L

qqTT
q

q
Ñ

+Ñ-Ñ+-= FFJ .

Градиенты химических потенциалов (разность градиентов)
следуют из уравнений состояния:

( ) 2
1

21
1

1
11

1 CCg e
ijijT Ñb+Ñb+sÑar-=Ñ - ,

( ) 2
2

21
2

1
21

2 CCg e
ijijT Ñb+Ñb+sÑar-=Ñ - ,

где (см.(5.24), (5.22))

kk

kj

,Tj

kk
j Cm

RTg
C
g

il

=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¶
¶

=b
s

,

j
k

k
j b=b  (как смешанные производные от непрерывной функции), kjg

- термодинамические множители (зависящие от типа раствора, со-
единения и т.д.):

k

j

k

j
jkjk Cln

ln
C
C

g
¶

g¶
+d= ,

jg  - коэффициенты активности, km  - молярные массы компонентов.
 Следовательно, с учетом того, что 21 CC -Ñ=Ñ  термодинамиче-
ская сила, вызывающая диффузию, будет иметь вид:

( )
T

Ce
ij

ijij
D

1
2

1
1

1
2

2
1

2
2

12

12
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
Ñb+b-b-b-sÑ

r

a-a
+-= FFX .

Термодинамическая сила, сопряженная потоку тепла, не изменяется.
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 Для изотропной среды тензор коэффициентов концентрационно-
го расширения имеет простой вид

ijk
k
ij da=a .

 Так как коэффициенты k
jb  - симметричны, найдем

=
11

12
Cm

g

22

21
Cm

g  или

1

2

1

2

2

1

2

1
Cln

ln
C
C

Cln
ln

C
C

¶
g¶

=
¶

g¶ .

Следовательно,

T
Cg

Cm
Cmgg

Cm
RTe

ijD
12 211

11

22
2122

22

12
12 ú

û

ù
ê
ë

é
Ñ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+--sÑ

r
a-a

+-= FFX .

В частном случае идеального раствора (это приближение хо-
рошо работает при малых значениях концентрации примеси, но час-
то с успехом используется и для неидеальных систем):

01 21122211 ==== gg;gg .

В соответствии с теорией [3], феноменологический коэффициент
22L  определяется через коэффициент самодиффузии (на основе

сравнения с законом Фика):

R
CmDL 22

0
22

22
r

= .

Аналогично вводим коэффициент теплопроводности (на основе
сравнения с законом Фурье)

T
qq

T

L
l=2 .

Тогда в приближении идеального раствора получаем следую-
щие соотношения для потоков

222
11

22

22

12
12

22
0
22

2 1
T

TLC
Cm
Cm

Cm
RT

RT
CmD

q
e
kk

Ñ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ñ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-sÑ

r
a-a

+-
r

= FFJ ,

TC
Cm
Cm

Cm
RT

T
L

T
e
kk

q
q Ñl-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
Ñ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-sÑ

r
a-a

+-= 2
11

22

22

12
12

2 1FFJ .

Коэффициент переноса под действием напряжений, определяе-
мый равенством

( )12
2

0
22

2 a-a=
RT

mDB  –

производный от других параметров.
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 Коэффициент диффузии в приближении идеального раствора
есть:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

11

220
222 1

Cm
CmDD .

Коэффициент qL2  обычно представляют так

r= T
q DC

T

L
22

2 ,

где TD  - коэффициент термодиффузии. Иногда более удобным ока-
зывается введение коэффициента Соре (размерность коэффициента
Соре есть К-1)

2D
DS T

T = .

 Следовательно,
r= Tq DCTL 2

2
2 r= TSDCT 22

2 .
 В результате имеем

( )12
22

0
22

2222222 FFJ -
r

+Ñr-sÑ+Ñr-=
RT

CmDTSDCCBCD T
e
kk ,

( ) ( )[ ]121222222 FFJ -r+sÑa-a+Ñ-Ñl-= e
kkT

*
Tq TSDCCQDT ,

где

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

r
=

11

22

2

2

2 1
Cm
CmS

m
RTQ T

*  –

теплота переноса (Дж/кг).
 Если раствор – неидеальный, то внешне уравнения для потоков
не изменяются, но появляется функция концентраций в коэффициен-
тах

( )2
0
222 CfDD = ; ( )2

2

2

2 CfS
m
RTQ T

* r
= ,

( ) ( ) 11
21

22
21222 1

2 g
Cm

CmggCf
-

+-= .

Вид коэффициента 2B  не изменяется. Пользуясь разнообразными
теориями, разработанными для сплавов, можем определить функцию
( )2Cf  с учетом достаточно тонких физических эффектов.

 Интересно отметить, что в уравнении для потока тепла имеется
слагаемое, которое формально можно трактовать как перенос тепла
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под действием градиента напряжений. Коэффициент переноса при
градиенте напряжений является производной величиной – вычисля-
ется через коэффициент Соре, коэффициент самодиффузии и коэф-
фициент концентрационного расширения. Из шести коэффициентов
переноса совершенно независимыми являются только 3: коэффици-
ент самодиффузии, коэффициент теплопроводности, коэффициент
термодиффузии (или коэффициент Соре). Действие внешней силы
связано с теми же коэффициентами.

5.7. Вопросы и задания

1. Что такое «время релаксации реакции»?
2. Какие Вы знаете механизмы диффузии в разных средах?
3. Что такое бародиффузия и ее аналог для твердых сред?
4. Какие уравнения требуются для описания процессов переноса в
бинарной твердой смеси в неизотермических условиях?
5. В чем различие между коэффициентом теплопроводности для ста-
ционарного состояния и однородного перемешивания?
6. Что понимают под термоупругой диффузией?
7. Получите уравнение для потока компонента в смеси двух идеаль-
ных газов с учетом явлений термодиффузии и бародиффузии.
8. Получите гиперболические уравнения теплопроводности и диффу-
зии, пользуясь обощеными уравнениями законов Фурье и Фика с
временами релаксации. Чем они различиются?
9. Покажите справедливость уравнения (5.84).
10. Покажите праведливость неравенства (5.74).
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Послесловие

 На этом заканчивается часть термодинамики необратимых про-
цессов, имеющая отношение к идеальным простым и многокомпо-
нентным средам. За пределами пособия остались такие разделы, как
техническая термодинамика, химическая термодинамика, термоди-
намика в социологии, термодинамика в биологии, термодинамика
разреженных газов, термодинамика плазмы, термодинамика в кос-
мологии; термодинамика в экономике, квантовая термодинамика;
релятивистская термодинамика; термодинамика малых систем, нано-
термодинамика; термодинамика сред с дополнительными парамет-
рами; расширенная термодинамика и др. Материал пособия ограни-
чен процессами и моделями, для которых справедливы линейные со-
отношения между обобщенными термодинамическими потоками и
обобщенными термодинамическими силами. Но область применения
этого раздела ТНП – огромна. Средства термодинамики необрати-
мых процессов с успехом используются при изучении явлений в ме-
ханохимии; процессов в гетерогенных средах, процессов, происхо-
дящих при воздействии  внешних полей. Многочисленные перекре-
стные явления, включающие такие понятия как «стефановский по-
ток», «хемореактивное движение», «звуковой ветер», «диффузия по
механизму внедрения» и «диффузия и по вакансионному механизму»
и др. также с успехом описываются и объясняются в рамках термо-
динамики необратимых процессов. Примеры применения ТНП к
этим явлениям можно найти в списке рекомендованной литературы.
Приложения других направлений современной термодинамики к по-
строению моделей сред и процессов требуют специального рассмот-
рения.
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