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Модуль 1. Линейные системы автоматического управления 

 

1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ 

1.1. Основные понятия и определения 

Система терминов является азбукой любой науки. Поэтому изу-

чение науки об управлении целесообразно начать с рассмотрения ос-

новных понятий [9]. 

Теория управления - наука, изучающая законы управления, 

принципы управления, принципы построения систем управления, а 

также методы анализа и синтеза систем управления. 

Автоматика – это отрасль науки и техники, охватывающая тео-

рию и практику автоматического управления. 

Автоматизация – это процесс совершенствования производ-

ства, характеризующийся, прежде всего, уменьшением потока ин-

формации, поступающей от человека к объекту управления. Под про-

изводством следует понимать создание не только материальных цен-

ностей, но и духовных - образование и наука, денежных средств - 

банковская деятельность и торговля, здоровья - медицина и т.д., то 

есть производство включает в себя любую деятельность человека, 

связанную с производством продуктов и услуг. 

Кибернетика - наука об общих законах получения, хранения, 

переработки и передачи информации. Основной объект исследования 

- кибернетические системы, рассматриваемые абстрактно, вне зави-

симости от их материальной природы, например, автоматические ре-

гуляторы в технике, ЭВМ, человеческий мозг, биологические популя-

ции, человеческое общество и т.д. Основоположником кибернетики 

считается Норберт Винер, опубликовавший в 50-е годы ХХ века идеи 

о проблеме управления как о ведущей стороне материального произ-

водства, об общности принципов и законов управления и возможно-

сти создания искусственного интеллекта. 

Система – это целенаправленное множество взаимосвязанных 

элементов любой природы. 
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Внешняя среда – это множество существующих вне системы 

элементов любой природы, оказывающих влияние на систему или 

находящихся под ее влиянием. 

Функционирование системы - проявление функций системы 

во времени, означает переход системы из одного состояния в другое, 

т.е. движение в пространстве состояний. 

Состояние системы - минимальный набор переменных вели-

чин, способных однозначно определить положение системы в данный 

момент времени. 

Управление – это такая организация того или иного процесса, ко-

торая обеспечивает достижение поставленных целей. 

Необходимыми условиями управления являются наличие объек-

та управления и цели управления. Задача управления заключается в 

формировании требуемого для достижения цели закона управления. 

Кроме того, управление можно рассматривать как целенаправ-

ленное воздействие на объект управления, в результате которого по-

следний переходит в требуемое состояние. 

Объект управления – это часть окружающего нас мира, на ко-

торую можно воздействовать с определенной целью. 

В технике под объектом управления подразумевается техниче-

ское устройство или технологический процесс, некоторые физические 

величины которого подлежат стабилизации или целенаправленным 

изменениям. 

Состояние объекта управления – это набор параметров, харак-

теризующих его в каждый момент времени. 

В зависимости от участия человека в процессе управления по-

следнее подразделяется на ручное, автоматическое и автоматизиро-

ванное. 

При ручном управлении закон управления формируется непо-

средственно человеком. Системы, реализующие ручное управление, 

называются системами ручного управления. 

При автоматическом управлении закон управления формируется 

без участия человека. Системы, реализующие автоматическое управ-

ление, называются системами автоматического управления (САУ). 



 

5 
 

Автоматизированное управление представляет собой сочетание 

ручного и автоматического управления. При автоматизированном 

управлении кроме технических средств в формировании закона 

управления участвуют люди. При этом роль человека заключается в 

принятии решения, выборе варианта управления. Системы, реализу-

ющие автоматизированное управление, называются автоматизиро-

ванными системами управления (АСУ). 

Все автоматические устройства делятся на два больших класса:  

1. Автоматы – это технические устройства, которые без участия 

человека в течение длительного времени выполняют одноразовые или 

многоразовые циклические операции на основе заданной жесткой 

программы. 

2. Автоматические системы – это технические устройства, ко-

торые без участия человека в течение длительного времени поддер-

живают неизменными или изменяют требуемым образом какие-либо 

физические величины в том или ином техническом устройстве или 

технологическом процессе на основе обработки информации о состо-

янии управляемого объекта. 

 

1.2. Принципы управления, принципы построения  

        систем управления 

 

Существует чрезвычайно большое разнообразие систем, выпол-

няющих те или иные функции по управлению самыми различными 

процессами во всех областях деятельности человека. Однако принци-

пы построения систем управления, принципы управления как и зако-

ны носят всеобщий характер. На сегодня различают четыре принципа 

управления: 

1. Принцип разомкнутого цикла 

2. Принцип замкнутого цикла или принцип обратной связи. 

3. Комбинированный принцип. 

4. Принцип адаптации. 
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Принцип разомкнутого цикла заключается в том, что требуе-

мый закон управления формируется только на основе цели управле-

ния в соответствии с задающим воздействием. Управление, реализу-

ющее данный принцип, называется управлением по задающему воз-

действию. Система, построенная по этому принципу, является разо-

мкнутой или незамкнутой. 

Функциональная схема разомкнутой системы изображена на 

рис.1.1. 

ЗУ ОУR
u(t)g(t) y(t)

f(t)

 
Рис. 1.1. Функциональная схема разомкнутой системы 

 

Элементы системы: 

ОУ – объект управления; 

ЗУ – задающее устройство; 

R – регулятор. 

Координаты (переменные) системы: 

g(t) – задающее воздействие; 

y(t) – управляемая (регулируемая) величина; 

f(t) – возмущающее воздействие; 

u(t) – управляющее воздействие. 

 

Объект управления - это техническое устройство или техноло-

гический процесс, некоторые физические величины которого под-

держиваются неизменными или подлежат целенаправленным измене-

ниям. Задающее устройство предназначено для формирования цели 

управления путем выработки задающего воздействия.  Регулятор 

служит для формирования закона управления, в соответствии с кото-

рым выдает управляющее воздействие, прикладываемое к объекту 

управления для перевода последнего в требуемое состояние. 

Входными величинами системы являются соответственно зада-

ющее и возмущающее воздействия. Задающее воздействие - это воз-
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действие, определяемое целью управления, в соответствии с которым 

должна  изменяться  управляемая величина. Возмущающее воздей-

ствие представляет собой воздействие внешней среды на объект 

управления и, как правило, оказывает на него негативное влияние. 

Оно бывает объективно существующим и случайным. Выходной ко-

ординатой системы является управляемая или регулируемая вели-

чина. Эта величина характеризует состояние объекта управления и 

подлежит стабилизации или изменению заданным образом в соответ-

ствии с целью управления. Для того чтобы управляемая величина 

принимала требуемые значения, необходимо к объекту управления 

приложить воздействие u(t) – управляющее воздействие. Управляю-

щее воздействие формируется регулятором и прикладывается к объ-

екту управления для того, чтобы последний перешел в нужное состо-

яние. Следовательно, задача управления и состоит в формировании 

управляющего воздействия. 

В разомкнутой системе, как следует из принципа разомкнутого 

цикла и функциональной схемы (рис.1.1), регулятор формирует 

управляющее воздействие только на основе задающего воздействия, 

т.е.  

u(t) = F[g(t)].                                             (1.1) 

 

Выражение (1.1) представляет собой закон управления разо-

мкнутой системы.  

Закон управления - это алгоритм или функциональная зависи-

мость, в соответствии с которой регулятор формирует управляющее 

воздействие. 

Характерным для разомкнутой системы является то, что процесс 

работы системы не зависит непосредственно от результата ее воздей-

ствия на управляемый объект. Отсюда главный недостаток разомкну-

той системы - низкая точность работы. 

По разомкнутому принципу работают многие известные всем 

автоматы, например, часы, банкомат, автомат, выбрасывающий ка-

кие-либо определенные предметы (билеты, шоколад) при опускании в 

него определенной комбинации монет и т.д. Примером такой системы 
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может служить системы управления стрельбой из ружья или артилле-

рийского орудия. 

Принцип замкнутого цикла (принцип обратной связи) за-

ключается в том, что закон управления формируется на основе откло-

нения управляемой величины от задающего воздействия. Такое 

управление называется управлением по отклонению, при котором 

управляемая величина оказывает влияние на управляющее воздей-

ствие. Система, реализующая этот принцип, называется замкнутой 

или системой управления с обратной связью. 

Функциональная схема замкнутой системы изображена на рис. 

1.2. 

ЗУ ОУR
u(t)g(t) y(t)

f(t)

СУ
x(t)

ИПУ
 

 

Рис. 1.2. Функциональная схема замкнутой системы 

 

Элементы системы: 

ОУ – объект управления; 

ЗУ – задающее устройство; 

ИПУ - измерительно-преобразовательное устройство; 

СУ - сравнивающее устройство; 

R – регулятор. 

Координаты (переменные) системы: 

g(t) – задающее воздействие; 

y(t) – управляемая (регулируемая) величина; 

f(t) – возмущающее воздействие; 

x(t) - рассогласование (ошибка); 

u(t) – управляющее воздействие. 
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Для получения замкнутой системы требуется разомкнутую си-

стему “замкнуть” путем введения в нее дополнительных устройств: 

измерительно-преобразовательного и сравнивающего. Измеритель-

но-преоб-разовательное устройство служит для измерения (наблю-

дения) управляемой величины и преобразования к виду, удобному 

для обработки и передачи. ИПУ реализует обратную связь, то есть 

связь причины и следствия, которая позволяет формировать управля-

ющее воздействие с учетом результата управления. Сравнивающее 

устройство предназначено для сравнения управляемой величины с 

задающим воздействием и выдачи результата сравнения в виде сигна-

ла рассогласования 

x(t) = g(t) - y(t).                                     (1.2) 

 

Рассогласование представляет собой отклонение управляемой 

величины от задающего воздействия, т.е. является ошибкой системы, 

и служит источником формирования регулятором управляющего воз-

действия. Следовательно, закон управления в замкнутой системе яв-

ляется функцией рассогласования 

 

u(t) = F[x(t)].                                         (1.3) 

 

Управляющее воздействие прикладывается к  объекту управле-

ния до тех пор пока x(t)0. 

Таким образом, замкнутая система работает так, чтобы все вре-

мя сводить к нулю рассогласование x(t). 

Принцип замкнутого цикла (обратной связи) – основной прин-

цип управления. Он лежит в основе подавляющего большинства си-

стем управления, так как решающую роль при управлении играет ин-

формация о результатах управления. 

Основным достоинством замкнутых систем является их высокая 

точность, однако быстродействие их ниже, чем у разомкнутых си-

стем. 
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Примерами замкнутых систем могут служить: система стабилиза-

ции температуры в холодильнике, автопилот, система самонаведения 

снаряда на цель, система обучения в высшей школе и т.д. 

Комбинированный принцип заключается в сочетании принци-

пов разомкнутого и замкнутого циклов в одной системе. Такое управ-

ление, сочетающее в себе управление по задающему воздействию и 

отклонению, называется комбинированным управлением. Оно обес-

печивает высокую точность и высокое быстродействие. Система, реа-

лизующая комбинированный принцип, называется комбинированной. 

Функциональная схема комбинированной системы представлена 

на рис. 1.3. 

 

ЗУ ОУR
u(t)g(t) y(t)

f(t)

СУ
x(t)

ИПУ

КЦЗ КЦВ

 
 

Рис. 1.3. Функциональная схема комбинированной системы 

 

Для реализации комбинированной системы в замкнутую систе-

му требуется включить дополнительные функциональные элементы: 

КЦЗ и КЦВ. 

КЦЗ – компенсирующая цепь по задающему воздействию, позво-

ляет скомпенсировать ошибку работы системы от задающего воздей-

ствия. 

КЦВ – компенсирующая цепь по возмущающему воздействию, 

позволяет скомпенсировать негативное влияние возмущающего воз-

действия на  работу системы. 

Компенсирующие цепи представляют собой дифференцирую-

щие устройства и служат для прогнозирования входных воздействий 

системы, что позволяет системе работать с предвидением. Благодаря 
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этому, комбинированные системы обладают повышенной точностью 

и быстродействием. 

Из функциональной схемы следует, что закон управления ком-

бинированной системы имеет вид: 

 

u(t) = F[x(t),g(t),f(t)].                                    (1.4) 

 

В общем случае управляющее воздействие в комбинированной 

системе является функцией рассогласования, задающего и возмуща-

ющего воздействий. Кроме того, можно сделать комбинированную 

систему только по задающему воздействию, если 

 

u(t) = F[x(t),g(t)],                                       (1.5) 

и только по возмущающему воздействию, если 

 

u(t) = F[x(t),f(t)].                                       (1.6) 

 

Комбинированное управление позволяет реализовывать инвари-

антные к внешним воздействиям системы управления. 

Принцип  адаптации заключается в том, что системы, реали-

зующие этот принцип, в процессе работы приспосабливаются, адап-

тируются к изменяющимся внешним условиям. Такое управление 

называется адаптивным, а системы, работающие в соответствии с 

данным принципом, называется адаптивными и являются самыми со-

вершенными. Адаптивные системы имеют в своем составе, как пра-

вило, дополнительные блоки и контуры для анализа показателей ка-

чества процесса управления или внешних условий, по которым необ-

ходима адаптация. 

Адаптивные системы разделяются на экстремальные, самона-

страивающиеся и самоорганизующиеся. 

Экстремальные системы или системы с самонастройкой 

программы. Это системы, которые сами ищут наивыгоднейшую про-

грамму, т.е. то значение управляемой величины, которое нужно в 

данный момент выдерживать, чтобы режим работы объекта управле-
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ния был наилучшим по какому-либо параметру. При этом имеется в 

виду не выбор закона управления, а автоматическая установка зада-

ющего воздействия, такого, при котором обеспечивается наивыгод-

нейшее значение управляемой величины при изменяющихся внешних 

условиях работы системы. Таким образом, на экстремальную систему 

накладывается дополнительная задача автоматического поиска 

наивыгоднейшего значения требуемой управляемой величины, т.е. 

самой программы управления.  

На рис. 1.4 приведена функциональная схема экстремальной си-

стемы. 

Для получения экстремальной системы в замкнутую систему 

дополнительно включают УАПЭ - устройство автоматического поис-

ка экстремума, которое анализирует параметр объекта управления , 

определяющий его режим работы, и воздействует на задающее 

устройство с целью изменения задающего воздействия g(t) для обес-

печения наивыгоднейшего режима работы объекта управления. Ана-

лиз параметра  и изменение задающего воздействия g(t) осуществля-

ется до тех пор, пока  (параметр объекта управления, который опти-

мизируется) не примет экстремальное значение. 

 

ЗУ ОУR
u(t)g(t) y(t)

f(t)

СУ
x(t)

ИПУ

УАПЭ
р

 
 

Рис. 1.4. Функциональная схема экстремальной системы 

 

Примерами экстремальных систем могут служить: система ав-

томатического поддержания максимальной скорости проходки сква-

жины турбобуром при меняющихся свойствах грунта; автоматические 

системы управления различными производственными процессами, 
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поддерживающие наивыгоднейший режим работы станков; система 

поддержания наивыгоднейшей скорости движения автомобиля, соот-

ветствующей минимуму расхода горючего на единицу длины пути и 

т.д.  

Самонастраивающиеся системы с самонастройкой парамет-

ров. Это такие системы, в которых автоматически, не заданным зара-

нее образом, в процессе работы в соответствии с изменением внеш-

них условий изменяются какие-нибудь параметры регулятора таким 

образом, чтобы заданное качество работы системы сохранялось или 

обеспечивалось максимальное качество, возможное в данных реаль-

ных условиях. Эти системы работают по принципу самообучения. В 

процессе работы они изучают объект управления и обучаются управ-

лять им наилучшим образом. 

Простейшими самонастраивающимися системами являются си-

стемы с самонастройкой параметров регулятора по задающему и воз-

мущающему воздействиям (рис.1.5). Эти системы содержат в своем 

составе анализатор А для анализа задающего и возмущающего воз-

действий и контур настройки регулятора КН для настройки парамет-

ров регулятора в соответствии с заданным критерием. 

Примерами самонастраивающихся систем могут служить радио-

технические системы с контурами автоматических регулировок уси-

ления (АРУ) и подстроек частоты (АПЧ). 

 

 

 

ЗУ ОУR
u(t)g(t) y(t)

f(t)

СУ
x(t)

ИПУ

А КН

 
 

Рис. 1.5. Функциональная схема самонастраивающейся системы 
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Самоорганизующиеся системы или системы с самонастрой-

кой структуры. Это системы, которые наилучших режимов работы 

достигают не изменением параметров регулятора, а путем изменения 

самой структуры регулятора не заданным заранее образом. В самоор-

ганизующуюся систему закладывается лишь тот или иной определен-

ный критерий качества работы системы или комбинация критериев 

для различных внешних условий работы системы. Система сама пу-

тем автоматического поиска выбирает такую структуру (из возмож-

ных, имеющихся в ее распоряжении), при которой удовлетворяется 

заданный критерий качества работы всей системы. 

Примером систем с самонастройкой структуры являются 

двухотсчетные системы, получившие широкое распространение. Эти 

системы имеют в своем составе два измерительных канала: грубого и 

точного отсчетов. Нужный измерительный канал выбирается систе-

мой в зависимости от величины рассогласования. 

Кроме чисто технических автоматических систем аналогичные 

принципы действия заложены и в биологических системах, экономи-

ческих системах и т.п., что изучается соответствующими направлени-

ями кибернетики и общей теории систем управления. 

 

 

 

 

1.3. Классификация систем управления 

 

Все системы управления и регулирования делятся по различным 

признакам на следующие основные классы. 

1. По принципу действия: 

а)  разомкнутые системы; 

б)  замкнутые системы; 

в)  комбинированные системы; 

г)  адаптивные системы 

2. По виду задающего воздействия g(t): 
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а) системы стабилизации, если g(t)=const; 

б) системы программного управления, если g(t) – наперед 

заданная функция времени; 

в) следящие системы, если g(t) – случайная величина. 

3. По математическому описанию: 

а) линейные системы; 

б) нелинейные системы. 

Линейные системы - это системы, которые описываются линей-

ными уравнениями (алгебраическими и дифференциальными или 

разностными). Если система описывается обыкновенными линейны-

ми дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициента-

ми, то систему называют обыкновенной линейной системой. Закон 

управления линейной системы формируется линейными математиче-

скими операциями. 

Необходимые и достаточные условия линейности системы: 

1) в установившемся процессе выходной сигнал должен в 

некотором масштабе повторять входной сигнал; 

2) сумме двух входных воздействий должна соответствовать 

сумма соответствующих выходных переменных. 

К линейным системам применим принцип суперпозиции, в со-

ответствии с которым выходной сигнал линейной системы на любое 

произвольное входное воздействие можно определить через ее реак-

цию на определенное элементарное воздействие. 

Нелинейные системы описываются нелинейными дифференци-

альными уравнениями. Закон управления в такой системе представля-

ет собой нелинейную функцию. 

4. По характеру передачи сигналов: 

а) непрерывные системы, такие, у которых все координаты 

или переменные являются непрерывными функциями времени; 

б) дискретные системы - это системы, в составе которых 

имеется хотя бы один квантователь сигналов по времени. 

5. По реакции системы на входное воздействие: 
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а) детерминированные системы - это системы, отвечающие 

на один и тот же входной сигнал всегда одним и тем же вполне 

определенным выходным сигналом; 

б) стохастические системы - это системы, у которых реак-

ция на входное воздействие представляет собой случайный вы-

ходной сигнал в соответствии с некоторым распределением веро-

ятностей; 

в) стационарные системы - это системы, реакция которых не 

зависит от момента времени подачи входного воздействия; 

г) нестационарные системы - системы, реакция которых за-

висит от момента приложения входного воздействия. 

6. По виду используемой энергии: 

а) электрические системы, обладают удобством и легкостью 

обработки и передачи информации; 

б) пневматические системы, используют энергию сжатого 

газа и обеспечивают высокое быстродействие; 

в) гидравлические системы, используют энергию жидкости 

и обеспечивают высокую мощность; 

г) электропневматические системы; 

д) электрогидравлические системы. 

7. По числу управляемых величин. 

а) одномерные системы, имеют одну управляемую величину; 

б) многомерные или многосвязные системы - это системы, 

имеющие много входов и выходов. 

 

1.4.  Структура и основные элементы системы автоматического   

управления 

 

Система управления представляет собой совокупность объекта 

управления, регулятора и датчика рассогласования. Типовая автома-

тическая система может быть представлена в следующем виде 

(рис.1.6). 
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ЗУ ОУ
u(t)g(t)

y(t)

f(t)

СУ1
x(t)

ИПУ

АУ КУ1 СУ2 УМ ИМ РО

КУ2

сеть

мос

регулятор

Датчик рассогласования

гос

 
 

Рис. 1.6. Функциональная схема типовой автоматической систе-

мы 

 

Координаты (переменные) системы: 

g(t) –задающее воздействие; 

y(t) – управляемая величина; 

f(t) – возмущающее воздействие; 

x(t) = g(t) - y(t) – рассогласование; 

u(t) – управляющее воздействие. 

Функциональные элементы системы: 

ОУ – объект управления; 

ЗУ – задающее устройство; 

ИПУ – измерительно-преобразовательное устройство; 

СУ1, СУ2 – сравнивающие устройства; 

РО – регулирующий орган, представляет собой техническое 

устройство, которое действует на объект управления и непосред-

ственно изменяет управляемую величину y(t); 

ИМ – исполнительный механизм, представляет собой техниче-

ское устройство, воздействующее на регулирующий орган; в состав 

исполнительного механизма, как правило, входит какой-либо двига-

тель; 

УМ – усилитель мощности, представляет собой техническое 

устройство, которое питает энергией исполнительный механизм; 

АУ – амплитудный усилитель, устройство, обеспечивающее 

требуемую чувствительность системы и, в конечном счете, точность 

ее работы; 
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КУ1, КУ2 – корректирующие устройства, включаются в систему 

для того, чтобы сформировать требуемый закон управления для реа-

лизации заданного качества управления; 

ГОС – главная обратная связь, реализуется измерительно-

преобра-зовательным устройством и обеспечивает передачу инфор-

мации об управляемой величине на вход системы; 

МОС – местная или внутренняя обратная связь. 

В настоящее время для управления широко используется вычис-

лительная техника, которая позволяет программно реализовать зада-

ющее устройство, амплитудный усилитель, сравнивающие и коррек-

тирующие устройства. Остальные функциональные элементы реали-

зуются аппаратно. 

ЗУ, ИПУ и СУ1 образуют датчик рассогласования ДР. Все 

остальные функциональные элементы за исключением объекта 

управления составляют регулятор R. Регулятор, в котором датчик 

рассогласования может непосредственно (без дополнительного ис-

точника энергии) воздействовать на регулирующий орган, называется 

регулятором прямого действия. 

Таким образом, любую систему управления, рассматриваемую 

как совокупность объекта управления ОУ, датчика рассогласования 

ДР и регулятора R, можно изобразить в виде упрощенной функцио-

нальной схемы (рис. 1.7).  

ОУ
u(t) y(t)

f(t)

x(t)
R

др

 
Рис. 1.7. Функциональная схема системы 

 

Элементы системы: 

ОУ – объект управления; 

ДР - датчик рассогласования; 

R – регулятор. 

Координаты (переменные) системы: 
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g(t) – задающее воздействие; 

y(t) – управляемая (регулируемая) величина; 

f(t) – возмущающее воздействие; 

x(t) - рассогласование (ошибка); 

u(t) – управляющее воздействие. 

Еще в более общем виде систему управления можно рассматри-

вать как ”черный ящик” (рис. 1.8), преобразующий задающее воздей-

ствие в управляемую величину. 

g(t) y(t)

система
 

Рис. 1.8. Кибернетическая модель системы управления 

 

При таком представлении система задается оператором А, уста-

навливающим связь между входом и выходом: 

 

                    y(t) = A{g(t)},                                          (1.7)  

 

где A – оператор системы. 

 

ВОПРОСЫ К РАЗДЕЛУ 1 

1. Что изучает теория управления? 

2. Определите понятия управление и объект управления. 

3. Назовите виды автоматических устройств. 

4. Перечислите принципы управления и поясните их. 

5. Что представляет собой закон управления? 

6. Каково назначение регулятора в системе? 

7. По каким признакам классифицируются системы управ-

ления? 

8. Дайте классификацию систем по виду задающего воздей-

ствия. 

9. Назовите необходимые и достаточные условия линейно-

сти систем. 

10.Что представляет собой система управления? Перечис-

лите основные элементы системы автоматического управления. 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 

ЭЛЕМЕНТОВ И СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

 

2.1. Общие понятия 

 

Для анализа и синтеза системы управления требуется ее матема-

тическое описание, которое бы связывало поведение координат си-

стемы - ее переменных величин в процессе работы, то есть во време-

ни. Поведение координат системы во времени называется динамикой 

системы. Так как система состоит из взаимосвязанных функциональ-

ных элементов, то для получения ее математического описания необ-

ходимо получить математические описания отдельных элементов. 

Математическое описание элемента  устанавливает связь во времени 

между его текущими значениями выходных y(t) и входных x(t) вели-

чин. 

Динамика элемента, то есть поведение его координат во време-

ни, описывается дифференциальными уравнениями. В динамике связь 

между координатами, то есть между входными и выходными величи-

нами, меняется во времени. Динамика характеризуется переходным 

процессом. 

При времени, стремящемся к бесконечности t, текущие коор-

динаты y(t) и x(t) принимают постоянные установившиеся значения и 

наступает статика элемента, которая описывается алгебраическими 

уравнениями. В статике входные и выходные величины элемента по-

стоянные: x()=x0=const; y()=y0=const. Эти постоянные величины 

называются установившимися. А процесс, соответствующий статике, 

называется установившимся процессом. 

Теоретически статика наступает при t, однако на практике 

принято считать, что статика наступает тогда, когда текущие коорди-

наты отличаются от своих установившихся значений не более чем на 

5%. 

Динамическое уравнение отдельного элемента составляется по 

правилам соответствующей технической науки (элемент может пред-
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ставлять собой электрическую машину, механическую передачу, 

нагревательный прибор, электрическую цепь, электронную схему и 

т.п.). 

 

2.2. Линеаризация дифференциальных уравнений 

 

Подавляющее большинство реальных элементов имеют нели-

нейные характеристики и, следовательно, описываются нелинейными 

дифференциальными уравнениями. Однако, многие нелинейные эле-

менты можно линеаризовать, то есть заменить нелинейные уравнения 

элемента приближенными линейными. Это позволяет для анализа и 

синтеза систем управления использовать методы теории линейных 

систем, которые наиболее просты и хорошо разработаны. В основе 

линеаризации нелинейных уравнений лежит предположение, что в 

исследуемом динамическом процессе переменные координаты систе-

мы изменяются таким образом, что их отклонения от установившихся 

значений остаются все время достаточно малыми величинами. Это 

условие выполняется для замкнутых систем, так как последние рабо-

тают по принципу ликвидации ошибки. 

Геометрическая трактовка линеаризации. Изобразим графически 

нелинейную зависимость (рис. 2.1) 

 

y(t) = F(x(t))  .                                        (2.1)  

 

У
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Рис. 2.1. Геометрическая интерпретация линеаризации  
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Текущие значения координат  y  и  x  запишем как 

 

y(t) = y0 + y(t); 

x(t) = x0 + x(t); 

 

где y0, x0 – установившиеся значения, y, x – их отклонения от 

установившихся значений. 

В рабочей точке ( x0,  y0), определяемой установившимися зна-

чениями, заменим участок кривой касательной и получим прямую, 

описываемую линейным уравнением 

 

y = yн + kx , 

 

где yн  -  постоянная величина; 

0dx

dy
=k 







 - коэффициент, определяемый наклоном касательной к 

кривой в рабочей точке ( x0, y0). 

Для исключения из уравнения величины yн  перенесем начало 

координат в рабочую точку. Тогда получим линейное уравнение, свя-

зывающее между собой отклонения переменных величин от своих 

установившихся значений, вида 

y(t) = k x(t) .                                     (2.2) 

 

Таким образом, линеаризация уравнения геометрически мо-

жет трактоваться как замена первоначальной кривой на касатель-

ную к ней прямую в точке установившегося режима. Очевидно, что 

эта замена тем точнее, чем меньше величины отклонений коорди-

нат элемента от своих установившихся значений в исследуемом ди-

намическом процессе. 

 В общем случае при составлении уравнения динамики эле-

мента системы (рис. 2.2), имеющего входную величину x, выход-
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ную - y и внешнее воздействие f, получается динамическое уравне-

ние произвольного нелинейного вида 

                            . f)x,,xG(=y),y,yF( 
                             (2.3) 

 
элемент

х у

f

       

Рис. 2.2. Элемент автоматической системы  

 

Допустим, что установившиеся значения переменных y, x и f яв-

ляются постоянными величинами y0, x0, f0, характеризующими устано-

вившийся режим и определяющими рабочую точку элемента. 

Тогда для текущих координат можно записать  

 

y(t) = y0 + y(t); 

x(t) = x0 + x(t); 

f(t) = f0 + f(t); 

 

где y, x, f – отклонения y, x, f от своих установившихся зна-

чений. 

Из (2.3) получается  уравнение статики 

 

F(y0) = G(x0, f0) .                                    (2.4) 

 

Для линеаризации уравнения (2.3) последнее раскладывают в 

ряд Тейлора по степеням отклонений всех координат элемента от 

своих установившихся значений. Тогда уравнение (2.3) примет вид 
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 





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+ (члены 

высшего порядка малости).                                                  (2.5) 

 

Вычитая из последнего уравнения (2.5) уравнение статики (2.4) и 
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отбросив все последующие члены разложения как малые высшего по-

рядка, придем к линейному уравнению динамики элемента 

         .f

0
f

G
x+

0
x

G
+x

0
x

G
=y

0
y

F
+y

0
y

F
+y

0
y
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











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
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


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




















































   (2.6) 

 

Здесь нижний индекс “0” обозначает, что значения частных 

производных должны быть определены в точке установившегося ре-

жима элемента. 

Это дифференциальное уравнение, так же как и (2.3), описывает 

тот же динамический процесс в том же элементе автоматической си-

стемы. Сравним (2.3) и (2.6): 

уравнение (2.3) - точное, а уравнение (2.6) - приближенное, ибо в 

процессе его получения были отброшены малые высшего порядка; 

уравнение (2.3) записано относительно переменных величин 

элемента, а уравнение (2.6) - относительно отклонений переменных от 

своих установившихся значений; 

уравнение (2.3) - нелинейное, уравнение (2.6) - линейное отно-

сительно отклонений, коэффициенты которого определяются рабочей 

точкой элемента, то есть его установившимися значениями; при смене 

рабочей точки эти коэффициенты изменяются. 

Таким образом, цель получения линейного дифференциального 

уравнения взамен прежнего нелинейного достигнута. Уравнение (2.6) 

называется дифференциальным уравнением элемента в отклонениях. 

Ограничение метода. Данным методом могут быть линеаризо-

ваны уравнения элементов, статические характеристики которых в 

окрестности точки установившегося режима гладкие, то есть их про-

изводные непрерывны и однозначны. Не могут быть линеаризованы 

уравнения элементов с негладкими, неоднозначными и имеющими 

разрывы в окрестности точки установившегося режима статическими 

характеристиками. 

Замечание: в дальнейшем будем использовать только линеари-

зованные уравнения, записанные относительно отклонений от уста-

новившихся значений переменных, однако для сокращения записи 

знак “” будем опускать. 
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Пример. Электромагнитный момент M электродвигателя посто-

янного тока с независимым возбуждением определяется нелинейным 

уравнением 

M = c Iя Iв, 

где c - постоянный коэффициент; 

Iя, Iв - токи, протекающие в цепях якоря и возбуждения. 

Р е ш е н и е . Линеаризуем выражение для M разложением в ряд 

Тэйлора и учетом лишь линейных составляющих ряда. В результате 

получим соотношение для малых приращений 

 

(M/M)0 M = ((c Iя Iв)/Iя)0 Iя + ((c Iя Iв)/Iв)0 Iв. 

 

Откуда следует 

M = c Iв0  Iя + c Iя0 Iв . 

Здесь нижним индексом “0” обозначены установившиеся значе-

ния переменных, относительно которых изменяются их приращения. 

 

2.3. Формы записи линеаризованных уравнений 

 

В теории управления принято записывать дифференциальные 

уравнения в двух стандартных формах. 

В общем виде линеаризованное дифференциальное уравнение, 

описывающее элемент, можно записать следующим образом 

   , f(t)
k

c+...
kdt

f(t)kd
c+x(t)

m
b...

mdt

x(t)md
b=

=y(t)
n

a
dt

dy(t)

n-
a...

1n-dt

y(t)n-d
a

ndt

y(t)nd
a 

00

1

1

10





               (2.7) 

где y(t), x(t), f(t) - выходная и входная величины элемента и 

внешнее воздействие; 

ai, bi, ci - постоянные коэффициенты; 

n - порядок уравнения, причем ( nm,k ); это условие 

физической реализуемости элемента, показывающее, что сигнал на 
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выходе реального элемента не может возникнуть раньше подачи 

воздействия на его вход, т.е. 

y(t) = 0  при  t < 0,   .
0

dty(t) 


 

Уравнение (2.7) удобнее записывать в символическом виде, вве-

дя алгебраизированный символ дифференцирования    p =
d

dt
. В ре-

зультате уравнение примет вид 

(a0pn + a1pn -1 +…+an-1p+an) y(t) = 

  = (b0pm +b1pm-1 +…+bm) x(t) + (c0pk +c1pk-1 +…+ck) f(t) .      (2.8) 

 

Коэффициенты уравнения имеют размерности: 

ai [cn-i];        bi   





разм.X

разм.Yi-m
c ;        ci c

k - i раз м.Y

раз м.F







. 

В общем случае в соответствии с (2.8) уравнение элемента мож-

но представить в форме 

D(p) y(t) = N(p) x(t) + M(p) f(t) .                       (2.9) 

При этом 




n

0i

i-np
i

a=D(p) ;   


m

0i

i-mp
i

b=N(p)  ;    


k

0i

i-kp
i

c=M(p)  - 

полиномы степени n, m, k от символа дифференцирования p. 

Первая стандартная форма записи. Дифференциальное урав-

нение записывают так, чтобы выходная величина и ее производные 

находились в левой части уравнения, а входные величины и все 

остальные члены - в правой. Кроме того, принято, чтобы сама выход-

ная величина входила в уравнение с коэффициентом единица. Чтобы 

привести уравнение (2.8) к такому виду, разделим левую и правую его 

части на an  и получим  

 

 

T
n
npn T

n-1
n-1pn-1 ... T

1
p+1  y(t) =

= k
1

k
2

p+...+ k
m+1

pm  x(t) + k
m+ 2

+...+ k
m+ k+ 2

pk  f(t)  .           ( . )

  





 






 


 2 10

 

При записи уравнения в первой стандартной форме (2.10) полу-

чившиеся коэффициенты: 
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Тn , Тn-1 ,…, Т1  называются постоянными  времени, они имеют 

размерность времени [с] и характеризуют инерционные свойства эле-

мента; а 

k1
раз м.Y

раз м.X







, … , km+1 c

m раз м .Y

раз м .X







, km+2 раз м.Y

раз м.F







, … , km+k+2 c

k раз м.Y

раз м.F







 

называются коэффициентами передачи. Они представляют со-

бой весовые коэффициенты, показывающие какой вклад в формиро-

вание выходной величины элемента вносит каждое слагаемое правой 

части уравнения. 

Вторая стандартная форма записи. Для решения дифференци-

альных уравнений широкое распространение получил операторный 

метод, при использовании которого задача нахождения решения диф-

ференциального уравнения сводится к алгебраическим действиям. 

Чтобы перейти от исходного дифференциального уравнения элемента 

при нулевых начальных условиях к операторному, необходимо в 

дифференциальном уравнении вместо реальных функций времени за-

писать их изображения по Лапласу, а в полиномах символ дифферен-

цирования p заменить на оператор Лапласа s. 

Применив к дифференциальному уравнению (2.9) преобразова-

ние Лапласа, получим 

D(s)Y(s)  =  N(s) X(s) + M(s) F(s) ,                    (2.11) 

 

где s – оператор Лапласа; 

Y(s), X(s), F(s) - изображения по Лапласу выходной и входной 

величин элемента и внешнего воздействия; 


n

0=i

in-s
i

a=D(s) ; 
m

0=i

im-s
i

b=N(s) ; 
k

0=i

ik-s
i

c=M(s)  

полиномы степени n, m, k от оператора Лапласа s. 

Оператор Лапласа s представляет собой комплексную величину, 

причем s=c+j, где: 

c=Re s  - абсцисса абсолютной сходимости; 

=Im s –угловая частота, имеющая размерность [рад/с]; 

Для перехода от реальных функций времени - оригиналов к их 

изображениям по Лапласу и наоборот введены прямое и обратное ин-
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тегральные преобразования вида: 

   

0

dtst-ex(t)=L[x(t)]sX       


  , 

ds
jc+

jc-

steY(s)
2j

1
=[Y(s)]

1-
L=y(t) 






 . 

На практике для этих целей используют специальные таблицы 

[1,7]. 

Уравнения (2.9) и (2.11) формально совпадают между собой. 

Однако уравнение (2.9) является дифференциальным, куда входят ре-

альные функции времени, а уравнение (2.11) - алгебраическим отно-

сительно изображений функций времени по Лапласу. 

После ввода следующих обозначений: 

D(s)

N(s)
(s)xW  ;         

D(s)

M(s)
(s)

f
W   

уравнение (2.11) примет вид, являющийся второй стандартной 

формой записи 

 Y(s) = Wx(s) X(s) + Wf(s) F(s)  .                        (2.12)   

 

Выражения Wx(s) и Wf(s) в теории управления называются пере-

даточными функциями. 

Если f(t) = 0, то F(s) = 0 и тогда 
X(s)

Y(s)
=(s)

x
W  - передаточная функ-

ция элемента по входу Х. 

Eсли x(t)=0, то X(s)=0 и тогда 
F(s)

Y(s)
=(s)

f
W  - передаточная функ-

ция элемента по входу F. 

Передаточная функция элемента по заданному входу есть от-

ношение изображений по Лапласу его выходной и входной величин 

при нулевых начальных условиях и равных нулю воздействиях на 

остальных входах элемента. 

Передаточная функция имеет важное основополагающее значе-

ние в классической теории управления. Она устанавливает связь в ди-

намическом режиме между выходной и входной величинами элемен-

та и полностью характеризует его динамические свойства. 

Понятие передаточной функции весьма удобно при анализе так 
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называемых структурных схем. Так, например, элемент, изображен-

ный на рис. 2.2, после линеаризации можно представить в виде струк-

турной схемы, показанной на рис. 2.3. 

X(S)

F(S)

Y(S)

W (S)F(S)f

W (S) X(S)x

W (S)f

W (S)x

 
Рис. 2.3. Структурная схема элемента 

 

Передаточные функции элементов или отдельных участков схе-

мы позволяют легко получить общее уравнение всей системы, а в 

случае необходимости перейти к дифференциальному уравнению. 

Замечание: в литературе часто оператор Лапласа обозначается 

буквой p. 

 

ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  2 

1. Каково назначение математического описания систем? 

2. Что такое динамика системы? Чем отличается матема-

тическое описание динамики системы от описания ее статики? 

3. Что представляет собой условие физической реализуемо-

сти       системы? 

4. В чем смысл линеаризации нелинейных элементов? 

5. Каким образом линеаризуются дифференциальные уравне-

ния? 

6. Назовите формы записи линеаризованных уравнений. 

7. Каким образом перейти к первой форме записи дифферен-

циального уравнения звена?  Как в этом случае называются коэф-

фициенты? 

8. Как перейти от дифференциального уравнения к оператор-

ному? 

9. Дайте определение передаточной функции. 

10. Как по дифференциальному уравнению звена найти его пе-

редаточную функцию? 
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3. ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗВЕНЬЯ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 

3.1. Характеристики линейных звеньев 

 

Под динамическим звеном понимается устройство любого фи-

зического вида и конструктивного оформления, но имеющее опреде-

ленное математическое описание. 

Характеристика звена - это его реакция на определенное вход-

ное воздействие. Для линейных звеньев и линейных систем в целом 

характеристика полностью определяет их динамические свойства, так 

как к линейным звеньям и системам применим принцип суперпози-

ции, позволяющий по реакции линейного элемента на какое-либо из-

вестное воздействие найти его реакцию на воздействие произвольно-

го вида. 

В качестве входных воздействий, на которые ищется реакция 

звена, приняты воздействия, описываемые элементарными математи-

ческими функциями, то есть такими, на которые можно разложить 

любые произвольные функции. В теории управления в качестве эле-

ментарных функций используются: 

1) единичная импульсная или дельта-функция (t); 

2) единичная ступенчатая функция 1(t); 

3) гармоническая функция  X0sin(t). 

Существуют временные (импульсная и переходная функции) и 

частотные характеристики. 

Импульсная или весовая функция звена w(t). Импульсная 

или весовая функция представляет собой реакцию звена на единич-

ную импульсную функцию. 

Единичной импульсной функцией или -функцией называется 

функция, равная нулю всюду, кроме начала координат, но притом 

так, что интеграл от нее по любому интервалу, содержащему нуль, 

равен единице, т.е. 









0.= tпри  

0, tпри  0
=(t)  
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Кроме того, 



 (t)dt =1

 


  при любом >0. 

t

x(t)=δ(t)

t

y(t)=ω(t)

 
Рис. 3.1. Временные диаграммы входного и выходного сигналов 

звена 

 

Иначе говоря, весовая функция w(t) представляет собой пере-

ходный процесс на выходе звена (рис. 3.1) при подаче на его вход 

единичного импульса. 

Весовой функцией звена w(t) называется оригинал (т.е. обратное 

преобразование Лапласа) передаточной функции, а именно:  

 

,]

i
ss

n

1i

st
Res[W(s)eds

j+c

j-c

stW(s)e
j2

1
=[W(s)]

1-
L=w(t)













       (3.1) 

 

где si - все полюса (корни знаменателя) передаточной функции 

W(s). В этой формуле Res обозначает вычеты. 

Зная импульсную функцию w(t), можно найти реакцию звена на 

любое входное воздействие x(t), разложение которого на -функции 

имеет вид: 




0
)d-(t)x(=x(t)  .                                 (3.2) 

При этом сигнал на выходе линейного звена определяется как 

 

 
t

0

)d)w(-x(t
t

0

)d-)w(tx(=y(t)  ,                   (3.3) 
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где  - вспомогательное время интегрирования. 

Имея весовую функцию звена w(t), можно определить его пере-

даточную функцию: 




0
dt

st-
e(t)w=(t)]wL[=W(s)  .                        (3.4) 

Переходная функция звена h(t). Переходная функция пред-

ставляет собой реакцию звена на единичную ступенчатую функцию, 

удовлетворяющую условию 









0. tпри 1

0, tпри 0
=1(t)  

 

Как видим (рис. 3.2), переходная функция является переходным 

процессом на выходе звена при единичном скачке на его входе.  

x(t)=1(t) y(t)=h(t)

t t
 

Рис. 3.2. Временные диаграммы входного и выходного сигналов 

звена 

 

Из рассмотренного выше для линейных звеньев очевидны сле-

дующие соотношения между импульсной и переходной функциями. 

Поскольку 




0
(t)dt=1(t)   , то     



0
dt(t)w=h(t)  , 

и, наоборот,  

(t)1=(t)  , то    (t)h=(t)w  .       

Переходная функция звена связана с передаточной функцией 

преобразованием Карсона, т.е. имеется следующее интегральное пре-

образование: 
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


0
dt

st-
h(t)es=sL[h(t)]=W(s) .                        (3.5) 

 

Весовая и переходная характеристики являются функциями 

времени и поэтому относятся к временным характеристикам. 

Частотные характеристики звена. Частотными характеристи-

ками называются формулы и графики, характеризующие реакцию 

звена на гармоническое входное воздействие в установившемся ре-

жиме, т.е. вынужденные синусоидальные колебания звена. 

Если на вход линейного звена подать гармоническое воздей-

ствие  

  

x(t)=X0sin(t),  

где X0 - амплитуда, 

 - угловая частота, имеющая размерность [рад/с] или [c-1 ], 

то, как следует из необходимых и достаточных условий линей-

ности, на выходе звена в установившемся режиме будет также гармо-

ническая функция той же частоты, но, в общем случае, другой ампли-

туды Y0 и сдвинутая по фазе относительно входной величины на угол 

 

 

       y(t)=Y0sin(t+). 

 

Связь между выходной гармоникой и входной устанавливается 

с помощью частотной передаточной функции звена W(j). 

Частотная передаточная функция является важнейшей дина-

мической характеристикой звена и представляет собой отношение 

изображений по Фурье выходного и входного сигналов при нулевых 

начальных условиях и равных нулю воздействиях на остальных вхо-

дах: 

 

.
)j X(

)j Y(
=)W(j




                                  (3.6) 

Из сравнения преобразований Фурье и Лапласа следует, что ча-
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стотную передаточную функцию звена легко получить из его переда-

точной функции путем замены s на j, т.е. 

.
j=s

W(s)=)W(j


                               (3.7) 

Частотная передаточная функция W(j), как видно, представля-

ет собой комплексное число, которое можно записать как в полярной, 

так и декартовой системах координат: 

W(j) = A() )(j
e

 = U() + jV(),                         (3.8) 

 

где А() - модуль или амплитуда частотной передаточной 

функции, представляющий собой отношение амплитуды выходной 

величины к амплитуде входной, т.е. коэффициент усиления звена k  

на частоте  

А() =  W(j)  = mod W(j) = k =

0
x

0
y


;               (3.9) 

 - аргумент или фаза частотной передаточной функции, по-

казывает фазовый сдвиг выходной гармоники по отношению к вход-

ной на частоте   

 = arg W(j);                                     (3.10) 

 

U() - вещественная составляющая частотной передаточной 

функции  

U() =  Re W(j);                                     (3.11) 

 

V() - мнимая составляющая частотной передаточной функции 

 

 V() = Im W(j).                                     (3.12) 

Соотношения 

)(
2

V)(
2

U=)A(      и  
)U(

)V(
 arctg=)(




  

связывают между собой составляющие частотной передаточной 

функции. 
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Таким образом, частотная передаточная функция, определяю-

щая реакцию звена на гармонические колебания всех возможных ча-

стот, позволяет, пользуясь принципом суперпозиции, найти реакцию 

линейного звена на произвольное воздействие. 

Выражение (3.8) представляет амплитудно-фазовую частотную 

характеристику звена. Выражения (3.9) и (3.10) называются соответ-

ственно амплитудной частотной характеристикой звена и фазовой ча-

стотной характеристикой звена, а выражения (3.11) и (3.12) - веще-

ственной частотной характеристикой и мнимой частотной характери-

стикой звена.  

Для наглядного представления частотных свойств звена частот-

ные характеристики отображают графически. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ). 

Строится на комплексной плоскости и представляет собой геометри-

ческое место концов векторов (годографов), соответствующих ча-

стотной передаточной функции W(j) при изменении частоты от ну-

ля до бесконечности (рис.3.3). Для каждой частоты  на комплексной 

плоскости наносится точка, полученные точки соединяются затем 

плавной кривой. АФЧХ можно строить как в декартовых координатах 

(U, V), так и в полярных (A, ). 

ω→∞

ω

ω
ω

1

2

3

ω=0

Im

Re

(А(ω ),Ψ(ω )1

 
 

Рис. 3.3. Амплитудно-фазовая частотная характеристика 

 

АФЧХ строится как для положительных, так и для отрицатель-
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ных частот. При замене в W(j)  на - получается сопряженная 

комплексная величина. Поэтому АФЧХ для отрицательных частот 

является зеркальным отображением относительно вещественной оси 

АФЧХ для положительных частот. На рис.3.3 АФЧХ для отрицатель-

ных частот показана пунктирной линией. Длина вектора, проведенно-

го из начала координат в точку АФЧХ, соответствующую выбранной 

частоте , равна А(), а угол между вектором и положительным 

направлением вещественной оси равен . 

Амплитудная частотная характеристика (АЧХ). Показывает, 

как пропускает звено сигнал различной частоты, иначе, представляет 

собой коэффициент изменения амплитуды гармонических колебаний 

при прохождении через звено (рис. 3.4). 

 

1

0,707

ω ω ωр с п
ω

А(ω)=│W(jω)│

 
Рис. 3.4. Амплитудная частотная характеристика 

 

где р - резонансная частота, т.е. частота, на  которой ампли-

тудная частотная характеристика достигает максимума, иначе, на 

этой частоте звено имеет максимальный коэффициент усиления; 

с - частота среза, частота, на которой амплитудная частотная 

характеристика, уменьшаясь, принимает значение, равное единице, и 

при дальнейшем повышении частоты остается меньше единицы; 

п - частота пропускания, частота, на которой амплитудная ча-

стотная характеристика, уменьшаясь, принимает значение, равное 

0,707, и при дальнейшем повышении частоты не увеличивается; 

п=2п - полоса пропускания,  диапазон частот гармонических 

колебаний, пропускаемых звеном без заметного ослабления. 
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Фазовая частотная характеристика (ФЧХ). Показывает фазо-

вые сдвиги, вносимые звеном на различных частотах (рис.3.5). 

ω

Ψ(ω) = arg W (jω)

 
Рис. 3.5. Фазовая частотная характеристика 

 

Вещественная частотная характеристика (ВЧХ). Представ-

ляет собой зависимость вещественной составляющей частотной пере-

даточной функции от частоты (рис. 3.6). 

ω

U(ω)=Re W(jω)

 
Рис. 3.6. Вещественная частотная характеристика 

 

Мнимая частотная характеристика (МЧХ). Представляет со-

бой зависимость мнимой составляющей частотной передаточной 

функции от частоты (рис.3.7). 
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ω

V(ω)=Im W(jω)

 
Рис. 3.7. Мнимая частотная характеристика 

Логарифмические частотные характеристики (ЛЧХ). На 

практике чаще всего амплитудную и фазовую частотные характери-

стики изображают в логарифмическом масштабе (рис. 3.8). 

20

L, дб

-1 0 1

101

L

lg ω, дек

ω, с
-1

ω

lg ω, дек

ω, с

-1 0 1

-90°

Ψ

град -1

 
Рис. 3.8. Логарифмические частотные характеристики 

 

При построении логарифмической амплитудной частотной ха-

рактеристики (ЛАХ) по оси ординат откладывают величину 

 

L() = 20 lg A() = 20 lgW(j).                     (3.13) 

 

Эта величина выражается в децибелах [дб]. Бел представляет 

собой логарифмическую единицу, соответствующую десятикратному 
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увеличению мощности. Один бел соответствует увеличению мощно-

сти в 10 раз, 2 бела - в 100 раз и т.д. Децибел равен одной десятой ча-

сти бела. Так как А() представляет собой отношение не мощностей, 

а амплитуд, то увеличение этого отношения в десять раз соответству-

ет двум белам или двадцати децибелам. Поэтому в правой части 

(3.13) стоит множитель 20. По оси абсцисс откладывается частота  в 

логарифмическом масштабе lg(). Равномерной единицей на оси абс-

цисс является декада [дек] - любой отрезок, на котором значение ча-

стоты  увеличивается в десять раз. Точка пересечения ЛАХ с осью 

абсцисс соответствует частоте среза с . Верхняя полуплоскость ЛАХ 

соответствует значениям А1 (усиление амплитуды), а нижняя полу-

плоскость - значениям А1 (ослабление амплитуды). 

 

 

При построении логарифмической фазовой частотной характе-

ристики (ЛФХ) отсчет углов  = argW(j) идет по оси ординат в 

обычном масштабе в угловых градусах. 

Главным достоинством логарифмических частотных характери-

стик является возможность построения их во многих случаях практи-

чески без вычислительной работы. 

Все рассмотренные виды динамических характеристик звеньев 

(передаточная функция, дифференциальное уравнение, весовая функ-

ция, переходная функция, амплитудно-фазовая частотная характери-

стика) связаны между собой. Поэтому все они эквивалентны друг 

другу в определении динамических свойств звена системы управле-

ния. 

 

3.2. Типовые динамические звенья и их характеристики 

 

Типовые динамические звенья - это минимально необходимый 

набор звеньев для описания системы управления произвольного вида. 

Типы звеньев систем управления различаются по виду их пере-

даточной функции (или дифференциального уравнения), определяю-
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щей все их динамические свойства и характеристики. Классификация 

основных типов динамических звеньев приведена на рис.3.9. 

Основные типы звеньев делятся на четыре группы: позицион-

ные, интегрирующие, дифференцирующие и неминимально-фазовые 

[1,2]. Позиционные, интегрирующие и дифференцирующие звенья 

относятся к минимально-фазовым. Важным свойством минимально-

фазовых звеньев является однозначное соответствие амплитудной и 

фазовой частотных характеристик. Другими словами, по заданной 

амплитудной характеристике всегда можно определить фазовую и 

наоборот. 

 

Позиционные звенья 

 

В звеньях позиционного, или  статического типа, линейной за-

висимостью y = kx связаны выходная и входная величины в устано-

вившемся режиме. Коэффициент пропорциональности k между вы-

ходной  и входной величинами представляет собой коэффициент пе-

редачи звена. Позиционные звенья обладают свойством самовырав-

нивания, то есть способностью самостоятельно переходить в новое 

установившееся состояние при ограниченном изменении входного 

воздействия. 
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Рис. 3.9. Классификация типовых динамических звеньев  

 

 

 

 

Безынерционное (идеальное усилительное) звено. Это звено 

не только в статике, но и в динамике описывается алгебраическим 

уравнением 

y(t) = kx(t).                                           (3.14) 
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Передаточная функция:   

        W(s) = k.                                               (3.15) 

 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

 

W(j) = k,    A() = k,   () = 0.                        (3.16) 

 

Переходная и импульсная функции: 

 

h(t) = k1(t),     w(t) = k(t).                             (3.17) 

 

Безынерционное звено является некоторой идеализацией реаль-

ных звеньев. В действительности ни одно звено не в состоянии рав-

номерно пропускать все частоты от 0 до .  

Примерами таких безынерционных звеньев могут служить 

жесткая механическая передача, часовой редуктор, электронный уси-

литель сигналов на низких частотах и др. 

Апериодическое (инерционное) звено первого порядка. 

Уравнение и передаточная функция звена: 

(Tp+1) y(t) = x(t),    
1Ts+

1
=W(s)  ,                         (3.18) 

где T - постоянная времени, характеризует степень инерционно-

сти звена, т.е. длительность переходного процесса. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

W(j) = 
1+Tj

1



 ,   

1
22

T

1
=)A(



 ,  () = - arctgT.     (3.19) 

Таким образом, апериодическое звено первого порядка является 

фильтром низких частот. 

Переходная и импульсная функции:  

h(t) = (1 - T

t

e



),  w(t) = 
T

1
 T

t

e



.                         (3.20) 

Примерами апериодического звена первого порядка могут слу-

жить RC цепочка, нагревательный элемент и др. 
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Апериодическое (инерционное) звено второго порядка. Диф-

ференциальное уравнение звена имеет вид 

x(t)=y(t) 1+p
1

T
2

p
2
2

T 




  ,                    (3.21) 

причем предполагается, что 2Т2 Т1. 

В этом случае корни характеристического уравнения веще-

ственные и уравнение (3.21) можно переписать в виде:  

 

( T3p+1)(T4p+1) y(t) = x(t),                        (3.22) 

где  T ,T
T

2

T

4
T  

3 4

1 1

2

2

2   - новые постоянные времени. 

Передаточная функция звена 

 
1)+s

4
(T

1

1)+s
3

(T

1

1)+s
4

1)(T+s
3

(T

1
=W(s)  .             (3.23) 

Из выражения (3.23) следует, что апериодическое звено второго 

порядка можно рассматривать как комбинацию двух апериодических 

звеньев первого порядка. 

Примерами апериодического звена второго порядка могут слу-

жить двойная RC цепочка, электродвигатель постоянного тока и др. 

Колебательное звено. Описывается дифференциальным урав-

нением 

x(t)=y(t) 1+p
1

T
2

p
2
2

T 




  ,                             (3.24) 

при Т1<2T2 корни характеристического уравнения комплексные 

и уравнение (3.24) переписывают в виде 

 

(T2p2+2Tp+1) y(t) = x(t),                                  (3.25) 

 

где Т - постоянная времени, определяющая угловую частоту 

свободных колебаний =1/Т; 

 - параметр затухания, лежащий в пределах 0<<1. 

Общепринятая запись передаточной функции колебательного 

звена имеет вид 
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1+Ts2
2

s
2

T

1
=W(s)



.                                (3.26) 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика звена: 

1+Tj2
2

)(j
2

T

1
=)W(j







, 

 
22

T
2

4
2

)
22

T-(1

1
=)A(







,  () = - arctg
22

T1

2







T .    (3.27) 

Временные характеристики представляют собой затухающие 

периодические процессы. 

Примерами колебательного звена могут служить электрический 

колебательный контур, электродвигатель постоянного тока, маятник 

и др. 

Консервативное звено. Консервативное звено является част-

ным случаем колебательного при =0. Оно представляет собой идеа-

лизированный случай, когда можно пренебречь влиянием рассеяния 

энергии в звене. 

Амплитудно-фазовая характеристика совпадает с вещественной 

осью. При 01/T характеристика совпадает с положительной полу-

осью, а при 1/T - с отрицательной полуосью. 

Временные характеристики соответствуют незатухающим коле-

баниям  с угловой частотой 1/T. 

 

Интегрирующие звенья 

В звеньях интегрирующего типа линейной зависимостью x
dt

dy
  

связаны в установившемся режиме производная выходной величины 

и входная величина. В этом случае для установившегося режима бу-

дет справедливым равенство 

t

0

x(t)dt=y , откуда и произошло название 

этого типа звеньев. 

Идеальное интегрирующее звено. Уравнение и передаточная 

функция имеют вид 

py(t) = x(t),    
s

1
=W(s) .                              (3.28) 



 

45 
 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

W(j) = 


1
j- ,    A() = 



1
,   () = -900.                (3.29) 

Переходная и импульсная функции: 

 

h(t) = t,     w(t) = 1(t).                                (3.30) 

 

Такое звено является идеализацией реальных интегрирующих 

звеньев. 

Примерами идеальных интегрирующих звеньев могут служить 

операционный усилитель в режиме интегрирования, гидравлический 

двигатель, емкость и др. 

 

Дифференцирующие звенья 

 

В звеньях дифференцирующего типа линейной зависимостью  

dt

dx
y   связаны в установившемся режиме выходная величина и произ-

водная входной, откуда и произошло название этого типа звеньев. 

Идеальное дифференцирующее звено. Уравнение и переда-

точная функция имеют вид 

y(t) = px(t),   W(s) = s .                               (3.31) 

 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

 

W(j) = j,  A() = ,  () = +900.                (3.32) 

 

Переходная и импульсная функции: 

h(t) = (t),     w(t) = 
dt

d
 .                          (3.33) 

Такое звено является идеализацией реальных дифференцирую-

щих звеньев.  

Примерами идеальных дифференцирующих звеньев могут слу-

жить операционный усилитель в режиме дифференцирования, тахо-
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генератор и др. 

Форсирующее (дифференцирующее) звено первого порядка. 

Дифференциальное уравнение и передаточная функция 

 

 y(t) = (p+1) x(t) ,  W(s) = s+1,                     (3.34) 

 

где  - постоянная времени дифференцирования. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

W(j) = (j + 1),   A()= 22
+1  ,    =  arctg  .    (3.35)  

   

Переходная и импульсная функции: 

h(t) = 1(t) + (t),     w(t) = (t) + 
dt

d
 .                     (3.36) 

Форсирующее (дифференцирующее) звено второго порядка. 

Уравнение и передаточная функция звена: 

 

y(t) = (2p2+2p+1)x(t),  W(s) = 2s2+2s+1.               (3.37) 

 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

 

W(j) = (1-22) + j2,   

 

A()= 222
4+

2
)

22
-(1  ,    ()=arctg

22
1

2







.  (3.38) 

Переходная и импульсная функции: 

h(t) = 2

dt

d
+2(t)+1(t),     w(t) = 2

2
dt

2
d 

+2
dt

d
+(t).    (3.39) 

 

 

 

Важные комбинации типовых звеньев 

 

Дифференцирующее звено с замедлением или инерционное 
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дифференцирующее звено представляет собой комбинацию идеаль-

ного дифференцирующего и апериодического звена первого порядка. 

Уравнение и передаточная функция звена: 

 (Tp+1) y(t) = px(t),     
1+Ts

s
=W(s) .                   (3.40) 

p(Tp+1) y(t) = x(t),   
1)+s(Ts

1
=W(s) .                 (3.41) 

Изодромное звено представляет собой комбинацию идеального 

интегрирующего и форсирующего звена первого порядка. Уравнение 

и передаточная функция звена: 

p y(t) = (p+1) x(t),   
s

1+s
=W(s)


.                       (3.42) 

Интегро-дифференцирующее звено представляет собой ком-

бинацию форсирующего звена первого порядка и апериодического 

звена первого порядка. Уравнение и передаточная функция звена: 

(Tp+1)y(t) = (p+1) x(t),   
1Ts+

1s+
=W(s)


.                     (3.43) 

 

Неминимально-фазовые звенья 

 

Неминимально-фазовые звенья - это такие звенья, которые, в 

отличие от обычных типовых звеньев, при равенстве амплитудных 

частотных характеристик имеют большие по абсолютному значению 

фазовые сдвиги. Одной амплитудной частотной характеристике не-

минимально-фазовых звеньев может соответствовать несколько раз-

личных фазовых частотных характеристик. 

Звено с чистым запаздыванием. Это такое звено, у которого 

выходная величина повторяет входную с некоторой задержкой во 

времени. Уравнение и передаточная функция звена:  

y(t) = x(t-),  ... 
3!

3
s)(

2!

2
s)(

s+1
s-

e=W(s) 



 ,      (3.44) 

где  - время чистого запаздывания. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 
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


j-
e=)W(j , А() = 1, = [рад]= 



180-  [угл.град].    (3.45) 

Переходная и весовая функции:  

 

h(t) = 1(t-),    w(t) = (t-).                            (3.46)  

 

Разница между этим звеном и безынерционным, как видим, в 

величине фазы. Амплитудные же характеристики одинаковы. 

Примерами таких звеньев могут служить линия связи, трубо-

про-вод, транспортер, конвейер и др. 

 

Звено с положительным полюсом. Передаточная функция 

звена имеет вид                                 
1-Ts

1
=W(s)  .                                    

(3.47) 

Здесь имеется положительный полюс ( корень  знаменателя) 

s1=1/T. В полюсе передаточная функция стремится к бесконечности 

(W(s)). Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

 

W(j) = 
1Tj

1



 ,    

1
22

T

1
=)A(



 ,   =  + arctg T.      (3.48) 

Разница между этим звеном и апериодическим первого порядка, 

как видим, в величине фазы. Амплитудные же характеристики одина-

ковы. 

Звено с положительным нулем. Передаточная функция звена 

имеет вид  

W(s) = (1- s) .                                     (3.49) 

Здесь имеется положительный нуль (корень числителя) s1=1/. В 

нуле передаточная функция равна нулю (W(s)=0). 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика: 

W(j) = (1 - j ),  A()= 22
+1  ,   = - arctg .    (3.50) 

Разница между этим звеном и форсирующим первого порядка 

только в величине фазы. Амплитудные же характеристики одинако-

вы. 
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3.3. Структурные схемы. Способы соединения звеньев 

 

Систему автоматического управления можно рассматривать как 

комбинацию типовых динамических звеньев. Изображение системы 

управления в виде совокупности типовых и нетиповых динамических 

звеньев с указанием связей между ними носит название структурной 

схемы системы. Звено в этом случае выступает как элементарная 

структурная единица, преобразователь информации. 

Структурные схемы состоят из отдельных структурных элемен-

тов. Основными элементами структурных схем являются следующие. 

1. Звено с одним входом и одним выходом: Y(s)=W(s)X(s). 

W(s)
x y

 
2.  Звено с двумя входами и одним выходом (около каждого вхо-

да записывается своя передаточная функ-

ция):Y(s)=W1(s)X1(s)+W2(s)X2(s) 

 

x y
1

2x

W(s)

W (s)2

 
3. Линия связи и узел (разветвление), стрелка показывает 

направление передачи информации. 

         и           

x x

x

   

4. Сумматор.            

  

x
y=x +x

1

2x

1 2

                                 
5. Элемент сравнения. 
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x
y=x -x

1

2x

1 2

или     

x
y=x -x

1

2x

1 2

(-)

 

 

В системах управления встречаются три вида соединений звень-

ев: последовательное, параллельное и соединение по схеме с об-

ратной связью. 

Последовательное соединение звеньев изображено на рис.3.10, 

такое соединение характеризуется тем, что  выход предыдущего зве-

на подается на вход последующего. 

x
W (s)1

W (s) W (s)
2 3

y y y
1 2

W (s)
p

 
Рис. 3.10. Последовательное соединение звеньев  

 

Выходная величина последовательно соединенных звеньев 

определяется      (s)X(s)
3

(s)W
2

(s)W
1

W= ... =s)(
2

s)Y(
3

W=Y(s) . 

Откуда результирующая передаточная функция  равняется 

 (s)
3

(s)W
2

(s)W
1

W=(s)
p

W . 

Следовательно, в общем случае можно записать 


n

1=i

)s(
i

W=(s)
p

W ,                               (3.51) 

где n - число включенных последовательно звеньев. 

Таким образом, результирующая передаточная функция после-

довательно соединенных звеньев равна произведению передаточных 

функций составляющих звеньев. 

Параллельное соединение звеньев изображено на рис.3.11, та-

кое соединение характеризуется тем, что на входы всех звеньев пода-

ется одно и то же входное воздействие, а выходная величина опреде-

ляется суммой выходных величин отдельных звеньев. 
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x y

W (s)1

W (s)
2

W (s)
3

y
1

y
2

W (s)
p

y
3

 
Рис. 3.11. Параллельное соединение звеньев  

 

Выходная величина параллельно соединенных звеньев опреде-

ляется   y=y1+y2+y3, т.е. 

 (s)X(s)
3

W(s)X(s)
2

W+s)(s)X(
1

W=Y(s)  . 

Тогда              (s)
3

W(s)
2

W+s)(
1

W=(s)
p

W  . 

В общем случае 


n

1=i

s)(
i

W=(s)
p

W ,                                 (3.52) 

где n - число включенных параллельно звеньев. 

Таким образом, результирующая передаточная функция парал-

лельно соединенных звеньев равна сумме передаточных функций со-

ставляющих звеньев. 

Обратная связь. Такое соединение звеньев изображено на 

рис.3.12, оно характеризуется тем, что  выходной сигнал звена пода-

ется на его вход. 

x

y

y

1

W (s)1

W (s)
2

W (s)
p

±

 
Рис. 3.12. Соединение звеньев по схеме с обратной связью 

 

Обратная связь может быть положительной (ПОС), если сигнал 

y1, снимаемый с выхода второго звена, суммируется с сигналом x на 
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входе, и отрицательной (ООС), если y1  вычитается. Кроме того, об-

ратные связи могут быть жесткими и гибкими. Связь называется гиб-

кой, если передаточная функция W2(s) в установившемся режиме 

равна нулю. 

Для определения результирующей передаточной функции такой 

комбинации звеньев запишем очевидные соотношения:  

 




 

(s)Y(s)
2

W=(s)
1

Y

(s)
1

YX(s)(s)
1

W=Y(s)
  ,           

где знак “+” относится к положительной, а знак “-” - к отрица-

тельной обратной связи. 

Откуда результирующая передаточная функция обратной связи 

имеет вид 

(s)
1

(s)W
2

W1

(s)
1

W
=(s)

p
W


  ,                           (3.53) 

где знак “+” соответствует ООС, знак “” - ПОС. 

В общем случае, сложная цепь динамических звеньев, образу-

ющих систему управления, включает в себя комбинации всех трех 

рассмотренных случаев, т.е. представляет собой смешанное соедине-

ние звеньев. Пользуясь выражениями (3.51), (3.52) и (3.53), можно 

найти общую результирующую передаточную функцию смешанного 

соединения звеньев.  

В тех случаях, когда структурная схема системы оказывается 

сложной и содержит перекрестные связи, ее упрощают и сводят к 

простейшему эквивалентному виду, пользуясь правилами преобразо-

вания структурных схем [1,2,7]. 

Основные правила эквивалентного преобразования структурных 

схем. 

1. Перенос сумматора: 

а)  

x1

x

x

2

3

x 4

y

 

x1

x
2x4

y

x 3  
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               y = x1+x2+x3+x4     y = x1+x4+x2+x3   

 

б) 

1

2

x y

x

W (s)1

 

1

2

x y

x

W (s)1

W (s)1

-1

 

          y = x1W1(s)+x2                                   y = [x1+x2W1
-1(s)] W1(s) = 

x1W1(s)+x2 

 

 

 

2. Перенос узла: 

а) 

 

x y

x

2
x

                

x y

x
2

x

 

б) 

x
yW (s)1

y

            

x
yW (s)1

y

W (s)1

 

3. Преобразование к единичной обратной связи. 

y
x

W (s)1

W (s)
2

     

y
x

W (s)1
W (s)

2
W (s)

2

-1

 

(s)
1

(s)W
2

W1

(s)
1

W
=(s)

p
W



   
(s)

2
W

1

(s)
2

W(s)
1

W1

(s)
2

W(s)
1

W
=(s)

р
W 



 

 

 

3.4.  Построение логарифмических частотных характеристик 

разомкнутой цепи  звеньев 

 

Логарифмические частотные характеристики имеют большое 
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практическое значение. Поэтому рассмотрим их построение. В общем 

случае частотные характеристики строят по методике, изложенной в 

разделе 3.1. Однако часто результирующую передаточную функцию 

смешанного соединения звеньев можно свести к виду 





n

1=i

(s)
Ti

W
r

s

m

1=j

s)(
Tj

Wk

=W(s) ,                              (3.54) 

где WT(s) - передаточная функция типового звена. 

 

 

 

 

 

 

В этом случае построение ЛАХ производится по выражению  

 

L() = 20lgA() = 20lgW(j)= 

= 20lgk - r20lg + 
m

1=j

)(j
j

Wlg20
Т

 - 
n

1=i

)(j
i

Wlg20
T

 . 

Построение ЛФХ производится по выражению 

() = argW(j) = -r900 + 
m

1=j

)(
jT
 - 

n

1=i

)(
iT
 . 

Таким образом, результирующая ЛАХ определяется суммиро-

ванием ЛАХ составляющих типовых звеньев, а результирующая ЛФХ 

- соответственно суммированием  ЛФХ составляющих типовых зве-

ньев. Таблицы характеристик типовых звеньев имеются в литературе 

[1,7]. 

Асимптотические ЛАХ можно построить непосредственно по 

виду передаточной функции (3.54) по следующему правилу, состоя-

щему из четырех пунктов. 

1. Частотная область разбивается на диапазоны, границы кото-

рых определяются сопрягающими частотами, соответствующими по-
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стоянным времени  передаточной функции: 

i
T

1

i сопр
 . 

Число сопрягающих частот равняется числу постоянных време-

ни в передаточной функции, а число частотных диапазонов на едини-

цу больше. 

2. Первая низкочастотная асимптота ЛАХ, которая проводится в 

крайнем левом низкочастотном диапазоне, имеет наклон 

(20r)дб/дек и проходит через точку с координатами: =1 с-1, 

L(1)=20lg k дб, где r - показатель степени оператора Лапласа s, запи-

санного в знаменателе передаточной функции (3.54).  

3. На сопрягающих частотах ЛАХ претерпевает изломы. 

3.1. Если сопрягающая частота соответствует постоянной вре-

мени Тi, находящейся в знаменателе передаточной функции, то ЛАХ 

делает излом вниз на (20v)дб/дек, где v - порядок типового дина-

мического звена, в которое входит эта постоянная времени Тi.  

3.2. Если сопрягающая частота соответствует постоянной вре-

мени Тi, находящейся в числителе передаточной функции, то ЛАХ 

делает излом вверх на +(20v) дб/дек, где v - порядок типового дина-

мического звена, в которое входит эта постоянная времени Тi. 

4. Вторая асимптота проводится до следующей сопрягающей 

частоты и так далее. 

Пример. Построить ЛАХ звена, имеющего следующую переда-

точную функцию:  
)1s

2
T)(1s

1
s(T

)1s
3

k(T
=W(s)




, 

где k = 100 с-1 ;       Т1= 5 с;      Т2= 0.01 с;      Т3= 0.5 с. 

Р е ш е н и е .  

1. Представим передаточную функцию, как комбинацию типо-

вых звеньев: 

)1s
3

(T
)1s

2
(T

1

)1s
1

(T

1

s

1
k

)1s
2

T)(1s
1

s(T

)1s
3

k(T
=W(s) 










. 

2. Находим сопрягающие частоты: 
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    сопр1= 1/Т1= 0.2 с-1;      сопр2= 1/Т2= 100 с-1;    сопр3= 1/Т2= 2 с-

1. 

 

3.  Строим ЛАХ. 

40

60

-1 0 1 2

A

1 10 100

L, дб

ω, с
-1

lg ω, дек

-20

-40

-20

-40

1/T 1/Т 1/Т1 23

 
Рис. 3.13. Логарифмическая частотная характеристика звена 

 

3.1. Частотную область разбиваем на четыре диапазона. 

3.2. Низкочастотный участок ЛАХ имеет наклон 

 (20r)= (201)= 20дб/дек и проходит через точку с коор-

динатами:  = 1с-1,  L(1) = 20lg k = 40дб (точка А[1,40]). 

 

3.3. На частоте 1/Т1 ЛАХ делает излом вниз на 

(20v)= (201)= 20 дб/дек. 

3.4. На частоте 1/Т3 ЛАХ делает излом вверх на 

(20v) = (201) = 20дб/дек. 

3.5. На частоте 1/Т2 ЛАХ делает излом вниз на  

(20v) = (201) = 20 дб/дек. 

Вид полученной ЛАХ приведен на рис. 3.13. 

 

Используя то же правило, по ЛАХ звена можно однозначно 

определить передаточную функцию. 
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Пример. Определить передаточную функцию звена, ЛАХ кото-

рого имеет вид, представленный на рис. 3.14. 

 

20

-20

1 10 10 10
2 3

0

0

0

-20
40

L, дб

ω, с-1

 
 

Рис. 3.14. ЛАХ звена 

 

Р е ш е н и е . Передаточная функция имеет вид 

2
)1s

4
T)(1s

1
(T

0
s

2
)1s

3
(T)1s

2
k(T

=W(s)




, 

где k=10L(1)/20=100=1 с-1; 

Т1= 1 с; Т2= 0.1 с;  Т3= 0.01 с; Т4= 0.001 с. 

 

При более сложных формах передаточной функции W(s), 

например, при наличии внутренних обратных связей, построение 

ЛАХ усложняется. Однако часто можно и сложные выражения при-

водить к аналогичному виду (3.54), разложив на множители много-

члены числителя и знаменателя. 

 

 

 

ВОПРОСЫ К РАЗДЕЛУ 3 

 

1. Что такое динамическое звено и его характеристика? 
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2. Дайте определение основных характеристик. 

3. Какие частотные характеристики используются для ис-

следования систем? 

4. Почему ЛЧХ нашли большое применение в инженерной 

практике? 

5. По каким признакам классифицируются типовые динами-

ческие звенья? 

6. Перечислите группы основных типов звеньев. 

7. Что представляет собой структурная схема системы 

управления? 

8. Какие способы соединений звеньев используются в систе-

мах? 

9. Как находятся передаточные функции смешанных соеди-

нений звеньев? 

10.Каким образом строятся логарифмические частотные 

характеристики разомкнутой цепи звеньев? Постройте ЛЧХ ти-

повых звеньев. 
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4. СОСТАВЛЕНИЕ ИСХОДНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЗАМКНУТЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО  

УПРАВЛЕНИЯ 

 

4.1. Дифференциальные уравнения и передаточные 

функции замкнутых систем управления 

 

Система автоматического управления представляет собой сово-

купность объекта управления, регулятора и датчика рассогласования. 

Обобщенная функциональная схема системы управления представле-

на на рис.4.1. 

ОУ
u(t) y(t)

f(t)

x(t)
R

g(t)

 
Рис. 4.1. Функциональная схема системы управления 

 

Для того, чтобы получить математическое описание системы 

управления, необходимо составить по рассмотренной ранее методике 

линеаризованные уравнения всех элементов, из которых состоит дат-

чик рассогласования, регулятор и объект управления. Таким образом 

получим систему дифференциальных уравнений, описывающую ис-

следуемую систему управления. Полученная система дифференци-

альных уравнений путем исключения промежуточных переменных 

может быть разрешена относительно любой координаты системы 

управления. Обычно она решается либо относительно рассогласова-

ния x(t), т.е. ошибки, либо относительно управляемой величины y(t).  

Первый случай встречается чаще, так как исследование измене-

ния ошибки, как правило, является более важным. В этом случае по-

лучается дифференциальное уравнение 
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D(p)x(t) = Q(p)g(t) + N(p)f(t).                 (4.1) 

Полином D(p) степени n от символа дифференцирования p ха-

рактеризует свободное движение системы. Он называется характе-

ристическим полиномом и может быть представлен в виде 

n
ap

1-n
a...

1-n
p

1
a

n
p

0
a=D(p)  ,               (4.2) 

где a0,...,an  в линеаризованной системе представляют собой по-

стоянные коэффициенты. 

Полином Q(p) степени m (mn) от символа дифференцирования 

p определяет влияние задающего воздействия g(t) на характер изме-

нения ошибки. 

Полином N(p) степени k (kn) от символа дифференцирования p 

определяет влияние возмущающего воздействия f(t) на характер из-

менения ошибки. В принципе таких возмущений может быть не-

сколько. Однако вследствие линейности действует принцип суперпо-

зиции и достаточно рассмотреть методику учета только одного воз-

действия; при наличии нескольких возмущений необходимо лишь 

просуммировать результат. 

Из (4.1) вытекает, что ошибка может быть представлена в виде 

суммы двух составляющих: первая составляющая определяется влия-

нием задающего воздействия, вторая - возмущающего воздействия. 

При решении системы дифференциальных уравнений относи-

тельно управляемой величины получается уравнение движения объ-

екта управления при наличии регулятора. Это уравнение получается в 

результате подстановки выражения для ошибки x(t)=g(t)y(t) в урав-

нение (4.1): 

D(p)y(t) = R(p)g(t)  N(p)f(t),  (4.3) 

где 

R(p) = D(p)  Q(p). 

 

Полином R(p) определяет влияние задающего воздействия g(t) 

на управляемую величину. 

Уравнения (4.1) и (4.3) являются исходными дифференциаль-

ными уравнениями замкнутой системы управления. При известных 
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функциях времени в правых частях уравнений (4.1) и (4.3) они могут 

быть решены относительно искомых функций времени, т.е. может 

быть найдено изменение ошибки управления во времени и движение 

объекта управления. 

Таким образом, четверка полиномов D(p), Q(p), N(p), R(p) пол-

ностью определяет замкнутую систему управления. 

Уравнения, описывающие динамику системы, также как и звена, 

могут быть представлены в другой форме. Для этого перепишем 

уравнения (4.1) и (4.3) в операторном виде, перейдя от функций вре-

мени к их изображениям по Лапласу. 

В результате получим: 

(s)F(s)
xf

Ф(s)G(s)
xg

Ф=X(s)  ,     (4.4) 

где 
D(s)

Q(s)
=(s)

xg
Ф  ;       

D(s)

N(s)
=(s)

xf
Ф  .            

При f(t)=0   
G(s)

X(s)
=(s)

xg
Ф  - передаточная функция замкнутой си-

стемы по ошибке относительно задающего воздействия. 

При g(t)=0   
F(s)

X(s)
=(s)

xf
Ф  - передаточная функция замкнутой си-

стемы по ошибке относительно возмущающего воздействия. 

Аналогично: 

(s)F(s)
f

Ф(s)G(s)
g

Ф=Y(s)  ,              (4.5) 

где  
D(s)

R(s)
=(s)

g
Ф ;     

D(s)

N(s)
=(s)

f
Ф . 

При f(t)=0   
G(s)

Y(s)
=(s)

g
Ф   - передаточная функция замкнутой си-

стемы по задающему воздействию, главный оператор системы Ф(s).  

При g(t)=0  
F(s)

Y(s)
=(s)

f
Ф   - передаточная функция замкнутой си-

стемы по возмущающему воздействию. 

Сравнивая уравнения (4.4) и (4.5) видно, что Фf(s) = Фxf(s). 

Таким образом, четверка передаточных функций Фg(s), Фf(s), 

Фxg(s), Фxf(s) полностью определяет замкнутую систему управления. 
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Выразим передаточные функции замкнутой системы через пе-

редаточные функции ее отдельных элементов. Для этого на основа-

нии функциональной схемы системы (рис.4.1) и уравнения (4.3) изоб-

разим структурную схему системы (рис.4.2). 

G(s) X(s)
W (s)R

U(s)
W (s)о

u

W (s)о

fF(s)

Y(s)

 
Рис. 4.2. Структурная схема системы управления 

 

)s(
R

W  - передаточная функция регулятора; 

)s(
u
o

W  - передаточная функция объекта управления по управля-

ющему воздействию; 

)s(
f
o

W  - передаточная функция объекта управления по возмуща-

ющему воздействию; 

G(s), F(s), U(s), X(s), Y(s) - изображения по Лапласу задающего, 

возмущающего и управляющего воздействий, рассогласования и 

управляемой величины. 

Если в системе ликвидировать обратную связь, то система из 

замкнутой превратится в разомкнутую. Звенья, расположенные меж-

ду выходом сравнивающего устройства и его инверсным входом, об-

разуют разомкнутую систему, передаточная функция которой имеет 

вид: 

)s(
u
o

W(s)
R

W=W(s)  .                               (4.6) 

Передаточная функция разомкнутой системы W(s) имеет боль-

шое значение в классической теории управления, так как методы ана-

лиза и синтеза систем основаны на ее использовании. 

Найдем передаточные функции замкнутой системы. 

1. По задающему воздействию при f(t)=0. В этом случае исход-

ная структурная схема системы (рис.4.2) может быть приведена к ви-
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ду, изображенному на рис. 4.3. 

Y

G X

W(S)

 
Рис. 4.3. Приведенная структурная схема системы управления 

 

По определению 
G(s)

Y(s)
=(s)

g
Ф ;  

G(s)

X(s)
=(s)

xg
Ф , тогда из рис.4.3 следу-

ет: 

W(s)+1

W(s)
=(s)

g
Ф ;    

W(s)+1

1
=(s)

xg
Ф .         (4.7) 

2. По возмущающему воздействию  при g(t)=0. В этом случае 

исходная структурная схема системы (рис.4.2) может быть приведена 

к виду, изображенному на рис. 4.4. 

 

F
W (s)о

f

W(s)

Y

X

 
Рис. 4.4. Приведенная структурная схема 

 

По определению 
F(s)

Y(s)
=(s)

f
Ф ;    

F(s)

X(s)
=(s)

xf
Ф , тогда из рис.4.4 сле-

дует: 

W(s)+1

(s)
f

o
W

=(s)
f

Ф


;     
W(s)+1

(s)
f

o
W

=(s)
xf

Ф .        (4.8) 

Таким образом, передаточные функции замкнутой системы 

определяются передаточной функцией разомкнутой системы. 

Важные соотношения, вытекающие из вышеприведенного: 

1.  
p=s

W(s)+1=D(p) ; 

2.  
W(s)+1

1

W(s)+1

W(s)
1=(s)

g
Ф-1=(s)

xg
Ф  ; 
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3. 
)s(

g
Ф1

)s(
g

Ф

=W(s)


;                4. 
)s(

xg
Ф

)s(
xg

Ф1

=W(s)



. 

 

Пример. Определить передаточные функции системы, струк-

турная схема которой имеет вид, представленный на рис. 4.5.  

QQз
g

W (s)W (s)W (s) W (s) W (s) W (s)

W (s)

зу у дв р

з

п

т

U U∆

 
Рис. 4.5. Структурная схема системы управления 

 

Р е ш е н и е : Запишем передаточную функцию разомкнутой си-

стемы: 

(s)
т

W(s)
п

W(s)
з

W(s)
р

W(s)
дв

W(s)
у

W=W(s)  , 

тогда передаточные функции замкнутой системы будут: 

W(s)+1

)s(
т

W

W(s)
(s)

зу
W

=(s)
g

Ф   ;     
W(s)+1

(s)
зу

W

=(s)
xg

Ф . 

 

 

 

 

 

4.2. Многомерные  системы  управления 

 

Многомерные или многосвязные системы - это системы, имею-

щие несколько управляемых величин, а также несколько задающих и 

возмущающих воздействий. Многомерная система предполагает 

наличие многомерного объекта управления (рис.4.6), который харак-

теризуется существованием нескольких входов (точек приложения 

управляющих и возмущающих воздействий) и нескольких выходов, 

определяемых управляемыми величинами. 
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Рис.4.6. Многомерный объект управления 

 

Многомерный объект описывается системой уравнений, кото-

рую удобно представлять в матричной форме. В этом случае коорди-

натами системы управления являются вектор задающего воздействия 

G(t), вектор управляемой величины Y(t), вектор управления U(t) и 

вектор возмущения F(t). При этом 

 

G(t) = [ g1(t), g2(t), ... , gm(t) ]T; 

 

Y(t) = [ y1(t), y2(t), ... , yr(t) ]T; 

 

U(t) = [ u1(t), u2(t), ... , uk(t) ]T; 

 

F(t) = [ f1(t), f2(t), ... , fl(t) ]T. 

 

Функциональная схема многомерной системы имеет вид, при-

веденный на рис.4.7. 

R ОУ
G X U

F

Y

''l''

''r''

 
Рис. 4.7. Функциональная схема многомерной системы 

  

Структурная схема изображена на рис.4.8. 
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G X U

F

Y
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W (s)

R o

f

 
Рис. 4.8. Структурная схема многомерной системы 

 

Здесь WR(s), W0(s), Wf(s) - матрицы передаточных функций ре-

гулятора и объекта управления системы. 

Матричное дифференциальное уравнение линейной многомер-

ной системы, разрешенное относительно управляемой величины име-

ет вид: 

D(p)Y(t) = R(p)G(t) - N(p)F(t),                            (4.9) 

где 

rr x rr
a...

r2
a

r1
a

............
2r

a...
22

a
21

a
1r

a...
12

a
11

a

=D(p)























 -  

квадратная матрица коэффициентов системы (размерность rr, 

где r - число управляемых величин), характеризующая свободное по-

ведение системы; 

mr x rm
b...

2r
b

1r
b

............
m2

b...
22

b
21

b
m1

b...
12

b
11

b

=R(p)





















-  

прямоугольная матрица коэффициентов системы (размерность 

rm, где m - число задающих воздействий), связывающая задающее 

воздействие с управляемой величиной; 

 

ll

l

l

r x r
c...

2r
c

1r
c

............
2

c...
22

c
21

c
1

c...
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c
11
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
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








-  

прямоугольная матрица коэффициентов системы (размерность 
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rl, где l - число возмущающих воздействий), связывающая возму-

щающее воздействие с управляемой величиной. 

Подвергнув уравнение (4.9) преобразованию по Лапласу, полу-

чим матричное операторное уравнение, решение которого определяет 

изображение управляемой величины 

 

Y(s) = Ф(s)G(s) - Фf(s)F(s),                         (4.10) 

где 

mr x 
s)(

rm
Ф...s)(

r2
Ф)s(

r1
Ф

............

s)(
2m

Ф...s)(
22

Фs)(
21

Ф

s)(
1m

Ф...s)(
12

Фs)(
11

Ф

=Ф(s)





















-  

 

матрица передаточных функций замкнутой системы; 

ll

l

l

r x 
(s)r

f
Ф...(s)2r

f
Ф(s)1r

f
Ф

............

(s)2
f

Ф...(s)22
f

Ф(s)21
f

Ф

(s)1
f

Ф...(s)12
f

Ф(s)11
f

Ф

=(s)fФ





















-  

 

матрица передаточных функций замкнутой системы по возму-

щающему воздействию. 

Здесь Фij(s) - передаточная функция замкнутой системы, связы-

вающая i-ый выход с j-тым входом системы. 

Аналогичным образом составляется матричное дифференциаль-

ное уравнение, разрешенное относительно ошибки, и определяется 

изображение рассогласования. 

 

 

 

ВОПРОСЫ К РАЗДЕЛУ 4 

 

1. Как получить математическое описание замкнутой си-

стемы управления? 

2.  Напишите в общем виде исходные дифференциальные 
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уравнения замкнутой системы управления. 

3.  Что такое характеристический полином системы? 

4.  Перечислите передаточные функции замкнутой систе-

мы. 

5.  Что представляет собой передаточная функция разо-

мкнутой системы? 

6.  Выразите передаточные функции замкнутой системы 

через передаточную функцию разомкнутой системы.  

7.  Каким образом по передаточной функции разомкнутой 

системы можно определить ее характеристический полином? 

8.  Дайте определение многомерной системы управления и 

многомерного объекта управления. 
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5. УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

 

 

5.1. Понятие устойчивости систем  

 

Любая система должна быть прежде всего работоспособной. 

Это значит, что она должна нормально функционировать при дей-

ствии на нее различных внешних возмущений. Иными словами, си-

стема должна работать устойчиво. 

Понятие устойчивости системы управления связано со способ-

ностью возвращаться в состояние равновесия после исчезновения 

внешних воздействий, которые вывели ее из этого состояния. Данное 

определение является физическим определением понятия устойчиво-

сти. Наглядно устойчивость равновесия иллюстрируется на рис.5.1. 

Здесь положение шарика определяется координатой y. Выведем ша-

рик из положения равновесия в точку y0  и отпустим его. 

y

yo

yo

y

yo

t

y

y

y

yo

t

y

y

t

yo

yo

Б)

А)

В)

 
Рис. 5.1. Иллюстрация понятия устойчивости 

 

Из анализа изменения координаты y(t) следует: 

а) y(t)0 при t, устойчивое положение шарика; 

б) y(t) при t, неустойчивое положение шарика; 

в) y(t)=y0=const при t0, нейтральное или безразличное положе-
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ние шарика. 

Таким образом, устойчивость характеризуется свободным пове-

дением системы. 

Общая теория устойчивости разработана А.М. Ляпуновым. 

Сформулируем математическое определение устойчивости, исполь-

зуя следующее геометрическое представление (рис.5.2). 

 Система управления n-ого порядка описывается дифференци-

альным уравнением в форме Коши: 

t)F(X,
dt

dX
    ,     где     





















n
x

...
2

x
1

x

=X       (i = 1, 2, ... , n).           (5.1) 

Состояние системы можно изобразить точкой в пространстве, 

координатами которого являются переменные системы (x1, x2, ... , xn). 

Начало координат этого пространства соответствует равновесному 

состоянию системы. Тогда решение уравнения (5.1) можно рассмат-

ривать как некоторую траекторию X(t) в пространстве переменных 

(x1, x2, ... , xn). 

p

R

X(t)

X(t)
S(p)

S(R)
xo

 
Рис.5.2. Траектории движения,  

соответствующие устойчивой и неустойчивой системам 

 

Положение равновесия в начале координат может быть, по Ля-

пунову, устойчиво, асимптотически устойчиво и неустойчиво. 

Положение устойчиво, если для  любого R<  существует такое 

rR, что траектория X(t), начинающаяся в точке x0 сферической обла-

сти S(r), все время остается в сферической области S(R). Иначе гово-

ря, траектория X(t), начинающаяся внутри области S(r), никогда не 

достигает сферы S(R).  
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Положение асимптотически устойчиво, если оно устойчиво и, 

сверх того, существует такое R<, что траектория X(t), начинающаяся 

в сферической области S(R), стремится к началу координат при не-

ограниченном росте времени. 

Положение неустойчиво, если для  некоторого (хотя бы одного) 

R< и любого r, каким бы малым r не выбиралось, всегда найдется 

внутри сферической области S(r) такая точка x0, что траектория X(t), 

начинающаяся в этой точке, достигает за конечное время сферы S(R).  

Таким образом, чтобы решить вопрос об устойчивости системы, 

необходимо определить траекторию ее движения в пространстве со-

стояний, то есть найти решение дифференциального уравнения, кото-

рое описывает исследуемую систему. 

 

5.2. Устойчивость линейных систем 

 

Устойчивость линейной системы можно исследовать по харак-

теру изменения только одной любой ее переменной. Линейная систе-

ма называется устойчивой, если ее выходная координата остается 

ограниченной при любых ограниченных по абсолютной величине 

входных воздействиях. Устойчивая линейная система должна пере-

ходить от одного установившегося состояния к другому при измене-

нии задающего воздействия. Устойчивость линейной системы опре-

деляется ее характеристиками и не зависит от действующих воздей-

ствий. 

Таким образом, для определения устойчивости линейной систе-

мы требуется найти изменение ее управляемой величины. Структур-

ная схема линейной системы приведена на рис.5.3, где W(s) - переда-

точная функция разомкнутой системы. 

 

W(s)
g(t) x(t) y(t)

 
Рис. 5.3. Структурная схема линейной системы 
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Процессы в системе (рис.5.3), как следует из (4.3), описываются 

дифференциальным уравнением вида 

 

D(p)y(t) = R(p)g(t).                                   (5.2) 

 

Решение уравнения (5.2) состоит из двух составляющих: 

 

y(t) = yB(t) + yn(t),                                  (5.3) 

 

где yB(t) - вынужденное решение; 

      yn(t) - переходная составляющая. 

Система устойчива, если переходная составляющая решения 

стремится к нулю при времени, стремящемся к бесконечности. Это 

означает, что если система выведена из состояния равновесия каким-

либо возмущением, то она возвращается в исходное состояние после 

устранения этого возмущения, т.е. устойчивость системы определяет-

ся ее свободным движением. На рис.5.4 изображены возможные виды 

изменения переходной составляющей решения уравнения (5.2) при 

скачкообразном задающем воздействии. 

Если  yn(t)0   при    t, то система устойчивая; 

если  yn(t)   при   t, то система неустойчивая; 

если  yn(t)=const  при   t, то система нейтральная. 

 
Рис. 5.4. Возможные виды переходной составляющей 

Переходная составляющая решения уравнения (5.2) зависит от 

корней характеристического уравнения, которое получается путем 

приравнивания характеристического полинома к нулю: 
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D(p) = 0,                                             (5.4) 

где   
p=s

W(s)+1=D(p) . 

Переходная составляющая решения 


n

1=i

t
i

p
e

i
c(t)

n
y ,                               (5.5) 

где pi - корни характеристического уравнения (полюсы систе-

мы); 

      ci - постоянные интегрирования. 

Действительному корню характеристического уравнения pi в 

выражении (5.5) соответствует слагаемое  

yni(t) = ci 
t

i
p

e . 

 

Если pi<0, то переходная составляющая с ростом времени стре-

мится к нулю, если pi>0, то эта составляющая неограниченно возрас-

тает. 

Паре комплексно-сопряженных корней уравнения (5.4) соответ-

ствует слагаемое 

yni(t) = Ai 
t

ie


sin(it+i), 

 

где iji - корни характеристического уравнения; 

      Ai, i  - постоянные интегрирования. 

При этом переходная составляющая с ростом времени стремит-

ся к нулю, если вещественные части корней отрицательны, в против-

ном случае амплитуда колебаний переходной составляющей возрас-

тает. 

Пара мнимых корней характеристического уравнения позволяет 

получить переходную составляющую в виде колебаний с постоянной 

амплитудой: 

yni(t) = Aisin(it+i). 

Таким образом, для устойчивости системы необходимо и доста-

точно, чтобы все корни характеристического уравнения имели отри-
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цательные вещественные части, или эти корни на плоскости ком-

плексного переменного были расположены слева от мнимой оси 

(рис.5.5). 

уст неуст

нейтр

Re

Im
p

i

 
 

Рис. 5.5. Комплексная плоскость корней характеристического 

уравнения 

 

Если корни характеристического уравнения расположены на 

мнимой оси, то система находится на границе устойчивости. При 

этом возможны два случая: корень в начале координат и пара мнимых 

корней. Нулевой корень появляется, когда свободный член характе-

ристического уравнения равен нулю. В этом случае границу устойчи-

вости называют апериодической. Если остальные корни этого урав-

нения имеют отрицательные вещественные части, то система устой-

чива не относительно выходного сигнала, а относительно его произ-

водной, выходной сигнал в установившемся режиме имеет произ-

вольное значение. Такие системы называют нейтрально устойчивы-

ми. В том случае, когда характеристическое уравнение имеет пару 

мнимых корней, границу устойчивости называют колебательной. 

Если хотя бы один из корней лежит в правой полуплоскости 

комплексной плоскости корней характеристического уравнения, то 

система неустойчивая. 

Вычисление корней характеристического уравнения высокого 

порядка затруднительно. Поэтому для исследования устойчивости 

систем разработаны критерии (правила), позволяющие судить о рас-

положении корней на комплексной плоскости без их расчета. Прежде 

чем воспользоваться для оценки устойчивости тем или иным крите-
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рием, следует проверить выполнение необходимого условия устойчи-

вости. 

 Необходимым, но недостаточным условием устойчивости си-

стемы является  положительность (отрицательность) всех коэффици-

ентов характеристического уравнения системы 

0
n

ap
1-n

a...
1-n

p
1

a
n

p
0

a  ,                  (5.6) 

т.е. соблюдение условия ai > 0  для всех i от 0 до n,  где n - поря-

док системы. 

 

5.3. Алгебраические критерии устойчивости 

 

Алгебраические критерии позволяют непосредственно по коэф-

фициентам характеристического уравнения судить об устойчивости 

систем. Различные формы таких критериев рассматриваются в курсе 

высшей алгебры. В теории управления наибольшее применение из 

алгебраических критериев устойчивости получили критерий Рауса и 

критерий Гурвица. 

Критерий Рауса. 

Линейная система, характеристический полином которой равен 

n
ap

1-n
a...

1-n
p

1
a

n
p

0
a=D(p)  , 

где a0>0, устойчива, если положительны все элементы первого 

столбца следующей таблицы 
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c
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c
52

c
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a

...
6

a
4

a
2

a
0

a

                                (5.7) 

В первой строке таблицы Рауса расположены четные коэффи-

циенты характеристического полинома, во второй - нечетные. Если 

степень характеристического полинома - четное число, то последний 

элемент второй строки равен нулю. Третья и последующие строки 

определяются следующим образом: 
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сij = сi-1,1сi-2,j+1  сi-2,1сi-1,j+1;   сi,L = 0 ;   

i = 3, 4, ... , n+1;   j = 1, 2, ... , L-1;    L = [0.5n]+1. 

Знак [ ] означает целую часть числа. 

 

Критерий Гурвица. 

Линейная система, характеристический полином которой равен 

n
ap

1-n
a...

1-n
p

1
a

n
p

0
a=D(p)  , 

где a0>0, устойчива, если положительны n главных определите-

лей матрицы Гурвица: 





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




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
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

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                            (5.8) 

 

Порядок составления матрицы Гурвица следующий. На главной 

диагонали записываются все коэффициенты,  начиная с первого. Да-

лее заполняются строки: четными коэффициентами по порядку, если 

на главной диагонали стоит четный коэффициент, и нечетными, если 

на главной диагонали стоит нечетный коэффициент. Если какой-либо 

коэффициент отсутствует, то вместо него заносится нуль. 

Для оценки устойчивости системы необходимо вычислить 

определители Гурвица i (i = 1, 2, ... , n), которые получают из матри-

цы (5.8) путем отчеркивания равного числа строк и столбцов в левом 

верхнем углу матрицы. 

Система устойчива, если i > 0   для всех i = 1, 2, ... , n. 

Последний определитель Гурвица, как видно из приведенной 

выше матрицы, равен 

n = an  n-1. 

Поэтому его положительность сводится при n-1>0 к условию 

an>0, 

Для систем первого и второго порядка критерий Гурвица сво-

дится просто к положительности коэффициентов ai. 
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Если определитель n=0, то система находится на границе 

устойчивости. Возможны два случая: апериодическая граница устой-

чивости, если свободный член характеристического уравнения равен 

нулю, что соответствует нейтрально устойчивой системе;  колеба-

тельная граница устойчивости,  если определитель    n-1=0. Из усло-

вия n-1=0 можно определить параметры, при которых система нахо-

дится на границе устойчивости. 

 

Пример. Передаточная функция разомкнутой системы задана в 

виде: W(s) =
k

s(T s + 1)(T s + 1)
1 2

. Исследовать устойчивость системы. 

Р е ш е н и е . Характеристическое уравнение замкнутой системы 

D(p)=0,  где D(p) =1+ W(s)
s = p

 . 

Откуда следует 

p(T p+1)(T p+1)+ k = 0
1 2

. 

Раскрыв скобки, получим 

 

T1T2p3 + (T1 + T2)p2 + p + k = 0. 

 

Тогда имеем: a0 =  T1 T2 ;  a1 = (T1 + T2);  a2 = 1;  a3 = k. 

Коэффициенты характеристического уравнения положительны. 

Составляем матрицу Гурвица 


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





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3
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1

a

                                        

и найдем определители этой матрицы. Для устойчивости систе-

мы все они должны быть положительными: 

1 = a1, откуда   (T1 + T2) > 0; 

2 = a1a2  a0 a3, откуда  (T1 + T2)  kT1T2 > 0; 

3 = a1a2a3  a0a3
2 = a3( a1a2  a0a3 ), откуда a3 >0 , то есть k 

> 0. 
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Условие устойчивости по критерию Гурвица получает вид 

(T1 + T2) > kT1T2        или       k < ( 1

T
1

 +  1

T
2

). 

Границы устойчивости:  

1) an = 0,  k = 0; 

2) n-1 = 0,  kгр = ( 1

T
1

 +  1

T
2

); 

3) a0 = 0,  T1T2 = 0. 

 

Эти три границы устойчивости можно изобразить графически в 

пространстве параметров k, T1, T2  и найти области устойчивости си-

стемы. 

Найдем сначала область устойчивости системы по одному па-

раметру k (общий коэффициент передачи разомкнутой системы). 

Пространство параметров здесь одна прямая линия, а границы устой-

чивости - точки на ней: k = 0 и k = kгр (рис.5.6). Область устойчивости 

лежит между этими точками. 

 

(1/Т + 1/Т )1 20 к
 

 

Рис. 5.6. Область устойчивости по одному параметру 

 

Те же границы устойчивости системы можно построить на 

плоскости двух параметров, например: k и T1 (рис.5.7). Первая грани-

ца k = 0 лежит на оси T1.  Вторая граница 

1
T

1
 = k  

2
T

1
 имеет вид ги-

перболы с асимптотами k = 0 и k = 

2
T

1
. Третья граница T1 = 0 совпада-

ет с осью k. Штриховка границ сделана в сторону области устойчиво-

сти. 
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т1

к
 

Рис. 5.7. Область устойчивости по двум параметрам 

 

Как видно, при увеличении постоянных времени T1 и T2 область 

устойчивости сужается. Отрицательно влияет на устойчивость также 

и увеличение общего коэффициента передачи разомкнутой системы 

k. При любых заданных T1 и T2 существует свое граничное значение 

общего коэффициента передачи kгр, после чего система становится 

неустойчивой. 

Далее можно построить область устойчивости и в пространстве 

трех параметров k, T1, T2. Границами устойчивости здесь будут яв-

ляться три координатные плоскости и криволинейная поверхность, 

сечениями которой как в вертикальных так и в горизонтальных плос-

костях будут гиперболы. 

 

5.4. Частотные критерии устойчивости 

  

Частотные критерии устойчивости базируются на принципе ар-

гумента. Рассмотрим этот принцип, для чего запишем выражение для 

характеристического вектора, которое получим из характеристиче-

ского полинома системы (4.2), предварительно разложенного на 

множители, путем замены p на j: 

  

D(j) = an(j- p1)(j- p2)...(j- pn),                    (5.9) 

 

где pi - корни характеристического уравнения (полюсы систе-

мы). 

Определим изменение аргумента вектора D(j) при изменении 

частоты  от - до + 
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 arg D(j) = 
i = 1

n
 arg(j- pi)  при  - +. 

Если корень характеристического уравнения pi расположен на 

комплексной плоскости слева от мнимой оси, то вектор (j-pi) пово-

рачивается на угол , если этот корень находится на  комплексной 

плоскости справа от мнимой оси, то вектор (j-pi) поворачивается на  

угол  -. Допустим, что m корней характеристического уравнения  

расположены справа от мнимой оси, а остальные nm корней - слева. 

Тогда изменение аргумента характеристического вектора равно 

 

 arg D(j) = (nm)  при  - +. 

 

В устойчивой системе m=0, и изменение аргумента характери-

стического вектора получается следующим: 

 

 arg D(j) = n
2


  при  0+.                   (5.10) 

 

Критерий устойчивости Михайлова. 

Из выражения (5.10) следует критерий устойчивости Михайло-

ва, согласно которому изменение аргумента характеристического 

вектора определяется по годографу вектора,  записанному в виде 

 

D(j) = X() + jY() = D()ej() ,                 (5.11) 

 

где X() и Y() действительная и мнимая части характеристи-

ческого вектора, а D() и () его модуль и аргумент. 

Формулировка критерия. Для устойчивости линейной системы 

n-го порядка необходимо и достаточно, чтобы изменение аргумента 

функции D(j) при изменении  от 0 до  равнялось бы n
2


. 

Другими словами, система устойчива, если годограф характери-

стического вектора (кривая Михайлова), начинаясь на положительной 
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части действительной оси, обходит последовательно в положитель-

ном направлении (против часовой стрелки) n квадрантов, где n - по-

рядок характеристического уравнения системы. 

На рис.5.8 приведены примеры годографов для устойчивой и 

неустойчивой систем. 

ω=0

ω

ω

1

2

Re

Im

 

Re

Im

ω=0

 
                          а)                                              б) 

Рис. 5.8. Кривая Михайлова: 

а - устойчивой системы 3-го порядка; б - неустойчивой системы 

 

Если годограф проходит через начало координат, то система 

находится на границе устойчивости. В этом случае 

 

X() = 0  и  Y() = 0.                              (5.12) 

 

Из этих уравнений можно определить значения параметров, при 

которых система находится на границе устойчивости.  

 

Пример. Исследуем на устойчивость систему, рассмотренную в 

предыдущем примере, характеристический полином которой имеет 

вид:   D(p) =  T1 T2 p3 + ( T1 + T2 )p2 + p + k. 

 

Р е ш е н и е . Найдем годограф характеристического вектора 

D(j) =  T1 T2 (j)3 + ( T1 + T2 )(j)2 + j + k. 

Откуда 

Re D(j) = X() = k  ( T1 + T2 )2; 

Im D(j) = Y() =   T1 T2 3 . 

 

Для того, чтобы система 3-го порядка была устойчива, кривая 
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Михайлова должна последовательно проходить три квадранта 

(рис.5.9). 

ω=0ω

ω2

Re

Im

3 1

к

 
 

Рис. 5.9. Кривая Михайлова 

 

Найдем условие устойчивости из требования чередования кор-

ней  

0=123. 

Корень 2 находится из уравнения X()=0, откуда  

2
T+

1
T

k

2
 . 

Отсюда первое условие устойчивости: k>0. 

Корень 3 находится из уравнения Y()=0, откуда 

2
T

1
T

1

3
 . 

Подставляя эти значения в требуемое условие 23, получаем 

второе условие устойчивости системы 

k < (

1
T

1
 +  

2
T

1
), 

которое, конечно, совпадает с полученным ранее условием 

устойчивости по критерию Гурвица. 

Критерий устойчивости Найквиста. 

На практике более широкое по сравнению с критерием Михай-

лова применение нашел частотный критерий Найквиста, который 

позволяет судить об устойчивости системы по частотным характери-

стикам разомкнутой системы. Рассмотрим случай, когда разомкнутая 

система устойчива и не содержит интегрирующих звеньев. Введем 
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вектор 

F(j) = 1 + W(j) = 
)L(j

)N(j)L(j



  ,                     (5.13) 

где 
)L(j

)N(j
=)(jW




  - частотная передаточная функция разомкнутой 

системы. 

Числитель (5.13) является характеристическим вектором за-

мкнутой системы, а знаменатель - характеристическим вектором 

разомкнутой системы. Определим изменение аргумента вектора F(j) 

при изменении частоты  от 0 до + для случая, когда замкнутая си-

стема устойчива: 

 arg F(j) =  arg [L(j)+N(j)] -  arg L(j) = 0   при  0+. 

Таким образом, если разомкнутая и замкнутая системы устой-

чивы, то изменение аргумента вектора F(j) равно нулю, следова-

тельно, его годограф не охватывает начала координат. В противном 

случае, когда годограф F(j) охватывает начало координат, измене-

ние его аргумента не равно нулю и система в замкнутом состоянии 

неустойчива. Очевидно, что об изменении аргумента вектора F(j) 

удобнее судить по годографу частотной характеристики разомкнутой 

системы, т.е. по ее амплитудно-фазовой частотной характеристике. 

Действительно, изменение аргумента вектора F(j) будет равно нулю, 

если АФЧХ разомкнутой системы не охватывает точку с координата-

ми (-1, j0).  

Если система содержит r интегрирующих звеньев, число r кото-

рых определяет степень астатизма системы, то начальное значение 

фазовой частотной характеристики равно r
2


, а амплитудной ча-

стотной   бесконечности, система в разомкнутом состоянии 

нейтральна. В таких астатических системах для удобства оценки 

устойчивости АФЧХ разомкнутой системы дополняют дугой беско-

нечного радиуса, начинающейся на положительной вещественной 

полуоси комплексной плоскости. Формулировка критерия устойчиво-

сти при этом не изменяется. 

Если АФЧХ разомкнутой системы проходит через точку с коор-
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динатами (-1, j0), то система в замкнутом состоянии находится на 

границе устойчивости. 

Аналогичным образом доказывается критерий Найквиста и для 

случая, когда разомкнутая система неустойчива. 

Формулировка критерия.  

1. Если разомкнутая система устойчива, то для устойчивости 

замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы амплитудно-

фазовая частотная характеристика разомкнутой системы не охваты-

вала точку с координатами (-1, j0). 

2. Если разомкнутая система неустойчива, то для устойчивости 

замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы амплитудно-

фазовая частотная характеристика разомкнутой системы охватывала 

точку с координатами (-1, j0) и при изменении частоты от 0 до  обо-

рачивалась вокруг нее против часовой стрелки m раз, где m - число 

полюсов разомкнутой системы с положительной вещественной ча-

стью. 

ω=0

Re

Im

абсолютно устойчивая

нейтральная

неустойчивая

-1 ω=0

Re

Im

(-1;j0)

 
                а)                                                           б) 

Рис.5.10. АФЧХ статических разомкнутых систем 

 

Графики на рис.5.10,а соответствуют абсолютно устойчивой, 

нейтральной и неустойчивой системам. Система, АФЧХ разомкнутой 

цепи которой пересекает вещественную ось только справа от точки с 

координатами (-1, j0), называется абсолютно устойчивой. В таких си-

стемах неустойчивость может наступить только при увеличении об-

щего коэффициента передачи разомкнутой цепи. 

Если АФЧХ разомкнутой системы (рис.5.10,б) пересекает веще-

ственную ось и слева от точки с координатами (-1, j0), но при этом 



 

85 
 

число положительных (сверху вниз) переходов характеристики через 

ось абсцисс левее точки (-1) равняется числу отрицательных перехо-

дов (снизу вверх), то систему называют условно устойчивой. Не-

устойчивой такая система может быть как при увеличении, так и при 

уменьшении общего коэффициента передачи разомкнутой цепи. 

Если передаточная функция разомкнутой системы содержит в 

своем составе интегрирующие звенья, то АФЧХ начинается в беско-

нечности ( рис.5.11). 

Re

Im

(-1;j0)

ω→∞

(1/s)(1/s)

(1/s)

2

3

 
Рис.5.11. АФЧХ астатических разомкнутых систем 

 

Графики на рис.5.11 соответствуют устойчивым системам с 

первой, второй и третьей степенями астатизма. 

 

5.5. Запасы устойчивости 

 

В процессе работы системы ее параметры (коэффициенты переда-

чи и постоянные времени) из-за изменений внешних условий, колебаний 

напряжений источников энергии и других причин отличаются от расчет-

ных значений. Если не принять определенных мер, то система может 

стать неустойчивой. Для исключения этого явления при проектировании 

следует обеспечить определенные запасы устойчивости системы, кото-

рые характеризуют близость амплитудно-фазовой частотной характери-

стики разомкнутой системы к точке с координатами (-1, j0). 

Запасы устойчивости определяют на двух частотах: частоте сре-

за с и критической частоте кр. На частоте среза АЧХ разомкнутой 

системы равна единице, на критической частоте ФЧХ принимает зна-
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чение, равное -.  

Различают запас устойчивости по амплитуде (модулю) и запас 

устойчивости по фазе. 

Запас устойчивости по амплитуде задается некоторой величи-

ной h (рис.5.12,а), на которую должен отличаться модуль АФЧХ 

разомкнутой системы от единицы на частоте, при которой фаза рав-

няется -1800, т.е.  

0
-180=)(

)A(-1 =h


 .                     (5.14) 

ω=0

Re

Im

h

A(ω)

(-1;j0) Ψ=-180°

ω=0

Re

Im

(-1;j0)

A(ω)=1µ

 
                         а)                                                б) 

Рис. 5.12. АФЧХ разомкнутой системы 

 

Запас устойчивости по фазе задается некоторым углом  

(рис.5.12,б), на который должна отличаться фаза АФЧХ разомкнутой 

системы от -1800 на частоте, при которой модуль равняется единице, 

т.е. 

   =  -180 - ( ) A( ) =1
0 .                         (5.15) 

В хорошо демпфированных системах запас устойчивости по 

амплитуде составляет примерно 620 дб, что составляет 210 в ли-

нейном масштабе, а запас по фазе  30600.   

Чтобы спроектировать систему с заданными запасами устойчи-

вости по модулю hз и фазе з, строят запретную область вокруг точки 

с координатами (-1, j0), в которую не должна заходить АФЧХ разо-

мкнутой системы (рис.5.13). 
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µ3 АФЧХ
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Рис. 5.13. Запретная область для АФЧХ разомкнутой системы 

 

 

 

5.6. Оценка устойчивости по ЛЧХ 

 

Построение амплитудно-фазовых частотных характеристик 

разомкнутых систем связано с громоздкими вычислениями, поэтому 

целесообразно оценивать их устойчивость по логарифмическим ча-

стотным характеристикам. Для этого необходимо построить ЛЧХ 

разомкнутой системы (рис.5.14). На рис.5.14 условно показано четы-

ре варианта возможного прохождения ЛФХ.  

В том случае, когда АФЧХ не имеет точек пересечения с веще-

ственной осью слева от точки с координатами (-1, j0), то для устойчи-

вости замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лось условие с кр. То есть замкнутая система будет абсолютно 

устойчивой, если ЛАХ разомкнутой системы принимает отрицатель-

ные значения раньше, чем ЛФХ достигнет значения фазы -1800 (кри-

вая 4 на рис.5.14). 

Если ЛАХ разомкнутой системы принимает отрицательные зна-

чения позже, чем ЛФХ достигнет значения фазы -1800 (кривая 1 на 

рис.5.14), то замкнутая система неустойчивая. 

Если ЛАХ разомкнутой системы принимает значение амплиту-

ды  0 дб на одной частоте, что и ЛФХ достигнет значения фазы -1800 

(кривая 2 на рис.5.14), то это соответствует колебательной границе 

устойчивости. 
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В условно устойчивых системах (кривая 3 на рис.5.14) для 

оценки устойчивости следует в диапазоне частот, где ЛАХ больше 

нуля, подсчитать число переходов ЛФХ через прямую -1800. Если 

число положительных (сверху вниз) переходов через эту прямую рав-

няется числу отрицательных (снизу вверх), то система в замкнутом 

состоянии устойчива. 

-1

2

3
4

-180

ω, с

-1
ω, с

Ψ, град

L, дб

µ

ω ω

1

з кр

Lh

 
Рис. 5.14. ЛЧХ разомкнутой системы: 

1 - система неустойчива; 

2 - система нейтральная; 

3 - система условно устойчивая; 

4 - система абсолютно устойчивая  

 

По ЛЧХ разомкнутой системы можно определить запасы устой-

чивости: запас по фазе  отсчитывается по ЛФХ на частоте среза  с, 

а запас по амплитуде Lh соответствует значению ЛАХ на критической 

частоте кр, взятому с обратным знаком (кривая 4 на рис.5.14). 

Если скр, то система находится на границе устойчивости. 

Граничное значение общего коэффициента передачи разомкну-

той системы kгр определяется из выражения 

20 lg kгр  20 lg k  Lh,                               (5.16) 

где k - общий коэффициент передачи разомкнутой системы.   

В заключение дадим некоторые рекомендации, которые следу-

ют из практики проектирования систем. Во-первых, для того чтобы в 
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системе были обеспечены необходимые запасы устойчивости, наклон 

ЛАХ в диапазоне частот, в котором расположена частота среза, дол-

жен быть  равным -20дб/дек. При наклоне характеристики, равном -

40дб/дек, трудно обеспечить необходимый запас устойчивости по фа-

зе. При наклоне характеристики, равном 0 дб/дек, получают излишне 

большие запасы устойчивости по фазе, система становится пере-

демпфированной с длительным переходным процессом. Во-вторых, 

запас устойчивости по фазе в системе зависит от диапазона частот, в 

котором ЛАХ разомкнутой системы на частоте среза имеет наклон -

20дб/дек. Чем больше этот диапазон частот, тем выше запас устойчи-

вости по фазе и наоборот. 

 

 

ВОПРОСЫ К РАЗДЕЛУ 5 

 

1. Дайте определение устойчивости системы с физиче-

ской и математической точек зрения. 

2. Какой характер имеет переходный процесс в устойчи-

вой и неустойчивой системах? 

3. Сформулируйте необходимое условие устойчивости. 

4. Что такое критерии устойчивости? 

5. Что такое граница устойчивости? Каким образом при 

этом расположены корни характеристического уравнения си-

стемы на плоскости комплексного переменного?  

6. Сформулируйте критерий устойчивости Гурвица. 

7. Каким образом по критерию Гурвица определяются 

границы устойчивости? 

8. Сформулируйте критерий устойчивости Найквиста. 

9. Что такое запасы устойчивости? Каким образом они 

определяются по АФЧХ разомкнутой системы? 

10.Как определяются запасы устойчивости по ЛЧХ? 
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6. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА УПРАВЛЕНИЯ 

 

6.1. Общие понятия 

 

Качество представляет собой комплексную оценку работы си-

стемы управления, включающую устойчивость, точность, быстродей-

ствие и зависящую от назначения системы. 

Устойчивость системы обеспечивает затухание переходных 

процессов с течением времени, т.е. обеспечивает принципиальную 

возможность прихода системы в некоторое установившееся состоя-

ние при любом внешнем воздействии. Однако далее требуется, во-

первых, чтобы это установившееся состояние было достаточно близ-

ко к заданному и, во-вторых, чтобы затухание переходного процесса 

было достаточно быстрым, а отклонения при этом были бы невелики. 

Качество работы любой системы управления в конечном счете 

определяется величиной ошибки, равной разности между требуемым 

и действительным значениями управляемой величины: x(t)=g(t)y(t).  

∆уст

t

t(p)

x(t)

коридор устойчивости

 
Рис. 6.1. Временная диаграмма изменения ошибки 

 

Характер процесса изменения ошибки, представленного на 

рис.6.1, позволяет сделать вывод об устойчивости системы, так как 

процесс сходится, оценить точность работы системы по величине 

установившейся ошибки уст x() и оценить быстродействие систе-

мы по времени регулирования tр, то есть времени, за которое ошибка 

системы достигает допустимое значение и при дальнейшем росте 

времени не превышает его. 

Процесс изменения ошибки во времени определяется решением 
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дифференциального уравнения (4.1) динамики замкнутой системы 

 

D(p)x(t) = Q(p)g(t) + N(p)f(t).                          (6.1) 

 

Это решение включает в себя две составляющие 

 

x(t) = xn(t) +  xв(t) ,                                        (6.2) 

 

где xn(t) - общее решение однородного уравнения D(p)x(t)=0, 

представляющее собой переходный процесс в системе и имеющее вид  


n

1=i

t
i

p
e

i
c)t(

n
x ,                                   (6.3) 

причем ci - постоянные коэффициенты, определяемые из 

началь-ных условий процесса, а pi - корни характеристического урав-

нения D(p)=0; 

xв(t) - частное или вынужденное решение определяется правой 

частью дифференциального уравнения динамики замкнутой системы 

(6.1) и представляет собой установившуюся часть процесса управле-

ния. 

Таким образом, полное решение (6.2), описывающее процесс в 

линейной системе, представляет собой собственное движение систе-

мы xn(t), наложенное на установившуюся составляющую xB(t). 

Знание мгновенного значения ошибки в течение всего времени 

работы системы дает возможность наиболее полно судить о ее свой-

ствах.  

Однако ошибка системы зависит не только от характеристик 

самой системы (полиномов D(p), Q(p), N(p)), но и от свойств, дей-

ствующих на нее воздействий. Вследствие случайности задающего 

g(t)  и возмущающего f(t) воздействий такой подход не может быть 

реализован. Поэтому приходится оценивать качество системы управ-

ления по некоторым ее свойствам, проявляющимся при различных 

типовых воздействиях. Для определения качественных показателей 

системы управления в этом случае используются так называемые 
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критерии качества. 

В настоящее время разработано большое число различных кри-

териев качества, с помощью которых оценивается либо точность си-

стемы в установившемся состоянии, либо качество переходного про-

цесса. 

Точность системы задается и определяется в установившихся 

режимах величиной установившейся ошибки. Для анализа качества 

переходного процесса существует три основных вида приближенных 

оценок: частотные, корневые, интегральные. 

 

6.2. Оценка точности работы систем 

 

Определение установившихся ошибок. Одно из основных 

требований, которым должна удовлетворять система управления, за-

ключается в обеспечении необходимой точности воспроизведения 

задающего воздействия в установившемся режиме. Для оценки точ-

ности системы определяется установившаяся ошибка, которая может 

быть получена из выражения (4.4) с помощью теоремы операционно-

го исчисления о конечном значении функции: 

 
x( ) = lim x(t) lim sX(s) = lim sФ (s) G(s) + lim sФ (s) F(s) =

       = lim s
1

1+ W(s)
G(s) + lim s

W (s)

1+ W(s)
F(s) = x ( ) + x ( )  

t s 0 s 0
xg

s 0
xf

s 0 s 0

о

f

g f

   

 

    

 

 (6.4) 

 

где x ( )
g
 - установившаяся ошибка от задающего воздействия; 

x ( )
f
 - установившаяся ошибка от возмущающего воздействия. 

Если задающее воздействие g(t) имеет произвольный характер, 

то ошибка системы может быть найдена с помощью коэффициентов 

ошибок. Изображение ошибки по задающему воздействию имеет вид 

Xg(s)= Фxg(s)G(s), 

где Фxg(s) - передаточная функция замкнутой системы по ошиб-

ке относительно задающего воздействия. 

Для получения коэффициентов ошибок передаточная функция 
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Фxg(s)  раскладывается в степенной ряд 

 

Фxg(s) = c0 + c1s + c2s2 + c3s3 + ... , 

 

сходящийся при малых s, что соответствует установившемуся 

режиму или достаточно большим значениям времени t.  

Коэффициенты ci  этого ряда называются коэффициентами оши-

бок и определяются из выражения 

0=s

i
ds

s)(
xg

Ф
i

d

i!

1

i
c

















 при i = 0, 1, 2, 3, ...                  (6.5) 

Коэффициенты c0, c1 и c2  называются соответственно коэффициен-

тами позиционной ошибки, скоростной ошибки и ошибки от ускорения. 

Выражение для изображение ошибки по задающему воздей-

ствию примет вид 

Xg(s) = (c0+ c1s+ c2s2+ c3s3+...)G(s). 

 

Перейдя к оригиналу, выразим установившуюся ошибку через 

коэффициенты ошибок, задающее воздействие и его производные: 

...
2

dt

g(t)
2

d

2
c

dt

dg(t)

1
c+g(t)

0
c=t)(

g
x    .               (6.6) 

Аналогично можно ввести понятие коэффициентов ошибок по 

возмущающему воздействию. 

Точность в типовых режимах. Для оценки точности системы 

управления используется величина ошибки в различных типовых ре-

жимах, близких к реальным или наиболее трудным. В качестве типо-

вых входных воздействий выбираются воздействия, изменяющиеся 

по закону g(t)=gntn (где n=0,1,2), и гармоническое воздействие 

g(t)=gmsint. 

Рассмотрим установившийся режим системы при постоянных 

задающем g(t)=g0=const и возмущающем f(t)=f0=const воздействиях. В 

этом случае ошибка системы называется статической и находится с 

помощью выражения (6.7): 
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)x( = )(
g

x  + )(
f

x   = 
)0W(+1

1
g0 + 

W(0)+1

(0)
f

o
W

f0.           (6.7) 

В статических системах управления значение W(0)=k, где k - 

общий коэффициент передачи разомкнутой системы. При этом со-

ставляющая статической ошибки от задающего воздействия 

 

)(
g

x  = g0/(1+k).                                      (6.8) 

Составляющая статической ошибки от возмущающего воздей-

ствия 

 

)(
f

x  = kf f0/(1+k),                               (6.9) 

где kf - коэффициент передачи разомкнутой системы по возму-

щающему воздействию. 

Из выражений (6.8) и (6.9) следует, что для повышения точно-

сти управления необходимо увеличивать общий коэффициент пере-

дачи разомкнутой системы k. Тут выявляется противоречие между 

требованием точности (увеличение k) и устойчивости (ограничение 

k). 

В астатических системах W(0), поэтому составляющая 

ошибки )(
g

x  = 0. Вторая составляющая ошибки )(
f

x   при W(0)  

не всегда обращается в нуль, так как возможен случай, когда и 

(0)
f
o

W . 

Режим работы при постоянных задающих и возмущающих воз-

действий наиболее характерен для систем стабилизации. 

Рассмотрим теперь установившееся состояние при изменении 

задающего воздействия с постоянной скорость g(t)=g1t (где g1=const) 

и постоянном значении возмущающего воздействия f(t)=f0=const. По 

(6.4) найдем установившуюся ошибку: 

W(s)+1

0
f(s)

f
W

 lim

0s

+
W(s)]+s[1

1
g

 lim

0s

=)   x(
о





                  (6.10) 
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Первый член этого выражения в статической системе при 

W(0)=k стремится к бесконечности, поэтому система, работающая в 

режиме слежения с постоянной скоростью, должна быть астатической 

относительно задающего воздействия. Второе слагаемое определяет 

статическую ошибку системы от возмущающего воздействия. 

Для систем с астатизмом первого порядка установившаяся 

ошибка от задающего воздействия  

)(
g

x  = g1/kv,                                       (6.11) 

)sW( lim

0s

=
v

k s



   

где kv - коэффициент передачи (добротность) системы по скоро-

сти. 

Ошибка )(
g

x   называется скоростной ошибкой от задающего 

воздействия. 

В системах с астатизмом второго порядка и выше скоростная 

ошибка равна нулю (так как kv), поэтому режим с задающим воз-

действием, изменяющимся с постоянной скоростью, используется 

только для оценки точности следящих систем с астатизмом первого 

порядка. 

Рассмотрим установившийся режим в системе при изменении 

задающего воздействия с постоянным ускорением g(t)=g2t2/2 (где 

g2=const) и постоянным значением возмущающего воздействия 

f(t)=f0=const. 

Аналогично определяется установившаяся ошибка по (6.4): 

W(s)+1

0
f(s)

f
W

 lim

0s

+

W(s)]+[1
2

s

2
g

 lim

0s

=)   x(
о





                (6.12) 

В статических и астатических системах первого порядка первая 

составляющая ошибки стремится к бесконечности, поэтому этот ре-

жим имеет смысл только для следящих систем с астатизмом второго 

порядка, для которых ошибка по задающему воздействию  

)(
g

x  = g2/ka,                                     (6.13) 
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)W(
2

s lim

0s

=k
a

s



   

где ka - коэффициент передачи (добротность) системы по уско-

рению. 

Ошибка )(
g

x   называется установившейся ошибкой системы от 

ускорения. Этот режим работы обычно применяется для оценки точ-

ности следящих систем с астатизмом второго порядка. 

Второе слагаемое, как и в предыдущем случае, определяет ста-

тическую ошибку системы от возмущающего воздействия. 

Рассмотрим теперь установившийся режим системы управления 

при изменении задающего воздействия по гармоническому закону 

 

g(t) = gmsint. 

Для упрощения предположим, что возмущающее воздействие 

равно нулю. 

В линейной системе ошибка в установившемся режиме также 

изменяется по гармоническому закону с той же частотой: 

 

x(t) = xmsin(t+). 

Точность системы в этом режиме оценивается по величине ам-

плитуды ошибки. Амплитудные значения связаны между собой мо-

дулем частотной передаточной функции замкнутой системы, то есть 

можно записать 

m
g)(j

xg
Ф

m
x        или    

m
g

)W(j1

1

m
x 





   (6.14) 

 

Систему всегда проектируют таким образом, чтобы величина 

ошибки была меньше задающего воздействия, т.е. выполняется усло-

вие W(j)>>1. В связи с этим единицей в знаменателе приведенной 

выше формулы можно пренебречь. Таким образом, амплитуда ошиб-

ки определяется как 

)A(

m
g

m
x


 ,                                       (6.15) 
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где A() - модуль частотной передаточной функции разомкну-

той системы. 

 

Пример. Определить установившиеся ошибки в системе управ-

ления, заданной передаточными функциями: 

1)s
2

1)(Ts
1

s(T

k
=W(s)


    и      

1)s
3

s(T

f
k

=(s)
f

W


. 

Р е ш е н и е . Найдем установившиеся ошибки системы при раз-

личных внешних воздействиях. 

 

1.  g(t)=g01(t),   f(t)=f01(t).  Тогда  G(s)= g0 /s,   F(s)= f0 /s. 

Установившаяся ошибка от задающего воздействия: 

0
s

0
g

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T
s lim

0s

=G(s)
W(s)+1

1
s lim

0s

=)(
g

x 



  

Установившаяся ошибка от возмущающего воздействия: 

k

0
f

f
k

s

0
f

1)s+
3

k)(T+1)s+
2

1)(Ts+
1

(s(T

1)s+
2

1)(Ts+
1

(T
f

k
s lim

0s

=F(s)
W(s)+1

(s)
f

W
s lim

0s

=)(
f

x 




 

 

2.  g(t)=g1t,   f(t)=f01(t).  Тогда  G(s)=g1/s2,   F(s)=f0 /s. 

Установившаяся ошибка от задающего воздействия: 

k

1
g

2
s

1
g

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

s lim

0s

=G(s)
W(s)+1

1
s lim

0s

=)(
g

x 



  

 

3.  g(t)=g2t2,   f(t)=f01(t).  Тогда  G(s)=2g2/s3,   F(s)=f0 /s. 

Установившаяся ошибка от задающего воздействия: 






3

s

2
g2

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T
s lim

0s

=G(s)
W(s)+1

1
s lim

0s

=)(
g

x  

4.  g(t) = gmsint,   f(t)=0. 

При   k=40 c-1,  T1= 0.05 c,  T2= 0.01 c, =1 c-1 ,  gm=300 .  

Амплитуда ошибки 

0
75.0

1
2

01.01
2

05.0

40

0
30

)A(

m
g

m
x 





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5.  g(t) = g0+ g1t+ g2t2/2,   f(t)=f01(t). 

Определим коэффициенты ошибок c0, c1, c2. Остальные коэф-

фициенты ошибок находить нет необходимости, так как степень 

полинома задающего воздействия равняется двум. 

Передаточная функция замкнутой системы по ошибке отно-

сительно задающего воздействия 

k1)s
2

1)(Ts
1

s(T

1)s
2

1)(Ts
1

s(T

W(s)+1

1
=(s)

xg
Ф




 ,   откуда 

0
0=s

(s)]xg[Ф
0

c  , 

k

1

0=s
ds

(s)
xg

dФ

1
c 














,    

)
k

1

2
T

1
(T

k

1

0=s

2
ds

(s)
xg

Ф
2

d

2!

1

2
c 

















. 

Установившаяся ошибка от задающего воздействия: 

t
k

2
g

+
0

x
2

)g
k

1

2
T

1
T(

k

1
+t)

2
g

1
g(

k

1

2
g

2
ct)

2
g

1
g(

1
c=t)(

g
x  , 

где   
2

g)
k

1

2
T

1
(T

k

1
+

1
g

k

1
=

0
x  . 

6.3. Показатели качества переходного процесса 

 

На переходные процессы в системах управления накладываются 

определенные ограничения, связанные с особенностями их работы. 

Рассмотрим основные показатели качества систем управления, 

пользуясь характеристикой переходного процесса отработки единич-

ного задающего воздействия g(t)=1(t), показанной на рис.6.2. 
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Рис. 6.2. Характеристики переходного процесса 

при типовом единичном воздействии 

 

Для оценки качества работы системы введены следующие пока-

затели. 

1. Максимальное отклонение управляемой величины, соответ-

ствующее времени tm, от установившегося значения: 

дин
)y()

m
y(t  ,                             (6.16) 

где tm   время установления первого максимума управляемой 

величины, характеризующее скорость изменения ее в переходном 

процессе. 

Представляет собой динамическую ошибку дин, определяющую 

точность системы в переходном процессе. 

2. Перерегулирование, равное отношению максимального зна-

чения управляемой величины в переходном процессе к установивше-

муся значению: 

% 100
)y(

)y()
m

y(t






  .                         (6.17) 

Перерегулирование характеризует склонность системы к коле-

баниям, то есть близость системы к колебательной границе устойчи-

вости. В конечном итоге характеризует запасы устойчивости. Счита-

ется, что запас устойчивости достаточен, если  лежит в пределах от 

10 до 30%. 

3. Время регулирования (протекания переходного процесса) tр. 

Позволяет оценить быстродействие системы управления.  
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Учитывая, что полное затухание в системе происходит лишь 

при t, длительность переходного процесса ограничивают тем мо-

ментом времени, когда 

y(t y( ))    ,                                 (6.18) 

где  - допустимое значение установившейся ошибки, обычно 

составляющее 5 от y(). 

4. Число колебаний управляемой величины y(t) за время регули-

рования tр. Это число составляет обычно 23. 

5. Собственная частота колебаний системы 0 = 2/T0, где T0 - 

период собственных колебаний системы. 

6. Логарифмический декремент затухания  системы dс, характе-

ризующий быстроту затухания колебательного процесса,  

dс = ln 

1i
a

i
a



,                                        (6.19) 

где ai и ai+1 - две амплитуды для рядом расположенных экстре-

мумов кривой переходного процесса. 

7.  Максимальная скорость отработки управляемой величи-

ны 

 
maxdt

dy








= tg. 

Для каждой системы управления, имеющей колебательный пе-

реходный процесс, на основе указанных критериев качества можно 

установить область допустимых отклонений управляемой величины. 

В системах автоматического управления возможны переходные 

процессы, характер протекания которых отличен от указанного на 

рис.6.2. Все многообразие переходных процессов в системах автома-

тического управления можно разделить на четыре группы: 

колебательный процесс, характеризуемый несколькими значе-

ниями колебаний управляемой величины за время регулирования; 

малоколебательный процесс, т.е. переходный процесс с одним 

колебанием; 

монотонный процесс, когда скорость изменения управляемой 

величины не  меняет  знака  в  течение  всего времени  регулирования     
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(dy/dt0 при 0 ttр); 

апериодический процесс (без перерегулирования), когда 

y(t)<y() c точностью до  при всех t. 

Таким образом, чтобы оценить качество работы системы управ-

ления, необходимо иметь ее переходную характеристику, для нахож-

дения которой применяются различные способы: 

а) классическое математическое решение дифференциального 

уравнения   D(p)y(t)=Q(p)1(t); 

б) операционный метод: 








s

1
(s)

g
Ф

1-
L=[Y(s)]

1-
L=y(t) ; 

в) численные и графические способы; 

г) моделирование системы; 

д) экспериментальная запись. 

Если задающее воздействие на входе линейной системы отлича-

ется от единицы, то в переходном процессе изменяется только мас-

штаб управляемой величины. 

 

6.4. Частотные оценки качества 

 

В инженерной практике для оценки показателей качества и по-

строения переходных процессов в системах автоматического управ-

ления получили распространение частотные методы, разработанные 

В.В.Солодовниковым [7]. 

Математической основой частотных методов, устанавливающих 

связь между частотными характеристиками системы и качеством пе-

реходного процесса, является обратное преобразование Лапласа. Как 

известно, переходный процесс в системе определяется по формуле 

обратного преобразования Лапласа: 







j+c

j-c

ds
st

Y(s)e
j2

1
=Y(s)][

1-
L=y(t)



.               (6.20) 

Установлено, что если на систему действует единичное задаю-

щее воздействие, т.е. g(t)=1(t), а начальные условия являются нуле-

выми, то реакцию системы, которая представляет собой переходную 
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характеристику, в этом случае можно определить как 





0

d
 tsin 

)P(
2

=h(t)=y(t) 







 ,                       (6.21) 





0

d
 t cos

)Q(
2

=h(t)=y(t) 







,                      (6.22) 

где P() - вещественная частотная характеристика замкнутой 

системы; 

      Q() - мнимая частотная характеристика замкнутой систе-

мы, т.е. 

 

Фg(j) = P()+jQ(). 

 

Выражения (6.21) и (6.22) и используются для оценок качества 

переходного процесса. Существует приближенный способ построе-

ния кривой переходного процесса в замкнутой системе по этим фор-

мулам с использованием h-функций. 

Простейшими из частотных оценок качества переходного про-

цесса являются запасы устойчивости, рассмотренные в разделе 5.5. 

Они определяют только степень близости замкнутой системы к гра-

нице устойчивости по виду частотных характеристик разомкнутой 

цепи.  

Время регулирования и перерегулирование можно приблизи-

тельно оценить по виду вещественной частотной характеристики за-

мкнутой системы (Рис.6.3). На основании зависимости (6.21) выведе-

ны следующие оценки. В переходном процессе получится перерегу-

лирование >18%, если P() имеет “горб”. При отсутствии “горба” 

будет <18%. Процесс окажется наверняка монотонным (=0), если 

dP/d<0 и монотонно убывает по абсолютному значению. Время ре-

гулирования tр оценивается приблизительно по величине интервала 

существенных частот су, причем 

су



 < tр < 

су

4




.                                    (6.23) 
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p

P(0)

ω

Pmax

 
Рис.6.3. Вещественная частотная характеристика замкнутой си-

стемы 

 

Интервал частот 0п, в котором P()0, называется интер-

валом положительности. Интервал частот 0су называется интер-

валом существенных частот, если при =су и далее при >су вели-

чина P() становится и остается меньше 0,05P(0). Влиянием осталь-

ной части вещественной частотной характеристики (при су) на 

качество переходного процесса можно пренебречь. Если же при >п 

оказывается, что P()<0,2P(0), то при оценке качества переходного 

процесса можно принимать во внимание только интервал положи-

тельности 0п. 

Важно отметить, что время tр обратно пропорционально вели-

чине су, т.е. чем более растянута частотная характеристика, тем ко-

роче переходный процесс. Физически это связано с тем, что чем бо-

лее высокие частоты “пропускает” система, тем она менее инерцион-

на в своих реакциях на внешние воздействия. 

Это же свойство позволяет связать время tр с частотой среза с 

частотной характеристики разомкнутой системы. Длительность пере-

ходного процесса tр тем меньше, чем больше частота среза с. 

На основании расчетов переходных процессов по (6.21) 

В.В.Солодовников предложил оценивать величину перерегулирова-

ния % и время регулирования tр в зависимости от величины макси-

мума вещественной частотная характеристика замкнутой системы 

Pmax, построив для этой цели номограммы (рис.6.4). 

Кроме того, свойство частотных характеристик таково, что 

начальная их часть влияет в основном на очертание конца переходно-



 

104 
 

го процесса y(t), причем P(0)=y(). Основное же влияние на качество 

переходного процесса оказывает форма средней части частотной ха-

рактеристики. 

1 1.2 1.4

10

60

t(p) σ%

σ

t(p)

Pmax

π/ωс

 
Рис. 6.4. Номограмма В.В.Солодовникова 

 

В связи с этим логарифмическую частотную характеристику 

разомкнутой цепи системы делят на три области, причем область 

низких частот в основном определяет точность в установившемся ре-

жиме. Область средних частот в основном определяет качество пере-

ходного процесса. В частности, частота среза с, как уже говорилось, 

определяет полосу пропускания и длительность переходного процес-

са. Наклон ЛАХ вблизи частоты среза характеризует колебательность 

переходного процесса. Так, наклон 20 дб/дек при =с соответству-

ет свойствам апериодического звена, обеспечивает наименьшую ко-

лебательность переходного процесса в замкнутой системе. 

Следующей частотной оценкой качества является показатель 

колебательности  максимальное значение Mmax амплитудной частот-

ной характеристики замкнутой системы 

Mmax = Ф(j)max 
)W(j+1

)W(j
=




max.                      (6.24) 

Чем меньше запас устойчивости, тем больше склонность систе-

мы к колебаниям и тем выше резонансный пик. Считается, что в хо-

рошо демпфированных системах показатель колебательности не дол-

жен превосходить значений 1,11,5. 
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6.5. Корневые оценки качества 

 

Корневые критерии качества основываются на исследовании 

расположения корней характеристического уравнения замкнутой си-

стемы, то есть полюсов передаточной функции системы, а также и 

нулей этой передаточной функции. 

Вид корней характеристического уравнения определяет харак-

тер переходных процессов в системе автоматического управления. 

Поэтому можно сформулировать требования по запасу устойчивости 

и быстродействию системы, не рассматривая самих переходных про-

цессов, а накладывая ограничения на корни характеристического 

уравнения. 

Для оценки быстродействия системы используется понятие степе-

ни устойчивости, являющейся простейшей корневой оценкой качества. 

Под степенью устойчивости  понимается абсолютное значение 

вещественной части ближайшего к мнимой оси корня (рис.6.5). 

 Если ближайшим является вещественный корень, то такая сте-

пень устойчивости называется апериодической, так как ей соответ-

ствует апериодическая составляющая переходного процесса с1et. 

Время ее затухания характеризует общую длительность переходного 

процесса, так как все члены решения, соответствующие остальным 

корням, затухают быстрее, т.е. 

tp  3/.                                            (6.25) 

α

Im

Re

 
Рис. 6.5. Комплексная плоскость корней 

 

Если ближайшем к мнимой оси окажется пара комплексных 
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корней, то ей соответствует колебательная составляющая переходно-

го процесса с1etsin(t+1), при этом оценка длительности переход-

ного процесса остается прежней. Такая степень устойчивости называ-

ется колебательной. 

Для оценки запаса устойчивости системы введено понятие ко-

лебательности переходного процесса. 

Колебательность определяется величиной 

  



,                                        (6.26) 

где  и   вещественная и мнимая части корней характеристи-

ческого уравнения. Именно эта величина характеризует быстроту за-

тухания колебаний за каждый период T=2/. Чем выше колебатель-

ность, тем слабее затухание колебаний в переходном процессе. 

Суммарное требование определенных значений степени устой-

чивости  и колебательности  приводит к области, изображенной на 

рис.6.6, внутри которой должны располагаться все корни характери-

стического уравнения замкнутой системы.  

Далее необходимо иметь в виду, что для определения качества 

переходного процесса при единичном скачке задающего воздействия 

существенны не только корни характеристического уравнения, т.е. 

полюса, но также и нули передаточной функции замкнутой системы. 

 

Im

Re

α3

a
rc
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µ

3
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3

Область корней

 
Рис. 6.6. Область расположения корней: 

где з и з  заданные значения степени устойчивости и колеба-

тельности 
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Для уменьшения амплитуд отклонений выходной величины си-

стемы в переходном процессе желательно, чтобы нули передаточной 

функции замкнутой системы располагались вблизи ее полюсов.  

Примером корневых оценок качества переходного процесса в 

системах третьего порядка является диаграмма Вышнеградского (да-

на в его работе 1876 г., положившей начало развития теории управле-

ния) [1,2]. 

Задание области расположения полюсов и нулей позволяет бо-

лее полно оценить вид переходного процесса. При выборе располо-

жения полюсов и нулей передаточной функции необходимо придер-

живаться общих рекомендаций [1].  

1. Желательно располагать нули вблизи области расположения 

полюсов. Удаление нулей от полюсов ведет к увеличению амплитуд 

собственных колебаний в переходном процессе. 

2. Для уменьшения отклонений в переходном процессе выгодно 

удалять полюсы друг от друга. 

3. Приближение друг к другу не представляет опасности для тех 

полюсов, которые расположены далеко от мнимой оси. 

Кроме этих рекомендаций сохраняют свою силу ограничения на 

область расположения полюсов, накладываемые в связи с требовани-

ем обеспечения определенного запаса устойчивости и быстродей-

ствия. 

 

6.6. Интегральные оценки качества 

 

Интегральные критерии качества дают общую оценку времени 

регулирования и степени отклонения управляемой величины от уста-

новившегося значения в переходном процессе в совокупности, без 

нахождения того и другого в отдельности. 

Простейшей интегральной оценкой может служить величина 






o

dtx(t)
1

J ,                                          (6.27) 

где x(t) - отклонение управляемой величины от нового устано-
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вившегося значения, которое она будет иметь после завершения пе-

реходного процесса. 

В устойчивой системе x0 при t и этот интеграл имеет ко-

нечную величину. Геометрически это площадь под кривой переход-

ного процесса, построенного для отклонения (рис.6.7). 

x

t

x0

1

2
tp2

p
1

t
 

Рис. 6.7. Переходный процесс для отклонения 

 

Площадь будет тем меньше, чем быстрее затухает переходный 

процесс и чем меньше величина отклонения. Поэтому параметры си-

стемы рекомендуется выбирать таким образом, чтобы добиться ми-

нимума этой интегральной оценки. 

Неудобством интегральной оценки (6.27) является то, что она 

годится только для монотонных процессов, когда не меняется знак 

отклонения x. Так как форма переходного процесса при расчете си-

стемы управления неизвестна, то применять эту оценку практически 

нецелесообразно. Поэтому предлагается другая интегральная оценка: 






o

dtx(t)
2

J ,                                    (6.28) 

т.е. сумма абсолютных величин всех площадей под кривой пе-

реходного процесса. Но вычисление ее по коэффициентам уравнения 

затруднительно. 

В связи с этим в общем случае применяют квадратичную инте-

гральную оценку качества: 






o

dt(t)
2

x
3

J .                                 (6.29) 

В литературе [1] имеются формулы, выражающие величину J3 
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непосредственно через коэффициенты дифференциального уравнения 

замкнутой системы. 

Стремление оценки J3 к нулю приближает кривую процесса к 

1(t), что, в свою очередь, вызывает значительное увеличение скорости 

в начальный момент времени. Чтобы получить быстро затухающий и 

достаточно плавный процесс, вводят улучшенную квадратичную ин-

тегральную оценку качества 






o

dt]
2

)x(
2

T+
2

[x
4

J  ,                          (6.30) 

где T назначается в соответствии с заданием желаемых свойств 

переходного процесса. 

Наименьшее возможное значение J4 будет при x +T x = 0. Реше-

ние этого дифференциального уравнения x=x0et/T и будет той экспо-

нентой, к которой приближается переходный процесс при стремлении 

уменьшить значение интегральной оценки J4. 

В качестве интегральных критериев используются и функцио-

налы более общего вида. Иногда в выражение интегральной оценки 

вводится время в явном виде. 

Удобство интегральных оценок состоит в том, что они дают 

единый числовой критерий качества. Недостатком является то, что 

одному и тому же значению интегральной оценки могут отвечать 

разные формы переходного процесса, что создает недостаточную 

определенность решения задачи. 

Интегральные критерии применяются в теории оптимальных 

систем управления. 

 

6.7. Моделирование систем управления 

 

Моделирование систем управления - это эффективный инстру-

мент исследования сложных систем. 

Модель представляет собой изображение оригинала на основе 

принятых гипотез и аналогий, а моделирование - представление объ-

екта моделью для получения информации об этом объекте путем про-
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ведения экспериментов с его моделью. 

Основное требование, которому должна удовлетворять модель, 

является ее адекватность объекту. Адекватность зависит от цели мо-

делирования и принятых критериев. Модель адекватна объекту, если 

результаты моделирования подтверждаются на практике и могут 

служить основой для прогнозирования процессов, протекающих в ис-

следуемых объектах. 

Моделирование решает задачи изучения и исследования объек-

тов, предсказания их функционирования, синтеза структуры, пара-

метров и алгоритмов поведения. 

Модели бывают математические и физические. Физические мо-

дели сохраняют физические свойства объекта, а математические мо-

дели представляют собой математические конструкции. В основе ма-

тематического моделирования лежит подобие дифференциальных 

уравнений, которыми описываются процессы, происходящие в реаль-

ной системе и в модели. В настоящее время универсальным инстру-

ментом реализации математических моделей является ЭВМ. Цифро-

вое моделирование систем управления основывается на численном 

решении уравнений, описывающих систему. 

Рассмотрим систему с одним входом g(t) и одним выходом y(t). 

Передаточная функция замкнутой системы в общем случае имеет вид 

 

n
a+...+

1-n
s

1
a+

n
s

0
a

n
b+...+

1-n
s

1
b+

n
s

0
b

=Ф(s)  ,                     (6.31) 

где n - порядок системы. 

Если порядок числителя передаточной функции (6.31) окажется 

меньше порядка знаменателя, т.е. m<n, то b0, ... , bn-(m+1)=0. 

Передаточной функции замкнутой системы соответствует диф-

ференциальное уравнение 

 

 ( a0pn+ a1pn-1+...+ an)y(t) = (b0pn+ b1pn-1+...+ bn)g(t).      (6.32) 

 

Для получения обобщенной модели системы это уравнение раз-
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решают относительно старшей производной выходной величины: 

pny(t) = 

0
a

1
[ ( a1pn-1+...+ an)y(t)+(b0pn+ b1pn-1+...+ bn)g(t)]    (6.33) 

или 

p y(t) =
1

a
a p y(t) + b p g(t)n

0
i

n- i

i

n- i

i = 0

n

i = 1

n
 














 .         (6.34) 

 

Таким образом, чтобы найти выходную величину y(t) необхо-

димо pny(t) проинтегрировать n раз. 

Уравнению (6.34) соответствует структурная схема модели, 

представленная на рис.6.8. 

Для программной реализации полученной схемы решения ис-

ходного дифференциального уравнения (6.32) последнее переписы-

вают в форме Коши. Для этого вводятся промежуточные переменные 

x1, ... , xn, соответствующие выходным величинам интеграторов. В ре-

зультате получим следующую систему уравнений: 
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      (6.35) 

 

и уравнение связи 

y(t)  =  x1 + 0g(t).                                         (6.36) 
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                           Рис. 6.8. Структурная схема модели системы 

 

Коэффициенты i (где i=0, 1, 2, ... , n) определяются из условия 

эквивалентности системы уравнений (6.35), (6.36) исходному диффе-

ренциальному уравнению (6.32) и вычисляются последовательно сле-

дующим образом: 


i

0=j
0

)/a
j-ij

a-
i

(b=
i

 .                          (6.37) 

В настоящее время разработано большое количество систем мо-

делирования, например, Continuous System Simulation Environment 

(CSSE). 

 

 

 

ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  6 

 

1. Дайте понятие качества работы системы управления. 

Чем оно определяется? 

2. Что представляют собой критерии качества? 

3. Как производится оценка точности работы систем? 

4. Чему равны первые два коэффициента ошибок в систе-

мах с астатизмом первого и второго порядков? 
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5. Определите показатели качества переходного процесса и 

частотные показатели, поясните их физический смысл. 

6. Поясните связь частотных показателей качества рабо-

ты системы с частотными характеристиками разомкнутой це-

пи. 

7. Что представляют собой корневые оценки качества? 

8. В чем удобство и недостатки интегральных критериев 

качества? 

9. Каким образом экспериментальным путем можно оце-

нить качество работы системы? 

10.Какова роль моделирования систем управления?    
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7. ТОЧНОСТЬ И ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ 

СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

 

 

7.1. Общие методы повышения точности систем управления  

 

К числу общих методов повышения точности работы систем 

управления относятся: 

1) увеличение общего коэффициента передачи разомкнутой 

системы; 

2) применение управления по производным от ошибки; 

3) повышение степени астатизма. 

Увеличение общего коэффициента передачи k разомкнутой 

цепи является универсальным и эффективным методом повышения 

точности и быстродействия системы. При этом, что следует из разде-

ла 6.2, уменьшаются все виды установившихся ошибок системы. Уве-

личение k осуществляется последовательным введением усилитель-

ного звена в прямую цепь системы. Иногда это достигается путем по-

вышения коэффициентов передачи отдельных звеньев. 

Однако увеличение общего коэффициента передачи ограничи-

вается, как видно из раздела 5, устойчивостью системы. В этом ска-

зывается противоречие между требованиями к точности и устойчиво-

сти системы. Поэтому увеличение общего коэффициента передачи до 

значения, при котором обеспечивается требование к точности систе-

мы, может производиться при одновременном повышении запаса 

устойчивости с помощью введения корректирующих устройств. 

Введение управления по производным от ошибок. Это про-

стейший метод улучшения качества работы системы. Структурно 

введение производной показано на рис.7.1. Технически это реализует-

ся различными дифференцирующими звеньями. 

Передаточная функция разомкнутой системы в этом случае бу-

дет 
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W(s) = (Tд s+1)WR(s)WОУ(s),                             (7.1) 

 

где WОУ(s) - передаточная функция объекта управления; 

      WR(s) - передаточная функция регулятора; 

       Tд  - постоянная времени дифференцирующего звена. 

dt

dx
TX д

STД

)(SWR )(ОУ SW
g x u y

 
 

Рис.7.1. Структурная схема системы управления 

при введении производных от ошибок 

 

Введение дифференцирующих звеньев в систему добавляет по-

ложительную фазу и, следовательно, повышает запас устойчивости 

системы, что дает возможность увеличить общий коэффициент пере-

дачи k и тем самым улучшить точность управления. 

Кроме того, введение управления по производным позволяет си-

стеме чувствовать не только наличие ошибки, но и тенденцию к из-

менению ее величины, то есть делает работу системы с “предвидени-

ем”, что обеспечивает повышение быстродействия и снижение дина-

мической ошибки системы, тем самым улучшая качество переходного 

процесса. 

Так как дифференцирование эквивалентно дополнительному 

усилению высоких частот, то использование более двух дифференци-

рующих звеньев затруднительно вследствие возрастания влияния вы-

сокочастотных помех. 

Введение интеграла от ошибки является методом создания 

или повышения степени астатизма системы управления, а значит, и 

увеличения ее точности. При астатическом управлении W(0). В 

связи с этим передаточную функцию разомкнутой системы можно 

представить в виде 
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W(s)  =  
r

s

(s)
1

W
,                                     (7.2) 

где W1(0)= k; 

       k  коэффициент передачи разомкнутой системы; 

       r  степень астатизма системы. 

При r=0 система называется статической, при r=1  астатиче-

ской первого порядка и т.д. 

Физически повышение степени астатизма достигается за счет 

введения в систему управления интегрирующих звеньев. 

Введение интегралов от ошибки используется для устранения 

установившихся ошибок в различных типовых режимах: в неподвиж-

ном положении, при движении с постоянной скоростью, при движе-

нии с постоянным ускорением и т.д. Формально это сводится к тому, 

чтобы сделать равными нулю первые коэффициенты ошибок систе-

мы, например, с0=0 при r=1, с0=с1=0 при r=2, с0=с1=с2=0 при r=3 и т.д. 

Однако включение каждого интегратора в прямую цепь системы 

вносит отрицательный фазовый сдвиг 900, ухудшая тем самым 

устойчивость и качество переходного процесса. В случае введения 

двойного интеграла система становится структурно неустойчивой 

(неустойчивой при любых значениях параметров).  

Таким образом, повышение степени астатизма неблагоприятно 

сказывается на устойчивости и качестве переходного процесса систе-

мы. Поэтому одновременно с повышением степени астатизма в си-

стеме приходится использовать корректирующие устройства. 

 

Пример. Определить установившиеся ошибки от задающего 

воздействия g(t)=g1t системы, передаточная функция разомкнутой 

цепи которой имеет вид 

1)s+
2

1)(Ts+
1

(T
r

s

k
=W(s)



. 

Р е ш е н и е . Изображение по Лапласу задающего воздействия 

G(s)=g1/s2.  

Установившаяся ошибка от задающего воздействия для статиче-
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ской системы при r=0:  

;

s

1
g

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

(T

1)s+
2

1)(Ts
1

(T

s

0s

lim                      

=G(s)
W(s)+1

1
s

0s

 limG(s)(s)xgsФ

0s

 limsX(s)

0s

 lim)(
g

x

2




















 

для астатической системы первого порядка при r=1:  

;
k

1
g

s

1
g

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

(Ts

1)s+
2

1)(Ts
1

(Ts
s

0s

lim)(
g

x
2








  

для астатической системы второго порядка при r=2:  

0

s

1
g

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

(Ts

1)s+
2

1)(Ts
1

(Ts
s

0s

lim)(
g

x
22

2









 . 

 

Включение в систему изодромных устройств. Изодромное 

звено, представляющее собой комбинацию интегрирующего звена и 

форсирующего звена первого порядка, имеет передаточную функцию 

вида 

 

s
и

T

1
1

s

1)s+
и

(T
и

k

s
и

T

1s
и

T
=(s)

и
W 


,                     (7.3) 

где TИ  постоянная времени; 

      kи  = 

и
T

1   коэффициент передачи изодромного устройства. 

Изодромное устройство, объединяя в себе введение интеграла и 

производной, лишено недостатков предыдущего звена и позволяет 

получить необходимую степень астатизма системы, сохраняя устой-

чивость и качество. Это устройство изменяет лишь низкочастотную 

часть амплитудной частотной характеристики, влияющую на точ-

ность системы (повышает ее), а отрицательный сдвиг фазы на частоте 

среза, существенный для условия устойчивости, невелик при соответ-

ствующем выборе постоянной времени TИ.  

Структурная схема системы управления при введении изодром-

ного устройства представлена на рис.7.2. 

Из структурной схемы следует, что если в случае простого вве-
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дения интеграла управление в системе производится только по инте-

гралу от ошибки, то при изодромном устройстве получаем управле-

ние как по ошибке, так и по интегралу от ошибки. 

)(SWR )(ОУ SW
g x u y

SиТ
1 )(SWи

 
Рис. 7.2. Структурная схема системы с изодромным устройством 

 

Для дальнейшего повышения степени астатизма системы можно 

использовать не одно, а два, три и т.д. изодромных устройств. 

 

7.2. Теория инвариантности и комбинированное управление  

 

Одним из эффективных способов, позволяющих получить высо-

кую точность в системах управления, является использование мето-

дов теории инвариантности. Система управления является инвари-

антной по отношению к внешним воздействиям, если после заверше-

ния переходного процесса, определяемого начальными условиями, 

ошибка системы не зависит от внешних воздействий. 

Основной принцип управления состоит в формировании управ-

ляющего воздействия по величине ошибки. Если же вводятся компен-

сирующие цепи по внешним воздействиям, то получается комбиниро-

ванное управление - по ошибке и по внешним воздействиям. 

При введении компенсаций по внешним воздействиям теорети-

чески при определенных условиях удается сводить величину ошибки 

к нулю для любых внешних воздействий. Это свойство инвариантно-

сти системы по отношению к внешним воздействиям. 

Внешние воздействия делятся на задающие, которые система 

должна воспроизводить, и возмущающие, действие которых требует-

ся нейтрализовать. 

Комбинированная система по задающему воздействию. 
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Здесь, наряду с отклонением, во внутреннюю цепь системы вводится 

сигнал от задающего воздействия с помощью компенсирующего 

устройства по задающему воздействию с передаточной функцией 

WКЗ(s) (рис.7.3). 

)(кз SW

)(SW
g y

 
Рис. 7.3. Структурная схема комбинированной системы  

по задающему воздействию  

 

Эквивалентная передаточная функция замкнутой системы с уче-

том управления по задающему воздействию будет равняться 

 

W(s)1

W(s)(s)]
кз

W+[1

=(s)
э

Ф


 ,                            (7.4) 

а для ошибки  

W(s)1

W(s)(s)
кз

W1

=(s)
э

Ф1=(s)
xэ

Ф




  .                (7.5) 

Установившаяся ошибка будет равняться нулю для любого за-

дающего воздействия при =(s)
xэ

Ф 0, то есть если 

 WКЗ(s) = 
W(s)

1
.                                  (7.6) 

Разложив последнее выражение в ряд по возрастающим степе-

ням оператора s, получим необходимый вид функции, определяющей 

компенсирующий сигнал от задающего воздействия: 

 

WКЗ(s) = b0 + b1s + b2s2 + b3s3 + ...  .               (7.7) 

 

Таким образом, в комбинированной системе по задающему воз-

действию для получения полной инвариантности необходимо вводить 

первую и высшие производные от задающего воздействия.  
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Полностью инвариантную систему реализовать сложно, но все-

гда можно сделать систему инвариантную до , где  - допустимая 

ошибка работы системы. 

Комбинированная система по возмущающему воздействию. 

В этом случае наряду с управлением по отклонению используется 

управление по возмущающему воздействию f(t). Передаточная функ-

ция компенсирующего устройства по возмущающему воздействию 

WКВ(s)  для системы инвариантной к возмущающему воздействию 

определяется аналогично рассмотренному выше случаю. 

Передаточная функция замкнутой системы для управляемой ве-

личины по возмущающему воздействию имеет вид [1]: 

Ф (s) =
W (s) W (s)W(s)

1 W(s)f

f

к в



 ,                         (7.8) 

где  W(s)  передаточная функция разомкнутой системы; 

Wf(s)  передаточная функция по возмущающему воздей-

ствию в разомкнутой системе. 

Условие полной инвариантности может быть получено, если по-

ложить Фf(s)=0. Тогда 

WКВ(s) = 
W(s)

(s)
f

W
.                                      (7.9) 

Эта функция может быть представлена в виде ряда, аналогично 

(7.7). Здесь также можно ограничиться неполной инвариантностью, 

если точное удовлетворение условию (7.9) вызывает технические 

трудности. 

Особая трудность заключается в том, что возмущающие воздей-

ствия f(t), в отличие от задающих g(t), далеко не всегда можно подать 

на входы компенсирующих цепей. 

Положительной особенностью комбинированных систем явля-

ется то, что введение компенсирующих устройств по внешним воз-

действиям, как следует из выражений для передаточных функций 

(7.4) и (7.8), не меняет характеристическое уравнения системы, рабо-

тающей по отклонению. Это означает, что не будут нарушаться не 

только условия устойчивости, но сохраняются  и оценки качества пе-
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реходного процесса. 

Следовательно, этот способ существенно повышает точность 

системы без заметного ухудшения качества переходного процесса. 

7.3. Неединичные обратные связи 

 

Неединичные главные обратные связи применяются для умень-

шения ошибки от задающего воздействия. Введем в главную обрат-

ную связь, которая обычно равняется единице, устройство с переда-

точной функцией WO(s) (рис.7.4).  

)(SW
g y

)(SWо

x

 
Рис.7.4. Структурная схема системы с неединичной главной об-

ратной связью 

 

В этом случае передаточная функция замкнутой системы по за-

дающему воздействию примет вид 

W(s)(s)
o

W+1

W(s)
=(s)

g
Ф .                          (7.10) 

Для получения полной инвариантности необходимо выполнить 

условие Y=G, иначе Фg(s)=1. Отсюда требуемая передаточная функ-

ция главной обратной связи должна быть 

W(s)

1W(s)
=(s)

o
W


.                              (7.11) 

При разложении этого выражения в степенной ряд получим 

 

WO(s) = ko - [1s + (2s)2 + (3s)3 + ... ].              (7.12) 

 

Отсюда видно, что для получения полной инвариантности необ-

ходимо использовать главную обратную связь с коэффициентом пе-

редачи ko, в общем случае отличном от единицы, и дополнительно 

ввести положительные обратные связи по производным от управляе-

мой величины. Это условие можно выполнить практически только 
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приближенно. Однако при таком способе, как видно из передаточной 

функции замкнутой системы, существенно меняется ее характеристи-

ческое уравнение. Поэтому одновременно требуется принимать до-

полнительные меры для того, чтобы получить желаемое качество пе-

реходного процесса. 

В установившемся режиме (s=0) из (7.11) в системе без астатиз-

ма имеем 

ko = 1  
k

1
,                                      (7.12) 

где k = W(0). 

Следовательно, если ввести в главную обратную связь системы 

коэффициент передачи ko  согласно (7.12), то система будет иметь ну-

левую установившуюся ошибку от задающего воздействия без введе-

ния интегрирующего звена. 

 

7.4. Чувствительность систем автоматического управления 

 

Чувствительность систем автоматического управления - это сте-

пень влияния разброса параметров и их изменений в процессе работы 

на статические и динамические свойства системы управления, то есть 

на точность, показатели качества, на частотные свойства и др. 

 Параметры системы управления (коэффициенты передачи и по-

стоянные времени) определяются физическими параметрами состав-

ляющих ее элементов (резисторов, конденсаторов, катушек индук-

тивностей и т.п.). Величины физических параметров элементов, во-

первых, имеют технологический разброс, обусловленный допусками 

на изготовление элементов, во-вторых, подвержены эксплуатацион-

ным изменениям с течением времени, что обусловлено их старением. 

 Поэтому встает задача оценки работы системы при изменении и 

разбросе параметров составляющих ее элементов. 

Эта задача решается путем количественной оценки чувстви-

тельности системы.  Для этого требуется описать систему управления 

уравнениями в нормальной форме [2], т.е. 
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i
f +

n
x

in
a + ... +

2
x

2i
a +

1
x

1i
a

dt

i
dx

   при i=1, 2, ... , n,     (7.13) 

где n - порядок системы; 

xi  - координаты состояния системы; 

fi   - внешние воздействия, прикладываемое к системе; 

aik - коэффициенты уравнения, определяемые величинами физи-

ческих параметров составляющих систему элементов. 

Изменяющиеся со временем параметры элементов системы в 

процессе эксплуатации и от разброса при изготовлении обозначим 

через j  (j=1, 2, ... , m). 

Тогда уравнение системы (7.13) можно записать в виде 

dx

dt i
(x ,x ,  ...  ,x , , ,  ...  , ,f )i

n m i1 2 1 2
      при i=1, 2, ... , n.  (7.14) 

Решение уравнений (7.14) определяет координаты системы: 

x1(t), x2(t), ... , xn(t), образующие исходное движение системы.  

Пусть параметры j изменяются на малые величины j , тогда 

имеем 

111
~   ; 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

mmm
~   . 

Рассматривая малые изменения параметров j  (j=1, 2, ... , m), по-

лучим новые уравнения 

d~x

dt i
(~x ,~x ,  ...  ,~x f )i

n m m i1 2 1 2 2
      , + , + ,  ...  , + ,  

1
(7.15) 

при i=1, 2, ... , n.  

Процесс в той же системе, но с измененными параметрами, 

определяемый решением уравнений (7.15), т.е. (t)
n

x~, ... (t),
2

x~(t),
1

x~ , назы-

вается варьированным движением. 

Возникшее различие в протекании процессов в системе за счет 

изменения параметров 

(t)
i

x~-(t)
i

x=(t)
i

x    при i=1, 2, ... , n 

называется дополнительным движением. 

При малых отклонениях  j  эта разность может быть опреде-
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лена следующим образом: 

   x (t)
x x

...
x

i
i i i

m
m

=
 

 

 

 

 

 



 
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
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

1

1

2

2
    при i=1, 2, ... , n. (7.16) 

Обозначим 

j
 

i
x 

=(t)
ij

u



 (j=1, 2, ... , m).                      (7.17) 

Тогда дополнительное движение будет 

 

mim
u...

22i
u

11i
u=(t)

i
x    при i=1, 2, ... , n. (7.18) 

 

Величины (t)
ij

u , определяемые выражением (7.17), представляют 

собой функции чувствительности i-ой координаты системы по j-ому 

параметру. 

Таким образом, чтобы оценить степень влияния разброса и из-

менения параметров на координаты системы необходимо определить 

функции чувствительности по каждой координате от каждого изме-

няющегося параметра. 

В рассматриваемом случае xi(t) являются координатами состоя-

ния системы. Вообще же аналогичные характеристики чувствитель-

ности вводятся так же для различных показателей качества системы. 

Тогда в формуле (7.17) вместо xi будет стоять соответствующий пока-

затель качества, а в формуле (7.18) - вместо xi - изменение этого по-

казателя качества. Функции чувствительности для частотных харак-

теристик будут функциями не времени, а частоты. Если показатели 

качества выражаются не функциями, а числами, то uij называются ко-

эффициентами чувствительности. 

Если в качестве изменяющихся параметров  j выбрать внешние 

воздействия, то можно получить функции чувствительности системы 

по отношению к внешним воздействиям. 

Определение функций чувствительности производится следую-

щим образом. 

Продифференцируем исходное уравнение (7.14)  по изменяю-
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щимся параметрам j. Тогда получим 

j
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
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




. 

Меняя в левой части порядок дифференцирования и учитывая 

(7.17), получим выражения 

 
du

dt
=

 

 x
u

 

 x
u

 

 x
u

 

 

ij i

1
1j

i

2
2j

i

n
nj

i

j

 



 



 



 

 
   ...  при i=1,...,n; j=1,...,m; (7.19) 

 

которые называются уравнениями чувствительности. Решение 

этих уравнений определяет функции чувствительности (t)
ij

u . 

Рассмотрим функции чувствительности для частотных характе-

ристик. Передаточную функцию разомкнутой системы запишем в ви-

де 

 

W(s) = W(s, 1, 2, ... , m ),                            (7.20) 

 

где 1, 2, ... , m - параметры системы, имеющие технологиче-

ский разброс или эксплуатационные изменения. 

Тогда   амплитудная и фазовая частотные характеристики тоже 

зависят от этих параметров  

А() = А(, 1, ... , m); 

() = (, 1, ... , m). 

 

Функции чувствительности для амплитудной и фазовой частот-

ных характеристик будут 

j
 

)A( 
=)(

j
A

u






,    

j
 

)( 
=)(

j
u







,    j=1, 2, ... , m.    (7.21) 

В результате получим как функции частоты выражения для от-

клонения частотных характеристик за счет разброса и изменения па-

раметров системы: 
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j

m

1=j

)(

j
A

u=)A( 


   ,   
j

1=j

)(

j

u=)(
m




  .    (7.22) 

Определение функций чувствительности производится при про-

ектировании систем с наименьшими изменениями качественных по-

казателей при отклонении значений параметров системы от расчет-

ных. 

 

Пример. Определить функции чувствительности для системы, 

заданной следующим уравнением  (Tp+1)x(t)=kg(t), где T, k - изменя-

ющиеся параметры. 

Р е ш е н и е . Уравнение системы в нормальной форме имеет вид 
dx

dt

1

T
x(t)+

k

T
g(t)  . 

Введем функции чувствительности 

k 

 x
=

xk
u




,    

T 

 x
=

xT
u




. 

Уравнение чувствительности получим исходя из (7.19) 

g(t)
T

1
+

xk
u

T

1

xt

xk
du

 ; 

g(t)
2

T

k
x(t)

2
T

1
+

xT
u

T

1

xt

xT
du

 . 

Найдя отсюда uxk и uxT, вычислим изменение хода процесса 

управляемой величины x(t) за счет изменения параметров k и T по 

формуле 

 

T
xT

uk+
xk

u=x(t)  . 

Передаточная функция системы: 
1Ts+

k
=Ф(s) .  

Частотные характеристики: 
A( ) =

k

T 12 2



 

,   ( ) = arctg T . 

Найдем функции чувствительности частотных характеристик по 

параметру T 

T 

)A( 
=

AT
u



  = 
2/3

)
22

T1(

2
k







 T , 
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T 

)( 
=

T
u






 = 

22
T1 





. 

Отклонения частотных характеристик 

 

A() = uAT()T,    () = uT()T. 

 

 

 

 

 

 

ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  7 

 

1. Перечислите общие методы повышения точности си-

стем управления. Поясните их. 

2. Дайте понятие астатических системы управления. Ка-

ким образом определяется степень астатизма? 

3. В чем преимущество повышения степени астатизма си-

стемы с помощью изодромных устройств? 

4. Какая система является инвариантной по отношению к 

внешним воздействиям? 

5. Что понимается под комбинированным управлением? 

6. Как определяются передаточные функции компенсирую-

щих устройств в комбинированных системах? 

7. Для каких целей используются неединичные главные об-

ратные связи? 

8. Сформулируйте понятие чувствительности систем 

управления. 

9. Каким образом можно получить уравнения чувствитель-

ности? 

10.Что представляют собой функции чувствительности и 

коэффициенты чувствительности? 
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8. УЛУЧШЕНИЕ КАЧЕСТВА ПРОЦЕССА УПРАВЛЕНИЯ 

 

 

8.1. Постановка задачи 

 

Под улучшением качества процесса управления понимается из-

менение динамических свойств системы с целью обеспечения требу-

емых показателей качества, главными из которых являются устойчи-

вость, точность и быстродействие. Это достигается двумя путями. 

Во-первых, настройкой регулятора. Настройка регулятора за-

ключается в рациональном изменении его параметров, то есть коэф-

фициентов передачи и постоянных времени так, чтобы удовлетворить 

поставленным требованиям качества управления, которые определя-

ются критериями качества. 

Во-вторых, введением корректирующих устройств. При невоз-

можности решить задачу получения требуемого качества процесса 

управления в рамках имеющейся системы путем изменения ее пара-

метров изменяют структуру системы. Для этой цели в систему вводят 

корректирующие средства, которые должны изменить динамику си-

стемы в нужном направлении. Корректирующие средства представ-

ляют собой динамические звенья с определенными передаточными 

функциями. Корректирующие звенья изменяют передаточную функ-

цию регулятора системы, и таким образом обеспечивается формиро-

вание необходимого закона управления для удовлетворения постав-

ленных требований к системе. 

 

8.2. Законы управления. Типовые регуляторы    

 

Закон управления - это алгоритм или функциональная зависи-

мость, в соответствии с которыми регулятор формирует управляющее 

воздействие u(t). Эта зависимость может быть представлена в виде 
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u(t) = F(x, g, f),                                          (8.1) 

 

где F - некоторый оператор от отклонения x, задающего воздей-

ствия g и возмущающего воздействия f, а также от их производных и 

интегралов по времени. 

Обычно выражение (8.1) может быть записано следующим об-

разом: 

u(t) = F1(x) + F2(g) + F3(f).                               (8.2) 

 

Здесь первое слагаемое соответствует управлению по отклоне-

нию, второе и третье - управлению по внешнему воздействию. 

В зависимости от вида оператора F законы управления делятся 

на стандартные и специальные. 

Стандартные законы управления - это универсальные законы, с 

помощью которых можно решать задачи автоматизации разнообраз-

ных технологических процессов и объектов. 

Специальные законы управления - это законы, формируемые 

для решения конкретных задач. 

Если для формирования управляющего воздействия u(t) исполь-

зуются только линейные математические операции, то такой закон 

управления называется линейным, в противном случае - нелинейным. 

Линейный стандартный закон управления имеет следующий 

вид: 



t

0
dt

dx(t)

д
k+x(t)dt

и
k+x(t)

п
k=u(t) ,                       (8.3) 

где первое слагаемое является пропорциональной, второе - ин-

тегральной, третье - дифференциальной составляющими закона, а ко-

эффициенты kП, kИ и  kД определяют вклад каждой из составляющих в 

формируемое управляющее воздействие. 

Интегральная составляющая закона управления вводится для 

повышения точности, а дифференциальная - для повышения быстро-

действия работы системы. 

Регулятор, формирующий управляющее воздействие в соответ-

ствии с (8.3), имеет передаточную функцию 
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s
д

k
s

и
k

+
п

k=(s)
R

W  .                                 (8.4) 

Структурная схема линейного стандартного регулятора приве-

дена на рис.8.1. 

 Настройка такого регулятора заключается в задании значений 

коэффициентов kП, kИ, kД таким образом, чтобы удовлетворить требо-

ваниям качества управления в соответствии с выбранными критерия-

ми качества. 

ПК
u

SК Д

x

S
Ки

 
Рис. 8.1. Структура линейного стандартного регулятора 

 

На практике широкое распространение получили типовые или 

промышленные регуляторы, представляющие собой универсальные 

автоматические устройства, легко приспосабливаемые для автомати-

зации разнообразных технологических процессов и объектов.  При 

этом объект управления, как правило, является звеном статического 

типа, т.е. WОУ(0)=kОУ, где kОУ - коэффициент передачи объекта управ-

ления. Типовые регуляторы реализуют типовые законы управления, 

являющиеся частными случаями линейного стандартного закона 

управления, и классифицируются следующим образом. 

П-регуляторы. Реализуют П-закон или пропорциональный закон 

управления 

 u(t) = kП x(t).  

 

Передаточная функция П-регулятора 

 

WR(s) = kП. 

 

Пропорциональное управление позволяет уменьшить устано-
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вившуюся ошибку в объекте в (1+k) раз, где k = kПkОУ  коэффици-

ент передачи разомкнутой системы. Регулирование в этом случае по-

лучается статическим, так как при любом конечном значении коэф-

фициента передачи разомкнутой системы установившаяся ошибка 

будет отличной от нуля. 

И-регуляторы. Реализуют И-закон или интегральный закон 

управления 

u(t) = 

t

0

x(t)dt
и

k . 

Передаточная функция И-регулятора 

s

и
k

=(s)
R

W . 

При интегральном управлении получается система, астатическая 

по отношению к задающему воздействию. Повышение степени аста-

тизма приводит к увеличению установившейся точности системы, но 

одновременно снижает ее быстродействие, а также приводит к ухуд-

шению устойчивости. Снижение быстродействия объясняется тем, 

что в первый момент времени при появлении ошибки управляющее 

воздействие равняется нулю и только затем начинается его рост. В 

системе пропорционального управления рост управляющего воздей-

ствия в первые моменты времени происходит более интенсивно, так 

как наличие ошибки сразу дает появление управляющего воздей-

ствия, в то время как в системе интегрального управления должно 

пройти некоторое время. 

ПИ-регуляторы. Реализуют ПИ-закон или пропорционально-

интегральный закон управления 

u(t) = kП x(t)  + 

t

0

x(t)dt
и

k . 

Передаточная функция ПИ-регулятора 

 

s

и
k

+
п

k=(s)
R

W
s

1)s+
и

(T
и

k
= , 

где TИ = kП/ kИ. 
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Пропорционально-интегральное (изодромное) управление соче-

тает в себе высокую точность интегрального управления (астатизм) с 

большим быстродействием пропорционального управления. В первые 

моменты времени при появлении ошибки система с ПИ-регулятором 

работает как система пропорционального регулирования, а в даль-

нейшем начинает работать как система интегрального управления. 

ПД-регуляторы. Реализуют ПД-закон или пропорционально-

диф-ференциальный закон управления 

dt

dx(t)

д
k+x(t)

п
k=u(t) .  

Передаточная функция ПД-регулятора 

 

s
д

k+
п

k=(s)
R

W = kП(TДs + 1), 

где TД = kД/ kП. 

Пропорционально-дифференциальное управление применяются 

для повышения быстродействия работы системы. 

Регулирование по производной не имеет самостоятельного зна-

чения, так как в установившемся состоянии производная от ошибки 

равна нулю и управление прекращается. Однако она играет большую 

роль в переходных процессах, потому что позволяет учитывать тен-

денцию к росту или уменьшению ошибки. В результате увеличивает-

ся скорость реакции системы, повышается быстродействие, снижает-

ся ошибка в динамике. 

ПИД-регуляторы. Реализуют ПИД-закон или пропорциональ-

но-интегрально-дифференциальный закон управления, соответству-

ющий линейному стандартному закону вида (8.3). 

ПИД-регулятор, представляющий собой астатический изодром-

ный  регулятор с предвидением, обеспечивает повышенную точность 

и повышенное быстродействие системы. 

В общем случае закон управления может иметь сложный вид. 
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8.3. Корректирующие устройства 

 

Основная задача корректирующих устройств состоит в улучше-

нии точности системы и качества переходных процессов. Однако 

наряду с этим путем дополнительного введения в систему корректи-

рующих устройств решается более общая задача - обеспечение устой-

чивости системы, если она была неустойчивой, а затем и желаемого 

качества процесса управления. 

Различают три вида основных корректирующих устройств. 

Последовательные корректирующие устройства. Они вво-

дятся в цепь регулятора последовательно с другими звеньями. На 

рис.8.2 представлена структурная схема системы с последовательным 

корректирующим устройством. 

g(t)
)(1 SW )(SWпку )(SWОУ

)(2 SW

RW

x(t) u(t)

f(t)

y(t)

 
Рис. 8.2. Структурная схема системы 

с последовательным корректирующим устройством 

 

Здесь W1(s), W2(s) представляют собой передаточные функции 

заданных частей регулятора, WПКУ(s) - передаточная функция после-

довательного корректирующего звена, WОУ(s) - передаточная функция 

объекта управления. 

Передаточная функция регулятора с последовательным коррек-

тирующим устройством 

WR1(s) = W1(s) W2(s) WПКУ(s).                      (8.5) 

 

Способ коррекции с помощью последовательного корректиру-

ющего устройства не требует сложных расчетов и прост в практиче-

ском исполнении. Поэтому он нашел широкое применение, особенно 

при коррекции систем, в которых используется электрический сигнал 
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в виде напряжения постоянного тока, величина которого функцио-

нально связана с сигналом рассогласования. Однако, последователь-

ные корректирующие устройства не ослабляют влияния изменений 

параметров элементом системы на ее показатели качества. Поэтому 

последовательные корректирующие устройства рекомендуется при-

менять в системах, в которых элементы имеют достаточно стабиль-

ные параметры. 

Параллельные корректирующие устройства. Они вводятся в 

цепь регулятора параллельно с другими звеньями. На рис.8.3 пред-

ставлена структурная схема системы с параллельным корректирую-

щим устройством. 

g(t)
)(1 SW

)(SWпку

)(SWОУ
)(2 SW

RW

x(t) u(t)

f(t)

y(t)

 
Рис.8.3. Структурная схема системы 

с параллельным корректирующим устройством 

 

Здесь W1(s), W2(s) представляют собой передаточные функции 

заданных частей регулятора, WКУ(s) - передаточная функция парал-

лельного корректирующего звена, WОУ(s) - передаточная функция 

объекта управления. 

Передаточная функция регулятора с параллельным корректиру-

ющим устройством 

WR2(s)=W1(s)[W2(s)+WКУ(s)].                        (8.6) 

 

Коррекция систем управления с помощью параллельного кор-

ректирующего устройства эффективна, когда требуется формировать 

сложные законы управления с введением производных и интегралов 

от сигнала ошибки. Примером этому могут служить рассмотренные 

ранее типовые регуляторы. 
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Обратные связи. Они вводятся в цепь регулятора и охватывают 

какие-либо его звенья. Как отмечалось в разделе 3.3, обратные связи 

могут быть положительными (ПОС) и отрицательными (ООС), кроме 

того - жесткими и гибкими.  

На рис.8.4 представлена структурная схема системы с корректи-

рующей обратной связью. Здесь W1(s), W2(s) представляют собой пе-

редаточные функции заданных частей регулятора, WОС(s) - переда-

точная функция корректирующей обратной связи, WОУ(s) - переда-

точная функция объекта управления. 

g(t)
)(1 SW

)(SWОС

)(SWОУ
)(2 SW

x(t) u(t) y(t)

(±)

 
Рис.8.4. Структурная схема системы с корректирующей обрат-

ной связью 

 

Передаточная функция регулятора с корректирующей обратной 

связью 

(s)
ос

(s)W
2

W1

(s)
2

W
(s)

1
W=(s)

R3
W


 ,                       (8.7) 

где знак “+” соответствует ООС, знак  “” - ПОС. 

Коррекция местной обратной связью используется в системах 

автоматического управления наиболее часто. Корректирующая об-

ратная связь образует в системе внутренний контур помимо контура, 

образуемого главной обратной связью. В подавляющем большинстве 

случаев используются отрицательные корректирующие обратные свя-

зи, однако могут применяться также и положительные обратные свя-

зи, например в комбинированных системах с компенсацией динами-

ческих ошибок.  

Отрицательная корректирующая обратная связь позволяет су-

щественно ослаблять влияние изменения параметров элементов и их 

нелинейностей, входящих в местный контур. Поэтому местной обрат-
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ной связью желательно охватывать те элементы корректируемой си-

стемы, которые в процессе работы могут изменять свои параметры и 

имеют высокие значения коэффициентов передачи. 

Основными видами корректирующих обратных связей являют-

ся: 

а) жесткая обратная связь WОС(s) = kОС; 

б) инерционная жесткая обратная связь WОС(s) = 
1s+

ос
T

ос
k

; 

в) гибкая обратная связь WОС(s) = kОС s; 

г) инерционная гибкая обратная связь WОС(s) = 
1s+

ос
T

s
ос

k
.  

Возможны и более сложные передаточные функции корректи-

рующих обратных связей. 

В динамическом отношении обратные связи оказывают самое 

различное действие. 

Проиллюстрируем на примерах основные свойства обратных 

связей WОС(s) при охвате ими различных типов звеньев WОХВ(s) 

(рис.8.5). 

)(SWОС

)(SWОХВ

(±)

X1 X2

XОС

)(SWЭКВ

 
Рис. 8.5. Структурная схема обратной связи 

 

Жесткая обратная связь WОС(s) = kОС. 

1. Охватывает безынерционное звено WОХВ(s)=k. 

Тогда эквивалентная передаточная функция будет 

э
k

ос
kk1

k
=(s)

экв
W 


, 

где kЭ  - эквивалентный коэффициент передачи. 

При ООС kЭ<k  ; при ПОС kЭ>k. 
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Если при ПОС kkОС=1, то kЭ , такой элемент представляет 

собой реле. 

Следовательно, положительная обратная связь может служить 

для увеличения коэффициента передачи. 

2.  Охватывает апериодическое звено первого порядка  

1+Ts

k
=(s)

охв
W . 

Тогда эквивалентная передаточная функция будет 

1s
э

T

э
k

=

ос
kk1)(Ts+

k

1)/(Ts+
ос

kk1

1)k/(Ts+
=(s)

экв
W





, 

где  kЭ  -  эквивалентный коэффициент передачи; 

       TЭ  -  эквивалентная постоянная времени. 

При ООС   

ос
kk+1

k
=

э
k    и    

ос
kk+1

T
=

э
T  .        

Следовательно, отрицательная жесткая обратная связь уменьша-

ет инерционность звена. Тем самым она оказывает стабилизирующее 

действие и улучшает качество переходного процесса в системе. 

Уменьшение же коэффициента передачи может быть скомпенсирова-

но за счет других  звеньев системы. 

При ПОС  

ос
kk-1

k
=

э
k     и   

ос
kk-1

T
=

э
T . 

Следовательно, положительная жесткая обратная связь может 

служить для увеличения коэффициента передачи. Но одновременно с 

этим увеличивается и постоянная времени, т.е. инерционность звена, 

а при kkОС>1 звено становится неустойчивым. 

3. Охватывает интегрирующее звено 
s

k
=(s)

охв
W . 

Тогда эквивалентная передаточная функция будет 

1s
э

T

э
k

=

ос
kks

k

s/
ос

kk1

k/s
=(s)

экв
W


 , 

где  kЭ  -  эквивалентный коэффициент передачи; 

       TЭ  -  эквивалентная постоянная времени. 
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При ООС    

ос
k

1
=

э
k      и   

ос
kk

1
=

э
T . 

Следовательно, под действием отрицательной жесткой обрат-

ной связи интегрирующее звено превращается в апериодическое с 

коэффициентом передачи целиком определяемым обратной связью. 

Такую связь необходимо использовать в тех случаях, когда требу-

ется понизить степень астатизма, т.е. исключить в системе влияние 

интегрирующего звена. При ПОС звено теряет устойчивость. 

Инерционная жесткая обратная связь WОС(s) = 
1s+

ос
T

ос
k

. 

При охвате ею безынерционного звена  WОХВ(s)=k  получаем 

1s
э

T

1)s+
ос

(T
э

k

=

ос
kk1)s+

ос
(T

1)s+
ос

k(T

1)s+
ос

/(T
ос

kk1

k
=(s)

экв
W






, 

где  kЭ  -  эквивалентный коэффициент передачи; 

       TЭ  -  эквивалентная постоянная времени. 

При ООС  

ос
kk+1

k
=

э
k     и   

ос
kk+1

ос
T

=
э

T . 

Следовательно, в этом случае безынерционное звено превраща-

ется в интегро-дифференцирующее звено. Инерционное запаздывание 

в обратной связи (в отличие от такового в прямой цепи) целесообраз-

но использовать для улучшения качества переходных процессов, по-

лучая эффект, аналогичный введению производной в прямой цепи. 

Отсюда вытекает и хорошее влияние инерционной жесткой обратной 

связи на качество переходного процесса в системе в целом. 

Положительная инерционная жесткая обратная связь обычно 

не используется. 

Гибкая обратная связь WОС(s) = kОС s. 

При охвате ею апериодического звена первого порядка 

1+Ts

k
=(s)

охв
W   получаем 

1s
э

T

э
k

=
s

ос
kk1)(Ts+

k

1)s/(Ts+
ос

kk1

1)k/(Ts+
=(s)

экв
W





, 
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где  kЭ  -  эквивалентный коэффициент передачи; 

       TЭ  -  эквивалентная постоянная времени. 

При ООС  kЭ=k  и  TЭ=T+kkОС, если ПОС, то kЭ=k иTЭ=TkkОС. 

Таким образом, гибкая обратная связь изменяет только инерци-

онность звена, причем для ООС эквивалентная постоянная времени 

увеличивается. 

Инерционная гибкая обратная связь WОС(s) = 
1s+

ос
T

s
ос

k
. 

При охвате ею интегрирующего звена 
s

k
=(s)

охв
W   получаем 

1)ss(T

1)s+(Tk
=

]kk1)s+s[(T

1)s+k(T

1)s+/(Tkk1

k/s
=(s)W

э

осэ

осос

ос

осос
квэ 




, 

где  kЭ  -  эквивалентный коэффициент передачи; 

       TЭ  -  эквивалентная постоянная времени. 

При ООС 

ос
kk+1

k
=

э
k   и  

ос
kk+1

ос
T

=
э

T ,  

при ПОС 

ос
kk-1

k
=

э
k   и   

ос
kk-1

ос
T

=
э

T . 

Следовательно, охват интегрирующего звена инерционной гиб-

кой обратной связью эквивалентен последовательному включению 

интегро-дифференцирующего звена. При отрицательной инерцион-

ной гибкой обратной связи и большом коэффициенте передачи k ин-

тегрирующее звено приближенно становится изодромным. 

Способ коррекции местной обратной связью позволяет наилуч-

шим образом скорректировать динамические свойства системы по 

сравнению со способами коррекции с помощью последовательных и 

параллельных корректирующих устройств. 

Динамические свойства линейных систем при введении коррек-

тирующих устройств различного вида могут быть сделаны одинако-

выми. Следовательно, включение любого типа корректирующего 

устройства может обеспечить требуемое качество работы системы. В 

этом случае передаточные функции регуляторов с последовательной 

коррекцией (8.5), параллельной коррекцией (8.6) и местной обратной 
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связью (8.7) должны быть одинаковыми, т.е. 

 

WR1(s) = WR2(s) = WR3(s).                              (8.8) 

 

Отсюда следует формула перехода от передаточной функции 

корректирующего устройства одного вида к передаточной функции 

эквивалентного корректирующего устройства другого вида  

W2(s)WПКУ(s) = W2(s)+WКУ(s) = 
(s)

ос
W(s)

2
W1

(s)
2

W


.           (8.9) 

Использование того или иного вида корректирующих устройств, 

т.е. последовательных звеньев, параллельных звеньев или обратных 

связей, определяется удобством технической реализации. 

 

8.4. Синтез систем автоматического управления 

 

Синтез системы управления представляет собой направленный 

расчет системы, имеющий конечной целью, во-первых, отыскание ра-

циональной структуры системы и, во-вторых, определение оптималь-

ных значений параметров ее отдельных звеньев из условия обеспече-

ния ряда требований, которые следуют из назначения проектируемой 

системы и обеспечения ее характеристик. 

Синтез можно трактовать как задачу оптимизации и рассматри-

вать такое построение системы управления, при котором для задан-

ных условий работы обеспечивается оптимум выбранного критерия 

качества работы системы. 

Если характеристики задающих и возмущающих воздействий 

известны, то систему можно спроектировать как оптимальную, обес-

печив минимальное значение суммарной среднеквадратической 

ошибки. Решить эту задачу позволяет теория оптимальных фильтров 

Н.Винера и Р.Калмана. 

Наиболее общей является постановка задачи достижения мини-

мума функционала 
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,
T

o

dt(t)]
u

v+(t)
x

[vJ                              (8.10) 

где vx(t) - квадратичная форма относительно ошибки системы; 

vu(t) - квадратичная форма относительно управляющего воздей-

ствия; 

T - время работы системы. 

Первая квадратичная форма в (8.10) выбирается из требований к 

точности проектируемой системы, а вторая учитывает ограничения на 

управляющее воздействие u(t). При этом из допустимого множества 

u(t) необходимо выбрать и технически реализовать такое управляю-

щее воздействие, которое переводит объект управления из начального 

состояния в конечное и минимизирует функционал (8.10). Для реше-

ния таких задач используются методы вариационного исчисления, 

принцип максимума Л.С.Понтрягина, метод динамического програм-

мирования Р.Белмана. Здесь возможны два случая, во-первых, полно-

стью известна информация о состоянии объекта управления, во-

вторых, информация об объекте управления неполная или вообще не-

известна. Во втором случае при синтезе системы возникает дополни-

тельная задача оценки состояния объекта управления, на основании 

которой формируется оптимальное управляющее воздействие. 

Синтез можно трактовать как инженерную задачу, сводящуюся 

к такому построению системы управления, при котором обеспечива-

ется выполнение технических требований к ней. Один из возможных 

способов описания требований к проектируемой системе - задание 

показателей качества работы системы, рассмотренных в разделе 6. 

Это может быть сделано, если известны характеристики задающих и 

возмущающих воздействий. Детерминированные воздействия долж-

ны быть заданы как функции времени или их производные. Для слу-

чайных воздействий должны быть известны их корреляционные 

функции или спектральные плотности. При такой постановке синтез 

системы сводится к выбору структурной схемы, с помощью которой 

можно обеспечить показатели качества работы системы не хуже за-

данных. 
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Иногда в понятие инженерного синтеза вкладывается еще более 

узкий смысл и рассматривается синтез, имеющий целью определение 

вида и параметров корректирующих средств, которые необходимо 

добавить к неизменной части системы - объекту управления с регуля-

тором, чтобы обеспечить требуемые динамические качества. Обеспе-

чение необходимого качества управления достигается выработкой 

вполне определенного закона управления u(t). Для этого необходимо, 

чтобы при известной передаточной функции объекта управления 

WОУ(s) регулятор имел определенную передаточную функцию WR(s) 

и, соответственно, передаточная функция разомкнутой системы 

должна быть W(s) = WR(s)WОУ(s).  

При инженерном синтезе системы управления необходимо 

обеспечить, во-первых, требуемую точность, во-вторых, приемлемый 

характер переходных процессов. 

Частотный метод синтеза корректирующих устройств. 

Наиболее распространен частотный метод синтеза с помощью лога-

рифмических частотных характеристик. Логарифмическая амплитуд-

ная частотная характеристика разомкнутой системы управления одно-

значно определяется ее передаточной функцией и соответственно 

наоборот, логарифмической амплитудной частотной характеристике 

однозначно соответствует передаточная функция  разомкнутой си-

стемы. Следовательно, на основе требований, предъявляемых к си-

стеме можно сформировать желаемый вид ЛАХ, которой будет соот-

ветствовать требуемая передаточная функция системы и закон управ-

ления. На основе этой взаимосвязи и построен метод синтеза систем 

автоматического управления по логарифмическим частотным харак-

теристикам. 

Процесс синтеза системы управления включает в себя следу-

ющие пункты. 

1. Построение располагаемой ЛАХ LР(). Под располагаемой 

ЛАХ понимается характеристика исходной системы, состоящей из 

объекта управления и регулятора и не снабженной корректирующими 

средствами, обеспечивающими требуемое качество работы.  Распола-
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гаемая ЛАХ LР() строится по виду располагаемой передаточной 

функции WР(s)  исходной разомкнутой системы.  

Замечание: при построении располагаемой ЛАХ обычно значе-

ние общего коэффициента передачи разомкнутой системы koбщ выби-

рается на основании требований, предъявляемых к точности системы 

управления (см. п.2). 

2. Построение желаемой ЛАХ Lж(). Желаемая логарифмиче-

ская амплитудная частотная характеристика формируется исходя из 

заданных требований к системе по точности и качеству переходного 

процесса. Точность задается значениями установившихся ошибок, а 

качество переходного процесса - величиной перерегулирования и 

временем регулирования. 

Построение желаемой ЛАХ производится по частям. 

Низкочастотная часть желаемой ЛАХ формируется из условия 

обеспечения требуемой точности работы системы управления в уста-

новившемся режиме, то есть из условия того, что установившаяся 

ошибка системы x() не должна превышать заданное значение 3 

(x()3). 

Требования точности системы формулируются по разному. В 

системах управления величина установившейся ошибки зависит от 

общего коэффициента передачи разомкнутой системы и вида задаю-

щего воздействия. 

Для систем стабилизации при постоянном задающем воздей-

ствии  g(t)=g0=const установившаяся ошибка  xg() = g0/(1+ koбщ). 

Откуда желаемое значение общего коэффициента передачи 

разомкнутой системы 

koбщ      

з

0



g
  1.                                (8.11) 

Таким образом, низкочастотная часть желаемой ЛАХ должна 

иметь наклон 0 дб/дек  и проходить не ниже точки с координатами: 

=1 c-1, L(1)=20lg koбщ   [дб]. 

Если требуется обеспечить слежение за задающим воздействием 

g(t)=g1t при  g1=const, то установившаяся ошибка  xg() = g1/koбщ . 
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Отсюда находим желаемое значение 

koбщ      

з

1



g
.                                  (8.12) 

Таким образом, низкочастотная часть желаемой ЛАХ должна 

иметь наклон 20 дб/дек  и проходить не ниже точки с координатами: 

=1 c-1,  L(1)=20lg koбщ  [дб]. 

При отработке гармонического задающего воздействия 

g(t)=gmsinkt точность оценивается по величине амплитуды ошибки, 

вычисляемой по выражению (6.15).  

В этом случае модуль желаемой частотной передаточной функ-

ции разомкнутой системы на частоте качки k  должен удовлетворять 

условию 

з

m
g

)
k

A(


 .                                   (8.13) 

Таким образом, низкочастотная часть желаемой ЛАХ должна 

иметь наклон 20 дб/дек  и проходить не ниже точки AК (рис.8.6) с 

координатами: k  [c-1], LK=L(k) = 20lgA(k )  [дб]. 

 

L, дб

ω, с
-1

ω=1

-40

-20

ωк

А кL к

Lобщ

запретная зона  
Рис. 8.6. Запретная область для желаемой ЛАХ 

 

Для определения общего коэффициента передачи разомкнутой 

системы koбщ по низкочастотной части желаемой ЛАХ находят ампли-

туду Lобщ  на частоте =1 с-1, тогда  
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20

общ
L

10 
общ

k  .                                 (8.14) 

Часто точный закон изменения задающего воздействия неизвестен, 

а заданы только максимальная скорость 
m

g  и максимальное ускорение 

m
g  задающего воздействия. В этом случае при расчете используют экви-

валентное гармоническое воздействие, наибольшее значение первой 

производной которого равно заданному максимальному значению скоро-

сти, а наибольшее значение второй производной  максимальному зна-

чению ускорения. Тогда частота качки k   и амплитуда эквивалентного 

гармонического воздействия определяются по формулам: 

;

m
g

m
g

k 


            .

k

m
g

m
g




                           (8.15) 

Если скорость задающего воздействия максимальная, а ускоре-

ние убывает, то точка AК (рис.8.6) будет двигаться по прямой с накло-

ном  20дб/дек в диапазоне частот k. Если же ускорение равно 

максимальному, а скорость убывает, то точка AК двигается по прямой 

с наклоном 40дб/дек в диапазоне частот >k. Область, располо-

женная ниже точки AК  и двух прямых с наклоном 20дб/дек и 

40дб/дек, представляет собой запретную область для желаемой лога-

рифмической амплитудной частотной характеристики системы. 

Среднечастотный участок желаемой ЛАХ строится из условия 

обеспечения основных показателей качества переходного процесса - 

перерегулирования и времени регулирования. Это достигается тем, 

что среднечастотный участок желаемой ЛАХ (рис.8.8) имеет наклон 

20 дб/дек (см. раздел 5.6) и пересекает ось частот на частоте среза  

с, которая определяется по номограмме В.В.Солодовникова (см. раз-

дел 6.4), исходя из заданных значений величины перерегулирования 

 и времени регулирования tр. 
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Рис. 8.7. Номограммы В.В.Солодовникова 

 

По номограмме (рис.8.7,а), отложив заданную величину   

(например, 25%), определяем величину tр (как показано стрелками), 

например, 

c

8,2

р
t




 . 

Поскольку требуемое значение tр задается, можно вычислить 

необходимую частоту среза 




с
р

,

t


2 8 .                                       (8.16) 
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L, дб
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ω, с
-1

Lh

-Lh
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Рис. 8.8. Среднечастотный участок желаемой ЛАХ 

 

Протяженность среднечастотного участка определяется номо-

граммой (рис.8.7,б), устанавливающей связь между показателями ка-

чества и запасами устойчивости. Так, например, для обеспечения 

=25% требуется запас устойчивости по модулю Lh=20 дб и по фазе 

=580.  Среднечастотный участок  проводится  с наклоном 20 дб/дек 

влево и вправо от частоты среза с до достижения модулей, равных Lh 

и Lh. После этого участки средних и низких частот сопрягаются 

прямой с наклоном 40 или 60 дб/дек, как удобнее. 

Высокочастотный участок желаемой ЛАХ проводится парал-

лельно высокочастотному участку располагаемой ЛАХ. Область вы-

соких частот содержит те сопрягающие частоты, пренебрежение ко-

торыми не изменяет существенного вида ЛЧХ системы в области 

средних частот. Можно считать, что “малыми” параметрами, не вли-

яющими существенно на динамику системы, являются постоянные 

времени, удовлетворяющие условиям 

c
)105(

1
T


 .                                  (8.17) 

3. Определение передаточных функций Wж(s) желаемой разо-

мкнутой системы и Фж(s) желаемой замкнутой системы. Желаемая 

передаточная функция разомкнутой системы Wж(s) находится по виду 

желаемой ЛАХ Lж(), а желаемая передаточная функция замкнутой 

системы Фж(s) определяется по методике, изложенной в разделе 4.1. 

Затем строятся фазовая частотная характеристика желаемой разо-

мкнутой системы и переходная характеристика желаемой замкнутой 
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системы и оцениваются фактически получающиеся величины запасов 

устойчивости и качественные показатели системы. Если полученные 

при этом показатели качества не превышают требуемых значений, 

определенных заданием, то построение желаемой ЛАХ считается за-

конченным, иначе построенную желаемую ЛАХ необходимо скоррек-

тировать. 

Если получившаяся величина перерегулирования превышает за-

данное значение, то требуется расширение  среднечастотного участка 

желаемой ЛАХ. 

Если время регулирования получается больше заданного, то 

необходимо увеличить частоту среза. 

На рис.8.9, в качестве примера, приведены ЛАХ располагаемой 

Lр() и ЛАХ желаемой Lж() разомкнутой системы. 
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Рис. 8.9. ЛАХ располагаемой и желаемой разомкнутой системы 

 

Здесь располагаемая передаточная функция разомкнутой систе-

мы 

1)s
2

1)(Ts
1

s(T

общ
k

=(s)
р

W


                             (8.18) 

и желаемая 

22

2

1)sT(1)sTs(

)1sT(
общ

k

=(s)
ж

W





,                         (8.19) 
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где koбщ=1000 с-1. 

4. Определение вида и параметров корректирующего устрой-

ства. 

Расчет последовательных корректирующих устройств. 

В случае выбора последовательного корректирующего устрой-

ства желаемая передаточная функция разомкнутой системы имеет вид  

 

 WЖ(s)= WПКУ(s)Wр(s),                                   (8.20) 

 

где WПКУ(s) - передаточная функция последовательного 

корректирующего устройства; 

      Wр(s) - передаточная функция располагаемой системы. 

Тогда логарифмическая амплитудная частотная характеристика 

желаемой системы 

Lж() = Lр() + LПКУ().                            (8.21) 

 

Следовательно, логарифмическая амплитудная частотная харак-

теристика последовательного корректирующего  устройства 

 

LПКУ() = Lж()  Lр().                            (8.22)  

 

Выражение (8.22) показывает, что для определения последова-

тельного корректирующего устройства необходимо:  

а) по располагаемой передаточной функции Wр(s) построить 

ЛАХ располагаемой системы Lр(); 

б) по заданным показателям качества построить ЛАХ желаемой 

системы Lж(); 

в) вычесть из желаемой ЛАХ располагаемую ЛАХ, что позволит 

найти требуемую ЛАХ последовательного корректирующего устрой-

ства LПКУ(); 

г) по виду ЛАХ последовательного корректирующего устрой-

ства LПКУ() определить его передаточную функцию WПКУ(s) и схему.  

На рис.8.10, в качестве примера, представлены ЛАХ располага-
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емой Lр(), ЛАХ желаемой Lж() разомкнутой системы и ЛАХ по-

следовательного корректирующего устройства LПКУ(). 

В результате получаем  

2
1)s+T(

2
1)s+T(

1)s+
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Рис.8.10. ЛАХ располагаемой и желаемой разомкнутой системы 

и последовательного корректирующего устройства 

 

Расчет корректирующих обратных связей. 

В случае выбора корректирующего устройства типа обратной 

связи желаемая передаточная функция разомкнутой системы имеет 

вид  

WЖ(s) = 
(s)

ос
(s)W

охв
W+1

(s)
охв

W
s)(

неохв
W  ,                    (8.23) 

где WНЕОХВ(s) - передаточная функция звеньев располагаемой 

системы, неохваченных обратной связью; 

WОХВ(s) - передаточная функция звеньев располагаемой си-

стемы, охватываемых обратной связью; 

WОС(s) - передаточная функция корректирующей обратной 

связи. 

Выбор обратных связей выполняется для тех диапазонов частот, 

для которых справедливо неравенство 
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WОХВ(j) WОС(j)>>1.                            (8.24) 

 

В этом случае логарифмическая амплитудная частотная харак-

теристика желаемой системы будет 

 

LЖ() = LНЕОХВ()  LОС().                        (8.25) 

 

Следовательно, логарифмическая амплитудная частотная харак-

теристика корректирующей обратной связи 

 

LОС() = LНЕОХВ()  LЖ().                             (8.26) 

 

Выражение (8.26) показывает, что для определения корректи-

рующей обратной связи необходимо:  

а) по передаточной функции WНЕОХВ(s) звеньев располагаемой 

системы, не охваченных обратной связью, построить ЛАХ неохва-

ченных звеньев LНЕОХВ(); 

б) по заданным показателям качества построить ЛАХ желаемой 

системы LЖ(); 

в) вычесть из ЛАХ неохваченных звеньев LНЕОХВ() желаемую 

ЛАХ LЖ(), что позволит найти требуемую ЛАХ корректирующей 

обратной связи LОС(); 

г) по виду ЛАХ корректирующей обратной связи LОС() опреде-

лить ее передаточную функцию WОС(s) и схему.  

В случае необходимости последовательное корректирующее 

устройство или корректирующая обратная связь могут быть пересчи-

таны на эквивалентное параллельное корректирующее звено согласно 

выражению (8.9). 

5. Техническая реализация корректирующих средств. По полу-

ченной передаточной функции необходимо создать реальное коррек-

тирующее устройство, которое реализуется аппаратно или программ-

но. В случае аппаратной реализации требуется подобрать схему и па-
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раметры корректирующего звена. В литературе [7,10,12] имеются 

таблицы типовых корректирующих устройств как пассивных, так и 

активных. 

На рис.8.11 приведена блок-схема алгоритма синтеза систем 

управления. 

 

 

 

 

ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  8 

1. Что понимается под улучшением качества процесса 

управления и как это достигается? 

2. Назовите линейный стандартный закон управления. 

3. Расскажите о типовых законах управления и типовых 

регуляторах. 

4. Каково назначение корректирующих устройств? Ука-

жите способы их включения и особенности. 

5. Сформулируйте  свойства основных видов корректиру-

ющих обратных связей. 

6. Поясните постановку задачи синтеза систем. 

7. Перечислите этапы синтеза систем. 

8. Объясните построение желаемой ЛАХ проектируемой 

системы. 

9. Каким образом формируется передаточная функция 

разомкнутой проектируемой системы? 

10.Как определяются передаточные функции корректиру-

ющих устройств? 
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9. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ В СИСТЕМАХ 

УПРАВЛЕНИЯ 

 

 

9.1. Введение в статистическую динамику систем  

управления 

 

Во многих случаях внешние воздействия, прикладываемые к си-

стеме, носят случайный характер, поэтому можно оценить только ве-

роятность появления той или иной формы воздействий в тот или иной 

момент времени. 

Примерами таких систем могут служить система автоматиче-

ского регулирования напряжения электрического генератора, нагруз-

ка которого определяется потребителями электрической энергии, ав-

топилот, радиолокационная станция и т.д. 

Поведение автоматических систем под влиянием случайных 

воздействий исследуется методами статистической динамики, бази-

рующимися на теории вероятности.  

Статистическая динамика системы управления - это поведение 

системы при случайных воздействиях. При этом рассматривается мо-

дель системы, представленная на рис. 9.1. 

)(2 tf

)(3 tf
ИПУ

R ОУ

)(1 tf

g

 
Рис. 9.1. Базовая структура модели системы:  

ОУ - объект управления; R - регулятор;  

ИПУ - измерительно-преобразовательное устрой-

ство;  

g(t)=m(t)+n(t) - задающее воздействие;  

m(t) - полезный сигнал;  
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n(t) - помеха; y(t) - управляемая величина;  

f1(t) - внутренние шумы системы, приведенные к 

входу;  

f2(t) - внешнее возмущение на объект управления,  

          приведенное к его выходу;  

f3(t) - помехи канала обратной связи, приведенные  

         к входу  измерительного устройства. 

Задачей анализа системы, работающей в условиях помех, явля-

ется исследование ее точности и определение ошибок, вызванных 

этими случайными помехами. Задачей синтеза системы в этом случае 

является минимизация ошибок, обусловленных полезным сигналом и 

помехами. С точки зрения наилучшего воспроизведения полезного 

сигнала система должна иметь возможно большую полосу пропуска-

ния, а с точки зрения наилучшего подавления помехи система, наобо-

рот, должна иметь возможно меньшую полосу пропускания. Критери-

ем получения оптимального решения здесь будет минимальное зна-

чение результирующей ошибки системы, определяемой полезным 

сигналом и помехой [1,6,8]. 

Для случайных величин наиболее просто определить средне-

квадратичную ошибку, поэтому ее и используют для оценки точности 

автоматической системы. 

Задачей синтеза оптимальной системы является нахождение ее 

передаточной функции, при которой суммарная средняя квадратиче-

ская ошибка минимальна. 

Задача синтеза системы при заданной структурной схеме заклю-

чается в том, что при известных характеристиках полезного сигнала и 

помехи необходимо определить оптимальные значения параметров 

системы, при которых суммарная средняя квадратическая ошибка 

минимальна.  

 

9.2. Общие сведения о случайных процессах 

 

Случайная функция, зарегистрированная в той или иной форме 

по результатам опыта, называется реализацией случайной функции. 
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Случайная функция x, для которой независимой переменной является 

время t, называется случайным или стохастическим процессом. Этот 

процесс можно отобразить в виде реализаций случайной функции 

(рис.9.2). 

Случайный процесс не есть определенная кривая x(t), а является 

множеством кривых x(t), так же как случайная величина не имеет 

определенного значения, а является совокупностью (множеством) 

возможных значений. 

Можно сказать, что случайный процесс есть такая функция вре-

мени, значение которой в каждый момент времени является случай-

ной величиной. 

)(tx

 
Рис. 9.2. Реализации случайного процесса 

 

В случайном процессе нет определенной зависимости x(t). Каж-

дая кривая множества (рис.9.2) является лишь отдельной реализацией 

случайного процесса. Никогда нельзя сказать заранее, по какой кри-

вой пойдет процесс. 

Чтобы судить о возможном характере протекания случайного 

процесса, введены вероятностные характеристики, основной из кото-

рых является закон распределения. 

Закон распределения для непрерывных случайных функций за-

дается в виде плотности вероятности (x), называемой дифференци-

альным законом распределения (рис.9.3). 



x
1x 2x
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Рис. 9.3. Дифференциальный закон распределения 

 

Выражение (x)dx означает вероятность того, что случайная ве-

личина содержится между x и x+dx: 

 

 dx)x+<<(x P=dx(x)  .                          (9.1) 

 

Вероятность того, что случайная величина содержится между 

значениями x1 и x2, определяется формулой 


2

x

1
x

)
2

x<<
1

P(x=dx(x)  ,                       (9.2) 

что геометрически выражается заштрихованной площадью на 

рис.9.3. 

Вся площадь под кривой (x) равна единице: 





-

 1=dx(x) .                                   (9.3) 

Случайные процессы подразделяются на стационарные и неста-

ционарные. Если закон распределения (x,t) не зависит от времени, 

то такой случайный процесс называется стационарным, в противном 

случае - нестационарным. В стационарном случайном процессе закон 

распределения один и тот же для каждого момента времени, т.е. 

(x,t)=(x). 

Хотя закон распределения полностью определяет случайную ве-

личину, на практике используются более простые усредненные стати-

стические характеристики случайной величины, выражающиеся в ви-

де обыкновенных неслучайных чисел. 

Статистический метод изучает не отдельную реализацию слу-

чайного процесса, а свойство всего множества в целом путем их 

усреднения. При этом используются следующие статистические ха-

рактеристики. 

Среднее по множеству значение случайной величины (матема-

ти-ческое ожидание) 
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



-

t)dx(x,x(t)=(t)x~  .                             (9.4) 

Среднее по множеству значение квадрата случайной величины 





-

t)dx(x,(t)
2

x=(t)
2

x~  .                          (9.5) 

Дисперсия 

2
(t))x~()t(

2
x~

-

t)dx(x,
2

(t))x~-(x(t)
2
x~

=
x~

D 





  ,        (9.6) 

где 
x~

  - среднеквадратичное отклонение. 

Для стационарных случайных процессов эти характеристики не 

зависят от времени t, в отличие от нестационарных случайных про-

цессов. 

Среднее значение случайного процесса представляет собой не-

которую среднюю кривую, около которой группируются все возмож-

ные отдельные реализации этого процесса, а дисперсия или средне-

квадратичное отклонение характеризуют рассеяние отдельных воз-

можных реализаций процесса около этой средней кривой. 

Кроме средних по множеству значений случайной величины 

определяют средние по времени значения для отдельной реализации 

случайного процесса. 

Среднее значение по времени случайной величины x определя-

ется на интервале времени T (рис.9.4) 





T

T-

x(t)dt
2T

1

T

lim=(t)x .                            (9.7) 

tТТ

)(tx

 
 

Рис. 9.4. Реализации случайного процесса 
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Среднее значение по времени квадрата случайной функции x 





T

T-

(t)dt
2

x
2T

1

T

lim=(t)
2

x .                      (9.8) 

Дисперсия 

2
(t))x()t(

2
x

T

T-

dt
2

(t))x-(x(t)
2T

1

T

lim
2
x

=
x

D 



 ,    (9.9) 

где 
x

  - среднеквадратичное отклонение. 

Стационарные случайные процессы обладают свойством эрго-

дической гипотезы, в соответствии с которой для стационарного слу-

чайного процесса с вероятностью, равной единице, всякое среднее по 

множеству равно соответствующему среднему по времени, в частно-

сти 

 

x
D

x~
D

;
2

x
2

x~

(t);x=(t)x~



                                           (9.10) 

и т.д. 

Эргодическая гипотеза позволяет значительно упростить все 

расчеты и эксперименты. Она позволяет для определения статистиче-

ских характеристик, вместо параллельного испытания многих одно-

типных систем в один и тот же момент времени, пользоваться одной 

кривой x(t), полученной при испытании одной системы в течение 

длительного времени. 

Таким образом, важное свойство стационарного случайного 

процесса состоит в том, что отдельная его реализация на бесконечном 

промежутке времени полностью определяет собой весь случайный 

процесс со всеми бесчисленными возможными его реализациями. 

Корреляционная функция. Начальный корреляционный момент 

двух значений случайной функции x(t) и x(t1), взятых в моменты вре-

мени t и t1, носит название корреляционной (автокорреляционной) 

функции. Корреляционная функция является универсальной характе-

ристикой для случайного процесса. Она определяет зависимость слу-
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чайной величины в последующий момент времени x(t1) от предыду-

щего значения x(t) в момент времени t. Это есть мера связи между 

ними. 

В случае стационарного случайного процесса (рис.9.5) корреля-

ционная функция R() представляет собой среднее во времени значе-

ние за промежуток времени T от произведения случайных вели-

чин x(t) и x(t+), взятых в случайном процессе в любые два момента 

времени, отличающихся друг от друга на определенный промежуток 

времени  

 




T

T-

)dt+x(t(x(t)
2T

1

T

lim)+x(tx(t))(
x

R  .      (9.11) 



tТТ tt

)(tx

 
Рис. 9.5. Реализации случайного процесса 

 

Для стационарного случайного процесса корреляционная функ-

ция определяет зависимость случайной величины x в последующий 

момент времени t+ от предыдущего значения в момент t. Корреляци-

онная функция имеет вид, представленный на рис.9.6. Чем менее 

инерционен объект наблюдения, тем быстрее убывает R() с увеличе-

нием . Она постоянна для всех случайных процессов, подчиненных 

одинаковому закону распределения. 

 

 
Рис. 9.6. Корреляционная функция случайного процесса 
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Основные свойства корреляционной функции стационарного 

случайного процесса [1]. 

Корреляционная функция является четной функцией, т.е. 

R()=R(). 

При =0 корреляционная функция дает средний квадрат случай-

ной величины: 

    2
x(0)

x
R  .                                 (9.12) 

При  имеем 

R() = .
2

)x(=
2

)x~(                           (9.13) 

 

Корреляционная функция суммы двух стационарных случайных 

процессов z(t)=x(t)+y(t) определяется как 

 

R ( ) (x(t) y(t))(x(t+ ) + y(t+ )) R ( ) R ( ) R ( ) R ( )
z x y xy yx
            , (9.14) 

где )(
xy

R  , )(
yx

R   - взаимные корреляционные функции. 

Они характеризуют взаимную связь двух случайных процессов 

между собой в разные моменты времени, отстоящие друг от друга на 

промежуток времени . При =0 будет )0(
xy

R = )0(
yx

R . 

Для не связанных друг с другом случайных процессов для всех  

справедливы равенства )(
xy

R  =0 и )(
yx

R  =0 . 

Спектральная плотность стационарного случайного процесса. 

Представляет собой прямое преобразование Фурье от корреля-

ционной функции 









-

d
j-

e)(
x

R)(
x

S 


 .                     (9.15) 

Чтобы определить корреляционную функцию Rx() по известной 

спектральной плотности Sx() используется обратное преобразование 

Фурье 









-

d
j

e)(
x

S 
2

1
)(

x
R 





 .                (9.16) 
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Для =0 имеем  

  







-

d)(
x

S 
2

12
x)0(

x
R 


 .                 9.17) 

Последнее выражение представляет собой важное свойство 

спектральной плотности, заключающееся в том, что интегрирование 

ее по всем частотам от   до   дает средний квадрат исходной 

функции времени x(t). 

По своему физическому смыслу спектральная плотность есть 

величина, которая пропорциональна средней мощности процесса в 

интервале частот от  до +d. 

 

 

t

)(1 tx )(
1
xR )(

1
xS

 

)(2 tx )(
2
xR )(

2
xS

t

 
Рис. 9.7. Взаимосвязь между случайной функцией и ее характе-

ристиками 

 

Аналогично взаимным корреляционным функциям введено по-

нятие взаимных спектральных плотностей:  









-

d
j-

e)(
xy

R)(
xy

S 


 ;                      (9.18) 









-

d
j-

e)(
yx

R)(
yx

S 


 .                      (9.19) 

Связь между случайной функцией, ее корреляционной функцией 

и спектральной плотностью приведена на рис.9.7. 
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9.3. Оценка работы линейных автоматических систем  

              при случайных стационарных воздействиях 

 

Оценить работу автоматических систем при сигналах внешних 

воздействий в виде стационарных случайных процессов  можно с по-

мощью корреляционных функций и спектральных плотностей. 

Если задающее воздействие g(t) является случайным процессом, 

то выходная координата системы y(t) и ошибка воспроизведения  

x(t)=g(t)y(t) представляют собой также случайные процессы.  

Следовательно, при случайных воздействиях речь может идти 

об определении не мгновенных, а лишь некоторых средних значений 

выходной переменной системы и ошибки.  

Такими средними значениями являются среднее значение квад-

рата выходной переменной системы 






T

T-

dt t)(
2

y
2T

1

T

lim
2

y                         (9.20) 

и квадрата ошибки 






T

T-

dt t)(
2

x
2T

1

T

lim
2

x .                       (9.21) 

Эти величины можно найти через их корреляционные функции 

и спектральные плотности 









-

d )(
y

S
2

1
=(0)
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2
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
;                     (9.22) 









-

d )(
x

S
2

1
=(0)

x
R

2
x 


.                     (9.23)  

Следовательно, для исследования статистической точности ав-

томатических систем необходимо вычисление корреляционных 

функций Ry(), Rx() и спектральных плотностей Sy(), Sx() пере-

менной на выходе системы y и ошибки x по известной корреляцион-

ной функции Rg() и спектральной плотности Sg() случайного вход-

ного воздействия. 

Для установления взаимосвязи между корреляционными функ-
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циями переменных входа и выхода системы, а также взаимосвязи 

между их спектральными плотностями используется известное инте-

гральное уравнение (интеграл Дюамеля), на основании которого 

y(t) = g( ) w
y

(t- )  d
t

g(t- ) w
y

( )  d
t

       
0 0

,   (9.24) 

где wy(t) - весовая или импульсная функция замкнутой системы 

по задающему воздействию g(t); 

 - вспомогательное время интегрирования. 

Тогда корреляционная функция выходной величины 

 

)y(t+y(t))(
y

R   ,                            (9.25) 

а спектральная плотность, определяемая как прямое преобразо-

вание Фурье от корреляционной функции, имеет вид 

 

Sy()=F[Ry()].                                  (9.26) 

 

Выполнив необходимые преобразования получаем [1] 

  

Sy() = Фg(j)2Sg(),                           (9.27) 

где Фg(j) - частотная передаточная функция замкнутой систе-

мы по задающему воздействию. 

Таким образом, спектральная плотность выходной координаты 

системы может быть получена умножением спектральной плотности 

входной величины на квадрат модуля частотной передаточной функ-

ции замкнутой системы по задающему воздействию. 

Аналогично получается выражение для спектральной плотности 

ошибки 

Sx()=F[Rx()]=Фxg(j)2Sg(),                        (9.28) 

 

где Фxg(j) - частотная передаточная функция замкнутой систе-

мы по ошибке относительно задающего воздействия. 

Выражения (9.27) и (9.28) устанавливают связь между спек-

тральными плотностями Sy(), Sx() переменной на выходе системы y 
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и ошибки x со спектральной плотности Sg() случайного входного 

воздействия. 

Тогда средние значения квадрата выходной величины системы и 

ошибки определяются как 





-

d )(
g

S
2

)(j
g

Ф
2

1
=

2
y 


;                   (9.29) 





-

d )(
g

S
2

)(j
xg

Ф
2

1
=

2
x 


.                  (9.30) 

При действии на систему независимых друг от друга задающего 

и возмущающего воздействий g(t) и f(t) спектральная плотность 

ошибки системы будет  

Sx() = Фxg(j)2 Sg() + Фxf(j)2 Sf(),             (9.31) 

 

где Фxf(j) - частотная передаточная функция замкнутой систе-

мы относительно точек входа помехи f(t) и ошибки x(t); 

Sf() - спектральная плотность сигнала помехи f(t). 

Суммарная ошибка системы в этом случае будет характеризо-

ваться выражением 

   
2

f
x+

2

g
x=

2
x  


.                             (9.32) 

Таким образом оценивается работа линейных автоматических 

систем при случайных стационарных воздействиях. 

 

Пример. Передаточная функция разомкнутой системы автома-

тического управления имеет вид 

1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

k
=W(s) , 

где k - общий коэффициент передачи разомкнутой цепи; 

      T1  и T2 - постоянные времени. 

На входе системы действует полезный регулярный сигнал 

m(t)=m1t и помеха n(t), представляющая собой белый шум со спек-

тральной плотностью Sn()=c2=const. 

Оценить ошибку системы. 
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Р е ш е н и е . Установившееся значение ошибки от полезного сиг-

нала 

xm = 
k

1
m

2
s

1
m

k+1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

1)s+
2

1)(Ts+
1

s(T

0s

s lim(s)
m

sX

0s

lim=)(x
m









 . 

 

Средний квадрат случайной ошибки, вызванной помехой на 

входе, равен среднему квадрату выходной величины системы от по-

мехи и определяется  

  x2
n  .

k)
2

T
1

T
2

T+
1

2(T

)
2

T+
1

(T
2

k
2

c
=d )(

n
S

2
)(j

g
Ф

2

1
n

2
y 








 


 

 

Из полученных выражений следует, что увеличение общего ко-

эффициента передачи разомкнутой цепи системы k с одной стороны 

ведет к уменьшению установившегося значения ошибки системы от 

полезного сигнала, однако, с другой стороны для уменьшения средне-

го квадрата случайной ошибки, вызванной помехой на входе, необхо-

димо, чтобы значение общего коэффициента передачи разомкнутой 

цепи системы k было минимально. 

Оптимальное значение общего коэффициента передачи системы k 

определяется путем минимизации среднего квадрата суммарной ошибки 

 ( x2
m   + n

k

im)n
2

x   . 

             

 

 

ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  9 

 

1.  Дайте определение статистической динамики систем 

      управления. 

2.  Изобразите базовую структуру модели системы при  

      случайных воздействиях. 

3.  Перечислите и определите статистические характери-

стики 
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      случайных процессов. 

4.  Каково свойство эргодической гипотезы? 

5.  Поясните физический смысл корреляционной функции и 

      спектральной плотности случайного процесса. 

6.  Каким образом производится оценка работы линейных  

      систем при случайных стационарных сигналах? 

7.  Как определяется спектральная плотность выходной  

      величины и ошибки системы? 

8.  Дайте определение средней квадратической ошибки си-

стемы  

     и укажите способы ее вычислений. 

9.  Поясните постановку задачи синтеза оптимальных си-

стем. 

10.Каким образом вычисляются значения оптимальных 

     параметров систем из условия минимума средней 

     квадратической ошибки? 
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10. АНАЛИЗ СИСТЕМ В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ 

 

10.1. Описание систем в пространстве состояний 

 

Развитие высококачественных систем управления потребовало 

разработки новых методов их анализа и синтеза. 

Современная теория управления, основу которой заложили из-

вестные работы Л.С.Понтрягина, Р.Беллмана и Р.Калмана, базируется 

на описании систем в пространстве состояний. Описание в простран-

стве состояний представляет собой общий взгляд на любые системы и 

пригодно для исследования и проектирования сложных систем с мно-

гими входами и выходами, то есть многомерных и многосвязных си-

стем. С математической точки зрения анализ систем в пространстве 

состояний означает использование методов матричного исчисления и 

векторного анализа. 

Понятие состояния является определяющим в современной тео-

рии управления. 

Под состоянием системы понимается минимально-

необходимый набор переменных величин системы x1,x2,...,xn, способ-

ных однозначно и единственным образом определить положение си-

стемы в любой момент времени t. Совокупность переменных величин 

x1,x2,...,xn  образует n-мерное пространство состояний Rn. Вектор с 

компонентами x1,x2,...,xn  называется вектором состояния. 

Рассмотрим систему (рис.10.1) с m входами (u1,u2,...,um), r выхо-

дами (y1,y2,..., yr) и n переменными координатами (x1,x2,...,xn). 

 

 

1u

2u

тu

1у

2у

rу

система
“n”

nxxx ..., 21

 
Рис. 10.1. Модель системы 
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Поведение системы во времени можно характеризовать не толь-

ко выходными величинами, но и промежуточными переменными ко-

ординатами в цепи системы - переменными состояния xi, число кото-

рых равно порядку системы n. Таким образом, получается n-мерный 

вектор состояния X, множество возможных положений которого об-

разует векторное пространство, называемое пространством состояний 

системы Rn. Величина и положение вектора состояния системы с те-

чением времени t изменяются, в результате чего вектор X(t) описыва-

ет кривую, называемую траекторией движения системы в простран-

стве состояний.  

В общем случае обыкновенных линейных систем, описываемых 

системой дифференциальных уравнений в нормальной форме, рас-

сматриваемая система может быть определена следующей векторно-

матричной формой 





DUCX+=Y

BUAX+=X
   ,                                (10.1) 

 

где X - вектор состояния системы, Y - вектор выходных управ-

ляемых  величин, U - вектор внешних воздействий (задающих и воз-

мущающих), а именно: 
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=U ; 

 

А, В, С, D - матрицы системы. 

Система уравнений (10.1) является стандартным описанием си-

стем управления в пространстве состояний. 

Уравнения (10.1) несут большой объем информации о динами-

ческих свойствах системы с m входами и r выходами при t0  t  T. 

Первое уравнение из (10.1) определяет динамические характе-

ристики системы и представляет собой компактную запись системы n 
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линейных дифференциальных уравнений, разрешенных относительно 

производных первого порядка (нормальная форма Коши) 

 
n

1=j

m

1=j
j

u
ij

b+
j

x
ij

a
dt

i
dx

  при i=1,2, ... ,n,          (10.2) 

где aij и bij - постоянные коэффициенты. 

Второе уравнение из (10.1) является уравнением выхода систе-

мы и представляет собой компактную запись системы r линейных ал-

гебраических уравнений 

 
n

1=j

m

1=j
j

u
ij

d+
j

x
ij

c=
i

y   при i=1,2, ... ,r,         (10.3) 

где cij и dij - постоянные коэффициенты. 

В стандартной форме описания (10.1) 
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Матрица системы A, элементы которой определяются структур-
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ной схемой системы и значениями ее параметров, характеризует ди-

намические свойства системы, ее свободное движение. Матрица 

управления B характеризует влияние внешних воздействий на пере-

менные состояния системы, т.е. определяет чувствительность систе-

мы к внешним воздействиям (задающим и возмущающим). Матрица 

наблюдения C характеризует связь  выходной величины системы с 

вектором состояния. Обычно не все составляющие вектора состояния 

являются наблюдаемыми сигналами, т.е. могут быть измерены с по-

мощью каких-либо датчиков, в то время как выходной сигнал всегда 

наблюдаем. Матрица связи D устанавливает связь выходной величи-

ны системы с внешним воздействием. 

Таким образом, четверка матриц A, B, C, D полностью опреде-

ляет систему управления. 

Матричные методы дают возможность обращаться с n уравне-

ниями подобно тому, как это делается с одним уравнением. 

На рис.10.2 показана структурная схема системы управления, 

соответствующая стандартной форме описания систем в пространстве 

состояний; двойные линии на рисунке характеризуют векторные свя-

зи. Следует иметь в виду, что выбор переменных состояния это неод-

нозначная операция. 

Значение начального состояния X(t0) и входного воздействия 

U(t) достаточны для того, чтобы однозначно и единственным образом 

найти выходную величину Y(t) на интервале времени t0  t  T, т.е. 

определить значения Y(t) в текущий момент и предсказать поведение 

ее в будущем. 

 Таким образом, стандартное описание систем управления в 

пространстве состояний позволяет однозначно определить выходную 

величину системы по известному внешнему воздействию и начально-

му состоянию системы. 
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Рис. 10.2. Структурная схема системы в векторной форме: 

 - блок интеграторов;  A,B,C,D - блоки матричных усилителей 

 

Уравнения переменных состояния представляют собой наиболее 

полное математическое описание динамики системы с несколькими 

входами и выходами и позволяют выработать подход для решения 

различных классов задач теории управления с единых позиций. 

Рассмотрим методику составления векторно-матричных диффе-

ренциальных уравнений для систем с одним входом и одним выхо-

дом, передаточная функция которых задается выражением (6.31) (см. 

Раздел 6). Получение уравнений, описывающих скалярную систему в 

общем виде, изложено в разделе 6.7. Для перехода к описанию в про-

странстве состояний переменные xi в системе уравнений (6.35) и 

(6.36) можно рассматривать как составляющие вектора состояния X, а 

задающее воздействие g принять за внешнее u. В этом случае система 

уравнений (6.35) и (6.36) соответствует стандартной форме описания 

систем управления в пространстве состояний (10.1). При этом матри-

цы А, B, C, D имеют следующий вид: 
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 имеющая такую структуру называется сопровождающей или 

матрицей Фробениуса; 
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  n  10...001=C   - матрица наблюдения;           (10.6) 

 

 
1  10

=D


 -  матрица связи.                                          (10.7) 

 

В реальных системах управления степень полинома числителя 

передаточной функции меньше степени полинома ее знаменателя, по-

этому o=0 и ряд коэффициентов i  оказывается равным нулю. Еди-

ница в первом элементе матрицы C соответствует тому, какая из пе-

ременных x1,x2,...,xn, попадает на выход. В данном случае с выхода 

системы снимается одна переменная x1. 

 

10.2. Структура решения уравнений переменных состояния

   

 

Рассмотрим линейную однородную систему с постоянными ко-

эффициентами [14] 

AXX  .                                               (10.8) 

Решение ее X(t) характеризует свободное поведение системы. 

Пусть вектор начальных условий имеет вид 

0
X

0=t
X   .                                         (10.9) 

Разложим искомый вектор X(t) в степенной ряд по t: 

...
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3
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2
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0
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0
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0
X=X(t)    .         (10.10) 

Дифференцируя (10.8), найдем 

X
2

AXAX    ;    X
3

AXAX     и т.д.       (10.11) 

Тогда при t=0 получим  

0
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X  ;     

0
X

2
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0
X  ;    

0
X

3
A

0
X    и т.д.     (10.12) 

В итоге ряд (10.10) можно переписать в виде 
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             (10.13) 

Подставляя еАtX0  в исходное уравнение (10.8), легко убедиться, 

что (10.13) представляет собой решение. Полагая в (10.13) t=0, полу-

чим X0. 

Таким образом, интегрирование однородной системы (10.8) сво-

дится к вычислению матрицы еАt и умножению ее на вектор началь-

ных условий X0. Матрица еАt  называется матричным экспоненциалом 

или матричной экспонентой. В теории управления она часто называ-

ется переходной матрицей состояния. 

Решение однородного уравнения (10.8) имеет вид 

0
X

At
e=X(t) .                                 (10.14) 

Если движение начинается в момент времени t=t0, то решение 

принимает форму   

0
X

)
0

tA(t-
e=X(t) .                               (10.15) 

Матрица 
)

0
tA(t-

e  может быть представлена в виде разложения в 

матричный степенной ряд 






0=m m!

m
)

0
t(t-

m
A)

0
tA(t-

e  ,                       10.16) 

который сходится абсолютно и равномерно при любом значении 

t. 

Основные свойства матрицы еАt : 

1. Матрицы 1
At

e  и 2
At

e  коммутируют, то есть 

1
At

e2
At

e2
At

e1
At

e
)

2
t+

1
A(t

e  .               (10.17) 

2. Матрица еАt  - всегда неособенная, ее обратная матрица  

 

(еАt )1= е-At   .                                            (10.18) 

3. Если АВ=ВА, то  
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е(A+B)= еА еВ= еВ еА .                                    (10.19) 

 

4. Производная еАt   

A
At

e
At

Ae
At

e
dt

d








 .                       (10.20) 

Это означает, что матрица еАt  коммутирует с A. 

5. Интеграл еАt   

...
3!

3
t2

A
2!

2
t

A+Et=dt
t

0

At
e    ,                  (10.21) 

откуда    E
At

e=dt
t

0

At
eA  . 

Если матрица А - неособенная, получим 

E)
At

(e
1-

A
1-

AE)
At

(e=dt
t

0

At
e  .           (10.22) 

 

Для решения неоднородного уравнения преобразуем его к виду 

BUAXX   

и умножим слева на е-At  

BU
At

e)AXX(
At

e



  . 

Левая часть уравнения 

X),
At

(e
dt

d
AX

At
eX

At
e)AXX(

At
e










   

поскольку  .A
At

e
At

Ae 



  

Тогда 

BU
At

eX
At

e
dt

d 










 . 

Интегрирование последнего выражения дает 




d
t

0
t

 )BU(
A

e+
0

X0
At

e=X(t)
At

e 



 . 

Умножая полученное уравнение слева на еАt  и учитывая свой-

ство (10.18), получим окончательно 
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


d
t

0
t

 )BU(
)A(t-

e+
0

X
)

0
tA(t-

e=X(t)  .            (10.23) 

Первое слагаемое в (10.23) представляет собой решение одно-

родного дифференциального матричного уравнения и описывает сво-

бодное движение системы, вызванное начальными условиями,  второе 

слагаемое - вынужденное движение под влиянием внешнего воздей-

ствия U(t). 

Тогда полное решение системы (10.1) имеет вид 

DU(t)d
t

0
t

 )BU(
)A(t-

Ce+
0

X
)

0
tA(t-

Ce=Y(t)  
 .         (10.24) 

 

10.3. Характеристики систем в пространстве состояний 

 

Характеристики системы показывают ее принципиальные воз-

можности. Эти возможности в значительной степени выявляются при 

изучении свойств системы, которые принято называть устойчиво-

стью, наблюдаемостью, идентифицируемостью, управляемостью и 

адаптируемостью. Часто между наблюдаемостью и идентифицируе-

мостью не делают различий, а адаптируемость рассматривается как 

частный случай управляемости. 

Управляемость и наблюдаемость, так же как и устойчивость, от-

носятся к числу важнейших характеристик динамических систем. Ес-

ли устойчивость характеризует свойство системы возвращаться после 

возмущения в положение равновесия, то управляемость характеризу-

ет возможность изменения состояния системы с помощью входных 

сигналов, а наблюдаемость  возможность определения состояния си-

стемы по наблюдениям за ее выходными сигналами. 

Устойчивость системы. Необходимым и достаточным услови-

ем устойчивости системы является отрицательность вещественных 

частей собственных чисел i матрицы А 

 

Rei<0;    i = 1, 2, ... , n,                             (10.25) 
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где i - корни характеристического уравнения AE= 0; 

       n - порядок системы. 

Для того чтобы оценить расположение спектра матрицы A отно-

сительно мнимой оси, необходимо раскрыть характеристический 

определитель  AE и получить характеристическое уравнение n-ой 

степени относительно  

AE= a0n +a1n-1 + a2n-2 +...+ an-1 +an = 0.          (10.26) 

 

После получения характеристического уравнения в виде 

(10.26) обычно применяется тот или иной из известных критериев 

устойчивости, например, Рауса, Гурвица или Михайлова либо про-

изводится непосредственное вычисление всей совокупности кор-

ней, что в случае высокого порядка n матрицы A сопряжено со зна-

чительными трудностями и возможно лишь с помощью ЭВМ. 

Кроме того, разработаны матричные критерии, позволяющие 

оценить устойчивость системы непосредственно по матрице A без 

нахождения характеристического полинома [14]. 

Для того чтобы система была асимптотически устойчива, необ-

ходимо и достаточно, чтобы для матрицы 

 

G=E2(EA)1  

выполнялось условие 

Gk0, при k.                                  (10.27) 

 

Выполнимость необходимого и достаточного условия устойчи-

вости можно установить по факту абсолютного убывания элементов 

матрицы Gk. Возведение матрицы в степень рекомендуется выполнять 

так, чтобы каждая последующая матрица являлась квадратом преды-

дущей. 

Управляемость системы. Система называется управляемой, 

если для любого начального состояния X(0)Rn существует управле-

ние U(t), переводящее ее за конечное время T в нулевое состояние 
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X(T)=0 или система управляема, если существует управляющее воз-

действие U(t), позволяющее перевести ее за конечное время T в любое 

наперед заданное состояние из пространства состояний  X(T)Rn. 

Наблюдаемость системы. Система называется наблюдаемой, 

если по наблюдениям за выходным сигналом Y(t) в течение конечно-

го времени T можно определить ее начальное состояние X(0). 

Простые критерии проверки управляемости и наблюдаемости 

системы основаны на анализе матрицы управляемости 

K=[B  AB  A2B  ...  An-1B]                                (10.28) 

 

и матрицы наблюдаемости 

 

L=[CT   (CA)T   (CA2)T  ...   (CAn-1)T].                   (10.29) 

Необходимым и достаточным условием управляемости системы 

является невырожденность матрицы управляемости  

 

det K0,                                               (10.30) 

 

что эквивалентно условию равенства ранга матрицы К порядку n 

системы, то есть rank K = n. Если rank K < n, то система не полностью 

управляемая; если rank K = 0 - система полностью неуправляемая. 

Необходимым и достаточным условием наблюдаемости системы 

является невырожденность матрицы наблюдаемости  

 

det L0.                                            (10.31) 

 

что эквивалентно условию равенства ранга матрицы L порядку n 

системы, то есть rank L = n. Если rank L < n, то система не полностью 

наблюдаема. 

Таким образом, управляемость системы определяется свойства-

ми пары матриц A и B, а наблюдаемость  свойствами пары матриц A 

и C. Устойчивость системы определяется свойствами только одной 

матрицы A. 
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Пример. Оценить принципиальные возможности системы авто-

матического управления, заданной матрицами: 

 

















011

101

110

=A ,    

















0

0

1

=B ,    100=C ,   D=[0].  

 

Р е ш е н и е . Характеристический определитель матрицы A 

 

23
3

11
3

11

11

11

=E-A 















 . 

Решая уравнение 023
3

  , находим собственные числа мат-

рицы А: 1=2, 2 = 1, 3 = 1. 

Система неустойчива, так как 1=2>0. 

Матрица управляемости 

 

















110

110

201

=K , det K=11=0, следовательно, система неуправляема. 

 

Матрица наблюдаемости 

 

















201

110

110

=L , det L=11=0, следовательно, система ненаблюдаема. 

 

10.4. Нормальная форма уравнений в пространстве состояний 

 

Нормальная форма уравнений в пространстве состояний  полу-

чается из стандартной формы (10.1) посредством преобразования по-

добия. При этом предполагается, что собственные числа матрицы А 

различные. 

Введем линейное преобразование 
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X=MQ,                                       (10.32) 

 

где М - модальная матрица матрицы А. 

Уравнения (10.1) перепишем 

 





DUCMQ+=Y

BUAMQ+=QM 
.                              (10.33) 

 

 

Умножив первое уравнение из (10.33) слева на М-1 , получим 

  





 

DUCMQ+=Y

BU
1

MAMQ+
1

M=Q .                 (10.34) 

Так как M - модальная матрица, то 

 

М-1АМ =  =





















n
...00

............

0...
2

0

0...0
1







 - диагональная матрица; 

где i (при i = 1, 2, ... , n) - собственные числа матрицы А. 

Следовательно, можно записать 

 





 

U
n

DQ+
n

C=Y

U
n

BQ+=Q
 ,                              (10.35) 

 

где =М-1АМ, Вn= М-1B, Cn=CM, Dn=D  матрицы; 

Q=[q1,q2,...,qn]T - вектор состояния системы, элементами кото-

рого являются новые переменные состояния qi (при i=1, 2, ... , n). 

Система (10.35) представляет собой нормальную форму уравне-

ний описания систем управления в пространстве состояний. 

Нормальная форма уравнений состояния позволяет декомпози-

ровать многосвязную систему n-го порядка на n взаимонесвязанных 
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систем, при этом дифференциальные уравнения становятся развязан-

ными относительно переменных состояния q1,q2,...,qn, т.е. они имеют 

вид 

i
f

i
q

ii
q   ,                                    (10.36) 

 

где fi - внешнее воздействие на i-ю переменную состояния.  

Таким образом, переход к нормальной форме существенно 

упрощает исследование многосвязных систем. 

В случае кратных собственных чисел матрицы A диагональная 

матрица  заменяется матрицей J, которая строится из клеток Жорда-

на, например, 































3
000000

0
2

00000

01
2

0000

000
1

000

0001
1

00

00001
1

0

000001
1

=J















 .                  (10.37) 

Таким образом, из сравнения уравнений (10.1) и (10.35) сле-

дует, что при математическом описании одного и того же динами-

ческого процесса различному выбору переменных состояния соот-

ветствуют различные матрицы системы, управления, наблюдения, 

связи и различные векторные дифференциальные уравнения, каж-

дое из которых полностью определяет выходную величину систе-

мы. 

 

Пример. Написать уравнения состояний в нормальной форме 

для динамической системы, представленной на рис.10.3. 
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2
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2

u
1S2S

1x1x2x2x y
. .

 
Рис. 10.3. Структурная схема системы в переменных состояния 

Р е ш е н и е . Выберем в качестве переменных состояния системы 

сигналы на выходах интеграторов x1 и x2. В этом случае структурной 

схеме (рис.10.3) соответствует следующая система уравнений (стан-

дартная форма) 














U2+x1=y

U1x3x2x

U2xx

1

212

21





 

Откуда матрицы 

 










3-2-

10
=A ,   









1

2
=B ,    01C  ,   D=[2]. 

 

Собственные числа матрицы A:  1= 1,  2= 2. 

 

Модальная матрица  M= 








21

1-1-
  и  M-1= 









11

1-2-
. 

 

Тогда диагональная матрица системы, матрица управления, мат-

рица наблюдения и матрица связи будут 

 

= 








2-0

01-
,   Вn= М-1B= 









3

5
,   Cn=CM=[-1  -1],   Dn=D=[2]. 

Отсюда получаем уравнения состояний системы в нормальной 

форме 
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














U2+
2

q
1

q=y

U3
2

q2
2

q

U5
1

q
1

q





  , 

которым соответствует структурная схема системы, приведен-

ная на рис.10.4. 
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Рис. 10.4. Структурная схема системы в переменных состояния  

по полюсам 

 

 

10.5. Управление по состоянию. Системы управления   

         состоянием 

 

Подключение дополнительных контуров обратной связи в мно-

гоконтурных системах обеспечивает повышение качества управления. 

Наиболее полная информация об управляемом объекте содержится в 

переменных состояния. Управление по состоянию предусматривает 

введение в структуру системы контуров прямых и обратных связей по 

переменным состояния объекта управления. При этом задача стаби-

лизации и слежения формулируется как задача поддержания постоян-

ного X* = const или изменяющегося по заданному закону X* (t) состо-

яния объекта управления X*  = X* (t). 

Изменяющиеся во времени или фиксированные сигналы xi
* , 

определяющие требуемый характер изменения переменных состояния 

xi
 , составляют расширенный вектор задания X* =  xi

* , а ошибка 

движения объекта управления по состоянию определяется вектором 



 

183 
 

отклонения e = X*   X. 

Упраление по состоянию, как и управление по выходу объекта 

управления, может быть разомкнутым: U = F[X*], замкнутым U = F[e], 

или комбинированным: U = F[e, X*]. 

Системы с регуляторами состояния относятся к многоконтур-

ным системам и, следовательно, обладают лучшими точностными и 

динамическими свойствами, чем одноконтурные. Они проектируются 

для управления как одномерными, так и многомерными объектами 

управления. 

Проанализируем использование линейных регуляторов состоя-

ния для решения задач стабилизации и слежения [15]. 

Рассмотрим задачу стабилизации объекта управления (ОУ) в 

точке Y* = 0, полагая, что при этом вектор состояния также принимает 

нулевое значение: X* = 0 (к такому виду задача почти всегда может 

быть приведена преобразованием координат векторов X и Y). 

Простейший регулятор состояния - пропорциональный или мо-

дальный регулятор вводит обратные связи по всем переменным xi
 

(рис. 10.5). 

 

К     

Х 
ОУ 

 
Рис. 10.5. Структурная схема системы с П-регулятором 

 

Модальный регулятор реализует пропорциональный закон 

управления 

U =  KX ,                                   (10.38) 

 

где K - матрица коэффициентов обратной связи по состоянию. 

Для одномерного объекта управления в качестве координат xi 

вектора X можно выбрать, например, фазовые переменные y, y , ..., y(n-

1) , то есть 
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X = [ x1  x2  ...  xn ]T = [ y  y  ...  y(n-1) ]T ,          (10.39) 

где    y =
d

dt

(i)
i y

i
;   n - порядок системы. 

Тогда  K = [ k1  k2  ...  kn ]. Выражение (10.38) можно записать в 

скалярной форме 

u = k x
i i

i = 1

n
  .                              (10.40)  

 

Первые члены закона управления (10.40) соответствуют описа-

нию ПД-регулятора выхода при y* = 0. 

Таким образом, регуляторы состояния являются обобщением 

ПД-регуляторов, хотя и не содержат в явном виде дифференцирую-

щих звеньев. Выбор коэффициентов k матрицы обратной связи K 

обеспечивает получение заданных динамических свойств системы. 

В условиях действия на объект управления внешних возмуще-

ний F точностные показатели качества системы с пропорциональным 

регулятором состояния ограничены. Снижение установившихся оши-

бок достигается введением в состав регулятора контуров интеграль-

ных обратных связей (рис. 10.6). 
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Рис. 10.6. Структурная схема системы с ПИ-регулятором 

 

ПИ-регулятор реализует пропорционально-интегральный закон 

управления  

)
s

K
X(1K=   U I ,                         (10.41) 

 

где  KI - матрица обратных связей по интегралу от вектора со-
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стояния. 

Комбинированный регулятор позволяет обеспечить компенса-

цию возмущения за счет прямых связей по возмущающему воздей-

ствию F (рис. 10.7). 
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Рис. 10.7. Структурная схема комбинированной системы по воз-

мущающему воздействию 

 

В этом случае закон управления принимает вид 

 

U =  KX  LFXF ,                           (10.42) 

 

где  LF  - матрица коэффициентов контура связей по F; 

       XF  - вектор, составленный из возмущения F и его производ-

ных. 

Задача слежения рассматривается как задача отработки расши-

ренного вектора задания X*  = X* (t). П-регулятор состояния в следя-

щей системе вырабатывает управляющее воздействие, пропорцио-

нальное вектору отклонения e = X*   X, то есть реализует закон 

управления 

U = Ke .                                        (10.43) 

 

Для одномерного объекта управления с вектором состояния 

(10.39) выражение (10.43) можно переписать в скалярной форме 

u = k x )
i
(x

i

*

i
i = 1

n
 ,                              (10.44) 

где  xi
* = (y(i-1))* . 
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ПИ-регулятор дополняет структуру системы интегральными 

связями: 

)
s

K
(1K=   U Ie  .                         (10.45) 

 

Эффективная компенсация ошибок, вызванных возмущающим 

воздействием F и изменениями задания X* достигается использовани-

ем комбинированного управления (рис. 10.8) 

 

U =  Ke  LXX*  LFXF  ,                     (10.46) 

 

где  LX  - матрица коэффициентов контура прямых связей по X*; 

       X* - расширенный вектор задания; 

       LF  - матрица коэффициентов контура связей по F; 

       XF  - вектор, составленный из возмущения F и его производ-

ных. 
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Рис. 10.8. Структурная схема комбинированной системы  

 

Параметры регуляторов (коэффициенты прямых и обратных 

связей) определяются как функции параметров  математической мо-

дели объекта управления. Поэтому при управлении нестационарным 

объектом возникает необходимость изменения параметров регулятора 

в процессе работы системы. Задача настройки регулятора осложняет-

ся, когда параметры объекта управления неизвестны или неконтроли-

руемо изменяются. Для управления такими объектами используются 

адаптивные регуляторы, параметры которых настраиваются с помо-

щью блока адаптации (БА, рис. 10.9). 
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Рис. 10.9. Структурная схема адаптивной системы  

 

Адаптивный регулятор состояния комбинированного типа со-

держит настраиваемые контуры обратных связей по состоянию X и 

прямых связей по расширенному вектору задания X*. Закон управле-

ния такого регулятора 

U = K

 e   L


  X*,                          (10.47) 

 

где L


, K


 - матрицы прямых и обратных  связей с переменными 

коэффициентами (параметрами). 

Функции блока адаптации заключаются в автоматической 

настройке параметров регулятора (10.47). 

В практике адаптивных систем получили распространение два 

подхода к настройке параметров.  

Первый из них предусматривает включение в состав системы 

блока идентификатора, осуществляющего вычисление неизвестных 

параметров объекта управления. Тогда после определения вектора  

значения K


 и L


 могут быть найдены по известным, подготовленным 

заранее, зависимостям 

 

K


= K


() ,      L


 = L


() .                      (10.48) 

 

Второй подход (безидентификационный) позволяет осуществить 

настройку контура прямых связей части регулятора (10.47). При этом 

матрица обратных связей рассчитывается по номинальному значению 
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вектора  и остается неизменной K


= KO. В качестве источника ин-

формации о параметрических ошибках регулятора в блоке адаптации 

используется сигнал обратной связи по отклонению: 

Ue = KO  e .                                  (10.49) 

 

Блок адаптации осуществляет изменение параметров регулятора 

до тех пор, пока в системе не установится нулевое значение сигнала 

обратной связи Ue и, следовательно, значение e будет равняться нулю. 

 

 

10.6. Оценивание координат состояния систем  

 

Оценивание координат состояния систем требуется в случае 

необходимости введения в систему автоматического управления кор-

ректирующего сигнала от какой-либо координаты состояния xi, кото-

рая не измеряется как физическая. 

Для этого служит косвенная оценка неизмеряемых координат 

состояния системы путем введения так называемого “наблюдателя” 

по Калману [2].  Метод оценки вектора состояния дает возможность 

“восстановить” неизмеряемые координаты вектора состояния в виде 

XX 


и использовать “восстановленный” вектор состояния системы 

для решения задачи, например, модального синтеза в пространстве 

состояний. 

Схема оценивания координат состояния реализуется в виде до-

полнительной динамической аналоговой модели - наблюдателя. 

Для получения алгоритма наблюдателя Калмана запишем в век-

торно-матричной форме уравнения объекта управления 

BUAXX                                (10.50) 

и управляющее воздействие 

U = M X


 +  FG ,                            (10.51) 

 

где G - задающее воздействие; 
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      A, B, M, F - матрицы коэффициентов. 

Выходные координаты системы задаются в виде 

 

Y = CX .  

 

Оценка координат состояния системы наблюдателем формиру-

ется следующим образом: 

 

X

 = A X


 BM X


+ P( Y  C X


) + BFG ,            (10.52) 

где P - тоже матрица коэффициентов. 

Рассматривая совместно уравнения (10.50), (10.51) и (10.52), по-

лучим  

             BFG,XBMAXX 


                                     (10.53) 

X

 = PCX + (A  BM PC) X


 + BFG ,                (10.54) 

или в векторно-матричной форме 

 

G
BF

BF

X

X

PCBMAPC

BMA

X

X





































 




.    

   

 Из полученных уравнений видно, что при использовании 

наблюдателя порядок всей системы увеличивается до 2n, тогда как n - 

число координат, которые можно использовать для управления си-

стемой, сохраняется.  

Характеристическое уравнение системы с наблюдателем имеет 

вид 

 

D( )
E A BM

PC E A BM PC







 

  
 0 .         (10.55) 

Для оценки точности работы наблюдателя перейдем к новым 

координатам в виде X = X X


. Вычитая (10.54) из (10.53), получаем 

 

X = AX  PCX  (A  PC) X


= A[ X  X


]  PC[ X  X


]. 
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Следовательно, 

X = (A  PC) X.                             (10.56) 

 

Из уравнения (10.53), заменяя  X

 = X  X, при отсутствии за-

дающего воздействия G имеем 

 

X]BM[XAXX   

или 

.XBMXBM)(AX                     (10.57) 

Уравнения (10.57) и (10.56) в векторно-матричной форме имеют 

вид 































 X

X

PCA0

BMBMA

X

X




.            (10.58) 

 

Характеристическое уравнение для этой системы будет 

 

D( )
E (A BM) BM

E (A PC)







 

 


0
0 . 

 

Оно принимает вид 

 

D() = E  A  BME  A  PC = 0, 

 

т. е. распадается на два уравнения 

 

E  A  BM = 0,                           (10.59) 

 

E  A  PC = 0.                            (10.60) 

 

Последнее обстоятельство дает возможность независимого мо-

дального синтеза как основной системы с координатами вектора X по 
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уравнению (10.59), так и системы определения погрешности X по 

уравнению (10.60). Требуется, чтобы погрешность наблюдения X(t) 

быстро затухала во времени. 

Существуют и другие схемы наблюдателей, каждый из которых 

обладает своими особенностями. 

 

 

10.7. Прямой корневой метод синтеза систем управления  

 

Качество процесса управления, как отмечалось в разделе 6.5, 

определяется расположением корней характеристического уравнения 

замкнутой системы. В связи с этим разработаны различные корневые 

методы расчета систем управления. Одним из них является прямой 

корневой метод синтеза, называемый модальным методом синтеза си-

стемы по заданному качеству процесса управления [2]. Вводится це-

левая функция, которая является функциональным выражением по-

ставленной цели при синтезе системы. Обычно целевую функцию 

представляют как ограниченную скалярную действительную непре-

рывно дифференцируемую функцию F = F(q1, q2, ..., qn) искомых па-

раметров  qi (i = 1, 2, ..., n) регулятора системы. 

При этом общую задачу рассматривают как выбор вектора па-

раметров  q = [q1, q2, ..., qn]T , оптимизирующего в допустимых преде-

лах значение целевой функции на допустимом множестве Qn. 

Однако часто при проектировании системы не проводят подоб-

ную оптимизацию, а исходят из удовлетворения заданным требовани-

ям. 

В этом случае задача синтеза состоит в том, чтобы, опираясь на 

ряд качественных показателей системы, найти соответствующее рас-

положение корней характеристического уравнения замкнутой систе-

мы    1, 2, ..., n на комплексной плоскости, а затем найти параметры 

регулятора, обеспечивающие заданное расположение указанных кор-

ней. При этом исходными качественными показателями могут быть, 

например, вид переходного процесса, время регулирования, колеба-



 

192 
 

тельность, интегральная квадратичная ошибка и так далее. Указанные 

требования на одновременное выполнение различных качественных 

показателей создаваемой системы приводят к задаче выделения на 

комплексной плоскости соответствующих областей допустимого рас-

положения корней характеристического уравнения замкнутой систе-

мы. 

Характеристическое уравнение системы D() = 0 (10.26) перепи-

сывается в виде 

 

n +a1n-1 + a2n-2 + ... + an-1 +an = 0.           (10.61) 

 

Каждый коэффициент ai (i = 1, 2, ..., n) является функцией от па-

раметров объекта управления и регулятора, то есть 

 

ai = ai(q),   i = 1, 2, ..., n,                        (10.62) 

 

где q = [q1, q2, ..., qn]T  - искомый параметрический вектор. 

Для решения задачи модального синтеза ставится в соответ-

ствии с (10.61) и (10.62) желаемый характеристический многочлен 

 

D*() = (   1
* )(   2

* ) ... (   n
* ); 

 

после раскрытия скобок получаем  

 

D*() = n +b1n-1 + b2n-2 + ... + bn-1 +bn,       (10.63) 

 

где  i
* - желаемые значения корней характеристического поли-

нома, лежащие в заданных пределах: 

 

i
’  i

*  i
”,     i = 1, 2, ..., n, 

bi =  bi( 1
* , 2

*, ..., n
* ).                       (10.64) 

 

Приравнивая соответствующие коэффициенты (10.62) и (10.64), 
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получаем 

ai(q) = bi( 1
* , 2

*, ..., n
* ),    i = 1, 2, ..., n.        (10.65) 

 

Таким образом, имеем систему n уравнений с n неизвестными, 

решая которую непосредственно или численными методами, можно 

определить все n значений параметров вектора q = [q1, q2, ..., qn]T. 

Очевидно, что независимое назначение всех коэффициентов ха-

рактеристического уравнения ai (i = 1, 2, ..., n) возможно лишь при 

числе корректирующих параметров не менее n. Это обстоятельство 

делает возможным предписанное назначение желаемых корней i (i = 

1, 2, ..., n). 

В настоящее время для синтеза систем имеются разнообразные 

программные средства. Примером может служить CLASSiC (Complex 

Linear Analysis and Structure Synthesis in Control) - программа для пер-

сональных компьютеров класса IBM PC, позволяющая строить мате-

матические модели, анализировать и синтезировать системы управле-

ния со сложной структурой [16]. 

 

 

 

ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  10 

 

1.  Что такое состояние, пространство состояний, вектор 

 состояния? 

2.  Запишите стандартную форму уравнений в простран-

стве 

 состояний. Поясните физический смысл уравнений. 

3.  Как получить сопровождающую матрицу или матрицу 

 Фробениуса? 

4.  От каких параметров передаточной функции зависят  

 элементы матрицы системы управления? 

5.  Перечислите свойства матричной экспоненты. 

6.  Какова структура решения уравнений переменных  

 состояния? 
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7.  Перечислите характеристики систем в пространстве  

 состояний. Дайте понятие управляемости и наблюдаемо-

сти 

 систем и критерии их проверки. 

8.  Запишите характеристический определитель матрицы 

A. 

9. Что представляет собой нормальная форма уравнений  

в пространстве состояний? Как ее получить? 

10.  Дайте понятие управления по состоянию. Расскажите 

о 

      системах управления состоянием. Что представляет 

собой 

      модальный регулятор? 

11. Каким образом можно оценить координаты состояния 

      систем? 

12. Поясните постановку задачи модального метода син-

теза 

      систем по заданному качеству процесса управления.  
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Модуль 2 

НЕЛИНЕЙНЫЕ  СИСТЕМЫ  АВТОМАТИЧЕСКОГО  

УПРАВЛЕНИЯ 

 

2.1.  Общие понятия и особенности нелинейных систем 

 

Строго говоря, линейных систем в природе не существует, так 

как характеристики реальных устройств нелинейные и некоторые из 

них не могут быть линеаризованы, например, характеристика логиче-

ского элемента. Кроме того, есть системы, например, релейные, адап-

тивные, в которых принципиально необходимо учитывать нелинейно-

сти.  

Нелинейной системой называется такая система, в состав кото-

рой входит хотя бы одно звено, описываемое нелинейным уравнени-

ем. Такое звено называется нелинейным звеном или нелинейным эле-

ментом.  

Уравнение является нелинейным, если некоторые координаты 

или их производные по времени входят в уравнение в виде произве-

дений или степени, отличной от первой, а также если коэффициенты 

уравнения являются функциями некоторых координат или их произ-

водных. 

При составлении дифференциальных уравнений нелинейных 

систем сначала составляют дифференциальные уравнения для каждо-

го устройства системы. При этом характеристики устройств, допус-

кающих линеаризацию, линеаризуются. В результате получают си-

стему дифференциальных уравнений, в которой одно или несколько 

уравнений нелинейные. Устройства, допускающие линеаризацию, об-

разуют линейную часть системы, а устройства, которые не могут быть 

линеаризованы, составляют нелинейную часть.  

Путем эквивалентного преобразования структурных схем и не-

линейных звеньев большое число нелинейных систем можно предста-

вить в виде замкнутого контура с последовательным включением не-
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линейного элемента (НЭ) и линейной части (ЛЧ), как показано на рис. 

2.1. 

g y

f

х
НЭ ЛЧ

yн

 
Рис. 2.1. Функциональная схема нелинейной системы: 

НЭ - нелинейный элемент; ЛЧ - линейная часть 

 

Классификация нелинейных элементов и систем. Нелинейные 

звенья классифицируются по различным признакам. Наибольшее рас-

пространение получила классификация по статическим и динамиче-

ским характеристикам, так как в системах чаще всего нелинейности 

приходится учитывать в виде характеристик. Эти характеристики мо-

гут быть как однозначными, так и двузначными (петлевыми), симмет-

ричными и несимметричными относительно начала координат. 

Различают следующие основные типы нелинейных звеньев. 

Нелинейные звенья с гладкими криволинейными характеристи-

ками. Примеры таких характеристик приведены на рис. 2.2. 

 

а) б) в)

х
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х
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х
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Рис. 2.2. Гладкие криволинейные характеристики: 

а - гистерезисная;  б, в - усилительные 

 

На рис. 2.2,а изображена двузначная гистерезисная (запаздыва-

ющая) характеристика. Характеристика (рис. 2.2,б) отображает насы-

щение или ограничение и соответствует реальному амплитудному 

усилителю, а характеристика (рис. 2.2,в) - реальному усилителю 
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мощности. Характеристики (рис. 2.2,а и б) нечетно-симметричные, а 

характеристика (рис. 2.2,в)  четно-симметричная. 

Нелинейные звенья с кусочно-линейными характеристиками. 

Некоторые из таких характеристик представлены на рис. 2.3. 
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Рис. 2.3. Кусочно-линейные характеристики: 

а - с насыщением; б - с зоной нечувствительности; 

 в - с насыщением и зоной нечувствительности; г - люфт 

 

Характеристика (рис. 2.3,а) отображает насыщение, характери-

стика (рис. 2.3,б)  зону нечувствительности, а характеристика (рис. 

2.3,в) соответствует звену, обладающему одновременно зоной нечув-

ствительности и насыщением. Характеристика (рис. 2.3,г) позволяет 

учесть люфт или зазор кинематической передачи.  

Релейные звенья  это элементы, которые на своем выходе вы-

дают конечное число фиксированных значений. Три наиболее типо-

вые релейные характеристики изображены на рис. 2.4. 
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Рис. 2.4. Релейные характеристики: 

а - идеальная; б - с зоной нечувствительности; в - гистерезисная 

 

Характеристика (рис. 2.4,а) соответствует идеальному двухпо-

зиционному реле, характеристика (рис. 2.3,б)  трехпозиционному 

реле с зоной нечувствительности, а характеристика (рис. 2.3,в)  

двухпозиционному поляризованному реле. 

Кроме того, на рис. 2.4 показано прохождение непрерывного 

сигнала через соответствующие типы реле. Откуда следует, что ко-

эффициент передачи реле зависит от величины входного воздействия. 

Для улучшения динамических свойств систем специально со-

зданы нелинейные звенья с опережающими двузначными статиче-

скими характеристиками. 

Часто встречаются элементы с несимметричными относительно 

начала координат статическими характеристиками. 
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Нелинейные вычислительные звенья, например, множительное, 

логическое звено и другие. 

Различают статические и динамические нелинейности. Первые 

представляются в виде нелинейных статических характеристик, а 

вторые - в виде нелинейных дифференциальных уравнений. 

Нелинейные системы обычно классифицируются в соответствии 

с видом входящих в них нелинейных звеньев. 

Особенности нелинейных систем. Поведение нелинейных си-

стем, при наличии существенных нелинейностей, значительно отли-

чается от поведения их линейных моделей [10]. 

1. Выходная величина нелинейной системы непропорциональна 

входному воздействию; форма реакции системы зависит от величины 

входного воздействия. 

2. Характер процессов в нелинейной системе зависит от величи-

ны начального отклонения, вызванного возмущением. В связи с этим 

для нелинейных систем существуют понятия об устойчивости “в ма-

лом”,  “в большом”,  “в целом”. 

Система устойчива “в малом”,  если она устойчива при малых 

(бесконечно малых)  начальных отклонениях. Система устойчива “в 

большом”,  если она устойчива при больших (конечных по величине) 

начальных отклонениях. Система устойчива “в целом”, если она 

устойчива при любых больших (неограниченных по величине) 

начальных отклонениях. 

3. Для нелинейных систем характерен режим незатухающих пе-

риодических колебаний с постоянной амплитудой и частотой (авто-

колебаний), возникающий в системах при отсутствии периодических 

внешних воздействий. 

4. При затухающих колебаниях переходного процесса в нели-

нейных системах происходит изменение периода колебаний. 

Основные задачи исследования нелинейных систем. Методы ис-

следования. Задачами исследования нелинейных систем являются: 

1) отыскание возможных состояний равновесия системы и ис-

следование их устойчивости; 

2) определение автоколебаний и анализ их устойчивости; 
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3) исследование процессов перехода системы к тому или иному 

установившемуся состоянию при различных начальных отклонениях. 

Начало исследования нелинейных систем обычно связано с рас-

смотрением устойчивости и определением автоколебаний. 

 В настоящее время не создано общей теории анализа нелиней-

ных систем. Разработанные методы позволяют решать лишь отдель-

ные нелинейные задачи. 

Все инженерные методы исследования нелинейных систем раз-

деляются на две основные группы. 

Точные методы, например, метод А.М.Ляпунова, метод фазовой 

плоскости, метод точечных преобразований, частотный метод 

В.М.Попова, основаны на точном решении нелинейного дифференци-

ального уравнения, может быть и упрощенного. 

Приближенные методы, такие как метод гармонической линеа-

ризации, метод статистической линеаризации, основаны на линеари-

зации нелинейного уравнения системы. 

Мощным и эффективным методом исследования нелинейных 

систем является моделирование, инструментарием которого служит 

компьютер. В настоящее время многие сложные для аналитического 

решения теоретические и практические вопросы сравнительно легко 

могут быть решены с помощью вычислительной техники. 

 

 

2.2.  Прямой  метод  Ляпунова  

 

Наиболее общие результаты по исследованию устойчивости не-

линейных систем могут быть получены по методу А.М. Ляпунова. 

 При использовании прямого метода Ляпунова, именуемого 

также второй методой Ляпунова, исследуемая система описывается 

дифференциальными уравнениями в форме уравнений первого по-

рядка, полагая, что они записаны для переходного процесса в откло-

нениях всех переменных xi  (i = 1, 2, ... , n) от их значений в устано-

вившемся процессе при новых постоянных значениях возмущающего 
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f = f0  и задающего g = g0  воздействий. Следовательно, эти уравнения 

для нелинейной системы n-го порядка будут: 

 
d x

dt
F (x ,x ,...,x )i

i n1 2      при  i = 1, 2, ... , n,               (2.1) 

 

где Fi  - нелинейные функции произвольного вида, удовлетво-

ряющие условию 

F1 = F2 = ... = Fn  = 0  при  x1 = x2 = ... = xn = 0,           (2.2) 

 

так как в установившемся состоянии все отклонения и их произ-

водные равны нулю. 

Чтобы исследовать устойчивость по Ляпунову, необходимо по-

добрать некоторую знакоопределенную функцию V и вычислить про-

изводную по времени от этой функции. 

Функция V называется знакоопределенной в некоторой области, 

если она во всех точках этой области в окрестности начала координат 

сохраняет один и тот же знак и нигде не обращается в нуль, кроме 

начала координат. 

 Функция V называется знакопостоянной, если она сохраняет 

один и тот же знак, но может обращаться в нуль не только в начале 

координат, но и в других точках данной области. 

Функция V называется знакопеременной, если она в данной об-

ласти вокруг начала координат может иметь разные знаки. 

Функция Ляпунова и ее производная по времени. Любая функция 

  

 

V = V(x1, x2, ..., xn ),                                    (2.3) 

 

тождественно обращающаяся в нуль при  x1 = x2 = ... = xn = 0, 

называется функцией Ляпунова, если в ней в качестве x1, x2, ..., xn  взя-

ты переменные, в которых записаны уравнения (2.1) для этой систе-

мы. 

Производная от функции Ляпунова (2.3) по времени будет 
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dV
dt

V

x

dx

dt
.

ii 1

n
i  







                                 (2.4) 

Подставив значения dx

dt
i  (i = 1, 2, ... , n) из уравнений системы 

(2.1), получим   

dV
dt

V

x
F (x ,x ,...,x ).

ii 1

n

i n1 2
 







                          (2.5) 

 

Следовательно, производная от функции Ляпунова по времени, 

так же как и сама V, является функцией координат системы 

 

dV
dt

W(x ,x ,...,x ),
1 2 n

                                  (2.6) 

 

причем согласно свойству (2.2) эта функция W, так же как и са-

ма V, тождественно обращается в нуль при x1 = x2 = ... = xn = 0. Поэто-

му к ней в одинаковой степени можно применять те же понятия зна-

коопределенности, знакопостоянства и знакопеременности в некото-

рой области вокруг начала координат.  

Теорема Ляпунова об устойчивости нелинейных систем [2]: ес-

ли при заданных в форме (2.1) уравнениях системы n-го порядка 

можно подобрать такую знакоопределенную функцию Ляпунова V(x1, 

x2, ..., xn ), чтобы ее производная по времени W(x1, x2, ..., xn ), тоже бы-

ла знакоопределенной (или знакопостоянной), но имела знак, проти-

воположный знаку V, то данная система устойчива; при знакоопреде-

ленной функции W будет иметь место асимптотическая устойчивость. 

Теорема Ляпунова о неустойчивости нелинейных систем [2]: 

если при заданных в форме (2.1) уравнениях системы n-го порядка 

производная по  

времени W(x1, x2, ..., xn) от какой-нибудь функции Ляпунова 

V(x1, x2, ..., xn) окажется знакоопределенной, причем сама функция V 

в какой-нибудь области, примыкающей к началу координат, будет 

иметь знак, одинаковый со знаком производной W, то данная система 

неустойчива. 
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Замечания к теореме Ляпунова об устойчивости. 

1. При заданных в форме (2.1) уравнениях системы выбор функ-

ции V неоднозначен, поэтому данная теорема Ляпунова обеспечивает 

получение достаточных условий устойчивости, которые не всегда бу-

дут и необходимыми, т.е. при выполнении условий теоремы система 

наверняка будет устойчивой, но эти условия могут не охватывать всей 

области устойчивости системы по параметрам. 

2. Понятие устойчивости по Ляпунову допускает, что при знако-

определенной функции V производная от нее по времени W была не 

обязательно знакоопределенной или знакопостоянной, а могла быть и 

тождественно равна нулю. В результате система хотя и не будет 

асимптотически приближаться к установившемуся состоянию, но все 

же будет все время в достаточной близости от него. 

Нелинейная система (рис. 2.1) с одним нелинейным элементом с 

однозначной статической характеристикой  

 

yн  = F() 

 

в свободном состоянии может быть представлена в виде замкну-

того контура, включающего в себя линейную часть (ЛЧ) и нелиней-

ный элемент (НЭ) (рис. 2.5). 

      

НЭ

ЛЧ
х

ун

 
Рис. 2.5. Функциональная схема нелинейной системы  

в свободном состоянии 

 

При этом уравнения свободного движения системы (g = 0) будут 

 

dx

dt
a x b y п ри i 1,2,..., n;

y F( ),

i

ij j i н

n

н

j 1

  












 

                   (2.7) 
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где     



c x ;
k k

n

k 1

 

         aij, bi, ck  - постоянные коэффициенты. 

Тогда задача исследования нелинейной системы (2.7) по Ляпу-

нову сводится к определению функции V и ее производной 

 

  



n n

ijij
i1=i

1j

)]F(bxa[
 x

V 
W 




.                       (2.8) 

 

А.И.Лурье предложил функцию Ляпунова выбирать в виде сум-

мы функции квадратичной формы L(x) и интеграла от нелинейной 

функции F() рассматриваемой системы 

 

V = L(x) + F( )d ,
0

 


                                (2.9) 

где   L(x) .i x i

n
2

i=1
   

Нелинейная система называется абсолютно устойчивой, если 

она устойчива при любых начальных отклонениях и любой форме не-

линейной характеристики, удовлетворяющей условиям: 

 

0
F( )

k; F(0) ,  



0                             (2.10) 

где k - заданное число. 

 

Пример. Исследовать устойчивость системы, заданной уравне-

ниями: 

dx

dt
(x  x )(1 ax bx )1

1 2 1
2

2
2

     ; 

dx

dt
(x  x )(1 ax bx )2

2 1 1
2

2
2

     , 

где    а, b  - положительные постоянные числа. 

Р е ш е н и е. Выбираем положительно-определенную функцию 

Ляпунова 

V = x1
2 + x2

2 . 
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Находим производную от функции Ляпунова по времени 

W
dV

dt
x

d x

dt

x

d x

dt

2   2 2
1

1

2
   

 

= 2x1 (x1  x2 )(1  ax1
2  bx2

2) 2x2 (x2 + x1 )(1  ax1
2  bx2

2) 

=  

 

= 2(1  ax1
2  bx2

2)( x1
2 + x2

2) . 

Тогда W < 0   при  (1  ax1
2  bx2

2 ) > 0  или  ax1
2 + bx2

2  < 1. 

 

Это достаточное условие устойчивости исследуемой нелиней-

ной системы. 

Границей  устойчивости  системы  на  плоскости  ее координат 

(рис. 2.6) является эллипс  

ax1
2 + bx2

2  = 1. 

х1

х2

1/√а

1/√b

область устойчивости
 

Рис. 2.6. Область устойчивости нелинейной системы  

 

2.3.  Частотный  метод  В.М. Попова 

 

Частотный метод В.М. Попова решает задачу об абсолютной 

устойчивости системы с одной однозначной нелинейностью, задан-

ной предельным значением коэффициента передачи k нелинейного 

элемента. 
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Если в системе управления (рис. 2.5) имеется лишь одна одно-

значная нелинейность 

yн = F(x),                                       (2.11) 

то, объединив вместе все остальные звенья системы в линейную 

часть, можно получить ее передаточную функцию Wлч(s). 

Нелинейность yн = F(x) имеет любое очертание, не выходящее за 

пределы заданного угла  arctg k  (рис. 2.7), т.е. при любом x 

 

0  F(x)  kx.                                       (2.12) 

x

нy

karctg

)x(Fyн 

НЭ нyx

 
а)                                                  б) 

 

Рис. 2.7. Нелинейность системы: 

а) нелинейный элемент; б) статические характеристики 

 

Теорема В.М. Попова [2]: для установления абсолютной устой-

чивости нелинейной системы достаточно подобрать такое конечное 

действительное число q, при котором для всех частот   0 

Re[(1+ jq)WЛЧ(j)] + 
1

k
 > 0,                         (2.13) 

где  k - предельное значение коэффициента передачи нелиней-

ного   элемента;  

WЛЧ(j) - амплитудно-фазовая частотная характеристика линей-

ной части системы. 

Все полюсы передаточной функции линейной части системы 

должны быть с отрицательными вещественными частями или же кро-

ме них имеется еще не более двух нулевых. При наличии одного ну-

левого полюса требуется еще, чтобы 

 

Im WЛЧ(j)    при    0,  
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а при двух нулевых полюсах 

 

Re WЛЧ(j)   при   0,  а  Im WЛЧ(j) < 0 при малых . 

 

Другая формулировка той же теоремы, дающая удобную графи-

ческую интерпретацию, связана с введением видоизмененной ча-

стотной характеристики линейной части системы W*(j), которая 

определяется следующим образом:  

 













),(jWImT)(jWIm)(jV

),(jWRe)(jWRe)(jU

лч
**

лч
**

0



               (2.14) 

 

 

где  T0 = 1 с - нормирующий множитель. 

Преобразовав левую часть неравенства (2.13) 

Re[(1+ jq)WЛЧ(j)] + 
1

k
 =  Re WЛЧ(j)  q Im WЛЧ(j)] + 

1

k
 

и использовав соотношения (2.14), получим вместо (2.13) для 

теоремы В.М. Попова условие 

U*()   
q

T
0

V*() + 
1

k
 > 0                           (2.15) 

при всех   0. 

Очевидно, что равенство 

U*()   
q

T
0

V*() + 
1

k
 = 0                          (2.16) 

представляет собой уравнение прямой на плоскости W*(j). Эта 

прямая, называемая прямой Попова, проходит через точку с коорди-

натами [1/k, j0] и имеет угловой коэффициент наклона к оси абсцисс 

1/q. 

Отсюда вытекает графическая интерпретация теоремы 

В.М.Попова [2]: для установления абсолютной устойчивости нели-

нейной системы достаточно подобрать такую прямую на комплексной 
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плоскости W*(j), проходящую через точку (
1

k
, j0), чтобы вся кривая 

W*(j) лежала справа от этой прямой. 

Условия выполнения теоремы. показаны на рис. 2.8.  

V*

U*

W*(jw)

прямая Попова

аrctg 1/q 

-1/k

  

V*

U*

W*(jw)

-1/k

   
                 а)                                                б) 

Рис. 2.8. Графическая интерпретация теоремы В.М. Попова: 

а - абсолютно устойчивая система; б - система не имеет абсо-

лютной устойчивости 

 

На рис. 2.8,а приведен случай абсолютной устойчивости нели-

нейной системы при любой форме однозначной нелинейности, огра-

ниченной лишь условием (2.12), а рис. 2.8,б соответствует случаю не-

выполнения теоремы, т.е. нелинейная система не имеет абсолютной 

устойчивости. 

Таким образом, для определения абсолютной устойчивости не-

линейной системы по методу В.М. Попова необходимо построить ви-

доизмененную частотную характеристику линейной части системы 

W*(j), определить предельное значение коэффициента передачи k 

нелинейного элемента из условия 0
F(x)

x
k   и через точку (

1

k
) на ве-

щественной оси комплексной плоскости провести некоторую прямую 

так, чтобы характеристика W*(j) лежала справа от этой прямой. Если 

такую прямую провести нельзя, то это значит, что абсолютная устой-

чивость для данной системы невозможна. Величина q, связанная с уг-

ловым коэффициентом, при этом определяется из условия (2.15) так, 

чтобы при известных параметрах системы неравенство соблюдалось 

для всех частот. Очертание нелинейности может быть неизвестным.  

Необходимо  знать  лишь,  в  пределах  какого  угла   arctg k (рис. 
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2.7,б) она расположена. Для конкретно заданных форм нелинейности 

область устойчивости будет несколько шире, но данным методом это 

не определяется. 

Дополнение: неравенство (2.13) является так же достаточным 

условием абсолютной устойчивости нелинейной системы и при k  

. 

 

 Пример. Определить предельное значение коэффициента пере-

дачи k нелинейного элемента из условия обеспечения абсолютной 

устойчивости нелинейной системы, передаточная функция линейной 

части которой  

 .

1)s(s

10
(s)W

лч


  

 

Р е ш е н и е. По передаточной функции линейной части систе-

мы находим ее частотную передаточную функцию 

)1
22 (

10
j

1

10

1)(jj

10
)(jлчW













 , 

откуда получаем видоизмененную частотную характеристику 

W (j ) j
*



 

 







10

1

10

2 2
1

 

и строим ее на комплексной плоскости, изменяя частоту  от 0 

до  (рис. 2.9). 

прямая Попова
V*

U*

W*(jw)

-1/k-10

-10

 
 

Рис. 2.9. Видоизмененная частотная характеристика 
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Как видно из последнего выражения, видоизмененная частотная 

характеристика W*(j) представляет собой отрезок прямой линии 

между точками с координатами [10, j10] и [0, j0]. 

Следовательно, прямая Попова может быть проведена для лю-

бого положительного значения коэффициента передачи k нелинейно-

го элемента так, что вся характеристика W*(j) будет лежать справа 

от этой прямой. 

Таким образом, исследуемая нелинейная система абсолютно 

устойчива при  k > 0. 

 

 

2.4.  Метод гармонической линеаризации 

 

Идея метода гармонической линеаризации принадлежит Н.М. 

Крылову и Н.Н. Боголюбову и базируется на замене нелинейного 

элемента системы линейным звеном, параметры которого определя-

ются при гармоническом входном воздействии из условия равенства 

амплитуд первых гармоник на выходе нелинейного элемента и экви-

валентного ему линейного звена. Данный метод может быть исполь-

зован в том случае, когда линейная часть системы является низкоча-

стотным фильтром, т.е. отфильтровывает все возникающие на выходе 

нелинейного элемента гармонические составляющие, кроме первой 

гармоники. 

Коэффициенты гармонической линеаризации и эквивалент-

ные комплексные коэффициенты передачи нелинейных элементов. 

В нелинейной системе (рис. 2.1) параметры линейной части и нели-

нейного элемента выбирают таким образом, чтобы существовали 

симметричные периодические колебания с частотой . 

В основе метода гармонической линеаризации нелинейностей 

(рис. 2.10), описываемых уравнением 

 

 

yн = F(x),                                         (2.17) 
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 лежит предположение, что на вход нелинейного элемента пода-

ется гармоническое воздействие с частотой  и амплитудой  a, т.е. 

 

x = a sin ,   где   = t,                            (2.18) 

 

а из всего спектра выходного сигнала выделяется только первая 

гармоника 

yн1 = aн1 sin( + н1),                              (2.19) 

 

где aн1 - амплитуда а н1 - фазовый сдвиг;  

при этом высшие гармоники отбрасываются и устанавливается 

связь между первой гармоникой выходного сигнала и входным гар-

моническим воздействием нелинейного элемента. 

 

x

нy

нy

x

1н

1нy

нy1нa

t

t

a
π/ω2

 
Рис. 2.10. Характеристики нелинейного элемента 

 

В случае нечувствительности нелинейной системы к высшим 

гармоникам нелинейный элемент может быть в первом приближении 

заменен некоторым элементом с эквивалентным коэффициентом пе-

редачи, который определяет первую гармонику периодических коле-

баний на выходе в зависимости от частоты и амплитуды синусои-

дальных колебаний на входе. 

Для нелинейных элементов с характеристикой (2.17) в результа-

те разложения периодической функции F(x) в ряд Фурье при синусо-

идальных колебаниях на входе (2.18) получим выражение для первой 

гармоники сигнала на выходе 
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yн1 = b1F sin + a1F cos,                               (2.20) 

 

где b1F, a1F - коэффициенты разложения в ряд Фурье, определя-

ющие амплитуды соответственно синфазной и квадратурной состав-

ляющих первой гармоники, которые определяются по формулам: 

 

b
1

F( sin  ) sin  d ,   1F

2

0

 
  



a a
1

F( sin  ) cos d .   1F

2

0

 
  



a  

 

Так как  

px = a cos ,   где  p = d/dt, 

 

то связь между первой гармоникой периодических колебаний на 

выходе нелинейного элемента и синусоидальными колебаниями на 

его входе можно записать в виде 

yн1 = [q + q
p


] x,                                  (2.21) 

где   q = b1F/a,  q = a1F/a. 

Последнее уравнение называется уравнением гармонической ли-

неаризации, а коэффициенты q и q - коэффициентами гармонической 

линеаризации. 

Таким образом, нелинейный элемент при воздействии гармони-

ческого сигнала с точностью до высших гармоник описывается урав-

нением (2.21), которое является линейным. Это уравнение нелинейно-

го элемента отличается от уравнения линейного звена тем, что его ко-

эффициенты q и q изменяются при изменении амплитуды a и частоты 

 колебаний на входе. Именно в этом заключается принципиальное 

отличие гармонической линеаризации от обычной, коэффициенты ко-

торой не зависят от входного сигнала, а определяются только видом 

характеристики нелинейного элемента. 

Для различных видов нелинейных характеристик коэффициенты 

гармонической линеаризации сведены в таблицу [7, 17]. В общем 

случае коэффициенты гармонической линеаризации q(a, ) и  q(a, )  
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зависят от амплитуды  a и частоты  колебаний на входе нелинейного 

элемента. Однако, для статических нелинейностей эти коэффициенты 

q(a) и  q(a)  являются функцией только амплитуды a входного гармо-

нического сигнала, а для статических однозначных нелинейностей 

коэффициент q(a) = 0. 

Подвергнув уравнение (2.21) преобразованию по Лапласу при 

нулевых начальных условиях с последующей заменой оператора s на 

j (s = j), получим эквивалентный комплексный коэффициент пере-

дачи нелинейного элемента 

     

WЭ(j, a) = q + jq = AЭ(, a) e jэ(, a),                 (2.22) 

 

где  модуль и аргумент эквивалентного комплексного коэффи-

циента передачи связаны с коэффициентами гармонической линеари-

зации выражениями 

AЭ(, a) = mod WЭ(j, a) = [q( , )] [q ( , )] ;a a 2 2   

Э(, a) = arg WЭ(j, A) = arctg[q(a, )/q(a, )]. 

 

Эквивалентный комплексный коэффициент передачи нелиней-

ного элемента позволяет определить амплитуду и фазовый сдвиг пер-

вой гармоники (2.19) на выходе нелинейного элемента при гармони-

ческом воздействии (2.18) на его входе, т.е. 

 

aн1 = aAЭ(, a);  н1 = Э(, a). 

 

Исследование симметричных периодических режимов в не-

линейных системах. При исследовании нелинейных систем на осно-

ве метода гармонической линеаризации в первую очередь решают во-

прос о существовании и устойчивости периодических режимов. Если 

периодический режим устойчив, то в системе существуют автоколе-

бания с частотой 0 и амплитудой  a0. 

Рассмотрим нелинейную систему (рис. 2.5), включающую в себя 

линейную часть с передаточной функцией  
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и нелинейный элемент с эквивалентным комплексным коэффи-

циентом передачи 

WЭ(j, a) = q(, a) + jq(, a) = AЭ(, a) e jэ(, a).       (2.24) 

 

Принимая во внимание выражение (2.21), можно записать урав-

нение нелинейной системы 

{A(p) + B(p)[q(, a)  + q ( , )
p




a ]}x = 0.             (2.25) 

Если в замкнутой нелинейной системе возникают автоколебания 

  

x = a0 sin 0t 

 

с постоянной амплитудой и частотой, то коэффициенты гармо-

нической линеаризации оказываются постоянными, а вся система 

стационарной. Для оценки возможности возникновения автоколеба-

ний в нелинейной системе методом гармонической линеаризации 

необходимо найти условия границы устойчивости, как это делалась 

при анализе устойчивости линейных систем. 

Периодическое решение существует, если при a = a0  и  = 0  

характеристическое уравнение гармонически линеаризованной си-

стемы 

A(p) + B(p)[q(, a)  + q ( , )
p




a ] = 0                     (2.26) 

имеет пару мнимых корней i = j0  и i+1 = j0. Устойчивость 

решения необходимо оценить дополнительно. 

В зависимости от методов решения характеристического урав-

нения различают методы исследования нелинейных систем. 

Аналитический метод. Для оценки возможности возникновения 

в нелинейной системе автоколебаний в гармонически линеаризован-

ный характеристический полином системы вместо p подставляют j 
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D(j, a) = A(j) + B(j)[q(, a)  +  jq(, a)].            (2.27) 

 

В результате получают уравнение D(j, a) = 0, коэффициенты 

которого зависят от амплитуды и частоты предполагаемого автоколе-

бательного режима. Выделив вещественную и мнимую части 

 

Re D(j, a) = X(, a); 

Im D(j, a) = Y(, a), 

получим уравнение 

X(, a) + jY(, a) = 0.                                 (2.28) 

 

Если при действительных значениях  a0   и  0  выражение (2.28) 

удовлетворяется, то в системе возможен автоколебательный режим, 

параметры которого рассчитываются по следующей системе уравне-

ний: 

X( , ) ;

Y( , ) .




0 0

0 0

0

0

a

a









                                       (2.29) 

 

Из выражений (2.29) можно найти зависимость амплитуды и ча-

стоты автоколебаний от параметров системы, например, от коэффи-

циента передачи k линейной части системы. Для этого необходимо в 

уравнениях (2.29) коэффициент передачи k считать переменной вели-

чиной, т.е. эти уравнения записать в виде: 

 

X( , , k) ;

Y( , , k) .




0 0

0 0

0

0

a

a









                                    (2.30) 

 

По графикам  a0  = f(k),  0 = f(k) можно выбрать коэффициент 

передачи k, при котором амплитуда и частота возможных автоколеба-

ний имеет допустимые значения или вообще отсутствует. 

Частотный метод. В соответствии с критерием устойчивости 

Найквиста незатухающие колебания в линейной системе возникают в 

том случае, когда амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой 
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системы проходит через точку с координатами [1, j0]. Данное усло-

вие является также условием существования автоколебаний в гармо-

нически линеаризованный нелинейной системе, т.е. 

Wн(j, a) = 1.                                   (2.31) 

 

Так как линейная и нелинейная части системы соединены по-

следовательно, то частотная характеристика разомкнутой нелинейной 

системы имеет вид 

Wн(j, a) = Wлч(j)WЭ(j, a).                      (2.32) 

 

Тогда в случае статической характеристики нелинейного эле-

мента условие (2.31) принимает вид 

Wлч(j) = 
1

W ( )
э
a

.                               (2.33) 

Решение уравнения (2.33) относительно частоты и амплитуды 

автоколебаний можно получить графически как точку пересечения 

годографа частотной характеристики линейной части системы Wлч(j) 

и годографа обратной характеристики нелинейной части W ( )
э

1
a , взя-

той с обратным знаком (рис. 2.11). Если эти годографы не пересека-

ются, то режим автоколебаний в исследуемой системе не существует. 

Re

Im

 

5 

4 

3 
2 

1 

=0 

WЛЧ(j)
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2 

3 

( 0, 

4 

)(W

1

Э a


5  
 

Рис. 2.11. Годографы линейной и нелинейной частей системы 

Для устойчивости автоколебательного режима с частотой 0 и 

амплитудой  a0 требуется, чтобы точка на годографе нелинейной ча-

сти  W ( )
э

1
a , соответствующая увеличенной амплитуде  a0+a  по 
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сравнению со значением в точке пересечения годографов, не охваты-

валась годографом частотной характеристики линейной части систе-

мы и охватывалась точка, соответствующая уменьшенной амплитуде  

a0a. 

На рис. 2.11 дан пример расположения годографов для случая, 

когда в нелинейной системе существуют устойчивые автоколебания, 

так как  a3 < a0 < a4 . 

Исследование по логарифмическим частотным характеристи-

кам. 

При исследовании нелинейных систем по логарифмическим ча-

стотным характеристикам условие (2.31) переписывают отдельно для 

модуля и аргумента эквивалентного комплексного коэффициента пе-

редачи разомкнутой нелинейной системы 

 

mod Wлч(j)Wэ(j, a) = 1; 

arg Wлч(j)Wэ(j, a) =  (2k+1),  при k=0, 1, 2, ... 

 

с последующим переходом к логарифмическим амплитудной и 

фазовой характеристикам 

 

Lлч() + Lэ(, a) = 0;                                                     (2.34) 

лч() + э(, a) =  (2k+1),  при k=0, 1, 2, ...          (2.35) 

 

Условия (2.34) и (2.35) позволяют определить амплитуду a0 и 

частоту 0 периодического решения уравнения (2.25) по логарифми-

ческим характеристикам линейной части системы Lлч(), лч() и не-

линейного элемента Lэ(, a), э(, a).  

Автоколебания с частотой 0 и амплитудой  a0  будут существо-

вать в нелинейной системе, если периодическое решение уравнения 

(2.25) устойчиво. Приближенный метод исследования устойчивости 

периодического решения заключается в том, что исследуется поведе-

ние системы при частоте  = 0  и значениях амплитуды  a = a0 + a  и 

a = a0  a,   где a > 0 - малое приращение амплитуды. При исследо-
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вании устойчивости периодического решения при  a0 + a   и  a0  a  

по логарифмическим характеристикам пользуются критерием устой-

чивости Найквиста. 

В нелинейных системах с однозначными статическими характе-

ристиками нелинейного элемента коэффициент гармонической лине-

аризации q(a) равен нулю, а следовательно, равен нулю и фазовый 

сдвиг э(a), вносимый элементом. В этом случае периодическое ре-

шение уравнения системы 

[A(p) + B(p)q(a)]x = 0                              (2.36) 

 

существует, если выполняются условия:  

 

Lлч() =  Lэ(a);                                                (2.37) 

лч() =  (2k+1),  при k=0, 1, 2, ...               (2.38) 

 

Уравнение (2.38) позволяет определить частоту  = 0  периоди-

ческого решения, а уравнение (2.37)  его амплитуду  a = a0. 

При сравнительно простой линейной части решения этих урав-

нений могут быть получены аналитически. Однако в большинстве 

случаев их целесообразно решать графически (рис. 2.12). 

При исследовании устойчивости периодического решения урав-

нения (2.36), т.е. при определении существования автоколебаний в 

нелинейной системе с однозначной нелинейной статической характе-

ристикой пользуются критерием Найквиста [15]: периодическое ре-

шение с частотой  = 0 и амплитудой a = a0 устойчиво, если при из-

менении частоты от нуля до бесконечности и положительном прира-

щении амплитуды a > 0 разность между числом положительных 

(сверху вниз) и отрицательных (снизу вверх) переходов фазовой ха-

рактеристики линейной части системы лч() через линию  равна 

нулю в диапазоне частот, где Lлч()Lэ(0,a0+a), и не равна нулю в 

диапазоне частот, где Lлч()Lэ(0,a0a). 

На рис. 2.12 показан пример определения периодических реше-

ний в нелинейной системе с ограничением. В такой системе имеются 
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три периодических решения с частотами 01, 02 и 03, определяемы-

ми в точках пересечения фазовой характеристики лч() с линией 

1800. Амплитуды периодического решения a01, a02 и a03 определяют-

ся из условия (2.37) по логарифмическим амплитудным характери-

стикам нелинейного элемента Lэ(01, a), Lэ(02, a) и Lэ(03, a). 
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Рис. 2.12. Логарифмические амплитудные и фазовая характери-

стики 

 

Из трех решений, определенных на рис. 2.12, устойчивы два. 

Решение с частотой  = 01 и амплитудой a = a01 устойчиво, так как в 

диапазоне частот 1, где Lлч()Lэ(01,a01+a), фазовая характеристи-

ка лч() не пересекает линию 1800, а в диапазоне частот 2, где 

Lлч()Lэ(01,a01a), фазовая характеристика лч() один раз пере-

секает линию 1800. Решение с частотой  = 02 и амплитудой a = a02 

неустойчиво, так как в диапазоне частот, где Lлч()Lэ(02,a02+a), 

фазовая характеристика лч() один раз пересекает линию 1800. Вы-

сокочастотное периодическое решение с частотой  = 03 и амплиту-

дой a = a03 устойчиво, так как в диапазоне частот, где 

Lлч()Lэ(03,a03+a), имеется один положительный и один отрица-
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тельный переход фазовой характеристики лч() через линию 1800, а 

в диапазоне частот, где Lлч()Lэ(03,a03a), имеются два положи-

тельных и один отрицательный переход фазовой характеристики 

лч() через линию 1800. 

В рассмотренной системе при малых по величине возмущениях 

установятся высокочастотные автоколебания с частотой 03  и ампли-

тудой a03, а при больших по величине возмущениях  низкочастотные 

автоколебания с частотой 01  и амплитудой a01. 

 

 

Пример. Исследовать автоколебательные режимы в нелинейной 

системе, линейная часть которой имеет следующую передаточную 

функцию 

1)s+1)(Tss(T

k
(s)W

21
лч


 , 

где k=200 c-1; T1=1.5 c; T2=0.015 c, 

а в качестве нелинейного элемента используется реле с зоной 

нечувствительности (рис. 2.4,б) при  с=10 В, b=2 В. 

Р е ш е н и е. По таблице [7] для реле с зоной нечувствительно-

сти находим коэффициенты гармонической линеаризации: 

q( ) =
c b2

2
a

a a

4
1


  при a  b,    q(a) = 0. 

При построении характеристик нелинейного элемента целесо-

образно использовать относительное по сравнению с зоной нечув-

ствительности значение амплитуды входного гармонического воздей-

ствия  = a/b. Перепишем выражение коэффициента гармонической 

линеаризации в виде 

q( ) =
cb

 b b
1

2

2

2

2
a

a

a4


 . 

Откуда  

q( ) =
k

1н

2



 2  , 

где  k =
c

b
.н

4
6 4


 - коэффициент передачи реле; 
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 =
b

a - относительная амплитуда. 

Коэффициент передачи реле kн отнесем к линейной части си-

стемы и получим нормированные коэффициенты гармонической ли-

неаризации  

q( ) =
1

2



 2 1 ,   q() = 0 

и нормированную логарифмическую амплитудную характери-

стику релейного элемента с обратным знаком 

 


L ( ) 20  lg
1

.
э

2

2






 

Если   1, то  Lэ()  ; а при  >> 1    Lэ() = 20 lg . Та-

ким образом, асимптотами нормированной логарифмической ампли-

тудной характеристики с обратным знаком являются вертикальная 

прямая и прямая с наклоном +20дб/дек, которые проходят через точку 

с координатами L = 0,  = 1 (рис. 2.13). 
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Рис. 2.13. Определение периодического решения в релейной си-

стеме с зоной нечувствительности 

 

Для решения вопроса о существовании автоколебаний в соот-

ветствии с нормированной логарифмической амплитудной характери-
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стикой с обратным знаком нелинейного элемента и передаточной 

функцией линейной части системы 

1)s+1)(Tss(T

kk
(s)W

21

н
лч


  

на рис. 2.13 построены логарифмические характеристики Lлч(), 

Lэ() и лч(). 

Частота периодического решения 0  =  4.3 c-1 определяется в 

точке пересечения фазовой характеристики лч()  и линии 1800. 

Амплитуды периодических решений  1 =  29 и 2  =  1.08  находятся 

по характеристикам Lлч() и Lэ().  Периодическое решение с малой 

амплитудой 2  неустойчиво, а периодическое решение с большой ам-

плитудой 1 устойчиво. 

Таким образом, в исследуемой релейной системе существует ав-

токолебательный режим с частотой 0  =  4.3 c-1 и амплитудой a0 =  

b1 = = 58 В. 

Для решения вопроса о существовании автоколебаний в соот-

ветствии с нормированной логарифмической амплитудной характери-

стикой с обратным знаком нелинейного элемента и передаточной 

функцией линейной части системы 

1)s+1)(Tss(T

kk
(s)W

21

н
лч


  

на рис. 2.13 построены логарифмические характеристики Lлч(), 

Lэ() и лч(). 

Частота периодического решения 0  =  4.3 c-1 определяется в 

точке пересечения фазовой характеристики лч()  и линии 1800. 

Амплитуды периодических решений  1 =  29 и 2  =  1.08  находятся 

по характеристикам Lлч() и Lэ().  Периодическое решение с малой 

амплитудой 2  неустойчиво, а периодическое решение с большой ам-

плитудой 1 устойчиво. 

Таким образом, в исследуемой релейной системе существует ав-

токолебательный режим с частотой 0  =  4.3 c-1 и амплитудой a0 =  

b1  = 58 В. 
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2.5. Методы  фазового  пространства 

 

Методы фазового пространства относятся к наиболее ранним 

точным аналитическим методам теории нелинейных систем. К ним 

относится метод фазовой плоскости и метод точечных отображений 

или преобразований [1].  

Фазовым пространством называется пространство, по осям ко-

ординат которого отложены переменные, характеризующие состояние 

динамической системы. Если движение системы описывается диффе-

ренциальным уравнением n-го порядка, то состояние этой системы в 

любой  момент  времени  можно характеризовать  некоторой точкой  

n-мерного фазового пространства, по осям которого отложены одна 

из координат системы и (n-1) ее производных. Точка, характеризую-

щая состояние системы, называется изображающей точкой.  

При движении системы изображающая точка описывает в фазо-

вом пространстве некоторую кривую, называемую фазовой траекто-

рией. Каждому определенному переходному процессу в фазовом про-

странстве соответствует определенная фазовая траектория. Начальное 

положение изображающей точки определяется начальными условия-

ми. В установившемся равновесном состоянии системы все произ-

водные рассматриваемой переменной равны нулю; соответствующие 

этому точки фазового пространства находятся в покое и называются 

особыми точками. Совокупность фазовых траекторий для всевоз-

можных начальных отклонений называется фазовым портретом си-

стемы.  

Имея фазовый портрет системы, определяют по нему особые 

точки и траектории, исследуют устойчивость системы и оценивают 

качество процесса управления. 

Метод фазовой плоскости используется для исследования си-

стем второго порядка и заключается в построении фазовых портретов 

на плоскости. Для этого из уравнений состояния исключается время и 

определяются уравнения фазовых кривых. Задача становится доста-

точно простой, если рассматривается система с кусочно-линейной ха-
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рактеристикой нелинейного элемента. В этом случае в разных обла-

стях фазовой плоскости система описывается линейными уравнения-

ми, в соответствии с которыми строятся фазовые траектории, которые 

в дальнейшем “сшиваются” по линиям переключения, определяемым 

видом нелинейной характеристики. 

 При исследовании нелинейных систем высокого порядка их ап-

проксимируют системами второго порядка с эквивалентным запазды-

ванием. 

Для изображения процессов на фазовой плоскости нелинейное 

уравнение, описывающее систему, заменяют эквивалентными урав-

нениями первого порядка вида 

 
dy

d t
f (x, y);

dx

dt
y,













                (2.39) 

 

где  x, y - координата системы и ее первая производная; 

       f(x, y) - нелинейная функция. 

Разделив первое из уравнений (2.39) на второе, получим диффе-

ренциальное уравнение, из которого исключено время t: 
dy

dx

f (x, y)

y
  .                      (2.40) 

 

Решение данного уравнения  

 

y = F(x)                                           (2.41) 

 

определяет уравнение фазовой траектории, которая графически 

изображается на фазовой плоскости (x, y). Каждой совокупности 

начальных условий (x0, y0) соответствует свое решение и своя фазовая 

траектория. Семейство фазовых траекторий характеризует все воз-

можные виды переходных процессов в данной системе управления 

при любых начальных условиях и образует ее фазовый портрет. 
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Основные свойства фазовых траекторий вытекают из выражения 

(2.40): 

1) если f(x, y) определена и непрерывна в некоторой области и 

имеет непрерывные частные производные по своим аргументам, то 

через всякую точку фазовой плоскости, за исключением особых то-

чек, проходит единственная фазовая траектория. Это означает, что 

фазовые траектории не пересекаются между собой; 

2) так как при y>0 производная dx/dt>0 и x только возрастает, то 

в верхней фазовой полуплоскости при возрастании времени t изобра-

жающая точка движется слева направо. Соответственно в нижней по-

луплоскости движение происходит справа налево. Направление дви-

жения на траекториях показывают стрелками; 

3) в точках, где y=0,  f(x, y)0 (неособых точках на оси абсцисс), 

фазовые траектории пересекают ось под прямым углом. 

В тех случаях, когда решение уравнения (2.40) аналитическими 

методами затруднительно или невыполнимо, фазовые траектории 

можно построить приблизительным графическим методом изоклин [2, 

5, 10].  

Изоклины представляют собой геометрическое место всех точек 

фазовой плоскости, для которых наклон фазовой траектории равен 

постоянному значению сi, то есть dy/dx=ci . Тогда вместо (2.40) можно 

написать уравнение  
f (x, y)

y
c ,i  

из которого получается уравнение изоклины 

 

y = (x, ci ). 

 

Задавая различные значения сi  наклона касательных к фазовым 

траекториям, пересекающим эти изоклины, строят семейство изоклин, 

которые используются для построения фазовых траекторий (рис. 

2.14). Фазовая траектория в точке пересечения с изоклиной имеет 

угол наклона arctg сi . В качестве примера на рис. 2.14 на изоклинах 

отмечены наклоны касательных к пересекающим их траекториям 
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направляющими стрелками и построена фазовая траектория, исходя-

щая из точки А.   

0y

0x x

y

1c

2c

3c

A

0c

 
 

Рис. 2.14. Построение фазовой траектории методом изоклин 

 

Рассмотрим фазовые траектории линейной системы второго по-

рядка, переходный процесс в которой описывается уравнением 

 

d x

dt
a

dx

dt
a x = 0

2

2 1 2  . 

 

Введя обозначение для скорости изменения регулируемой вели-

чины y = dx/dt, получим эквивалентные уравнения первого порядка 













,xaya
dt

dy

y;
dt

dx

21

 

 

откуда, исключив время t, находим дифференциальное уравне-

ние для определения фазовых траекторий 

 
dy

dx
= a a

x

y
. 1 2
 

 

Решение y = F(x) этого уравнения определяет уравнения фазо-

вых траекторий на фазовой плоскости (x, y). Возможные виды фазо-

вых портретов системы, соответствующие корням характеристиче-

ского уравнения   p2 + a1p + a2 = 0,  приведены в таблице. 
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Т а б л и ц а 

Виды фазовых портретов для линейных систем второго  

порядка 

 

Корни ха-

рактеристиче-

ского уравнения 

Переход-

ный         про-

цесс 

  

Фазовая 

траектория 

1 2 3 

1. a1=0, 

a2>0 

Re

Im

 
      

 

      

x

t

    

 

y

x

особая точка -
центр

 

2. a1
2>4a2, 

a1>0, a2>0 

        

Re

Im

 
     

 

    

x

t

 
        

y

x

особая точка -
устойчивый узел

 

Продолжение табл. 

 

1 2 3 

3. a2<0 

      

Re

Im

 

 

  

x

t

 
  

 

y

x

особая точка -
седло
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4. a1
2<4a2, 

a1<0, a2>0 

     

Re

Im

 
  

    

x

t

 

y

x

особая точка -
неустойчивый фокус

 

5. a1
2<4a2, 

a1>0, a2>0 

     

Re

Im

   

  

 

x

t

 

y

x

особая точка -
устойчивый фокус

 

6. a1
2>4a2, 

a1<0, a2>0 

     

Re

Im

   

  

x

t

    

y

x

особая точка -
неустойчивый узел

 

 

Вид и расположение фазовых траекторий, а также направление 

движения по ним изображающей точки дают возможность судить о 

характере движения системы и его устойчивости при различных 

начальных отклонениях. Особые точки и их характер определяют со-

стояние равновесия исходной системы. 

Реальные автоматические системы можно считать линейными в 

предположении малости отклонений переменных от их установив-

шихся значений. За пределами указанной области картина фазовых 

траекторий может стать качественно иной. В частности, если по ли-

нейной теории система неустойчивая и процесс расходится, то может 

оказаться, что из-за фактической нелинейности характеристик он не 

будет расходящимся неограниченно. Картина фазовых траекторий 

для такой системы изображена на рис. 2.15,а. Здесь вблизи начала ко-
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ординат получаются спирали, как в неустойчивой линейной системе, 

но далее они приближаются асимптотически к замкнутому контуру 

ограниченных размеров. К нему же приближаются и все спирали, 

находящиеся вне контура. Такого рода замкнутый контур представля-

ет собой особый вид линий на фазовой плоскости и называется 

устойчивым предельным циклом. Устойчивый предельный цикл со-

ответствует автоколебаниям системы. Размеры предельного цикла 

представляют амплитуды колебаний самой величины x и скорости ее 

изменения y. Для определения периода автоколебаний необходимо 

решить уравнение системы во времени. 
y

x

а) б)

y

x

y

x

в)  
Рис. 2.15. Фазовые траектории нелинейных систем: 

а - устойчивый предельный цикл; б - неустойчивый предельный 

цикл; 

 в - фазовый портрет системы с сепаратрисами 

 

Замкнутые фазовые траектории на фазовой плоскости называ-

ются предельными циклами, которые могут быть как устойчивыми 

(рис. 2.15,а), так и неустойчивыми (рис. 2.15,б). К этим предельным 

циклам стремятся изображающие точки при различных начальных 

отклонениях по различным фазовым траекториям. 

В различных частях фазовой плоскости фазовые траектории не-

линейной системы могут быть различными (рис. 2.15,в). Линии, раз-

деляющие фазовую плоскость на участки с различными фазовыми 

траекториями, называются сепаратрисами. Поведение системы в каж-
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дой области фазовой плоскости описывается своим дифференциаль-

ным уравнением. 

Кроме того, для фазового портрета нелинейных систем с раз-

рывными характеристиками характерно наличие линий переключения, 

которые также разделяют фазовую плоскость на ряд областей с раз-

личными фазовыми траекториями. При этом начальные значения пе-

ременных на каждом участке определяются через их конечные значе-

ния на предыдущем участке. Линии переключения характеризуются 

узловыми точками разрывных характеристик нелинейных элементов. 

Замечание: координатами (x, y) фазовой плоскости могут слу-

жить не обязательно отклонение (ошибка) управляемой величины си-

стемы и ее скорость. Для этой цели могут быть взяты любые две пе-

ременные, однозначно характеризующие состояние системы второго 

порядка в произвольный момент времени. 

 

 

Пример. Изобразим на фазовой плоскости переходный процесс 

и автоколебания в автоматической системе (рис. 2.1), линейная часть 

которой задана передаточной функцией 

1)ss(T

k
(s)Wлч


 , 

где  k - коэффициент передачи; 

       T - постоянная времени, 

а нелинейный элемент - статической характеристикой  yн  = F(x). 

Р е ш е н и е. В качестве координат фазовой плоскости выбираем 

отклонение управляемой величины x и скорость ее изменения y = 

dx/dt. Запишем для ошибки x дифференциальное уравнение системы, 

описывающее ее свободное движение 

T
d x(t)

dt

dx(t)

dt
kF(x) = 0

2

2
  ,                           (2.42) 

 

которое заменяем эквивалентными уравнениями первого поряд-

ка 
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dy

d t T
y

k

T
F(x);

dx

dt
y.

  











1

                                (2.43) 

Разделив первое из уравнений (2.43) на второе, получаем диф-

ференциальное уравнение фазовых траекторий 

dy

dx
=

1

T

k

T

F(x)

y
,                               (2.44) 

решение которого определяется характеристикой нелинейного 

элемента. 

Рассмотрим фазовые портреты системы для некоторых типов 

нелинейных элементов. 

1. Идеальное двухпозиционное реле (рис. 2.4,а) со статической 

характеристикой  F(x) = csign(x). 

Дифференциальное уравнение (2.44) фазовых траекторий в этом 

случае примет вид 

dy

dx
=

1

T

k

T

c (x)

y
.  

sign                          (2.45) 

Переключение идеального реле происходит при x = 0. Следова-

тельно, линия переключения на фазовой плоскости (рис. 2.16,а) сов-

падает с осью ординат. 

Справа от линии переключения при x > 0 дифференциальное 

уравнение фазовых траекторий будет 

 

dy

dx
=

1

T

kc

Ty
.                                  (2.46) 

 

Его интегрирование дает уравнение фазовой траектории [2] 

 

x = kcT lny + kc  Ty + c0,                   (2.47) 

 

где  c0  - постоянная интегрирования, определяемая начальными 

условиями. Каждому конкретному c0  соответствует определенная 

кривая на фазовой плоскости справа от линии переключения. Эти 

кривые имеют асимптоту y = kc.  

Слева от линии переключения при x < 0 дифференциальное 
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уравнение (2.45) фазовых траекторий принимает вид 

 

dy

dx
=

1

T

kc

Ty
,                                    (2.48) 

что дает решение [2] 

x = kcT lny  kc  Ty + c0,                   (2.49) 

 

согласно которому наносится семейство фазовых траекторий с 

асимптотой  y = kc  в левой фазовой полуплоскости.  

На рис. 2.16,а изображены фазовые траектории системы для 

начальных условий (x0, 0). 

 

y

xx
0

kc

-kc

x

y

-b
b
В

А

у
м

х
0

а

С

D предельный
цикл

линия переключениялиния переключения

а) б)  
 

Рис. 2.16. Фазовые траектории релейных систем: 

а - с идеальным реле; б - с реле с гистерезисом 

 

2. Двухпозиционное реле с гистерезисом (рис. 2.4,в) со статиче-

ской характеристикой 

;0
dt

dx

b,xc

b,xc
=F(x) 











когда
при

при
 

.0
dt

dx

b,xc

b,xc
=F(x) 











когда
при

при
 

Переключение реле с гистерезисом  происходит  при  x = +b,  

если y > 0 (линия AB на рис. 2.16,б); если же y < 0, то при x = b (ли-

ния CD). Соответственно, линия переключения ABCD на фазовой 
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плоскости (рис. 2.16,б) имеет разрыв. 

Справа от линии переключения ABCD справедливо дифферен-

циальное уравнение фазовых траекторий (2.46), а слева  (2.48). Сле-

довательно, фазовые траектории рассматриваемой системы (рис. 

2.16,б) строятся аналогично предыдущему случаю.  

В данной системе будут наблюдаться устойчивые автоколеба-

ния, к которым сходится переходный процесс с обеих сторон, т.е. при 

любых начальных условиях. Амплитуда автоколебаний изображена 

на рис. 2.16,б отрезком a; отрезок yM  изображает амплитуду скорости. 

Период автоколебаний определяется решением уравнений во време-

ни. 

3. Трехпозиционное реле с зоной нечувствительности (рис. 

2.4,б) со статической характеристикой 

 















.bxc

b,xc

b,xb0

=F(x)

при

при

при

 

 

Переключение трехпозиционного реле с зоной нечувствитель-

ности происходит при x = b (линия AB фазовой плоскости на рис. 

2.17,а) и при x = +b (линия CD). Соответственно, линии переключения 

AB и CD разделяют фазовую плоскость на на три области (рис. 

2.17,а). 

Справа от линии переключения CD справедливо дифференци-

альное уравнение фазовых траекторий (2.46), а слева от линии пере-

ключения AB  (2.48). Следовательно, для рассматриваемой системы 

фазовые траектории в этих областях фазовой плоскости (рис. 2.17,а) 

строятся аналогично предыдущим случаям. 

В средней области при b  x  +b, соответствующей зоне не-

чувствительности реле, дифференциальное уравнение (2.44) фазовых 

траекторий принимает вид 
dy

dx
=

1

T
,                                        (2.50) 

откуда 
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y =
1

T
x+ c

0 ,                                   (2.51) 

согласно которому семейство фазовых траекторий образуется 

отрезками прямых линий с отрицательным угловым коэффициентом -

1/T. 
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б)  
Рис. 2.17. Фазовые траектории нелинейных систем: 

а - с трехпозиционным реле; б – с усилителем с насыщением 

 

На рис. 2.17,а изображены фазовые траектории системы для 

начальных условий (x0, 0). Система приходит в положение равновесия 

при значениях ошибки, определяемой зоной нечувствительности ре-

ле. 

4. Усилитель с насыщением (рис. 2.3,а) со статической характе-

ристикой 















.bxc

b,xc

b,xbxk

=F(x)

у

при

при

при

 

Для построения фазовых траекторий нелинейной системы с ку-

сочно-линейной характеристикой нелинейного элемента фазовую 

плоскость разделяем на области линиями AB и CD (рис. 2.17,б).  

Как следует из сравнения статических характеристик нелиней-

ных элементов, фазовые траектории в правой и левой областях фазо-

вой плоскости рассматриваемой системы строятся аналогично преды-
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дущему случаю. 

В средней области при b  x  +b, соответствующей линейному 

участку характеристики, система становится линейной и дифферен-

циальное уравнение (2.44) фазовых траекторий принимает вид 

dy

dx
=

1

T

kk

T

x

y

у
    .                               (2.52) 

На рис. 2.17,б приведена фазовая траектория системы для 

начальных условий (x0, 0) в случае ее устойчивости в линейной обла-

сти.  

Метод точечных преобразований (метод Пуанкаре-

Андронова) позволяет установить существование автоколебаний в 

нелинейной системе второго порядка без построения фазовых траек-

торий [10]. Сущность метода заключается в том, что для исследова-

ния динамики системы необходимо выяснить, как в зависимости от 

начальных условий перемещаются точки пересечения фазовой траек-

тории с некоторой полупрямой, например, отрезком 0X фазовой 

плоскости (рис. 2.18). 
Y

X0 x
2 x

1 x
0

 
Рис. 2.18. Фазовая плоскость 

 

Возьмем начальное положение изображающей точки (x0, 0) где-

нибудь на полуоси 0X. После обхода вокруг начала координат изоб-

ражающая точка пересекает полуось 0X в точках x1, x2  и т.д. После-

довательность точек пересечения фазовой траектории с выбранной 

полупрямой представляет точечное преобразование полупрямой са-

мой в себя. Задавая различные начальные положения x0i  изображаю-

щей точки на полуоси 0X, согласно уравнениям системы определяют 
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соответствующие им точки xi  на той же полуоси после обхода начала 

координат. Полученная таким образом зависимость  

 

xi = f(x0i)                                       (2.53) 

 

 

называется функцией соответствия и используется для иссле-

дования периодических режимов в нелинейных системах. 
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Рис. 2.19. Функция соответствия 

 

Для исследования возможных автоколебаний в координатах 

функции соответствия (рис. 2.19) проводится прямая из начала коор-

динат под углом 450  к координатным осям, для которой xi = x0i, что 

соответствует отображению каждой точки полуоси 0X самой в себя, 

т.е. после обхода вокруг начала координат точка возвращается в ис-

ходное положение. Пересечение кривой xi = f(x0i) с прямой xi = x0i 

(точки A и B) определяют существование предельного цикла. Если 

указанная кривая и прямая не пересекаются, то автоколебания невоз-

можны, а если касаются, то имеет место один предельный цикл.  

Чтобы определить, какому типу предельного цикла это соответ-

ствует, надо взять на оси абсцисс начальную точку x0  сначала слева, а 

затем справа от точки пересечения и проследить ход точечного пре-

образования, как показано стрелками на рис. 2.19. 
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Рис. 2.19 соответствует двум предельным циклам, из которых 

меньший (точка A) неустойчив, а больший (точка B) устойчив. Сле-

довательно, при начальных условиях (x0, y0), расположенных внутри 

меньшего предельного цикла, система устойчива, а при всяких других 

начальных условиях она стремится к установившемуся автоколеба-

тельному процессу сложение. Пересечение кривой xi = f(x0i) с прямой 

xi = x0i (точки A и B) определяют существование предельного цикла. 

Если указанная кривая и прямая не пересекаются, то автоколебания 

невозможны, а если касаются, то имеет место один предельный цикл.  

 

Чтобы определить, какому типу предельного цикла это соответ-

ствует, надо взять на оси абсцисс начальную точку x0  сначала слева, а 

затем справа от точки пересечения и проследить ход точечного пре-

образования, как показано стрелками на рис. 2.19. 

Рис. 2.19 соответствует двум предельным циклам, из которых 

меньший (точка A) неустойчив, а больший (точка B) устойчив. Сле-

довательно, при начальных условиях (x0, y0), расположенных внутри 

меньшего предельного цикла, система устойчива, а при всяких других 

начальных условиях она стремится к установившемуся автоколеба-

тельному процессу. 

 

2.6. Коррекция  нелинейных  систем 

 

При коррекции нелинейных автоматических систем обычно ре-

шаются две основные задачи [10]: 

обеспечение устойчивости системы; 

получение автоколебаний с заданной амплитудой и частотой. 

Коррекция осуществляется с помощью включения линейных 

или нелинейных корректирующих устройств, а также компенсацией 

влияния нелинейностей. 

Корректирующие устройства. В качестве линейных корректи-

рующих устройств используются главным образом неединичные 

главные обратные связи (рис. 2.20,а) и местные обратные связи, охва-

тывающие нелинейные элементы (рис. 2.20,б). 
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Нелинейные корректирующие устройства включаются либо по-

следовательно либо в обратные связи.  

При расчете корректирующих устройств структурную схему не-

линейной системы необходимо привести к эквивалентной однокон-

турной схеме с нелинейным элементом и эквивалентной линейной ча-

стью с передаточной функцией для схемы, приведенной на рис. 

2.20,а, 

Wэлч(s) = Wлч(s) Wос(s)  

и для схемы, приведенной на рис. 2.20,б, 

 

Wэлч(s) = Wлч(s) + Wмос(s). 

хg σ
F(σ) Wлч (s)  

Woc (s)  

a)  

хg σ
F(σ) Wлч (s)  

Wмoc (s)  

б)  
 

Рис. 2.20. Структурная схема нелинейной системы: 

а - c неединичной главной обратной связью; б - c местной об-

ратной связью 

 

Влияние линейного корректирующего устройства на фазовый 

портрет системы. Рассмотрим систему, представленную на рис. 

2.20,а,  линейная часть которой задана передаточной функцией 

1)s(Ts

k
(s)Wлч


 , 

где  k - коэффициент передачи; 
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       T - постоянная времени, 

 

а нелинейный элемент - статической характеристикой F();  у 

которой в качестве линейного корректирующего устройства включе-

но в главную обратную связь форсирующее звено с передаточной 

функцией 

Wос(s) = (Tос s + 1), 

 

где  Tос - постоянная времени. 

Передаточная функция эквивалентной линейной части системы 

будет 

1)s(Ts

1)sk(T
(s)W

ос
элч




 .                                 (2.54) 

На основании структурной схемы (рис. 2.20,а) и выражения 

(2.54) свободное движение нелинейной системы (g = 0) можно опи-

сать дифференциальным уравнением относительно отклонения  

 

(Tp2 + p) + k(Tос p + 1)F() = 0,   где p=d/dt.         (2.55) 

 

Учитывая, что 

 = (Tос p + 1)x,                                  (2.56) 

 

 

 

получим дифференциальное уравнение относительно управляе-

мой величины x системы 

T
d x(t)

dt

dx(t)

dt
kF( ) = 0

2

2
   .                           (2.57) 

 

Для построения фазового портрета в качестве координат 

фазовой плоскости выбираем управляемую величину  x  и ско-

рость ее изменения  y = dx/dt  и уравнение (2.57) заменяем экви-

валентными уравнениями первого порядка 
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











y,
dt

dx

);F(
T

k
y

T

1

dt

dy


                     (2.58) 

 

откуда дифференциальное уравнение фазовых траекторий будет 

 

dy

dx
=

1

T

k

T

F( )

y
.  

                               (2.59) 

 

Если нелинейным элементом является усилитель с насыщением 

(рис. 2.3,а), то для линейного участка характеристики  b 

 

F() = kу  =  kу(Tос p + 1)x 

и, следовательно, 

dy

dx
=

1 kk T

T

kk

T

x

y

у о с у




   .                        (2.60) 

 

Поскольку для участков насыщения F() = c, то вместо (2.59) 

аналогично (2.46) и (2.48) получим уравнения: 

 

dy

dx
=

1

T

kc

Ty
    при   < b  и  (Tос p + 1)x > +b;         (2.61) 

dy

dx
=

1

T

kc

Ty
    при   > +b  и  (Tос p + 1)x < b.         (2.62) 

 

Так как линейная область на фазовой плоскости определяется 

неравенством  b  и зависимостью (2.56), то уравнения граничных 

линий можно записать в виде: 

 

T y x b y
T

(x b);

T y x b y
T

(x b).

oc
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               (2.63) 
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Следовательно, граничные линии проходят через точки на оси 

абсцисс x= b и являются наклонными прямыми, угол наклона ко-

торых зависит от величины постоянной времени звена обратной связи 

 = arctg 








ocT

1 .                                   (2.64) 

 

На рис. 2.21,а изображены фазовые траектории и граничные ли-

нии для системы при начальных условиях (x0, 0). 

Таким образом, при неединичной обратной связи фазовый порт-

рет в зонах насыщения, определяемый уравнениями (2.61) и (2.62), 

будет таким же, как и при единичной обратной связи. В области ли-

нейной части характеристики фазовый портрет системы определяется 

уравнением (2.60), в котором имеется дополнительный член, обуслов-

ленный постоянной времени звена обратной связи Tос. Кроме того, 

наличие производной в главной обратной связи поворачивает гранич-

ные линии, разделяющие фазовую плоскость на области, против часо-

вой стрелки навстречу движению изображающей точки. Угол поворо-

та этих линий тем больше, чем больше постоянная времени Tос; в слу-

чае единичной обратной связи (Tос = 0) угол поворота равняется ну-

лю, при этом угол наклона  = 900.  
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Рис. 2.21. Фазовые траектории нелинейных систем: 

а - с усилителем с насыщением; б - с трехпозиционным реле 

 

Если нелинейный элемент обладает релейной характеристикой, 

то фазовые траектории в зонах насыщения и нечувствительности 
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определяются такими же уравнениями, как и в случае единичной об-

ратной связи. Однако наличие члена Tосs  в передаточной функции 

звена обратной связи обуславливает поворот линий переключения ре-

ле влево соответственно уравнениям (2.63); при этом угол наклона  

определяется по формуле (2.64). На рис. 2.21,б показана фазовая тра-

ектория и линии переключения для нелинейной системы с трехпози-

ционным реле с зоной нечувствительности (рис. 2.4,б) при начальных 

условиях (x0, 0). Поворот линий переключения реле навстречу движе-

нию изображающей точки фазовой траектории обеспечивает работу 

системы с упреждением. Путем подбора постоянной времени Tос 

можно обеспечить перевод релейной системы в новое состояние за 

одно включение реле, как показано на рис. 2.4,б, при угле наклона 

линий переключения, равном  . 

В том случае, когда система имеет неединичную жесткую глав-

ную обратную связь вида 

Wос(s) = 1 + kос,                                   (2.65) 

имеет место 

 = (1 + kос)x.                                   (2.66) 

 

Граничные линии и линии переключения для такой главной об-

ратной связи определяются уравнениями: 

 

k x x b x
b
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k x x b x
b

k
.
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               (2.67) 

 

Отсюда следует, что неединичная жесткая главная обратная 

связь вызывает перемещение граничных линий и линий переключе-

ния без изменения угла их наклона, что позволяет изменять соотно-

шения между областями с различными фазовыми траекториями на 

фазовой плоскости, например, изменять область нечувствительности 

системы при неизменности зоны нечувствительности реле или усили-

теля. 
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Компенсация влияния нелинейности. При компенсации нели-

нейностей нелинейную систему можно рассматривать как линейную 

относительно определенных входных воздействий. 

Компенсирующие нелинейности. Линеаризация заданной нели-

нейности F() заключается во включении последовательно или па-

раллельно компенсирующего нелинейного элемента с обратной нели-

нейной характеристикой F-1(). При этом получаем эквивалентный 

линейный элемент. На рис. 2.22 приведен пример линеаризации уси-

лителя с зоной нечувствительности путем включения параллельно с 

ним усилителя с насыщением. 

хвх хвых

 
Рис. 2.22. Пример включения компенсирующей нелинейности 

 

Если нелинейность F() присутствует в объекте управления ОУ, 

то линеаризация системы может быть осуществлена путем парал-

лельного включения  объекту управления  компенсирующей нели-

нейности F-1() и модели его линейной части Wм  лч оу(s) (рис. 2.23). 

 

 

Wм лч оу(s)  

уg
WR (s)  Wлч oy(s)  F (σ)  

ОУ

F-1(σ)  

 
Рис. 2.23. Структурная схема нелинейной системы 

 

Вибрационная компенсация нелинейностей заключается в том, 

что нелинейный элемент приобретает свойства пропорциональности, 

если на его вход вместе с полезным медленно изменяющимся сигна-
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лом g(t) подается высокочастотная периодическая составляющая u(t) 

(рис. 2.24). 

Если на входе нелинейного элемента (рис. 2.24,а,б) с характери-

стикой F(x) действует полезный медленно изменяющийся сигнал g(t) 

совместно с несмещенным периодическим сигналом u(t), частота  

которого достаточно велика, чтобы можно было приближенно счи-

тать функцию g(t) постоянной в пределах периода T = 2/ (рис. 

2.24,б), т.е. 

x(t) = g(t) + u(t),                                    (2.68) 

 

то выходной сигнал можно представить в виде суммы средней, 

медленно изменяющейся составляющей F1(g) и колебательной функ-

ции F2(u), близкой  

 

к периодической с частотой  

 

yн = F(x) = F[g(t) + u(t)] = F1(g) + F2(u).               (2.69) 

 

Среднюю составляющую приближенно можно представить как 

среднее значение выходного сигнала нелинейного элемента за период 

 

F [g(t)]
2

F[g(t) + u(t)]dt1

t /

t+ /








  

 

.                    (2.70) 

 

В случае  g = const  формула (2.70) точная и определяет посто-

янный член ряда Фурье, составленного относительно выходного сиг-

нала нелинейного элемента, а колебательная функция F2(u) есть сум-

ма гармонических составляющих этого ряда. 

            

уg(t)
Wлч (s)  F (х)  

х ун

а)

u(t)

НЭ ЛЧ
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Рис. 2.24. Вибрационная компенсация нелинейности: 

а - структурная схема разомкнутой системы; б - временные диа-

граммы  

изменения сигналов; в - статическая характеристика 

Формула (2.70) тем точнее, чем больше частота  и чем меньше 

g(t) изменяется в пределах периода T. На рис. 2.24,в представлена ха-

рактеристика F1(g) для идеального двухпозиционного реле при ком-

пенсирующей периодической функции u(t) треугольного вида часто-

ты  и амплитуды A. Статическая характеристика является линейной 

для полезного сигнала g(t), изменяющегося в пределах A. Коэффи-

циент передачи линейной части определяется как 

 

k
C

.
у A
                                             (2.71) 

 

Таким образом, чем больше амплитуда компенсирующих коле-

баний A, тем шире зона линейности нелинейного элемента. Однако 

при этом уменьшается коэффициент передачи линеаризованного эле-

мента. 

Статическая характеристика F1(g) может быть получена экспе-

риментальным путем, что позволяет определить значения kу  и A. 

Выходной сигнал нелинейного элемента yн  (2.69) поступает на 

вход линейной части системы. При достаточно большой частоте  

периодического сигнала u(t) линейная часть из-за инерционности не 

пропускает компенсирующие колебания, поэтому составляющей F2(u) 
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можно пренебречь. Следовательно, для разомкнутой системы (рис. 

2.24,а) можно определить передаточную функцию 

 

W(s) = kу Wлч(s).                                 (2.72) 

 

Это значит, что при задающем воздействии g(t) < A (рис. 2.24,в) 

для частоты  компенсирующих колебаний u(t), превышающих ча-

стоту среза линейной части системы, нелинейная система может рас-

сматриваться как линейная. 

Для формирования высокочастотного сигнала u(t) используется 

или специальный генератор или собственные колебания системы. 

 

 

2.7. Скользящие режимы в релейных системах 

 

Скользящим режимом называется режим работы релейной си-

стемы, характеризующийся колебательным движением изображаю-

щей точки вдоль линии переключения. Чем сильнее воздействие про-

изводной в цепи обратной связи, тем больше поворачиваются линии 

переключения реле против часовой стрелки. При этом интенсивность 

затухания переходного процесса возрастает. В том случае, когда в 

точке переключения угол наклона линии переключения становится 

равным наклону или меньше угла наклона касательной к фазовой тра-

ектории, по которой движется изображающая точка после переклю-

чения реле, возникают условия существования скользящего режима 

[10]. 

Рассмотрим возникновение скользящего режима в нелинейной 

системе, изображенной на рис. 2.20,а, с идеальным реле при отсут-

ствии внешнего воздействия и при заданных начальных условиях  x0 

 0 и y0 = 0. 

Пусть начальное состояние системы задано точкой (x0, 0) (рис. 

2.25), от которой изображающая точка перемещается по фазовой тра-

ектории типа 1 до встречи с линией переключения AB в точке C. В 

этой точке происходит переключение реле и изображающая точка бу-
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дет перемещаться по фазовой траектории типа 2 до точки D. В точке 

D происходит переключение реле в другую сторону, после чего изоб-

ражающая точка будет перемещаться по фазовой траектории типа 1. 

Но как только увеличится результирующий сигнал обратной связи, 

произойдет переключение реле и изображающая точка будет переме-

щаться по фазовой траектории типа 2 и так далее, т.е. изображающая 

точка, подойдя к этому отрезку линии переключения - отрезку сколь-

жения, не сможет уйти с него. 

Таким образом, изображающая точка, достигнув точки D, 

непрерывно переходит с траектории типа 1 на траекторию типа 2 и 

обратно, как бы скользя вдоль линии переключения и асимптотически 

приближаясь к точке равновесия 0. 

Как видно из рис. 2.25, скользящий режим возможен на тех 

участках, где фазовая траектория типа 2 проходит ниже линии пере-

ключения AB (после точки D). При начальном положении изобража-

ющей точки  (x02, 0)  после ее прихода по траектории типа 1 в точку 

на линии переключения D сразу начинается скользящий режим. При 

начальном положении изображающей точки  (x03, 0) скользящий ре-

жим имеет место после переключения реле, когда изображающая точ-

ка скользит по линии переключения AB в четвертом квадранте. В по-

следнем случае переходный процесс имеет перерегулирование. 

    

2 1

x

y

B

0M

1M

0x0 x02 x03 x01 

A

M1 

C 
D 

0M

 
Рис. 2.25. Фазовые траектории релейной системы 
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В рассматриваемом примере предполагается, что переключение 

реле происходит мгновенно, в результате частота переключений бес-

конечно велика, а амплитуда колебаний бесконечно мала. Такой 

скользящий режим называется предельным. Если учесть неоднознач-

ность характеристики или зону нечувствительности, то переключение 

реле при скользящем режиме происходит с конечной частотой, а ам-

плитуда колебаний отличается от нуля. 

В предельном скользящем режиме релейный элемент можно за-

менить эквивалентным линейным безынерционным звеном с коэффи-

циентом передачи, стремящимся к бесконечности (kp). Тогда эк-

вивалентная передаточная функция системы, соответствующая струк-

турной схеме, приведенной на рис. 2.20,а, будет 

1sT

1

(s)W

1
=

(s)W(s)Wk1

(s)Wk
 lim=(s)Ф

ococ
ocлчp

лчp

p
k

экв 




.    (2.73) 

 

Следовательно, для предельного скользящего режима релейную 

систему можно представить эквивалентной структурной схемой в ви-

де интегрирующего звена, охваченного обратной связью, или просто 

в виде апериодического звена первого порядка. 

При начальном положении системы x01 (точка M0 на рис. 2.25) 

после переключения реле в точке M1 изображающая точка по фазовой 

траектории типа 2 приходит в начало координат, характеризующее 

состояние покоя. При этом переходный процесс будет иметь мини-

мальное время, а режим работы системы будет оптимальным по 

быстродействию. При заданной постоянной времени корректирую-

щей цепи обратной связи Toc  такой режим будет существовать только 

для определенной группы начальных значений,  когда изображающая 

точка  в  начальный  момент  времени  оказывается  на  траектории  

M0 M1 0 M
1

M
0
, проходящей через начало координат; во всех других 

случаях будет иметь место скользящий режим либо сразу после пере-

ключения реле, либо после нескольких переключений. 

Для того чтобы процесс при любых начальных условиях был 

оптимальным по быстродействию, линией переключения должна 
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быть сама фазовая траектория, проходящая через начало координат. 

Такая кривая линия переключения свидетельствует о нелинейном ха-

рактере воздействия корректирующей обратной связи. Линия пере-

ключения не относится к фазовым траекториям. Но можно сделать 

так, что она будет совпадать с одной из фазовых траекторий. Тогда 

процесс в системе будет состоять из двух частей: подход к линии пе-

реключения по одной из траекторий, выбор которой зависит от 

начальных условий, и движение по линии переключения к положе-

нию равновесия. 

Наглядное представление о совокупности оптимальных процес-

сов при различных начальных условиях дает фазовый портрет, приве-

денный на рис. 2.26. 

 

x

y

A

B

 
 

Рис. 2.26. Фазовый портрет оптимальной по быстродействию 

системы: 

AB - линия переключения 

 

При построении оптимальных по быстродействию систем ос-

новной задачей является формирование функции управления, харак-

теризующей переключение релейного элемента. На рис. 2.27 приве-

дена структурная схема системы с нелинейной обратной связью. 
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Рис. 2.27. Структурная схема оптимальной по быстродействию 

системы 

 

В общем случае оптимальная по быстродействию система мо-

жет содержать вычислительное устройство, формирующее функцию 

нелинейной обратной связи, логические элементы и иметь перемен-

ную структуру. 

 

 

2.8. Статистическая линеаризация нелинейных характеристик 

 

Анализ и синтез нелинейных систем, работающих под воздей-

ствием случайных сигналов, значительно усложняется по сравнению 

с линеаризованной системой, так как, во-первых, закон распределения 

случайного процесса изменяется за счет изменения коэффициента 

усиления нелинейного элемента в зависимости от величины входного 

сигнала, во-вторых, если вместе с полезным сигналом на вход систе-

мы поступает случайная помеха, то при прохождении через нелиней-

ный элемент соотношение между ними изменяется. 

Для нелинейных элементов нет простой связи между средними 

значениями, корреляционными функциями и спектральными плотно-

стями случайных сигналов на его выходе и входе. Однако такую зави-

симость можно формально получить, если заменить нелинейное пре-

образование случайного сигнала некоторым эквивалентным линеари-

зованным преобразованием.  
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Оценить статистические характеристики нелинейных систем 

позволяет метод статистической линеаризации [2, 9, 10], основан-

ный на замене нелинейной характеристики статистически равноцен-

ной линейной. Критериями статистической равноценности служат два 

принципа: 

принцип равенства средних значений и дисперсий случайных 

процессов на выходе нелинейного элемента и эквивалентного ему ли-

неаризованного элемента; 

принцип минимума средней квадратической ошибки, обуслов-

ленной заменой нелинейного элемента приближенным линеаризован-

ным элементом. 

Заменим нелинейную характеристику элемента 

 

yн = F(x)                                          (2.74) 

линейной зависимостью 

y = kx,                      (2.75) 

 

которая имеет такие же математическое ожидание и дисперсию 

на выходе. С этой целью запишем (2.75) в виде 

 

y = k0 mx + k11 xo,                                (2.76) 

 

где xo  - центрированная случайная функция. 

Выберем коэффициенты k0  и k11  так, чтобы 

 

my = k0 mx  = myн ;      
y x y

2 2

н

2
k 

11

2 ,                          (2.77) 

где  mx, myн, my,   
x y y

2

н

2
, ,

2   -  математические ожидания и диспер-

сии сигналов. 

Из выражения (2.77) следует, что для статистической равноцен-

ности, исходя из равенства средних значений и дисперсий случайных 

процессов на выходе нелинейного элемента и эквивалентного ему ли-

неаризованного звена, требуется 
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k

m

m
;

0

нy

x

                                         (2.78) 

k ,
y

x

н

11
 




                                      (2.79) 

причем знак k11  должен совпадать со знаком производной нели-

нейной характеристики F(x). 

Величины k0  и k11  называются коэффициентами статистиче-

ской линеаризации. Для их вычисления требуется знать математиче-

ское ожидание и дисперсию сигнала на выходе нелинейного элемен-

та: 

m F(x) (x)dxyн  




 ;                               (2.80) 

 
yн

F (x) (x)dx
2 2

 



,                              (2.81) 

где (x) - плотность вероятности распределения случайного 

сигнала на входе нелинейного элемента. 

Далее найдем коэффициенты статистической линеаризации на 

основании второго принципа, обеспечивающего наилучшее прибли-

жение корреляционной функции сигнала на выходе нелинейного эле-

мента к корреляционной функции сигнала на выходе линейного зве-

на. Среднее значение квадрата ошибки, обусловленное заменой нели-

нейного элемента приближенным линеаризованным звеном, исходя из 

(2.74) и (2.76) определяется выражением 

 

(y y ) k m k k m m k (x y ) y
н x x x y

o

н н0

2 2

н
     2

12

2 2

0 12

22 2         (2.82) 

 

и должно быть минимальным. Приравняв нулю производные от 

последнего выражения по k0  и k12 ,  запишем уравнения 

;0mm2mk2
н

2

0 yxx
                                 (2.83) 

.0)y(x2k2
н

o
x
2

12
                                  (2.84) 

 

Следовательно, в этом случае коэффициенты статистической 

линеаризации вычисляются по формулам 
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k

m

m
;

0

нy

x

                                         (2.85) 
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



dx(x)F(x))m(x
1

(0)R

(0)R)y(x
k

x

xx

xy

x

н
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2

н

212

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.       (2.86) 

 

Таким образом, статистическая линеаризация из условия мини-

мума средней квадратической ошибки дает то же значение коэффици-

ента k0 ,  которое было найдено при первом способе линеаризации;  

коэффициент линеаризации относительно случайной составляющей 

k12 другой. Рекомендуется брать их среднее арифметическое значе-

ние: 

 

k
k k

.
1

11 12

2



                                        (2.87) 

 

Коэффициенты статистической линеаризации зависят не только 

от характеристик нелинейного элемента, но и от математического 

ожидания и дисперсии сигнала на его входе. Кроме того, для их вы-

числения требуется знать закон распределения случайного процесса. 

При прохождении случайного сигнала через замкнутую систему 

инерционные звенья линейной части системы приближают закон рас-

пределения к нормальному, поэтому для типовых нелинейных харак-

теристик коэффициенты  k0   и  k1  могут быть заранее вычислены. 

В заключение следует отметить, что метод статистической ли-

неаризации применим к системам, в которых невозможны автоколе-

бания. Для исследования нелинейных систем с автоколебаниями ис-

пользуется метод совместной статистической и гармонической линеа-

ризации. 

Таблицы коэффициентов статистической и совместной стати-

стической и гармонической линеаризации для различных нелинейно-

стей приведены в литературе [17].  
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ВОПРОСЫ  К  РАЗДЕЛУ  2 

1. Сформулируйте определение и приведите классификацию 

нелинейных систем. Перечислите особенности нелинейных си-

стем. 

2. Каковы основные методы исследования и расчета нели-

нейных систем, применяемые в инженерной практике? 

3. Расскажите о прямом методе Ляпунова. 

4. Объясните определение абсолютной устойчивости нелиней-

ных систем по методу В.М.Попова. 

5. В чем сущность метода гармонической линеаризации не-

линейных характеристик? 

6. Поясните исследование нелинейных систем на фазовой 

плоскости. 

7. Какие средства применяются для коррекции нелинейных 

систем? 

8. Что означает вибрационная компенсация нелинейно-

стей? 

9. В каких случаях в нелинейной системе возникает сколь-

зящий режим? Как построить систему оптимальную по быст-

родействию? 

10.Что такое статистическая линеаризация нелинейных 

характеристик? Как она осуществляется 
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