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1. ЦЕЛИ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ
I-{елью освоения дисциплины <Щифференциztльные уравнения)) является освоение

ОсновньIх теором базовых рtlзделов теории дифференциальньD( уравнений (теорем
существованияи единственности, теории линейньтх систем, теория устойчивости).

ЗаДачей дисциплины является освоение основньIх методов решения и качественных
методов исследования обыкновенньrх дифференциальных уравнений.

2. МЕСТО ДИСЦИПЛИНЫ В СТРУКТУРЕ ОПОП
,Щисциплина <ЩифференциtlJьные уравнения> относится к обязательной части учебного

плана.

3. ПЛАНИРУЕМЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОБУЧЕНИЯ ПО ДИСЦИПЛИНЕ
планируемые резупьтаты обучения по дисциплине, соотнесенные с планируемыми

опопльтатами освоения OllOll (компетенциями и достижениякомпетенций)''

Фоомиочемые

Планируемые результаты обучения по дисциплине, в соответствии с
индикатOром доотижения компетýнции

\:

наименован ие

Индикаmр достижения компетенции Розультаты обучения по дисциплине
оценочного средства

,],i,i:.l
оПк-1. Способен
применять
фундамеlпальlше
знаниrI, поп)л{енные в
обпасти
математшIеских и
(или) естественных
наук, и использовать
ихв
профессиональной
деятельности

ОПК_1.1. Знает принципы
использованиrI

фундаментальrшх знаний,
поJDленных в области
математи.Iеских и (или)
естественных наук.
опк-1.2. Умеет
использовать базовые знания
из области MaTeMaTшIecKlD( и
(или) естественных наук в
профессиональной
деятельности.
оПк-1.3. Владеет навыками
выбора методов решениlI
залач профессиональной
деятельности на основе
теоретическло< знаний.

Знать базовые навыки,
поJDленные в области
математшIескю< и (ши)
естественньж наук,
Уметь испоJIьзовать базовые
знания из области
математическю< и (шrи)
естественных наук в
профессионшlьной деятельности.
Владеть навыками выбора
методов решениrI задач
профессионапьной деятельности
на основе теорети.IескLD( знаций.

Типовой pactleT,
контрольные

вопросы к рейтинг-
контролю и

промехtуточной ,'

аттестаI{ии

оIIк-3. Способен к
разработке
алгоритмиtIеских и
программных решений
в области системного
и прикладного
программированLUI,
математиrIеских,
информационных и
имитационных
модолей, созданию
информационrшх

ресурсов глобальных
сетей,
образовательного
контента, прикJIадных
баз данных, тестов и
средств тестированиrI
систем и средств на
соответствие
стандартам и
исходным
требованиям

ОIIК-3.1. Знает методы
теории алгоритмов,
системного и прикладного
программирования, принциIш
и методологии тестированиrI
программного обеспечения,
принципы математического
моделироваЕиrI, типовые
(универсальные)
математи.Iеские (вк.гпочая
информационные и
имитационные) модели,
формулы, теоремы и методы,
используемые в широком
наборе областей применения
прикладной математики.
ОПК-3.2. Умеет определять и
cocTaBJuITb информационные
ресурсы глобшrьrшх сетей,
образовательного контента,
средств тестцрованиrI систем,
осуществлять обоснованшtй
выбор адекватных
пOставленной задаче базовых
математических моделей,
модифицировать базовые и

Знать:
. мето.ФI теории аJIгоритмов;
. мето.ФI системного и
прикладноrc программIФования;
. принциIш и методологии
т€стIФования проrраммного
обеспечения;
. принциБI математшIеского
модел}rрования;
. типовые (уншерсальlше)
математические (вктпочая
информаlионные и
имитаIц,Iонные) модели,

форлryлы, теоремы и методы,
используемые в широком наборе
областей применения
прик.гIадной математики.
Уметь:
. соотносить знания в области
програN{I\,lIФованиrI ;
. оцредеJUIть и cocT:lBJUITb
шrформаlц,rонные ресурсы
глобшtьrъгх сетей,
образовательною контента,
средств тестирования систем ;
. осуществJuIть обоснованrъlй

Типовой расчет,
Контрольныеj'il i,

вопросы к рейтинг-
контролю и

промежуточной
аттестации



(или) разрабатывать
оригинальные
математшIеские модели в

соответствии со спецификой
поставленной задачи
моделирования.
ОПК_3.3. Владеет навыками
разработки программного
обеспечения, а также
выполнения математического
моделированиrI от анаJIиза
постановки задачи до анaшиза

результатов.

выбор адекватrъж поставленной
задаче базовых MaTeMaTиlIecKID(

моделеЙ;
. модифицировать базовые и
(ипи) разрабатывать
оригинальные математLшеские
модели в соответствии со
спецификой поставленной
задачи моделирования.
Владеть:
. навыкапdиразрабоп<и
программною обеспечения;
. навыками выполнения
математического моделцрования
от анализа постановки задачи до
анaшиза результаюв.

4. ОБЪЕМ И СТРУКТУРА ДИСЦИПЛИНЫ
Трулоемкость дисциплины составлrIет 3 зачетньтх единицы, 108 часов.

тематический план
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1
Обыкновенные дифференциzlльные уравнения
(ОДУ). Общие понятия. ПDимеры из физики.

J l 2 2 2 J

2 Простейшие методы отыскания решений. J 2 2 2 2 J

3

Нормальныо системы О.ЩУ и сведение
уравнения п-го порядка к нормальной системе.
Существование и единственность решений дlя
нормtцьных систем ОДУ.

J з-4 4 2 6

4
Продолжение решений. Непрерывная
зависимость решений от начальных данных и
правой части.

J 5 2 l J

5
Линейные уравнения и системы линейных
ОДУ. ФундаментЕlльная матрица и ее свойства.

J б 2 l з Рейтинг-контроль l

6

Линейные неоднородttые системы. Общее и
частное решение. Принцип суперпозиции.
Формула вариации постоянных.

J 7-8 4 2 6

7
Линейные уравнения п-го порядка и их
свойства. Фундамеrrтальнаrl система решений.
Общее решоние,

9 2 l J l

8
Определитель Вронского системы решений
линейного уравнения и его свойства. Формула
Лиувилля-ОстDоградского.

J l0 2 2 2 J

9
Линейные уравнение п-го порядка с
постоянными коэффициентами. з 1l 2 2 2 з Рейтинг-контроль 2

10
Линейные нсоднородные уравнения п-го
порядка с постоянными коэффициентами.
Частное решоние.

з |2 2 2 2 3

ll
линейные системы с постоянными
коэффициентами. Характеристическое
уравнение и представление решений.

з lз 2 2 2 3

12
Линейные неоднородные системы с
постоянными коэффициентами Формула
вариации постоянных.

|4 2 2 2 J

13 Автономные системы. Устойчивость. J l5 4 2 J 6

ii

l
l
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14
Особые точки. Фазовый портрет двумерных
линейных систем. 16 2 l 1,5 з

l5 Щифференцируемость решений по парамЕгру. J
l7-
l8 2 l 1,5 Рейтинг-контроль 3

Всего за 3 семестр: зб 18 54 зачет с оценкой

Итого по дисциплине 36 18 54 Зачет с оценкой

Содержание лекционных занятий по дисциплине
Тема 1. Обькновенные лифференциztльные уравнениrI (ОДУ). Обцще поЕятия. Решение ОДУ и

его своЙства. Геометрическое представление графиков решений. Начшlьные данные и задача Кошiл
шя ОДry.Примерыиз физики. i

Тема 2. Уравнения с рЕlздеJuIюц{имися переменными. Однородные уршнениrI. Линейньiе
уравнениrI. Уравнения в полньD( дифференциалах. Метод понижениJI порядка. i

lТеМа ормальной сйСiёмЬ.Существо оДУ. i.

Тема ыВнzuI ЗаВис-LilшOссЬ

решений от начальньD( дtlнньD( и правой части. Уравнения п-го
старшей производIой и их сведение к нормаJБной системе д,Iф
о существовании и единственности решения задачи Коши дlя
ПРОДОЛЖеНИи и нецрерывноЙ зависимости решениЙ от начальньD( данньD(. Теорема о степени
гладкости решениrI. 1,1

тема 5. Линейные уравнения И системы линейньD( ,щу. Свойства решений линейньж сиitёпfil
линейная независимость решений. Опреде.гпатель Вронского системы решений линейного уравнф1
и его свойства. Формупа Лирилrrя-Острограпского. ' ]t ijle

тема 6. Линейные неоднородIые системы. Общее и частное решение. Принцип суперпозиций.
Представление решениrI с помоптью фунлаlrлентшlьной матрицы. Формула вариации постояннБiх.L]i"JЁ,

Тема 7. JIинейные уравнения п-го порядка и их свойства. ФундаlrлентаJIьная система решениfl,
Общее решение. ;ii .t:\it]Cl]lr

ТеМа 8. Определитель Вронского системы решений линейного уравнениrI и его
Формула Лирилля-Острогр4дского.

тема 9. Jfuнейные уравнение п-го порядка с постоянными коэффициентдйill
Характеристическое л)авноние и представление решений. Общее решение. i{i,I

Тема 10. Линейные неоднородные уравнениrI с постолIными коэффициентами. ЧастнqQ
решение. отыскшrие частного решениJI методом неопределонньD( коэффициентов. Метод 

"ар"ацfiйпостоянньD(. ', ii:.'Тема 11. Линейные системы дУ с постоянными коэффициентаN{и. Характеристичейй
МНОгОч,лен. Представление общего решения. 

,i |ii,tlil.

Тема 12. Линейные неоднородные системы ЩУ с постоянными коэффиЦИеНТа]чIи. Or"r.*diitiЁ
частного решениJI методом неопределенньD( коэффициентов. ФормулЬ- вариации поёrоi|rjД*jk
решениlI задаtм Коши. Краевые задачи для пиней

Тема 13. Автономные системы. Фазовое
автономных систем и их свойства. Устойчи
решения линейньп< систем с постоянными ко
Ляпунова об устойчивости. Теорема об устойчи

ТеМа 14. Особые точки. Фазовый портрет двумерньтх линейных систем. Особые точкй.!/,itj
линейньrх систем второго порядка с постоянными коэффициентаlrли. Грубость особых точек i:il
автономных нелинейньж систем второго порядка.

тема 15. Щифференцируемость решений нормальной системы по параметру. Система"l'
уравнений в вариациях. Разлолtение решения В ряд по степеням маJIого параметра. Метод
изоклин. Уравнения с разделяющимися переменными. i ]r'

l i',l .

Содержание практических занятий по дисциплипе ','



Тема 2. Простейщие методI отыскшIия решений, Решgнио задач,
Тема 3. Определитель Вронского системы решений линейного уравнениrI и его свойства.

Формула Jfuрил.тrя-Остроградского. Решение задач.
Тема 4. JIинейные уравнение п-го поря,ща с постоянными коэффициентаNIи. РеIцение задач. . ,

Тема 5. Линейные неодIородные уравнениrI п-го порядка с постоянными коэффициентаМи.
Частное решение. Решение задач. : ,| ,

Тема б. Линейные системы с постоянньпrли коэффициентаI\dи. Харакгеристическое урч""."Й" "представпениерешений. Решениезадач. |],

ТеМа 7. ЛИНейные неоднородные системы с постоянными коэффициентЕlми Формула вариации
постоянньD(. Решение задач.

Тема 8. Автономные системы. Устойщавость. Решение задач.
Тема 9. Особые точки. Фазовьй портрет двумерньD( линейньu< систем. Реrцение задач.
Тема 10. Щифференцируемость решений по парамсгру. Решение задач.

t 1)1)

5. ОЦЕНОЧНЫЕ .СРЕДСТВА ДЛЯ ТЕКУЩЕГО КОНТРОЛЯ УСПЕВАЕМОСТИ,
промЕжуточноЙ дттшстАции по итогАм освоЕниrI дисциплины
И УЧЕБНО-МЕТОДИtIЕСКоЕ оБЕспЕчЕниЕ сАмостоятЕлъной рдьоfы .t ,l,;,

Тема 1. Обьп<новонные д,rфференциальные уравнения (ОДУ).
задач.

СТУДЕНТОВ
5.1. Текущий контроль успеваемости

Примеры из физики. Решение

: ,,Tteilгtr-

Рейтинг-контроль ЛЪ1 .'

<<ЭЛеМентарные методы интегрирования уравнений первого порядка и уравнеriий,'rI;lil'r
допускающих понижение порядка. Интегрирование линейных уравнений и систем ,,..ii it;i

высших порядков>
1. Решить уравнение ху' со5{ : у.о*Ц - "."t-fr
2. Решить задачу Коши 2(х * y4)dy : у&, у(0) : 1. ,i,,;.

3. Решить уравнение у' : ху - х)rЗ.
4. Найти частный интегрrrл уравнения (2х *$la- + (lnx - уЗ)dу : 0, удовлетворяющий

"'",
5. Найти общее решение, испопьзУя Метод подбора: у,' _ zy'_ 3У : _4etr * 3. ,

6. Найти общее решенио методом вариации: у" + у- - 
- t ' ]ili'] '1i

siп2rч'ЕiБ
7.РешитьзадачуКоши: yn :-2y*z -e2*,z'- -Зу *2z lбе2*,у(0) = z(0):1; i{.;.i,ll

8. ПостроитЬ линейное однороднОе диффеРенциальнОе уравнение (возможно бол-qg.,,.,
низкого порядка) с постоянными коэффициентЕlп{и, дJIя которого функцИЯ Yt: хех cosZx -.l"
частное решение.

Рейтинг-контроль ЛЬ2
<<ЗаВИСИМОСть решений ОЩУ от начальrЪr* дпrrьж и параметров. Основы ]"l'

математической теории устойчивости>>
1. ПРИУ(0) : 0,у'(0) : ]- * р,найти1#."о"д : 0, еслиу" -Зу* siпдrу : дх. .i.,,

2.Приу{Z) : Уо найти # "о" Уо : 0, если у'- ), - 2у' + 4хуr. 
;

3. При х(0) : У(0) : 0 найти Р rrр' lt: o,".n' [* 
: ]' * 10лУ ''' ,J \-J ' "*""' 0р \ lt :2tx2 Jl i 1

4. Решить краевую задачУ у" : 4у * 2, у(0) : 1, у(r) ограничено при х --+ *оо, :.:!- 
.5. ПользуЯсь опредеЛениеМ устойчивОсти пО Ляпунову, выяснить устойчивость реrrrения:'"

задачи Коши 4xf * (2t + 1)"'- 0, х(0) : 1.
6. ПО теореме об устойчивости по 1-му приближению исспедовать устойчивость нулевого

решениясистемы:t: ytgx-1l.,i : -2lrr(1 *х*у2) - 3у. '|!

l



7, При каких значениях параметров tr и Ь асимптотически
системы * : х - 2 siпау *хЗ, у : -Zebx - 3у * 2.

8. Попьзуясь известными условиями гурвицевости
асимптотическуIо устойчивость нулевого
у5 +у4 * 6у"' * 4у" * 8у'* зу : g.

устойчиво нулевое решение

9. Начертить на ппоскости Оху эскиз траекторий системы вблизи точки (0,0) и с
помощью функции JIяпунова либо Четаева исследовать устойчивость нулевого решения
системы I : ýirlx, ух *уЗ.

Рейтинг-контроль ЛЬ3
<<Элементы качественного анализа динамических систем. Уравнения с частными.

ПРОИЗВОДНЫМИ ПеРВОГО ПОРЯДКа)>. : i,,
1. Дпя заданного линейного векторного поля изобразить фазовый trортрет вблизи особой

точки (0;0). Определить тип особой точки.
2. Определить тип особой точки заданного нелинейного векторного поля.
3. Методом характеристик построить общее решение линейного однородного

квазилинейного уравнения в частньIх производных первого порядка.

, t(]'

4. МеТОдоМ характеристик построить интегральную поверхность линейного однородного
либо квазИлинейногО уравнениЯ в частныХ производНьж первоГо порядка, проходящую череЬ
данное начальное многообразие.

.щля выдачи конкретных заданий используются материaлы сборника: Сборник задач по
дифференциtlльным уравнениям и вариационному исчиспению : учебное пособие / В.к.
Романко, Н.Х. Агаханов, В.В. Власов, Л.И. KoBarreHKo. - 6-е изд. - Москва : ЛабораtоРЙя
знaний,2020,-222с.-ISBN978-5-00101-799-8.-ь:ii'1.

5.2. Промежуточная аттестация по итогапd освоения дисциплины (зачет с оценкой)' 
'':]1.t

Вопросы к зачеry с оценкой
дифференциЕIльное уравнение п-го порядка,
Интегральные кривые. Геометрический смысл

пOлинома, исследOвать

решения уравнения

1. основные понятия:
дифференциttльного уравнения.
У'=(х,У).

либо

решение
уравнениrl

интегральному
t для системьt

2. Уравнения с ра:}деJuIющимися переменными. Однородные уравнения и свойства репrений
однородного уравнения.

3. ЛинейНые уравнения первого порядка. Уравнения в полньIх дифференциалах.
4. НормальнаrI система дифференциальньж уравнений и е" рЬ.е"ия. Задача Кош"i(дл"

системы дифференциальньж уравнений. Условие Липшица.
5. Сведение задачи Коши для системы дифференциапьных уравнений к :

уравнению. Теорема существования и единственности решения задачи Коши
дифференциальньD( уравнений.

6. Теорема о существовании и единственности решения для уравнения п-го порядка.
7. Система пинейньтх дифференци€lльньIх уравнений. Свойства реш."ий однороднсifi

СИСТеМЫ ДИффеРенциальньD( уравнений. Линейная независимость решений, 
- ,, ilil

8. Определ ФундаментЕlльная система решений, Переход
От ОднородноЙ . ФормулаЛиувилля-остроградскогоt ii ]l]!,,jt,i

10. общее с""r.й", дифференциЕtльньтх уравнений. Мqтод
вариации постоянньD(.

1 1. Линейные уравнения п-го порядка. Частное решение.
12. Линейные ур.внения с постоянными коэффициентами. Характеристический многочдqн и

собственные значения. Решения, отвечающие собственным значениям (все случаи). 
:,,il*.j\l'ir

13. Линейные система дифференциальньж уравнений с постоянными коэффициентdiмfil
Решения, отвечающие различным собственным значениям. Случай комплексных корней.

14. Линейные системы дифференциальньж уравнений с постоянными коэффициентами.
СлучаЙ кратньrх корней. ;, i'fi

15. особые,очк" и фазовый портрет линейньж систем на ппоскости. 
lii1



16. Устойчивость по Ляпунову. Асимптотическая устойчивость.
решения для линейньIх систем с постоянными коэффициеЕтами.

17. Исспедование устойчивости с помощью функции Ляпунова.
18. Устойчивость по первому приближению.

5.3. Самостоятельная работа обучающегося.
Задания к типовому расчету

1. Решить задачу:
а) ху' :2у(х + 1);

Ь) (х + у)у'- 2х * у:0;
с)у'*2у=х+1;
d) (3х2 + 3у sin х + l)dx + (2у - cos x)dy: 0.

2. Решить задачу Коши:
а) у'* 2ylx:3;y(0): 1;

Ь) у' + ху : х2 + 1; у(0) :_2;
с) у' + 4у:4х+ 5; у(1): 1;

d) ху' * у:4х; у(1):0.
3. Решить задачу Коши:

а) У" -2у' - 3у:0; у(1):0; у'(1):2;
Ь) у" * 2у' - 3у : 0; у(_1) : 1; у'(_1) : 0,
с) у" * 2у' - 8у: 0; у(0) : 0; у'(0) : 2;
d) 2у" * 3у' + у : 0; у(2) : 2; у, (2) : _2.

4. Решить уравнения:
а)2у" _ у' _ у: х;
Ь) у"' l2y' : cos х;
С) у" - у' -tzy:2*,
d) у"' - у" - 2у0: 1;

е)2у" |2у'+ у:х_ l;
f) у"' -2у" _ у' + 2у: зх.

5. Решить систему уравнений:

Устойчиво.r" 
"rn""oji

5'1' (;f; :2t: * 
tJ _ ,! 5,2,

' [i'::t:-|2ll*t i {,) l;:;"-i |r){",:l,+2!l+t :"'li:2l:14,y ' "lI::;__ 
t]_2l \ti:2,r:+4tl 

i

5.З. , 
|;i: 

: J: _ 2у + 2z 5,4.
,,)Jd,:2l,*2.y,,\J;_-: _;:::: 

J.'t. 
.,rJ,t.:2:t'*2Y'lз7:4та1,,а2', ; b)1l_:' +4!t-22 с),

\--" г5,у- за [ri:+*'Ill+zt

,,;t'[.t)

ФонД оценочньЖ матери.rпоВ (Фом) дпЯ проведения аттестации уровня
сформировЕIнности компетенций обуrающихся по дисциплине оформляется отдельным
документом.

б. УЧЕБНО_МЕТОДИЧЕСКОЕ И ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ
дисциплины

б.1. Книгообеспеченность

наи менование литературы : автор, названис, вид изданшl, издательство Год
издания

книгооБЕспЕtIвн 1-1ocl-b

I-Iаличие в элек]ронtIом
каталоге ЭБс

Основная литература
1. Филиппов А. Ф. Введение в теорию лифференциаJIьных уравнений :

Учебник. Изд. 2-е, испр. М.: Комкнига, 20O'l . - 24о с. - ISBN 978_5-484-
0078б-8.

2007 https ://allen g. orYd/math-
stud/path-st879.htm

2. Сборник задач по дифференциальным уравнениям / Филиппов А, Ф.. -
М.: Книжный дом ЛИБРокоМ, 201l -Z40 с. - ISBN 978-5-397-0l бз2-2.

20lI

3. Ибрагимов, Н. Х. Практический курс лифференциtlльных уравнений и
математшIеского модеддр9д9ццдлдассические и новые методы.

2012 https ://www. studentlibrar
ч.rц/Ьооk/ISВN 9'7 85922 1

http ://kvm. gubkin. ru/фti/'
uok/FilippovPц o61l: lt,i



Нелинейные математические модели, Симметрия и принципы
инвариантности lИбраrимов Н. Х. ; Пер. с англ, И. С. Емельяновой. - 2-е
изд. , доп. и испр. - Москва : ФИЗМАТЛИТ,2012. - ЗЗ2 с. - ISBN 978-5-
9221-1з77-9,

l з779,htmI

,Щополнительная литература
1. Петровский, и. г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных
уравнений / Петровский И. Г. - Москва : ФИЗМАТЛИТ,2ОО9. - 208 с, -
ISBN 978_5 -922l -l l 44-,7,

2009

l l447.htmI
б.2. Периодические издания
1. Успехи математически)( наук, журнал РАН (корпус 3, ауд.414)
б.3. Интернет-ресурсы
1. hФ://чindow.edu,rr/
2. http://www.exponenta,rr/
З. http://allmath,com/

7. мАтЕриАльно_тЕхниtIЕскоЕ оБЕспЕчЕниЕ длсщ,шлины
!ля реализации данной дисциплины имеются специмьные помеIцения для проведения занятий

лекционного и практического типа. Практические работы проводятся в лаборатории чl4сленных,
методов (405-З).

ПереченЬ используемого лицензионного программного обеспечения: Microsoft Excel, Maple.

Рабочую программу составил :

доцент каф. ФАиП, к.ф.-м,н. Мастерков Ю.В.

Рецензент (представитель работодателя):
запdеститель директора по рtввитию Ооо

года

<Баланс> Кожин А.В.

Программа рассмотрена и одобDена на заселании каtЪеппьт ФДиП

Заведующий кафедрой ФАиП, к.ф.-м.н., доцент Бурков В.,Щ.

рабочая программа рассмотрена и одобрена на заседании )цебно-методической комиссии
направления
Протокол Nч
Председатель комиссии
Зав. кафедрой ФиПМ, д.ф.-м.н. Аракелян С.М.

ЛИСТ ПЕРЕУТВЕРЖДЕНИЯ
РАБОЧЕЙ ПРОГРАММЫ ДИСЦИПЛИНЫ

ныи года
л заседания кафедры Ns /
щий кафедрой.-- /zc/r'z

Рабочая программа одобрена на 20_ l 2О.

Протокол заседания кафедры Jrlb _ от
Заведующий кафедрой

Рабочая программа одобрена на20
Протокол заседания кафедры Nч

l20 1^lебный года
от

Заведующий кафедрой
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