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ВВЕДЕНИЕ 

Пособие посвящено одному из классических разделов алгебры – 

теории многочленов от одной переменной. С многочленами связан це-

лый ряд важных преобразований в математике. Изучение полиноми-

альных уравнений и их решений являлось основой развития классиче-

ской алгебры на протяжении нескольких столетий. Техническая про-

стота вычислений, связанных с многочленами, по сравнению с более 

сложными классами функций способствовала развитию методов раз-

ложения в ряды и полиномиальной интерполяции в математическом 

анализе. 

В пособии изложены основные факты теории многочленов от од-

ной переменной, приведены их доказательства. Рассмотрены разнооб-

разные задачи, связанные с многочленами, и их решения, а также пред-

лагается большой набор упражнений для самостоятельного решения. 

Изложение имеет целостный, замкнутый характер и может быть 

использовано всеми желающими для знакомства с многочленами как в 

плане теории, так и плане вычислительных приложений. Приведенные 

теория, примеры и задачи позволяют успешно овладеть фундаменталь-

ными знаниями в этой области. В результате усвоения изложенного ма-

териала студент должен приобрести следующие компетенции: 

знать 

 • формулировки определений основных понятий и теорем; 

 • основные операции с многочленами; 

уметь 

 • доказывать основные теоремы о многочленах; 

 • решать задачи, связанные с многочленами; 

 • находить корни многочлена;  

 • производить разложение многочлена на множители; 

владеть 

 • вычислительными алгоритмами; 

 • приложением теории многочленов к решению вычислительных 

задач. 
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Глава 1. ТЕОРИЯ ДЕЛИМОСТИ МНОГОЧЛЕНОВ ОТ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ 

1.1. Основные определения и простейшие свойства 

 

Многоченом, или полиномом, называется выражение вида 

𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛, 

где 𝑎𝑖 ∈ 𝑃 (P-числовое поле), а x – символ, назывемый независимой пе-

ременной, величины 𝑎𝑖 называются коэффициентами многочлена, а 

выражения 𝑎𝑖𝑥
𝑛−𝑖 – членами или мономами многочлена 𝑓(𝑥), при этом 

𝑛 − 𝑖 – степенью монома.  

Если 𝑎0 ≠ 0, то 𝑛 называется степенью многочлена и обознача-

ется deg f, а 𝑎0𝑥𝑛 – его старшим членом. Коэффициент 𝑎𝑛 называется 

свободным членом.  

Многочлен 𝑓(𝑥) = 0 называется нулевым; его степень не опреде-

лена. Многочлены 1-, 2-, 3-й степеней называются линейными, квад-

ратными и кубическими соответственно. Многочлены нулевой степени 

вместе с нулевым многочленом называют константами.  

Многочлен, старший коэффициент которого равен единице, 

называется нормированным. 

Два многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 +
𝑎0 и 𝑔(𝑥) = 𝑏0𝑥𝑚 + 𝑏1𝑥𝑚−1 + 𝑏2𝑥𝑚−2 + ⋯ + 𝑏𝑛−1𝑥 + 𝑏0 равны, если 

𝑚 = 𝑛, 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖(𝑖 = 0, 1, 2, … , 𝑛). 

Множество всех многочленов с коэффициентами из множества А 

обозначим А[x]. Множество всех многочленов их P[x] можно склады-

вать и умножать. При этом снова получается многочлен из P[x].  

Сложение и умножение многочленов происходит по обычным 

правилам сложения и умножения алгебраических выражений. Для 

определения суммы многочленов f(x) и g(x) предположим, что 𝑚 = 𝑛 

(чтобы это предположение выполнялось припишем, если необходимо, 

к многочленам f(x) и g(x) нужное количество членов с нулевыми коэф-

фициентами). Тогда суммой многочленов f(x) и g(x) называется много-

член. 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (𝑎0 + 𝑏0)𝑥𝑛 + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥𝑛−1 + (𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1)𝑥 + (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) 
Пример. 

2352)(;373)( 2324  xxxxgxxxxf . Найти )()( xgxf   

.54223

))2(3()31()57(23)()(

234

234





xxxx

xxxxxgxf
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Произведением многочленов f(x) и g(x) называется многочлен 
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑎0𝑏0𝑥𝑛+𝑚 + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝑥𝑛+𝑚−1 + (𝑎𝑛−1𝑏𝑚 + 𝑎𝑛𝑏𝑚−1)𝑥 + 𝑎𝑛𝑏𝑚 , 

т.е. 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑐0𝑥𝑛+𝑚 + 𝑐1𝑥𝑛+𝑚−1 + ⋯ + 𝑐𝑛+𝑚−1𝑥 + 𝑐𝑛+𝑚, где 

 𝑐𝑘 = ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑖+𝑗=𝑘 , deg(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = 𝑑𝑒𝑔𝑓(𝑥) + 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥).  

Пример. 13)(;12)( 2  xxgxxxf . Найти )()( xgxf  . 

.145612336

)1(1)1()()1(2313)(32

)13)(12()()(

23223

22

2







xxxxxxxx

xxxxxxx

xxxxgxf

 

Операции сложения и умножения обладают следующими свойствами: 

1. 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) − коммутативность сложения; 

2. 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) − коммутативность умножения; 

3. 𝑓(𝑥) + (𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)) = (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) + ℎ(𝑥) −ассоциативность 

сложения; 

4. 𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)) = (𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))ℎ(𝑥) − ассоциативность умножения; 

5. 𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) − дистрибутивность. 

Докажем, например, ассоциативность умножения многочленов. 

Если помимо многочленов  

f x a x a x an n

n( ) ...   

0 1

1
 и m

mm bxbxbxg   ...)( 1

10  

дан еще многочлен h x c x c x ct t

t( ) ...   

0 1

1
, ct  0 , то коэффициен-

том при x
n m t i  

, i n m t  0,  в произведении  f x g x h x( ) ( ) ( )  будет 

служить элемент a b c a b ck i
k i jj m i

m k l m
k l m i     

 








  , а в произведении 

 f x g x h x( ) ( ) ( )  - равное ему число a b c a b ck l m
l m jk j i

k l m
k l m i     

 








  . 

Легко видеть, что в 𝑃[𝑥] константа 0 (и только она) является 

нейтральным элементом относительно сложения, т.е. для любого 

𝑓(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥] справедливо 𝑓(𝑥) + 0 = 𝑓(𝑥). Для многочлена 𝑓(𝑥) ∈
𝑃[𝑥] противоположным называется такой многочлен ℎ(𝑥), что ℎ(𝑥) +
𝑓(𝑥) = 0. Нетрудно заметить, что таким многочленом будет 

−𝑓(𝑥) = (−𝑎0)𝑥𝑛 + (−𝑎1)𝑥𝑛−1 + (−𝑎2)𝑥𝑛−2 + ⋯ + (−𝑎𝑛−1)𝑥 + (−𝑎𝑛) и 

только он. 

Операция вычитания выводится как операция, обратная к сложе-

нию, а именно разностью или многочленом, полученным в результате 

вычитания многочленов f(x) и g(x), называется такой многочлен ℎ(𝑥) =
𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥), что 𝑓(𝑥) + ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥). 
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В 𝑃[𝑥] константа 1 (и только она) является нейтральным элемен-

том относительно умножения, т.е. для любого 𝑓(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥] справедливо 

𝑓(𝑥) ∙ 1 = 𝑓(𝑥). Для многочлена 𝑓(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥] обратным называется та-

кой многочлен ℎ(𝑥), что ℎ(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥) = 1. Обратный многочлен, если он 

существует, обозначается 
1

𝑓(𝑥)
. Из утверждения вытекает, что 

𝑑𝑒𝑔
1

𝑓(𝑥)
= 𝑑𝑒𝑔𝑓(𝑥), откуда получаем, что обратный многочлен суще-

ствует тогда и только тогда, когда 𝑑𝑒𝑔𝑓(𝑥) = 0, т.е. 𝑓(𝑥) - нулевая кон-

станта.  Операция деления вводится как операция, обратная  операции 

умножения, а именно частным или многочленом, полученным в ре-

зультате деления нацело 𝑔(𝑥) на 𝑓(𝑥), называется такой многочлен 

ℎ(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
, что 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥).  

Из определения суммы многочленов получаем, что либо 𝑓(𝑥) +

𝑔(𝑥) = 0, либо deg(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) ≤ max{𝑑𝑒𝑔 𝑓(𝑥), 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥)}. Из опре-

деления произведения многочленов получаем, что если 𝑓(𝑥) ≠ 0 и 

𝑔(𝑥) ≠ 0, то deg(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = 𝑑𝑒𝑔𝑓(𝑥) + 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥). Отсюда получаем, 

что в 𝑃[𝑥] нет делителей нуля, т.е. из равенства 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 0, следует, 

что 𝑓(𝑥) = 0 или 𝑔(𝑥) = 0. 

Лемма о сокращении. Если 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) и ℎ(𝑥) ≠ 0, то 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). 

Доказательство. Из равенства 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) получаем, 

что (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))ℎ(𝑥) = 0. Так как в 𝑃[𝑥] нет делителей нуля, то 

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 0.         ∎ 

Пример. Найти многочлен   2

210 xaxaaxf  , если 

      33,22,11  fff . 

Решение. Для нахождения многочлена требуется определить его 

коэффициенты 
210 ,, aaa . Из условия задачи для коэффициентов имеем 

систему линейных алгебраических уравнений 















.393

,242

,1

210

210

210

aaa

aaa

aaa

 

Решаем СЛАУ методом Гаусса. Для этого совершаем ряд последова-

тельных исключений.  

1) Из первого уравнения 210 1 aaa   подставляем во второе:  
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













.393

,13

,1

210

21

210

aaa

aa

aaa

 

2) Из второго уравнения 21 31 aa   подставляя в третье: 















.02

,13

,1

2

21

210

a

aa

aaa

 

Двигаемся «обратным ходом» (находимся в поле действительных чи-

сел):  

3) из третьего уравнения находим 02 a ;  

4) из второго уравнения находим 11 a ;  

5) из первого уравнения находим 00 a .  

Составляем многочлен   xxaxaaxf  2

210 . Проверка очевидна. Иско-

мый многочлен имеет вид   xxf  . 

 

Упражнения 

 

1. Найти сумму, разность и произведение многочленов. 

a) f(x) = 4х5 + 3х3 + 2х + 8 и g(x) = х4 - 10х + 1 из кольца Z[x];  

b) f(x) = 12х4 + 2х3 - 3 х - 1 и g(x) = х5 -6х4 +2 из кольца Z[x]; 

c) f(x) = (l-2i)x3 + 2ix2 - 4i+1 и g(x) = 5ix2 + 2x-i из кольца С[х]. 

2. Определить степень суммы и произведения многочленов  

a) f(х) = 3х7 + 2x3 + х3 + 5      g(x) = x8 - 2х + 7 в кольце Z[x]; 

b) f(х) = 10х15 + х5 - х3 + 1   g(x) = 5x2 - х + 3 в кольце Z[x]; 

c) f(x) = 3ix7 + (2 - 6i) x2 + 8   g(x) = 7ix3 + 2ix + 1 в кольце С[х]. 

3. Найти числа а и b из тождеств: 

a)  x x x x bx ax4 3 23 2 1 2      ( ) ;  

b)   3 9 12 27 3 35 4 3 2 2 3 2x x x x x x x ax b         ;  

c)   x x ax b x x x2 2 4 31 1       .  
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1.2. Деление многочлена с остатком 

 

Теорема. Для любого многочлена 𝑓(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥] и любого ненуле-

вого многочлена 𝑔(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥] существуют и единственны многочлены 

𝑞(𝑥)и 𝑟(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥], такие, что 𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥), где 𝑟(𝑥) =
0  или 𝑑𝑒𝑔𝑟(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥). Многочлен 𝑞(𝑥) называется частным, а 

𝑟(𝑥) – остатком от деления 𝑓(𝑥) на 𝑔(𝑥). 
Доказательство. Существование. Если 𝑓(𝑥) = 0 или 𝑛 < 𝑚, где 

𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝑓(𝑥), 𝑚 = 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥), то положим 𝑞(𝑥) = 0, 𝑟(𝑥) = 𝑓(𝑥). В про-

тивном случае положим 

𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑎0

𝑏0
𝑥𝑛−𝑚𝑔(𝑥), 

где 𝑎0, 𝑏0 – коэффициенты при старших членах многочленов 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) 

соответственно; 

𝑓2(𝑥) = 𝑓1(𝑥) −
𝑎01

𝑏0
𝑥𝑛1−𝑚𝑔(𝑥), 

где 𝑛1 = 𝑑𝑒𝑔𝑓1(𝑥), а 𝑎01 – коэффициент при старшем члене много-

члена 𝑓1(𝑥); 

𝑓3(𝑥) = 𝑓2(𝑥) −
𝑎02

𝑏0
𝑥𝑛2−𝑚𝑔(𝑥), 

где 𝑛2 = 𝑑𝑒𝑔𝑓2(𝑥), а 𝑎02 – коэффициент при старшем члене много-

члена 𝑓2(𝑥) и т.д.  

Вычисления будем продолжать до тех пор, пока не будет получен 

многочлен 𝑓𝑠(𝑥) = 𝑓𝑠−1(𝑥) −
𝑎0𝑠−1

𝑏0
𝑥𝑛𝑠−1−𝑚𝑔(𝑥), такой что, 𝑓𝑠(𝑥) = 0 

или 𝑛𝑠 = 𝑑𝑒𝑔𝑓𝑠(𝑥) < 𝑚. Суммируя все полученные выше равенства, 

получаем 

𝑓𝑠(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
1

𝑏0

(𝑎0𝑥𝑛−𝑚 + 𝑎01𝑥𝑛1−𝑚 + ⋯ + 𝑎0𝑠−1𝑥𝑛𝑠−1−𝑚)𝑔(𝑥). 

Пусть 𝑟(𝑥) = 𝑓𝑠(𝑥), 𝑞(𝑥) =
1

𝑏0
(𝑎0𝑥𝑛−𝑚 + 𝑎01𝑥𝑛1−𝑚 + 𝑎0𝑠−1𝑥𝑛𝑠−1−𝑚). 

Легко видеть, что 𝑟(𝑥)и 𝑞(𝑥) удовлетворяют требуемым свойствам. 

Единственность. Предположим, что нашлись многочлены 

𝑟(𝑥), 𝑟1(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝑞1(𝑥) такие, что 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥), 
причем 𝑑𝑒𝑔𝑟(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥), 𝑑𝑒𝑔𝑟1(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥). Получаем, что 

(𝑞(𝑥) − 𝑞1(𝑥))𝑔(𝑥) = 𝑟1(𝑥) − 𝑟(𝑥).  

Если 𝑞(𝑥) ≠ 𝑞1(𝑥), то 𝑑𝑒𝑔((𝑞(𝑥) − 𝑞1(𝑥))𝑔(𝑥) ≥ 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥), что 

невозможно, так как deg(𝑟1(𝑥) − 𝑟(𝑥)) < 𝑑𝑒𝑔𝑔(𝑥). 
Если же 𝑞(𝑥) = 𝑞1(𝑥), то и 𝑟1(𝑥) = 𝑟(𝑥).         ∎ 
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Алгоритм деления многочлена на многочлен аналогичен алго-

ритму деления числа на число столбиком или уголком. Опишем шаги 

алгоритма. 

1. Записать делимое в строчку, включая все степени переменной (те, 

которые отсутствуют, записать с коэффициентом 0). 

2. Записать в «уголке» делимое, включая все степени переменной. 

3. Чтобы найти первое слагаемое (одночлен) в неполном частном, 

нужно старший одночлен делимого разделить на старший одночлен 

делителя. 

4. Полученное первое слагаемое частного умножить на весь дели-

тель и результат записать под делимым, причем одинаковые степени 

переменной записать друг под другом. 

5. Из делимого вычесть полученное произведение. 

6. К полученному остатку применить алгоритм, начиная с пункта 1). 

7. Алгоритм завершен, когда полученная разность будет иметь сте-

пень меньше степени делителя. Это – остаток. 

Пример. Разделить многочлен 
4 32 1x x x    на 

2 2x  . 

1. Записываем делимое и делитель  
4 3 2 22 0 1 2x x x x x     

 

2. Находим старший одночлен частного, разделив 
4x  на 

2x . Умно-

жаем его на делитель и вычитаем из делимого. 
4 3 2 2

24 2

3 2

2 0 1 2

2

2 2 1

x x x x x

xx x

x x x

     


  

    
3. Повторяем процедуру 

4 3 2 2

4 2 2

3 2

3 2

2

2

2 0 1 2

2 2 2

2 2 1

2 0 4

2 3 1

2 0 4

3 3

x x x x x

x x x x

x x x

x x x

x x

x x

x

     


    

  

   

  

    

   
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Степень -3x+3 меньше степени делителя. Значит, это – остаток. Резуль-

тат деления запишется так: 

  4 3 2 22 1 2 2 2 3 3x x x x x x x        
 

Пример.  

Разделить с остатком 𝑥4 + 2𝑥3 − 2𝑥 + 1 на 2𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑥4 + 2𝑥3 − 2𝑥 + 1   2𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑥4 +
1

2
𝑥3 +

1

2
𝑥2  

1

2
𝑥2 +

3

4
𝑥 −

5

8
 

3

2
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 1 

3

2
𝑥3 +

3

4
𝑥2 +

3

4
𝑥 

−
5

4
𝑥2 −

11

4
𝑥 + 1 

 
5

4
𝑥2 −

5

8
𝑥 −

5

8
 

−
17

8
𝑥 +

13

8
 

Итак, получены частное 𝑞(𝑥) =
1

2
𝑥2 +

3

4
𝑥 −

5

8
 и остаток 𝑟(𝑥) = −

17

8
𝑥 +

13

8
. 

Пример. Найти, при каких значениях а и b многочлен f(x) де-

лится на многочлен g(x), где f(x)=2х4 + Зх3 – 2x2 + ах +b, g(x) = 2х2 - 

3х +2  

Решение. Делим f(x) на g(x) 

)()5()
2

3
(

5
2

15
5

)(5_

696

46_

2

5
3

232

232

232_

2

2

23

23

2

2

234

234

xrbxa

xx

bxbax

xxx

baxxx

xx

xx

xxx

baxxxx



















 

Приравниваем остаток к нулю, получим: (а + 2

3

)х + (b - 5) = 0 <=> 
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




















5
2

3

05

0
2

3

b

a

b

a

 
Ответ: а = -3/2, b = 5 
 

Упражнения 

 

1. Найдите делитель, если известны делимое 𝑓(𝑥), неполное 

частное 𝑞(𝑥) и остаток 𝑟(𝑥): 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥5 + 3𝑥4 + 2𝑥3 + 1, 𝑞(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 + 1, 𝑟(𝑥) =
63𝑥 + 25; 

b) 𝑓(𝑥) = 2𝑥5 + 3𝑥4 + 2𝑥3 + 1, 𝑞(𝑥) = 2𝑥3−3𝑥2 + 9𝑥 −
24, 𝑟(𝑥) = 63𝑥 + 25; 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥3 − 𝑥2 + 1, 𝑞(𝑥) = 𝑥2 + (3 − 𝑖)𝑥 − (4 + 3𝑖), 

 𝑟(𝑥) = −3(3 − 2𝑖)𝑥 + 393 + 2𝑖). 

 

1.3. Рациональные дроби 

 

Рациональной дробью называется выражение вида 
 
 xQ

xP

m

n , где 

 ,xPn
  xQm

 – многочлены степени n и m соответственно и   .0xQm
 

Если для рациональной дроби выполняется ,mn   то дробь назы-

вается неправильной, если mn  – дробь называется правильной. 

Среди рациональных дробей выделяют 4 типа простейших дро-

бей: 

I. ;,; 0

0

R


 x  A
xx

A
 

II. 
 

;,,2 0

0

RN 


 x  A,  k;  k
xx

A
k

 

III. ;
2 qxx

BAx




 R q p BA ,,,  и у квадратного трехчлена ;0D  

IV. 
 

;
2 r

qxx

BAx




 ,,2 N   rr  R q pBA ,,,  и у квадратного трехчлена 

.0D  
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Алгоритм разложения дроби на простейшие дроби: 

1. Если ,тn   необходимо выделить целую часть делением много-

члена  xPn
 на многочлен  :xQm

 

 
 

 
 
 

,
xQ

xR
xM

xQ

xP

mm

n   

где  xМ  – многочлен-частное (целая часть);
 
 xQ

xR

m

 – правильная дробь. 

2. Разложить  xQm
 на множители: 

        ,... 2 rsk

m qpxxbxaxxQ   где ....,,, Nrsk  

3. Если разложение знаменателя имеет такой вид, то дробь 
 
 xQ

xR

m

 

можно представить в виде суммы простейших дробей: 
 
       

   
,......

......

22

11

2

21

2

21

r

rr

s

s

k

k

m

qpxx

DxC

qpxx

DxC

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xR































 

где 
rrsk DDCCВBBAAA ,;...,,;...,,,;...,,, 112121
 – неопределенные коэффи-

циенты, которые необходимо найти. 

4. Для нахождения коэффициентов привести правую часть равен-

ства к общему знаменателю, который будет равен знаменателю исход-

ной дроби, т. е.  .xQm
 

5. Приравнять числители дробей. 

6. Вычислить значения неопределенных коэффициентов ;1A    A ;2 и 

т. д. Для вычисления данных коэффициентов используют следующие 

методы: 

а) метод неопределенных коэффициентов: многочлены в левой 

и правой части равенства записать в стандартном виде и приравнять 

коэффициенты при одинаковых степенях числителя; 

б) метод частных значений: придать произвольные значения пе-

ременной х (удобнее использовать значения bxax    ;  и т.д.) и полу-

чить равенства для исходных коэффициентов; 

в) комбинирование методов а) и б). 

7. Подставить полученные числовые значения коэффициентов в 

равенство, что и будет искомым разложением. 
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Рассмотрим Sk

SSknn qxpxqxpxaxaxCxQ


)...()()...()()( 2

1

2

1
11  , 

где n
S

j

j

k

m

m  
 11

2  , )(xQn
 – многочлен n – степени от x, 

nC  – кон-

станта. 

Теорема (о разложении правильной рациональной дроби) 

Если )(xPm  и )(xQn  – многочлены степени m и n соответственно, 

причем m<n и коэффициенты этих многочленов действительные 

числа, а )(xQn  представляется в виде (1), то 
 
         





















k

k

k

k

n

m

ax

A

ax

A

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP

k

k )1()(

1

)1(

1

1

1

)1(

1

1

)(

1 .........
1

1

1

1













 

    SS

SS

SS

S
SS

qxpx

DxB

qxpx

DxB

qpxx

DxB

qpxx

DxB

S

S





















2

)1()1(

2

)()(

1

2

)1(

1

)1(

1

1

2

)(

1

)(

1 .........
1

11









) 

Все коэффициенты разложения являются действительными 

числами и определяются однозначно. 

Пример.Представить рациональную дробь 
164

2

x

x
 в виде про-

стейших дробей над полем вещественных чисел. 

Решение. 

      













 4224416

0010

16 2

2

22

2

4

23

4

2

xxx

x

xx

x

x

xxx

x

x
 

         
   422

224242

422 2

22

2 















xxx

xxDCxxxBxxA

x

DCx

x

B

x

A
 

   







422

44842842
2

232323

xxx

DCxDxCxBBxBxBxAAxAxAx
 

   
.

422

)488()444()22()(
2

23






xxx

DBAxCBAxDBAxCBA
 

Два многочлена равны тогда и только тогда, когда равны коэф-

фициенты при одинаковых степенях x. 





















.0488

,0444

,122

,0

DBA

CBA

DBA

CBA

 

Решая систему получим: 
8

1
A , 

8

1
B , 0C , 

2

1
D . Имеем разло-

жение 
4

1

2

1

28

1

28

1

16 24

2










 xx

B

x

A

x

x
. 
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Разлагаем знаменатель дроби 

2

4 2

9 1

6 8

x x

x x

 

   на множители: 

   

2 2

4 2 2 2

9 1 9 1
.

6 8 2 4

x x x x

x x x x

   


    
 

Записываем общий вид разложения 

𝑥2 + 9𝑥 + 1

(𝑥2 + 2) ∙ (𝑥2 + 4)
=

𝐴𝑥 + 𝐵

(𝑥2 + 2)
+

𝐶𝑥 + 𝐷

(𝑥2 + 4)
=

       
   42

24
22

22





xx

xDCxxBAx
 

       .242419 232 DBxBAxDBxCAxx   

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях и ре-

шаем систему: 

 

 























































.
2

9

,
2

3

,
2

1

,
2

9

,924

,1214

,1

,

,124

,924

,1

,0

0

2

3

C

D

B

A

    

CC

DD

DB

CA

   

DB 

CA 

D B

c A

x

x

x

x

 

Получаем 
   

.
42

39

22

19

4

2

3

2

9

2

2

1

2

9

86

19
222224

2

























x

x

x

x

x

x

xxx

xx
 

Знаменатель дроби уже разложен на множители. Записываем об-

щий вид разложения на сумму простейших дробей: 

     
           

   
;

11

1111

11111

3

2

22

2

11

22

22

22

2

11

22
























xxx

xCxBxxxCxBxxA

xx

CxB

xx

CxB

x

A

xxx

x

 

           .11113 22

2

11

22  xCxBxxxCxBxxAx  

При 1x  получаем ;32 A  .
3

2
A  

     

   .2

323

21221

2

2

3

1

4

1

CCAxBCBA

xBAxCAxBAx




 

Тогда 

   

CC A

BCBA 

BA 

CA 

B A

x

x

x

x

x
























.3

,12

,03

,02

,0

21

221

2

1

1

0

1

2

3

4
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При 
3

2
A  система имеет вид: 































































.3

,2

,
3

4

,
3

2

,
3

2

,5
3

2

,1
3

2
2

,0
3

2
3

,0
3

2
2

,0
3

2

2

2

1

1

21

221

2

1

1

C

B

C

B

A

  

CC

BCB

B

C

B

 

Поэтому получаем:  

         
.

1

32

13

42

13

2

11

3
2

2

22

















xx

x

xx

x

xxxx

x
 

Пример. Разложить в сумму простейших над полем действитель-

ных чисел рациональную дробь 

)1()1(

1
22  xx

. 

Знаменатель данной дроби разложен в произведение неприводи-

мых многочленов над полем R  1x  и 12 x .  

Решим задачу методом неопределенных коэффициентов, основы-

ваясь на том, что знаменателями простейших дробей могут быть мно-

гочлены  

)1(,)1(,1 22  xxx
1)1(1)1()1(

1
2222 










 x

DCx

x

B

x

A

xx
. 

Здесь DCBA ,,, - неизвестные коэффициенты числителей элемен-

тарных дробей. Приведя правую часть последнего равенства к общему 

знаменателю и приравняв числители обеих частей, будем иметь: 
222 )1)(()1()1)(1(1  xDCxxBxxA . 

Значение неизвестных коэффициентов можно найти из системы 

линейных уравнений, которую получим, дав неизвестному x четыре 

значения.  

Например, положив последовательно 2;1;0;1 x  будем иметь  
.2551,44241,1,21 DCBADCBADBAB   

Откуда  

2

1
,0,

2

1
,

2

1
 ADCB , т.е 

)1(2)1(2

1

)1(2

1

)1()1(

1
2222 








 x

x

xxxx
. 
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Упражнения 

 

Выделить целую и дробную часть рациональной функции: 

 

1. 

6 2

4

3 4

1

 



х х

х ;                                                   2. 

4

3 2

2 1

6

 

 

х х

х х х ; 

 

3. 

5 3

4

5 3

1

 



х х

х ;                                                    4. 

4

3

2 2

1

 



х х

х ; 

 

5. 

4 2 6

( 1)( 2)( 4)

 

  

х х

х х х ;                                        6. 

3

2

4 3

3 2

 

 

х х

х х ; 

 

7. 

7 3

3 2

3

6 11 6



  

х х

х х х ;                                          8. 

5 2

4 3 2

1

2

 

   

х х

х х х х ; 

9. 

5 2

2

7 1 



х х

х х ;                                                  10. 

3

2

2

3 6

 

 

х х

х х ; 

 

11. 

3 2

2

4

2 2 1

 

 

х х х

х х ;                                               12. 

7 2

3 2

6 1

6 6

  

 

х х х

х х ; 

 

13. 

5 2

3

3 3

4

 

 

х х

х х ;                                                14. 

7 3

3 2

2 3 5

3 6 4

  

  

х х х

х х х ; 

 

15. 

4 3

3 2

3 1

6 2

 

  

х х

х х х ;                                          16. 

5 3

2

2 1

6 5

  



х х х

х ; 

 

17. 

5 2

3

8

1

 



х х

х ;                                                  18. 

4 3

3

1

4

 

 

х х

х х ; 

 

19. 

5 4

2

3 3

5 6

 

 

х х х

х х ;                                              20. 

5 2

4 2

2 1

2 2 3

  

  

х х х

х х х ; 
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21. 

3 2

2

4 2 6

4

  



х х х

х х ;                                        22. 

5 4

4 2

2 3

2 4 6

 

  

х х

х х х ; 

 

23. 

5 2

3

6 2

5 2

  

 

х х х

х х ;                                          24. 

6 4

2

3 4 2

4 6

  

 

х х х

х х ; 

 

25. 

4 2

3 2

5

3

 



х х х

х х ;                                                26. 

7 4

5

2

5 8



 

х х

х х ; 

 

27. 

5 3 2

3 2

4 



х х х

х х ;                                              28. 

5

2

6 1 



х х

х х ; 

I уровень 

1.1. Запишите общий вид разложения дроби на сумму простей-

ших: 

1)    

2
;

1 2

x

x x     2)    

2

2

3
;

4 3

x

x x



    

3) 
   

3

2 2

2
;

4 4

x x

x x

 

  
  4) 

3

2 1
.

1

x

x



  

1.2. Разложите на сумму простейших дробей первого типа: 

1)      
;

321

242





xxx

xx

    2)    
;

54

3

xx

x





    3)  
.

273

4
2 



xx

x

 

1.3. Разложите на сумму простейших дробей: 

1)    
;

11

1
2 



xxx

x

     2) 
;

)2()1(

5
2

2





xx

x

     3) 
.

)1()3(

32
22 



xx

x

 

1.4. Вычислите: 

1) 
;

10098

1
...

86

1

64

1

42

1










  

2) 
.

2623

1
...

1411

1

118

1

85

1










  

1.5. Найдите коэффициенты A, B, C, D из равенства 

.
8282

67
2

2

2

4










x

DCx
BxA

x

x

 
II уровень 

2.1. Запишите общий вид разложения дроби на сумму простей-

ших: 
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1) 
   

2

2 32

1
;

5 1

x x

x x x

 

   
 2) 

2

4 3 2

2 5
;

6 2 30 35

x

x x x x



     

3) 
 

2
4

2 1
;

64

x

x




   4) 

2

4 2

2
.

1

x x

x x



   

2.2. Разложите на сумму простейших дробей: 

1)    3

4
;

8 1x x  
  2)    4 2

1
;

16 1

x

x x



  
 

3) 

2

6 3

3
;

8

x

x x



     4)    

2

2 4 2

1
.

3 5 6

x x

x x x

 

   
 

2.3. Разложите на сумму простейших дробей: 

1)    
;

272

3
22

5





xxx

xx

  2) 
   

;
25

222

6

 xx

x
 

3) 
   

5

3 2

1
.

3 12 252

x

x x x x



    
 4) 

5 3

4 3 2

2 4 4
.

2 2

x x x

x x x

  

   

III уровень 

3.1. Запишите общий вид разложения на сумму простейших дро-

бей: 

1) 

2

8 4

3 4
;

1

x

x x



    2) 

4 4 2

8 4 3 2

4 2 4
.

8 2 4 4 4

x x x

x x x x x

  


      

3.2. Вычислите: 

.
191613

1

161310

1

13107

1

1074

1










  
3.3. Упростите: 

       

     

1 1 1

4 4 8 8 12

1 1
.

12 16 16 20

x x x x x x

x x x x

  
    

 
     

 

1.4. Делимость многочленов. Наибольший общий делитель  

многочленов. Алгоритм Евклида 

 

Пусть 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) многочлены из F[x], причем 𝑔(𝑥) ≠ 0. Много-

член  𝑓(𝑥) делится 𝑔(𝑥), если для некоторого 𝑞(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥] имеем 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥), т.е. остаток при делении 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) равен нулю. 
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Свойства: 

1) Если 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥) и g(x)⋮ ℎ(𝑥), то 𝑓(𝑥) ⋮ ℎ(𝑥). 

2) Если 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥)  и ℎ(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥), то (𝑓(𝑥) + ℎ(𝑥)) ⋮ 𝑔(𝑥). 

3)  Если 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥) и 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥) для любого ℎ(𝑥). 

4)  Любой многочлен делится на произвольную ненулевую кон-

станту. 

5) Если 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥) и 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑐𝑔(𝑥) для ненулевой константы с. 

6) Для того, чтобы многочлен 𝑓(𝑥) делился на многочлен 𝑔(𝑥) той 

же степени, необходимо и достаточно, чтобы 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑔(𝑥) для не-

которой константы с. 

7) Для того, чтобы 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑔(𝑥) и g(x)⋮ ℎ(𝑥), необходимо и доста-

точно, чтоб 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑔(𝑥) для некоторой константы с. 

Многочлен 𝑑(𝑥) называется общим делителем 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥), если 

𝑑(𝑥) ⋮ 𝑓(𝑥) и d(x)⋮ 𝑔(𝑥). Общий делитель 𝑑(𝑥) называется наибольшим 

( НОД), если он делится на любой другой общий делитель многочленов 

𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥). 

Теорема. Для любых 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥], одновременно не равных 

нулю, их наибольший общий делитель определен однозначно с точно-

стью до множителя с, где с – произвольная ненулевая константа. 

Доказательство. Докажем, что если НОД существует, то он 

определен с точностью до множителя с. Если 𝑑(𝑥), 𝑑1 (𝑥) – наиболь-

шие общие делители многочленов 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥), то 𝑑1 ⋮ 𝑑(𝑥) и 𝑑(𝑥) ⋮
𝑑1(𝑥), поэтому по свойству 7 имеем 𝑑(𝑥) = 𝑐𝑑1(𝑥) для некоторой кон-

станты с. 

Для доказательства существования НОДа приведем алгоритм Ев-

клида нахлждения НОД. Если 𝑓(𝑥) ≠ 0, а 𝑔(𝑥) = 0, то, очевидно, в ка-

честве наибольшего общего делителя можно взять 𝑓(𝑥). Поэтому, не 

нарушая общности, можно считать, что 𝑔(𝑥) ≠ 0.  

Разделим 𝑓(𝑥) на 𝑔(𝑥), в частном получим 𝑞1(𝑥), в остатке - 

𝑟1(𝑥). Если 𝑟1(𝑥) ≠ 0, то разделим 𝑔(𝑥) на 𝑟1(𝑥), в частном получим 

𝑞2(𝑥), в остатке - 𝑟2(𝑥) и т.д. вычисления продолжаются до тех пор, 
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пока на некотором шаге s вычисленный в результате очередного деле-

ния остаток 𝑟𝑠+1(𝑥) не будет нулевым. Докажем, что 𝑟𝑠(𝑥) является 

наибольшим общим делителем многочленов 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥). 

Имеем  

𝑓(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥),  (1) 

𝑔(𝑥) = 𝑞2(𝑥)𝑟1(𝑥) + 𝑟2(𝑥),  (2) 

𝑟1(𝑥) = 𝑞3(𝑥)𝑟2(𝑥) + 𝑟3(𝑥),  (3) 

… 

𝑟𝑠−3(𝑥) = 𝑞𝑠−1(𝑥)𝑟𝑠−2(𝑥) + 𝑟𝑠−1(𝑥), (s-1) 

𝑟𝑠−2(𝑥) = 𝑞𝑠(𝑥)𝑟𝑠−1(𝑥) + 𝑟𝑠(𝑥), (s) 

𝑟𝑠−1(𝑥) = 𝑞𝑠+1(𝑥)𝑟𝑠(𝑥).   (s+1) 

Из последнего равенства следует, что 𝑟𝑠−1 (𝑥) ⋮ 𝑟𝑠(𝑥). Поэтому в 

правой части предпоследнего равенства первое слагаемое делится на 

𝑟𝑠(𝑥). Так как второе слагаемое, очевидно, так же делится на 𝑟𝑠(𝑥), то 

и вся правая часть делится на 𝑟𝑠(𝑥), а потому на 𝑟𝑠(𝑥) делится и левая 

часть этого равенства, т.е. 𝑟𝑠−2(𝑥).  

Рассматривая эти равенства снизу веерх, приходим к выводу, что 

на 𝑟𝑠(𝑥) делятся все правые и левые части всех равенств, т.е. 𝑓(𝑥) ⋮
𝑟𝑠(𝑥) и 𝑔(𝑥) ⋮ 𝑟𝑠(𝑥), т.е. 𝑟𝑠(𝑥) – общий делитель многочленов 𝑓(𝑥) и 

𝑔(𝑥). 
Покажем, что любой общий делитель 𝑑(𝑥) многочленов 𝑓(𝑥) и 

𝑔(𝑥) является делителем многочлена 𝑟𝑠(𝑥). Так как 𝑓(𝑥) ⋮ 𝑑(𝑥) и 𝑔(𝑥) ⋮
𝑑(𝑥), то получаем, что 𝑟1 (𝑥) ⋮ 𝑑(𝑥). Далее, так как 𝑔(𝑥) ⋮ 𝑑(𝑥) и 𝑟1 (𝑥) ⋮
𝑑(𝑥), то и 𝑟2 (𝑥) ⋮ 𝑑(𝑥). Рассматривая далее эти равенства сверху вниз, 

приходим к выводу, что 𝑟𝑠 (𝑥) ⋮ 𝑑(𝑥).      ∎ 

Теорема. Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), 𝑑(𝑥) – ненулевые многочлены из F[x] 

и 𝑑(𝑥) – НОД многочленов 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥). Тогда найдутся такие 𝑢(𝑥) и 

𝑣(𝑥) из F[x], что  

𝑢(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑣(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑑(𝑥), 

Причем 𝑑𝑒𝑔 𝑢(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥), а 𝑑𝑒𝑔 𝑣(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔 𝑓(𝑥). Много-

члены 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥) называются коэффициентами Безу. 

Пример. Найти НОД и коэффициенты Безу многочленов 

𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 3, 𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1 
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При делении 𝑓(𝑥) на 𝑔(𝑥) получаем частное и остаток 

𝑞1(𝑥) = 𝑥 − 2, 𝑟1(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑥 − 1. 

При делении 𝑔(𝑥) на  𝑟1(𝑥) получаем 

 𝑞2(𝑥) =
1

3
𝑥 +

5

9
, 𝑟2(𝑥) =

7

9
𝑥 +

14

9
. 

При делении 𝑟1(𝑥) на 
9

7
 𝑟2(𝑥) = 𝑥 + 2 получаем 

 𝑞3(𝑥) = 3𝑥 − 5, 𝑟3(𝑥) = 9. 

Остаток от деления 𝑟2(𝑥) на 𝑟3(𝑥) равен нулю, следовательно, 𝑐 𝑟3(𝑥), 

где c – произвольная нкнулевая константа, является наибольшим дели-

телем 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥). НОД равен 1 с точностью до ненулевой константы. 

Пример. В кольце R[x] многочленов с действительными коэффи-

циентами найдем наибольший общий делитель многочленов 

343)( 234  xxxxxf , 32103)( 23  xxxxg .  

Делим 𝑓(𝑥) на 𝑔(𝑥): 

                               x x x x4 3 23 4 3          3 10 2 33 2x x x    

                               
x x x x4 3 2

10

3

2

3
  

        

1

3

1

9
x 

 

                                    
   

1

3

5

3
3 33 2x x x

 

                                    
   

1

3

10

9

2

9

1

3
3 2x x x

 

                                                
  

5

9

25

9

10

3
2x x

 

Для удобства умножим полученный остаток на 
9

5
. При этом последую-

щие остатки также умножатся на некоторые числа, отличные от нуля, 

что несущественно при нахождении наибольшего общего делителя, так 

как он находится с точностью до константы.  

Выполним второе деление: 

                                   3 10 2 33 2x x x        x x2 5 6   

                                   3 15 183 2x x x            3 5x   

                                               5 16 32x x  

                                               5 25 302x x  

                                                            9 27x   
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Полученный остаток разделим на 9 и выполним третье деление: 

                                          x x2 5 6     x  3  

                                          x x2 3        x  2  

                                                 2 6x   

                                                 2 6x   

                                                         0 

Поскольку остаток равен нулю, то НОД = 𝑥 + 3. 

Линейное представление наибольшего общего делителя много-

членов можно находить двумя способами: с помощью алгоритма Ев-

клида или методом неопределенных коэффициентов. Алгоритм Ев-

клида дает также способ нахождения многочленов и(x) и v(x) из тео-

ремы о линейном представлении НОД ),( gf . Заметим, что 

;,1, 000000 qvugvfur   

;1,, 10111111  qqvqugvfur  

       ,210210211002102 qvvgquufqgvfugvfuqrrr  т.е. 

r fu gv u u q u v v q v2 2 2 2 1 2 0 2 1 2 0       , , ;  

.,, 13231323333 vqvvuquugvfur   

Продолжая, индуктивно получим для k  2  
.,, 2121   kkkkkkkkkkk vqvvuquugvfur  

И, наконец, для 
nrd   

.,, 2121   nnnnnnnnnn vqvvuquugvfud  

Пример. .1,1 42345  xgxxxxxf  

Решение: Последовательным делением получаем по алгоритму Ев-

клида: 

;22,1 23

00  xxxrxq  

;1,1 2

11  xrxq  

;33,1 22  xrxq  

.0),1(
3

1
33  rxq  
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Следовательно, ,2rd   или с точностью до числового множи-

теля .1 xd  Воспользуемся рекуррентными формулами 

,, 2121   kkkkkkkk vvqvuuqu  начиная с k = -2. 

k  qk  uk  vk  

-2  1 0 

-1  0 1 

0  ( )x 1  1  ( )x 1  

1  ( )x 1   ( )x 1  x 2
 

2 x 1  x 2 2  x x x3 2 1    

Таким образом,     .12 232 gxxxfxd   

Пример. Найдем линейное выражение наибольшего общего де-

лителя 𝑑(𝑥)многочленов 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)из предыдущего примера. 

Результаты делений с остатком, выполненных при решении при-

мера, показывают, что 

)65(
9

5
)(

9

1

3

1
)( 2 








 xxxgxxf , )3(9)65)(53()( 2  xxxxxg . 

Отсюда находим:  

)()13(
5

1
)(

5

9
652 xgxxfxx  , 

 )65)(53(
9

1
)(

9

1
3 2 xxxxgx  

)()2(
5

1
)53(

5

1
)()13)(53(

45

1
)(

9

1
)()53(

5

1 2 xgxxfxxgxxxgxfx  . 

Таким образом, )53(
5

1
)(  xxu , )2(

5

1
)( 2 xxxv  . 

На практике линейное выражение многочлена h удобнее искать 

не с помощью алгоритма Евклида, а методом неопределенных коэф-

фициентов. Запишем искомые многочлены u и v в общем виде с не-

определенными (неизвестными) коэффициентами. Приравнивая коэф-

фициенты при одинаковых степенях x в равенстве vgufh  , получим 

систему уравнений для коэффициентов многочленов u и v. Легко ви-

деть, что эти уравнения будут линейными. 

Для применения этого метода необходимо заранее знать оценки 

степеней многочленов u и v (иначе мы не будем знать, в каком общем 

виде их записать). 
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Пример. Найдем линейное выражение многочлена 2 xh  через мно-

гочлены 22  xf , 13  xxg .  

Эти многочлены имеют различные корни (корни первого много-

члена равны i2 , эти корни не являются корнями второго много-

члена, в чем можно убедиться непосредственной проверкой) и, следо-

вательно, по теореме Безу имеют различные разложения на линейные 

множители вида ax b . Поэтому они взаимно просты. Тогда искомое 

линейное выражение существует, причем многочлены u и v можно ис-

кать в виде 
21

2 axaaxu  , 
10 bxbv  . Приравнивая коэффициенты при 

одинаковых степенях x в равенстве  )()2)(( 10

2

21

2

0 bxbxaxaxa  

2)1( 2  xxx , получаем следующие соотношения:  

a b

a b

a a b

a b b

a b

0 0

1 1

0 2 0

1 0 1

2 1

0

0

2 0

2 1

2 2

 

 

  

  

  












 . 

Отсюда находим: 10 a , 01 a , 12 a , 10 b , 01 b , т.е. 12  xu , xv  . 

Иногда при составлении линейных уравнений для коэффициен-

тов многочленов u, v удобнее не приравнивать коэффициенты при 

одинаковых степенях x, а придавать x различные значения, решая за-

тем полученную систему уравнений. Gридавая x значения 0, 2 ,1  , 

получаем систему уравнений вида 
2 2

3 3 3 1

3 3 3 3 3 3

24 12 6 18 9 0

24 12 6 22 11 4

2 1

0 1 2 0 1

0 1 2 0 1

0 1 2 0 1

0 1 2 0 1

a b

a a a b b

a a a b b

a a a b b

a a a b b

  

     

     

    

     












 . 

Пример. Найти линейное представление НОД 1),(  xgf  для 

многочленов 12345  xxxxxf  и .14  xg  

Решение: Будем искать из условия dgvfu   функции и и v в 

следующем виде: 
., 232 mlxkxexvcbxaxu   

      .111 23422345  xmlxkxexxcbxaxxxxxx  

Приравнивая соответствующие коэффициенты, получим си-

стему 
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при 

при 

при 

при 

при 

при 

при 

x

x

x

x

x

x

x

x

7

6

5

4

3

2

0  

a e

a b k

a b c l

a b c m

a b c e

a b c k

b c l

c m

 

  

   

   

   

   

  

 



















0

0

0

0

0

0

1

1

,

,

,

,

,

,

,

 

Решение системы:

a b c

e k l m

   

     

1

3
0

2

3

1

3

1

3

1

3

1

3

, , ,

, , , .
 

Ответ:    .1
3

1
)(,2

3

1
)( 232  xxxxvxxu  

 

Упражнения 

1. Разделить многочлен ( )f x  на многочлен ( )g x .  

4 3 2 2

4 2 2

) ( ) 2 5 1, ( ) 1;

) ( ) 3 2 4, ( ) 2 1.

a f x x x x x g x x x

b f x x x g x x x

       

       
2. Найдите НОД многочленов f(x) и g(x) из кольца R[x] и его линей-

ное представление: 

a) 274)( 34  xxxxf , 43)( 23  xxxg ; 

b) 22)( 2345  xxxxxxf , 1)( 5  xxg ; 

c) 12363)( 2345  xxxxxxf , 12)( 24  xxxg ; 

d) 223)( 346  xxxxxf , 2)( 3  xxg ; 

e) 1243)( 246  xxxxf , 4453)( 35  xxxxg ; 

f) 2432)( 246  xxxxxf , 443232)( 2346  xxxxxxg ; 

g) 242)( 234  xxxxxf , 22)( 234  xxxxxg ;  

h) 133)( 2345  xxxxxxf ; 22)( 34  xxxxg ;   

i) 6561653)( 2345  xxxxxxf , 243)( 234  xxxxxg ; 

j) 951624)( 234  xxxxxf , 452)( 23  xxxxg ; 
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1.5. Наименьшее общее кратное 

 

Наименьшим общим кратным многочленов ][,...,, 21 xRfff m   над 

полем R называется многочлен h, обладающий следующими свой-

ствами:  

1) h делится на каждый из многочленов 
mfff ,...,, 21
, т.е. является их 

общим кратным;  

2) h делит любое общее кратное многочленов 
mfff ,...,, 21
. 

Теорема. Наименьшее общее кратное многочленов 
mfff ,...,, 21
 су-

ществует. Оно равно пересечению главных идеалов, порождаемых 

этими многочленами. Наименьшее общее кратное единственно (с 

точностью до ассоциированности). 

Доказательство. Пересечение главных идеалов является идеалом, 

а так как R - поле, то оно является главным идеалом, т.е. идеал 
m

i

ifI
1

)(


  

- главный идеал. Образующий многочлен h ( )(hI  ) этого идеала будет 

наименьшим общим кратным. В самом деле, он принадлежит этому 

идеалу и потому является общим кратным многочленов 
mfff ,...,, 21
. С 

другой стороны, всякое общее кратное, будучи элементом этого иде-

ала, делится на него. Это доказывает существование наименьшего об-

щего кратного.  

Пусть h1 и h2 - два наименьших общих кратных многочленов 

mfff ,...,, 21
. Из свойства 2) следует, что 21 hh   и точно также 12 hh  . Это 

означает, что h1 и h2 ассоциированы. 

За исключением тривиального случая, когда один из многочле-

нов mfff ,...,, 21  равен нулю, идеал 
m

i

ifI
1

)(


  не является нулевым, так как 

содержит, например, многочлен 
mfff ...21
. Поэтому, если исключить упо-

мянутый случай, можно утверждать, что среди наименьших общих 

кратных многочленов mfff ,...,, 21  имеется ровно один нормированный 

(т.е. старший коэффициент которого равен единице) многочлен. Будем 

обозначать его через ],...,,[ 21 mfff . (Иногда используется обозначение 

},...,,{нмж 21 mfff .) 

Теорема. Для двух многочленов f и g наименьшее общее кратное 

[f, g] связано с наибольшим общим делителем (f, g) соотношением  
).0 ,(    ),](,[  cRccfggfgf   
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Доказательство. Для доказательства формулы положим ),( gfd  , 

],[ gfh  , dff 1 , dgg 1  и рассмотрим многочлен .11 fggf
d

fg
h   Мно-

гочлен h  является общим кратным многочленов f, g и, следовательно, 

делится на h. Теперь рассмотрим многочлен 
h

fg
d  . Равенства d

g

h
f  , 

d
f

h
g   показывают, что d   - общий делитель многочленов f, g; следо-

вательно, d   делит d, т.е. dqd  , где q - некоторый многочлен.  

Отсюда получаем: 
q

h

dq

fg

d

fg
h 


 , т.е. hqh  . Значит, h делится на 

h . Таким образом, h и h  ассоциированы, т.е. hch  , где Rc , 0c . 

Тогда получаем, что cfghd  , что и требовалось доказать. 

Из формулы вытекает 

Следствие. Наименьшее общее кратное двух взаимно простых 

многочленов равно их произведению. 

 

Упражнения 

 

Найдите НОК многочленов f(x) и g(x) из кольца R[x]: 

1. 274)( 34  xxxxf , 43)( 23  xxxg ; 

2. 22)( 2345  xxxxxxf , 1)( 5  xxg ; 

3. 12363)( 2345  xxxxxxf , 12)( 24  xxxg ; 

4. 223)( 346  xxxxxf , 2)( 3  xxg ; 

5. 1243)( 246  xxxxf , 4453)( 35  xxxxg ; 

6. 2432)( 246  xxxxxf , 443232)( 2346  xxxxxxg ; 

7. 242)( 234  xxxxxf , 22)( 234  xxxxxg ;  

8. 133)( 2345  xxxxxxf ; 22)( 34  xxxxg ;  

9. 6561653)( 2345  xxxxxxf , 243)( 234  xxxxxg ; 
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10. 951624)( 234  xxxxxf , 452)( 23  xxxxg ; 

11. 223)( 23  xxxxf , 1)( 2  xxxg ;  

12. 14)( 34  xxxf , 13)( 23  xxxg ; 

13. 1642)( 234  xxxxxf , 35)( 3  xxxg . 

 

1.6. Дифференцирование многочленов.  

Отделение кратных множителей 

 

Понятие многочлен введено алгебраически. Введем алгебраиче-

ски, т.е. не прибегая к понятиям функции и предела, дифференциро-

вание многочленов. 

Пусть имеется многочлен ....10

n

n xaxaaf   Производным мно-

гочленом от многочлена f называется многочлен 
....32 12

321

 n

n xnaxaxaaf  

Если 0f  или ,, Kcc   то .0f  

Свойства дифференцирования нетрудно получить, пользуясь только 

этим определением: 
;,)( Kff    

;)( gfgf   

;)( fggffg   

  .1 fkff kk 
   

Будем полагать, что    

  )1()(, kk ffff  и называть f   вторым, 

,)(kf  соответственно, k-тым производным многочленом от f, или про-

изводным многочленом k-го порядка, .1k  Иногда принимают ff )0(  

(производный многочлен порядка 0). 

Отделим кратные множители у многочлена f(x). Многочлен f(x) 

запишем в виде ,...)( 2

21

s

sFFaFxf   где 1F  – произведение всех множите-

лей в каноническом представлении f(x)кратности 1, 2F  – кратности 2, 

..., sF  – кратности s. Тогда 

,............2... 12

32

12

21

3

3221

2

21 HFFaFFsFFaFFFFFaFFFFaf s

ss

s

s

s

s

s

s

   где 

  ,,...,1,1,,.........2... 121321321 siFHFFFsFFFFFFFFFH issss    т.е. в нормали-

зованном виде 
  ...., 12

321

 s

sFFFffd  
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Аналогично получим 

 d d d F F Fs
s

2 1 1 3 4

2 2  
, ... ,  

 d d d F Fs
s

3 2 2 4

3   , ... , 
... ... ... 

 d d d Fs s s s    1 2 2, ,  
 d d ds s s   1 1 1, .  

Следовательно, 

e
f

d
F F Fs1

1

1 2  ... ,

 

e
d

d
F F Fs2

1

2

2 3  ... ,

 

e
d

d
F F Fs3

2

3

3 4  ... ,

 
... ... ... 

e
d

d
Fs

s

s

s 
1

.

 

Отсюда .,...,,, 1
1

2

3

2
1

2

1
sss

s

s FeF
e

e
F

e

e
F

e

e
 

  

Таким образом, алгоритм отделения кратных множителей много-

члена f (x)заключается в следующем: 

1) Найти  .,, 1 ffdf   

2) Найти  ,...,, 1121 dddd   

3) Процесс вычисления di  прекращается при получении 
.1sd  

4) Вычислить .1

1

e
d

f
  

5) Вычислить .,..., 1
2

2

1
s

s

s e
d

d
e

d

d
   

6) Вычислить .,...,,, 1
1

3

2
2

2

1
1 ss

s

s
s eF

e

e
F

e

e
F

e

e
F  

  

 

Упражнения 

 

Отделить кратные множители: 

1) x x x4 26 8 24   ;  

2) x x x x5 3 24 3 2    ;  

3) x x x x x x6 5 4 3 26 3 12 3 6 1      ; 

4) x x x8 6 22 2 1 0    .   
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Глава 2. МНОГОЧЛЕНЫ НАД ЧИСЛОВЫМИ КОЛЬЦАМИ  

И ПОЛЯМИ 

2.1. Схема Горнера. Корни многочлена. Теорема Безу 

 

В кольце многочленов деление в обычном смысле слова, как пра-

вило, невозможно. Например, в кольце ][xR  многочлен x2 нельзя разде-

лить на x + 1, т.е. не существует такого многочлена g(x), что x2 = g(x)(x 

+ 1) (если бы такой многочлен существовал, то при x = -1 мы получили 

бы невозможное равенство 1 1 0  g( ) ). 

Если для полиномов f(x) и g(x) из K[x] существует такой полином 

h x K x( ) [ ] , что f(x) = g(x)h(x), то говорят, что полином f(x) делится на 

полином g(x).  

Прежде всего установим, что всегда осуществимо так называемое 

деление с остатком: rxhcxxf  )()()(  при r K . Здесь полином h(x) 

называется неполным частным, а r - остатком. 

Теорема. Пусть f x a x a x a K xn n

n( ) ... [ ]    

0 1

1  и c K . Найдутся 

полином h x K x( ) [ ]  и элемент r K  такие, что f x x c h x r( ) ( ) ( )   . При 

этом r f c ( ) . 

Доказательство. Естественно искать h(x) в форме 

b x b x bn n

n0

1

1

2

1

 

  ... . Сравнение коэффициентов многочлена в левой ча-

сти равенства a x a x an n

n0 1

1   ...  = = ( )( ... )x c b x b x b rn n

n     

0

1

1

2

1
 с коэффи-

циентами многочлена, полученного после раскрытия скобок и приве-

дения подобных, в правой части этого равенства приводит к цепочке 

равенств 
a b

a b cb

a b cb

a b cb

a r cb

n n n

n n

0 0

1 1 0

2 2 1

1 1 2

1



 

 

 

 

  



,

,

,

....................

,

,

 

откуда последовательно определяют коэффициенты h(x) и остаток r: 
b a

b a cb

b a cb

b a cb

r a cb

n n n

n n

0 0

1 1 0

2 2 1

1 1 2

1



 

 

 

 

  



,

,

,

....................

,

.
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Равенство r f c ( )  непосредственно следует из равенства 

f x x c h x r( ) ( ) ( )    после подстановки в последнее вместо x элемент c. ∎ 

Получен удобный способ вычисления коэффициентов h(x) и 

остатка r. Этот способ носит название схемы Горнера. Вычисления 

располагают в виде таблицы: 

 

 a0 a1 a2 ... an-1 an 

c b0 b1 b2 ... bn-1 c 

Элементы нижней строки вычисляются последовательно по фор-

мулам выше: b0 = a0, a каждый последующий элемент равен сумме эле-

мента, находящегося над ним, и предыдущего элемента нижней 

строки, умноженного на x0. 

Рассмотрим алгоритм деления многочлена 
1

1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a

   
 на двучлен  x a . 

3. Нарисовать таблицу с двумя строками и числом столбцов, 

равным степени делимого, увеличенной на единицу. 

4. В первую строку таблицы вписать коэффициенты делимого, 

записанного в канонической форме, включая и нулевые коэффициенты 

для отсутствующих степеней x. 

5. Перед началом второй строки вписать число а. В первую 

клетку второй строки вписать то число, которое стоит в первой клетке 

первой строки (старший коэффициент делимого будет и старшим ко-

эффициентом делителя). 

6. Каждая следующая клетка второй строки заполняется по 

правилу: предыдущее число второй строки умножается на число а, к 

результату прибавляется число из первой строки, стоящее в клетке с 

предыдущим номером.  

7. В результате в клетках второй строки (кроме последней) по-

лучаем коэффициенты неполного частного, а в последней – остаток от 

деления. Если остаток получился 0, то исходный многочлен делится на 

двучлен  x a
 без остатка. 

Пример. Разделить по схеме Горнера многочлен 
3 3 2x x   на 

2x . В этом случае а=2. Выпишем по шагам результаты выполнения 

алгоритма. 

 

Шаг первый.  

 

 1 0 -3 2 

2 1    
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Шаг второй 2*1+0=2 
 

 

Шаг третий 2*3+(-3)=1  

 

 

Шаг четвертый 2*1+2=4  

 

Таким образом, результат деления запишем так  

  3 23 2 2 2 1 4x x x x x       . 

Замечание. Если необходимо выполнить деление на двучлен  

( ) ,g x ax b   то его преобразовывают к виду ( ) ,
b

g x a x
a

 
  

 
 тогда 

 ( ) ( ) ( )
b

f x ax b h x r a x h x r
a

 
      

 
. 

Отсюда видно, что, разделив по схеме Горнера ( )f x  на 

,
b

x
a

  
   
  

 мы найдем ( ).a h x  Тогда искомое частное ( )h x  получится 

делением найденного на а. Остаток остается таким же. 

Элемент c кольца K называется корнем полинома f(x), если 

0)( cf . 

Теорема Безу. Многочлен f(x) делится на линейный многочлен 
x c  в кольце K[x] тогда и только тогда, когда c - его корень. 

Доказательство. Пусть f(x) делится на x c , т.е. f x x c h x( ) ( ) ( )  . 

Тогда f c( )  0 . 

Пусть f c( )  0 . Тогда в равенстве rxhcxxf  )()()(  будет 

r f c ( ) 0, т.е. )()()( xhcxxf  .        ∎ 

Теорема. Число корней ненулевого многочлена не превосходит 

его степени. 

Доказательство. Докажем это утверждение с помощью индукции 

по степени многочлена. Многочлен нулевой степени вообще не имеет 

корней, так что для него утверждение теоремы справедливо.  

Предположим теперь, что утверждение теоремы справедливо для 

всех многочленов степени n 1, и докажем его для любого многочлена 

f(x) степени n. Предположим, рассуждая от противного, что x1, x2, ..., xm 

- корни многочлена f(x), причем m n . По теореме Безу, f(x) делится на 

 1 0 -3 2 

2 1 2   

 1 0 -3 2 

2 1 2 1  

 1 0 -3 2 

2 1 2 1 4 
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x x 1
, т.е. f x x x g x( ) ( ) ( )  1

, где g(x) - некоторый многочлен степени n 1

. Элементы x2, ..., xm кольца K являются корнями многочлена g(x). В 

самом деле, при i m 2,...,  имеем: f x x x g xi i i( ) ( ) ( )  1
. Так как x xi  1 0 , а 

кольцо K не имеет делителей нуля, то g xi( )  0 .  

Таким образом, многочлен g(x) имеет не менее чем m1  корней, 

что противоречит предположению индукции, поскольку 

1-m<1-n =  deg g(x) .          ∎ 

Следствие. Многочлен степени не выше n однозначно определя-

ется своими значениями в n 1 точках. 

Иначе говоря, существует не более одного многочлена степени не 

выше n, принимающего в данных (различных) точках x x x1 , ,  ...,  2 n+1
 дан-

ные значения y1, y2, ..., yn+1. 

Доказательство. Предположим, что f(x), g(x) - два многочлена сте-

пени не выше n, принимающие одинаковые значения в точках 

x x x1 , ,  ...,  2 n+1
. Рассмотрим многочлен h x f x g x( ) ( ) ( )  . Степень этого 

многочлена также не выше, чем n. Так как f x g xi i( ) ( ) , то h xi( )  0 при 

i n 1 2 1, , ...,   , т.е. x x x1 , ,  ...,  2 n+1
 - корни многочлена h(x). Согласно пред-

удущей теореме h(x) = 0, т.е. f(x) = g(x). 

Теорема 4. Если кольцо K бесконечно, то равенство функций, 

определяемых двумя многочленами из кольца K[x], влечет за собой ра-

венство самих многочленов. 

Доказательство. Пусть многочлены f x g K x( ),  (x) [ ]  определяют 

одинаковые функции. Это означает, что f x g x( ) ( )0 0  для любого x K0  . 

Обозначим через n наивысшую из степеней многочленов f(x), g(x). Так 

как кольцо K бесконечно, то в нем найдутся n 1 различных элементов 

x x x1 , ,  ...,  2 n+1
.  

Согласно нашему предположению, многочлены f(x) и g(x) прини-

мают одинаковые значения в каждой из точек x x x1 , ,  ...,  2 n+1
 (как и во-

обще в любой точке). Следствие из предыдущей теоремы позволяет 

сделать отсюда вывод, что f x g x( ) ( ) . 

Для конечного кольца K утверждение теоремы неверно. Однако 

при некоторых дополнительных предположениях и в этом случае ока-

зывается возможным из равенства функций, определяемых двумя мно-

гочленами, сделать вывод о равенстве самих многочленов. 

Пусть, например, K p Z  - кольцо вычетов по простому модулю p. 

Два многочлена f x g x xp( ), ( ) [ ] Z  будем называть эквивалентными, если 
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они определяют одну и ту же функцию на Z p . Так как в кольце Z p  име-

ется p элементов, то из следствия теоремы непосредственно вытекает 

следующее утверждение: 

Теорема. Если многочлены f x g x xp( ), ( ) [ ] Z , имеющие степень не 

выше чем p 1 , эквивалентны, то они равны. 

Пример. Разделить по схеме Горнера многочлен 

11532)( 235  xxxxxf  на 
2

1
x . 

1 0 2 3 5 11

1

2
1

1

2

7

4

31

8

111

10

463

32

 

   
 

Таким образом, 
32

463
,

16

111

8

31

4

7

2

1
)( 234  rxxxxxq . 

Из сказанного выше вытекает, что число 
2

1
 не является корнем 

многочлена )(xf . Более того, 
32

463
)

2

1
( f .  

Пример. Вычислить )(cf , если .2,9050248 234  cxxxxf  

Решение: 

 1 -8 24 -50 90 

2 1 -6 12 -26 38 
)2(f =38. 

Схема Горнера позволяет многочлен )(xf , записанный по убыва-

нию степени x, разложить по степеням бинома cx , а также определить 

кратность корня.  

 

Упражнения  

 

1. Пользуясь схемой Горнера, разделите с остатком многочлен 

][)( xxf R  на 0xx   и вычислите )( 0xf :  

а) 161063)( 234  xxxxxf , 40 x ;  

б) 1432)( 234  xxxxxf , 10 x ;  

в)  xxxxxf 642)( 234  8  10 x ; 

г) xxxxf 852)( 35  , 30 x ;  

д) 7202)( 24  xxxxf , 30 x ;  

е) 38532)( 234  xxxxxf , 40 x . 



36 

 

2. Пользуясь схемой Горнера, найдите значение многочлена 

f x x( ) [ ]C  в точке x0
: 

 а)  ixxiixxxf  73)1(2)( 234 , ix 0
;  

б) 7)31()21()( 245  xixixxf , ix  20
;  

в) 234)( xxxf  , ix  10
;  

 г) xxxxf  23)( , ix 210  ; 

 д)  2346 )1()1()2()( xixixixxf ixi  3)1( , ix 0
; 

 е) 7)( 23  xxxf , ix 440  ;  

ж) 123)( 345  xxxxxf , ix  10
; з) xxxxf  35 22)( , ix 210  . 

3. Пользуясь схемой Горнера, составьте таблицу всех значений 

многочлена ][)( xxf pZ :  

а) 22)( 234  xxxxf , 5p ;  

б) 123)( 35  xxxxf , 7p . 

4. Используя схему Горнера, выполните деление с остатком  

а) 27632 235  xxxx  на 2x ; 

б) 16435 234  xxxx  на 3x . 

5. Разделить многочлен f(x) на многочлен х-
0x  по схеме Горнера 

a) 
5 4 2( ) (2 ) (4 ) 2 6f x i x x i x x      

, 0 2x  
; 

b)  5 4 2( ) (2 3 ) (3 2) 1 3f x ix i x i x i x       
, 0 1x 

; 

c) 
5 3( ) ( 1) (4 ) (1 6 ) 1f x i x i x i x      

, 0 3x  
; 

d) 
5 2( ) (2 ) (6 ) 4f x i x i x i    

, 0 2x 
; 

e) 
5 3 2( ) 2 (6 4 ) ( 4) 7 3f x ix i x i x x i      

, 0 4x 
; 

f) 
5 3 2( ) ( 3) 3 (5 2 ) (2 ) 2f x i x ix i x i x       

, 0 1x  
; 

g) 
5 4 2( ) (2 ) (4 ) 2 6f x i x x i x x      

, 0 2x  
; 

h) 
5 4( ) 3 ( 3) (4 ) 3f x x i x i x     

, 0 1x 
; 

i) 
5 4 3( ) ( 1) ( 2) 3 (4 ) 3f x i x i x ix i x i        

, 0 4x  
; 

j) 
5 4 2( ) 3 (2 3 ) (3 ) 2 2f x ix i x i x ix      

, 0 2x 
; 
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k) 
5 3 2( ) (2 ) 8 (2 3 ) ( 1) 5f x i x ix i x i x i        , 0 3x  

; 

l) 
5 4 2( ) ( 3) 4 ( 4) (6 ) 5f x i x x i x i x i        , 0 3x 

; 

m) 
5 3( ) ( 1) (4 5 ) 2 7f x i x i x ix i      , 0 2x  

 

n) 
5 2( ) (2 3 ) 8 (4 ) 1f x i x ix i x      , 0 1x 

; 

o) 
5 3 2( ) ( 1) (2 3 ) 1f x ix i x i x      , 0 4x 

; 

p) 
5 2( ) (1 ) (5 2 ) 5 3f x i x i x ix i      , 0 2x 

; 

q) 
5 4( ) 2 (2 1) (4 3 ) 7f x ix i x i x i     

, 0 4x  
; 

r) 
5 4( ) 3 2 ( 7) 4 2f x x x i x i     

, 0 1x  
; 

s) 
5 3( ) 7 3 (2 1) 4f x x ix i x i     , 0 3x  

; 

t) 
5 4 2( ) (2 ) 4 ( 5) 7f x i x x i x i       , 0 2x 

; 

u) 
5 3( ) 3 8 1f x ix ix x i    

, 0 1x  
; 

v) 
5 2( ) 3 (3 ) 3 4f x x i x x    

, 0 3x  
; 

w) 
5 3( ) ( 1) 8 (5 3) 5 1f x i x x i x i      

, 0 4x 
; 

x) 
5 4 2( ) 2 ( 3) (3 2 ) 3 3f x ix i x i x x i      

, 0 1x 
; 

y) 
5 4 2( ) (1 ) 4 (2 ) 5f x i x x i x     

, 0 3x 
; 

z) 
5 4 2( ) (2 2) 3 (3 2) 5 2f x i x ix i x i      

, 0 1x  
; 

8.  Разложить многочлен на множители, применяя схему Гор-

нера, если известен один его корень: 

3 2 4 3 2

1 1) 3 7 12, 4; ) 4 2 24 24, 2.a x x x x b x x x x x           
9. Выяснить, делится ли нацело многочлен 

a) 
2012 2011 50 494 2x x x x    на x+1; 

b) 
6 4 32 22 2 14x x x x     на x-7. 
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10. Найти значения параметров а и b, при которых выполняется 

тождественное равенство 

  

   

5 3 4 3 2

25 4 3 2 3 2

) 2 1 2 2 ;

) 2 2 4 8 2 3 .

a x x x x ax x x b

b x x x x x x x ax x b

       

         

 

11. Найдите все пары значений а и b, при которых многочлен 

( )f x  делится нацело на многочлен ( )g x .  

3 2 2

4 3 2 2

) ( ) 2 5 ; ( ) 4;

) ( ) 3 5 10; ( ) 2.

a f x x x ax b g x x

b f x x x ax bx g x x x

     

       
 

 

2.2. Неприводимые многочлены. Основная теорема алгебры 

 

Как и во всяком кольце главных идеалов, в кольце P x[ ]  многочле-

нов над полем P каждый необратимый элемент может быть разложен 

на простые множители, причем это разложение единственно с точно-

стью до перестановки множителей и замены их ассоциированными 

элементами. 

Напомним, что ненулевой элемент области целостности называ-

ется простым, если он необратим и не может быть разложен в произве-

дение двух необратимых элементов. Простые элементы кольца P x[ ]  по 

традиции называются неприводимыми многочленами. Поскольку необ-

ратимые элементы кольца P x[ ] , отличные от нуля, - это многочлены 

положительной степени, то неприводимый многочлен - это такой мно-

гочлен положительной степени, который не может быть разложен в 

произведение двух многочленов положительной степени.  

Многочлен, который может быть разложен в произведение двух 

многочленов положительной степени, называется приводимым. 

Можно также сказать, что неприводимый многочлен - это такой мно-

гочлен положительной степени, который не может быть разложен в 

произведение двух многочленов меньшей степени. 

Неприводимость многочлена зависит от поля, над которым он 

рассматривается . Так, многочлен 
2 2x   приводим над полем C  и над 

полем R  
    2 2f x x x  

, но неприводим над полем рациональных 

чисел Q .  
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Многочлен выше 1-й степени, неприводимый над полем P , не мо-

жет иметь корней в поле P . Обратное неверно, т.е., из того, что много-

член не имеет корней в поле P , не следует, вообще говоря, что он не-

приводим над полем P . Например, 
    2 21 2f x x x  

 не имеет рацио-

нальных корней, но является приводимым над Q .  

Теорема. Всякий многочлен f P x [ ] , не являющийся элементом 

поля P, может быть разложен в произведение неприводимых много-

членов: 
f p p pm 1 2  

причем если f q q ql 1 2  - другое такое разложение, то l m  и при под-

ходящей нумерации множителей имеют место равенства q c pi i i , 

( )i m 1,  2,  ,   , где Pci  , 0ic . 

Если вынести за скобки старшие коэффициенты всех неприводи-

мых множителей какого-либо разложения многочлена f P x [ ] , то мно-

гочлен f представится в виде: 

f ap p p a P am  1 2 0    ( , ) , 

где p p pm1 2, , ,     - нормированные неприводимые многочлены. Такое 

представление многочлена f будем называть его нормированным раз-

ложением на неприводимые множители. 

Очевидно, что множитель a в формуле совпадает со старшим ко-

эффициентом многочлена f и что нормированное разложение на непри-

водимые множители единственно с точностью до перестановки мно-

жителей. 

Пусть p - какой-нибудь неприводимый делитель многочлена 

f P x [ ] . Может случиться, что f делится не только на p, но и на p2  или 

даже на более высокую степень p. Наибольшее из таких чисел k, что f  

делится на p k , называется кратностью неприводимого делителя p мно-

гочлена f. Иными словами, кратность равна k, если f делится на p k , но 

не делится на p k1. Если p - неприводимый многочлен, не являющийся 

делителем многочлена f, то удобно считать, что p - неприводимый де-

литель кратности 0. 

Заметим, что любой многочлен первой степени неприводим, так 

как произведение двух многочленов положительной степени всегда 

имеет степень  2 . Следовательно, разложение на линейные множители 

является частным случаем разложения на неприводимые множители. 
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Из теоремы Безу следует, что кратность корня x0
 многочлена 

f P x [ ]  есть не что иное, как кратность неприводимого делителя 

x x 0
 этого многочлена. 

Теорема. Кратность неприводимого делителя p многочлена f 

равна числу множителей, ассоциированных с p, в любом разложении 

многочлена f на неприводимые множители. 

Неприводимые многочлены играют роль, аналогичную роли про-

стых чисел в арифметики. Естественно поставить вопрос: какие же су-

ществуют неприводимые многочлены? Ответ на этот вопрос зависит 

от поля P, однако некоторые общие соображения все же можно выска-

зать. Прежде всего, как ранее было замечено, любой многочлен первой 

степени неприводим. По теореме Безу многочлен, имеющий корень x0, 

делится на x x 0 . Степень частного при этом, очевидно, будет на еди-

ницу меньше степени самого многочлена.  

Поэтому всякий многочлен степени  2 , имеющий корень в поле 

P, приводим. Если рассмотреть приводимые многочлены 2 и 3 степени, 

то они разлагаются в произведение двух сомножителей, один из кото-

рых должен быть первой степени и, значит, этот многочлен имеет ко-

рень. Таким образом, многочлен степени 2 или 3 неприводим тогда и 

только тогда, когда он не имеет корней (в поле P). 

Основная теорема алгебры. Любой многочлен 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑥] сте-

пени не меньше 1 имеет по крайней мере один комплексный корень. 

Из основной теоремы алгебры следует приводимость любого 

многочлена степени  2  над полем комплексных чисел C .  

Теорема. В кольце R[ ]x  многочленов с действительными коэф-

фициентами неприводимы только многочлены первой степени и мно-

гочлены второй степени, не имеющие действительных корней. 

Доказательство. Пусть многочлен с действительными коэффици-

ентами f x a x a x a x an n

n n( )     

0 1

1

1  имеет комплексный корень  , т.е. 

a a a an n

n n0 1

1

1 0      

 . Мы знаем из свойств комплексных чисел, 

что последнее равенство не нарушится, если в нем все числа заменить 

на сопряженные. Однако все коэффициенты a0, a1, ..., an-1, an, а также 

число 0, стоящее справа, будучи действительными, останутся при этой 

замене без изменения, и мы приходим к равенству 

a a a an n

n n0 1

1

1 0      

 , т.е. f ( )  0. Таким образом, если комплекс-

ное (но не действительное) число   служит корнем многочлена f(x) с 

действительными коэффициентами, то корнем для f(x) будет и сопря-

женное число  .  
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Многочлен f(x) будет делится, следовательно, на квадратный 

трехчлен     ( ) ( )( ) ( )x x x x x      2   , коэффициенты, как мы 

знаем из свойств комплексных чисел, действительны. Теперь докажем, 

что корни   и   имеют в многочлене f(x) одну и ту же кратность. 

Пусть, в самом деле, эти корни имеют соответственно кратности 

k и l и пусть, например, k l . Тогда f(x) делится на l-ю степень много-

члена ( )x , f x x q xl( ) ( ) ( ) . Многочлен q(x), как частное двух многочле-

нов с действительными коэффициентами, также имеет действительные 

коэффициенты, но, в противоречие с доказанным выше, он имеет число 

  своим ( )k l -кратным корнем, тогда как число   не является для него 

корнем. Отсюда следует, что k l .  

Таким образом, комплексные корни всякого многочлена с дей-

ствительными коэффициентами попарно сопряжены. Отсюда и из 

единственности разложения многочлена на множители вытекает спра-

ведливость доказываемой теоремы. Для кольца Q[ ]x  ситуация совер-

шенно иная: в этом кольце существуют неприводимые многочлены 

любой степени. Если поле P конечно, то для любого n существует лишь 

конечное число многочленов степени не выше n с коэффициентами из 

P, и поэтому неприводимые многочлены не выше любой заданной сте-

пени могут быть найдены путем перебора, аналогично тому, как нахо-

дятся простые числа, не превосходящие заданного числа. 

Так же, как доказывается бесконечность множества простых чи-

сел, может быть доказана бесконечность множества нормированных 

неприводимых многочленов над любым полем P. Предположим, что 

таких многочленов имеется конечное число, и пусть p p pn1 2, , ,  - все эти 

многочлены.  

Рассмотрим многочлен f p p pn 1 2 1 . Всякий многочлен поло-

жительной степени должен делиться на какой-нибудь неприводимый 

многочлен, однако f не делится ни на один из многочленов p p pn1 2, , , . 

Полученное противоречие показывает, что сделанное допущение о ко-

нечности множества неприводимых многочленов неверно. 

Теорема. Пусть f x P x( ) [ ]  - многочлен над полем P и пусть p - 

неприводимый множитель кратности m  1  многочлена f(x). Тогда p 

является множителем кратности m1 производной f x( ) . 

Доказательство. Так как p есть m-кратный множитель многочлена 

f, значит, f p g g P x g pm  , [ ],   . Используя свойства производной, нахо-

дим         
 f mp p g p g p mp g pgm m m1 1( ) . 
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Так как deg degmp p  , то mp p . Также g и p взаимно просты, g p , 

поэтому ( )mp g p  . Значит pgpgpm  )( . 

Заключаем, что p является множителем кратности m1 производ-

ной f x( ) . 

Следствие 1. Многочлен f x P x( ) [ ]  имеет кратные неприводимые 

множители тогда и только тогда, когда наибольший общий делитель 

многочленов f и f  имеет положительную степень. 

Следствие 2. Пусть f x P x( ) [ ] . Элемент c является кратным кор-

нем многочлена f тогда и только тогда, когда f c f c( ) ( )   0 . 

Следствие 3. Пусть f x P x( ) [ ] . Элемент c является m-кратным 

корнем многочлена f тогда и только тогда, когда  

f c f c f c f cm m( ) ( ) ( ) , ( )( ) ( )      1 0 0 . 

Доказательство. Элемент c тогда и только тогда будет m-кратным 

корнем многочлена f (т.е. ( )x c  - m-кратный множитель многочлена 

f(x), когда ( ) , , , ( )( )x c f f f x cm    делит   и f (m) 1 . В силу теоремы Безу усло-

вия равносильны. 

Пример. Определим кратность корня 1 многочлена 
x x x x x x6 5 4 3 22     1. Для этого построим таблицу 

 1 -1 -1 2 -1 -1 1 

1 1 0 -1 1 0 -1 0 

 1 1 0 1 1 0  

 1 2 2 3 4   

из которой следует, что кратность корня 1 равна 2. 

Пример. Найти корни многочлена 720184)( 234  xxxxxf  

кратности выше первой  и определить эту кратность. 

Поскольку корни кратности больше 1 являются и корнями произ-

водной, то найдем: ).593(4)( 23  xxxxf  Нетрудно заметить, что 

число 1 является корнем многочлена )(xf  . Проверим является ли 1 кор-

нем многочлена )(xf  и если да, то какой кратности. Для этого делим на 

1x  многочлен )(xf , потом частное и т.д. 

 1 4 -18 20 -7 

1 1 5 -13 7 0 

1 1 6 -7 0  

1 1 7 0   

1 1 8    

Итак, )7()1()( 3  xxxf , т.е. число 1 есть корень многочлена )(xf  

кратности 3. 
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Пример. Разложить на неприводимые множители многочлен 

  3 23 6 20f x x x x   
 1) над полем С; 2) над полем R .  

Решение. Задача сводится к отысканию корней этого многочлена. 

Корни этого многочлена равны 1 2 35, 1 3, 1 3x x i x i      . А тогда 

     5 1 3 1 3f x x x i x i     
 и есть разложение  f x

 на неприводи-

мые множители над полем С 
    25 2 4f x x x x   

 — разложение  f x
 

на неприводимые множители над полем R .  

Пример. Разложить на неприводимые множители над полем R  

многочлен   4 3 24 7 2 5f x x x x x    
.  

Решение. Корни  f x
 равны 

1 2 3 4

3 11 3 11 1 5 1 5
, , ,

2 2 2 2

i i
x x x x

   
   

. 

Поэтому 
   31 5 1 5

3 5
2 2

f x x x x x
   

        
    является разложением над 

R . Здесь 

2 3 11 3 11
3 5

2 2

i i
x x x x

   
        

   .  

 

Упражнения 

1) Определить кратность корня 
0x  многочлена f(x): 

а) ;2,84275 0

2345  xxxxxxf  

б) ;2,16168167 0

2345  xxxxxxf  

в) ;1,81023 0

345  xxxxxf  

г) .3,54273626 0

2345  xxxxxxf  

2) При каком значении а многочлен x ax ax5 2 1    имеет корень -1 

кратности не ниже второй? 

 

2.3. Интерполяционный многочлен 

 

Рассмотрим таблицу чисел  

 

Многочлен f(x) ∈ C[x] степени не выше n, удовлетворяющий условиям 

f(xj) = yj (j = 0, 1,...,n) назовем интерполяционным многочленом, от-

носящимся к интерполяционной таблице. 

x0 x1 ... xn 

y0 y1 ... yn 
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Теорема. Для любой таблицы интерполяции интерполяционный мно-

гочлен существует и единственен. 

Доказательство.  

Существование. Легко видеть, что многочлен 

𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥1) ∙ (𝑥 − 𝑥2) … ∙ (𝑥 − 𝑥𝑗−1) ∙ (𝑥 − 𝑥𝑗+1) ∙ … ∙ (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥𝑗 − 𝑥1) ∙ (𝑥𝑗 − 𝑥2) … ∙ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1) ∙ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1) ∙ … ∙ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑛)
 

называемый интерполяционным многочленом в форме Лагранжа, яв-

ляется интерполяционным для таблицы. 

Единственность. Пусть f(x), g(x) — два интерполционных многочлена, 

соответствующих одной таблице интерполяции. Рассмотрим много-

член h(x) = f(x) − g(x). Имеем h(xj) = 0 (j = 0, 1,...,n). Таким образом, 

многочлен h(x) степени, не превосходящей n, имеет не менее n + 1 кор-

ней. Получаем, что h(x) = 0, т.е. f(x) = g(x). 

Пример. Построим интерполяционный многочлен по таблице 

xj 1 2 3 

yj −6 −6 −4 

По формуле имеем 

𝑓(𝑥) = −6 ∙
(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)

(1 − 2)(1 − 3)
− 6 ∙

(𝑥 − 1)(𝑥 − 3)

(2 − 1)(2 − 3)
− 4 ∙

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

(3 − 1)(3 − 2)
= 𝑥2 − 3𝑥 − 4. 

Следствие. Пусть F — некоторое подполе поля C. Для любых много-

членов f(x) и g(x) из F[x] f(x) = g(x) ⇔ ∀c ∈ F f(c) = g(c). 

Рассмотрим еще один способ нахождения интерполяционного 

многочлена – метод Ньютона. Интерполяционный многочлен для таб-

лицы  ищется в виде 

f(x) = c0 +c1 (x−x0) +c2 (x−x0)(x−x1) +...+cn(x−x0)(x−x1) ... (x−xn−1).  

Последовательно полагая x = xj (j = 0, 1, ... , n), находим c0, c1, ...cn. 

Пример. Методом Ньютона построим интерполяционный многочлен 

по таблице интерполяции из примера выше. Ищем многочлен в виде 

f(x) = c0 + c1 (x − x0) + c2 (x − x0)(x − x1). 

Полагая  x = x0, получаем −6 = c0. 

Полагая x = x1, получаем −6 = −6 + c1 (2 − 1), откуда c1 = 0. 

Полагая x = x2, получаем −4 = −6 + 0 · (2 − 1) + c2 (3 − 1)(3 − 2), откуда 

c2 = 1. Итак, f(x) = −6 + (x − 1)(x − 2) = x2 − 3x − 4. 

Для эффективного вычисления коэффициентов интерполяционного 

многочлена f(x) в форме Ньютона введем так называемые разделен-

ные разности.  

Пусть f(x) — интерполяционный многочлен, построенный по 

таблице, а z0, z1, ... , zn — некоторые числа из F. Разделенной разно-

стью первого порядка называется величина 
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𝑓(𝑧0, 𝑧1) =
𝑓(𝑧0) − 𝑓(𝑧1)

𝑧0 − 𝑧1

 

разделенной разностью второго порядка называется 

𝑓(𝑧0, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑓(𝑧0, 𝑧1) − 𝑓(𝑧1, 𝑧2)

𝑧0 − 𝑧2

 

и т.д. Вообще, разделенная разность k-го порядка определяется через 

разделенную разность (k − 1)-го порядка следующим образом: 

𝑓(𝑧0, 𝑧1, … . . , 𝑧𝑘) =
𝑓(𝑧0, 𝑧1) − ⋯ − 𝑓(𝑧𝑘−1, 𝑧𝑘)

𝑧0 − 𝑧𝑘

 

Заметим, что так как f(x0) = y0, т.е. x0 является корнем многочлена f(x) 

−y0, то f(x, x0) представляет собой многочлен и степень этого много-

члена на 1 меньше степени f(x). 

Аналогично, f(x, x0, x1) также является многочленом и степень 

его на 1 меньше степени f(x, x0) и т.д. Наконец, f(x, x0, x1, ... , xn) = 0. Из 

определения разделенных разностей получаем 

f(x) = f(x0) + (x − x0)f(x, x1), 

f(x, x0) = f(x0, x1) + (x − x1)f(x, x0, x1), f(x, x0, x1) = f(x0, x1, x2) + (x − x2)f(x, 

x0, x1, x2) и т.д., откуда f(x) = f(x0) + (x − x0) f(x0, x1) + (x − x0)(x − x1)f(x0, 

x1, x2) + ...... + (x − x0)(x − x1) ... (x − xn−1)f(x0, x1, ... , xn). 

В силу единственности представления многочлена f(x), получаем, что 

коэффициенты cj суть разделенные разности, а именно: 

cj = f(x0, x1, ... , xj) (j = 0, 1, ... , n). 

Вычислять разделенные разности удобно в таблице  

Пример. Построим интерполяционный многочлен f(x) по таблице 

xj −2 −1 0 1 2 

yj 3 8 17 24 47 

Составим таблицу разделенных разностей: 

-2 3     

  5    

-1 8  2   

  9  -1  

0 17  -1  1 

  7  3  

1 24  8   

  23    

2 47     

Таким образом, 

f(x)=(x + 2)(x + 1)x(x − 1)−(x + 2)(x + 1)x +2(x + 2)(x + 1) + 5(x + 2) + 3. 
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Упражнения 

 

Построить интерполяционный многочлен для таблиц 

xj −3 −1 4 1 5 

yj 3 6 17 34 21 

 

xj −6 −7 3 1 2 

yj 5 2 17 15 41 

 

xj 4 −1 0 1 2 

yj 3 5 19 14 27 

 

2.4. Целые и рациональные корни многочленов.  

Критерий неприводимости Эйзенштейна 

 

Хотя уравнения высоких степеней в общем случае неразрешимы 

в радикалах, да и формулы Кардано и Феррари для уравнений третьей 

и четвертой степеней в школе не проходят, в учебниках по алгебре, на 

вступительных экзаменах в институты иногда встречаются задачи, где 

требуется решить уравнения выше второй степени. Обычно их специ-

ально подбирают так, чтобы корни уравнений можно было найти с по-

мощью некоторых элементарных приемов. 

В основе одного из таких приемов лежит теорема о рациональных 

корнях многочлена:  

Теорема. Если несократимая дробь qp /  является корнем много-

члена 01

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  

  с целыми коэффициентами, то ее 

числитель p  является делителем свободного члена 0a , а знаменатель 

q  - делителем старшего коэффициента na . 

Для доказательства достаточно подставить в уравнение 0)( xP  

qpx /  и умножить уравнение на nq . Получим 

0... 0

1

1

1

1  



nnn

n

n

n qapqaqpapa  

Все слагаемые в левой части, кроме последнего, делятся на p , по-

этому и nqa0  делится на p , а поскольку q  и p  - взаимно простые числа, 

p  является делителем 0a . Доказательство для q  аналогично. 
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С помощью этой теоремы можно найти все рациональные корни 

уравнения с целыми коэффициентами испытанием конечного числа 

"кандидатов".  

Пример. Для многочлена 
5 4 3 2( ) 6 5 6 6 5 6f x x x x x x       найти ра-

циональные корни. 

Данный многочлен имеет целые коэффициенты. Имеем 

06, 6na a  . Так как необходимо na ⋮ q , 0a ⋮ p , то 6⋮q и 6⋮p. Значит, 

q=1,2,3,6 и 1, 2, 3, 6p      .  

Поэтому 

1 2 3 6 1 2 3 6 1 2 3 6 1 2 3 6
; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 6 6 6 6

p

q

                
 
  . 

В этом множестве есть сократимые, т.е. не взаимно простые 

дроби. При решении их нужно исключить.  

Решение оформляем в виде таблицы, в клеточках которой, соот-

ветствующих дроби 

p

q , ставим 0, если дробь является корнем ( )f x , и   

в противном случае. В нашей заготовке сразу исключим из рассмотре-

ния сократимые дроби. 

 
p

q  

-1 1 -2 2 -3 3 -6 6 

1         

2   - -   - - 

3     - - - - 

6   - - - - - - 

Теперь только дроби, соответствующие незаполненным клеточ-

кам в таблице и только они, могут быть рациональными корнями мно-

гочлена ( )f x . Вычисляем (1), ( 1)f f   по схеме Горнера. 

 

 6 5 -6 -6 -5 6 

1 6 11 5 -1 -6 0 

-1 6 -1 -5 -1 -4 10 

Значит, f(1)=0, f(-1)=10. 1 – корень f(x), -1 не является корнем. 

Поэтому можно проверять лишь выполнение условия f(-1) ⋮(p+q) или 

10⋮(p+q). 

Заметим, что дробь 
1

6
 не является корнем ( )f x , так как для неё 

1, 6, 7p q p q     и 10 не делится на 7.  
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Аналогично исключаем дроби: 

2 3 6 1 1
2; 3; 6; ;

1 1 1 2 6
  

. 

Далее находим f(2): 

 6 5 -6 -6 -5 6 

2 6 17 28 50 95 196 

Итак, (2) 196f   и, используя свойство (2)f ⋮ ( 2 )p q , исключаем до-

полнительно дроби: 

6 1 1 2 1 1
6; ; ; ; ;

1 2 2 3 6 6

   
 

. 

Оставшиеся дроби 

2 3 3 3 1 2
2; 3; ; ; ;

1 1 2 2 3 3

   
   

 проверяем по схеме 

Горнера. 
 6 5 -6 -6 -5 6 

-2 6 -7 8 -22 -39 ≠0 

-3 6 -13 33 -105 310 ≠0 

3

2


 

6 -4 0 -6 4 0 

3

2  

6 14 15 33

2  

 ≠0 

1

3


 

6 3 -7   ≠0 

2

3  

6 9 0 -6 -9 0 

Итак, рациональными корнями данного многочлена f(x) являются 

числа 1;- 
3

2
;

2

3
. 

Вопрос о приводимости многочлена над полем рациональных чи-

сел сводится к вопросу о разложении на множители меньшей степени 

многочлена с целыми коэффициентами. В этом направлении имеется 

следующее достаточное условие неприводимости: 

Критерий Эйзенштейна. 

 Если для многочлена q с целыми коэффициентами q =
n

n xaxaa  ...10  удается найти такое простое число p, что  

1. НОД( p , na ) = 1   

2.   ( ,... ): |i n p a
i

0 1   

3. 2p  не делит a
0 ,  

то этот многочлен неприводим. 

Пример. Многочлен  2 6 15 214 3 2x x x    неприводим над полем 

Q. Достаточно взять p = 3 и применить критерий Эйзенштейна. 
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Для всякого n>0 многочлен  2nx  неприводим над Q. Достаточно 

взять p=2 в предыдущей теореме. Отсюда вытекает, что над полем ра-

циональных чисел существуют неприводимые многочлены любой сте-

пени 

Пример. Если   6 5 4 3 25 8 2 6 2 14f x x x x x x     
, то  f x

 неприводим 

по критерию Эйзенштейна  2p 
. Неприводимыми над Q  являются 

также многочлены    3 3 ,hg x x p h N    
. Отсюда видно, что для вся-

кого натурального h  существует многочлен степени h  неприводимый 

над Q , в отличие от полей C  и R . 

Пример. Найти рациональные корни многочлена 023 23  xxx

Старший коэффициент равен 1, "кандидатами" будут делители числа –

2. Их всего четыре: 1, -1, 2 и –2. Проверка показывает, что корнем яв-

ляется только одно из этих чисел: 2x 0  . 

Если один корень найден, можно понизить степень уравнения. 

Согласно теореме Безу, остаток от деления многочлена )(xP  на двучлен 

cx  равен )(cP , т. е.      cPxQcxxP )( . 

Из теоремы непосредственно следует, что если c  - корень много-

члена )(xP , то многочлен делится на cx  , т. е.    xQcxxP )( , где )(xQ  

- многочлен степени, на 1 меньшей, чем )(xP . 

Продолжая наш пример, вынесем из многочлена 
23)( 23  xxxxP  

множитель 20  xxx . Чтобы найти частное )(xQ , можно выпол-

нить деление "уголком": 

Но есть и более простой способ. Он станет понятен из примера: 

         .1222223)( 222323  xxxxxxxxxxxxP Теперь 

остается решить квадратное уравнение 012  xx . Его корни: 

2

51
2,1


x . 

Пример. Найти рациональные корни многочлена 4x4+8x3 + x2 – 

3x – 1. 

Решение. Здесь an = 4, a0 = –1. Поэтому рациональные корни урав-

нения следует искать среди чисел:  1;  0,5;  0,25 (делители 4 есть 1; 

2; 4, делители (– 1) есть   1). Если x = +1, то 4 + 8 + 1 – 3 – 1  0; 

если  x = – 0,5, то 4 / 16 – 8 / 8 + 1 / 4 + 3 / 2 – 1 = 0, т.е. x = – 0,5 корень 

уравнения. Делим (4x4 + 8x3 + x2 – 3x – 1) на (x + 0,5): 

Данное уравнение можно представить в виде: (x + 0,5)(4x3 + 6x2 – 

2x – 2) = 0. 
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Отсюда x1 = – 0,5 (решение, найденное подбором)  и  4x3 + 6x2 – 

2x – 2 = 0, т.е.  2x3 + 3x2 – x – 1 = 0. Аналогично находим корень этого 

уравнения: x = – 0,5. Снова делим. 

Имеем: (x + 0,5)(2x2 + 2x – 2) = 0. Отсюда x2 = – 0,5 и x3,4 = (– 1  

5) / 2. 

Ответ: x1 = x2 = – 0,5; x3,4 = (– 1  5) / 2. 

Замечание: зная, что x = – 0,5, можно не заниматься делением, а 

просто выделить за скобки множитель (x + 0,5). Из 2x3 + 3x2 – x – 1 = 0 

следует: 

2x3 + 3x2 – x – 1 = 2x3 + x2 +2x2 + x – 2x – 1 = 2x2(x + 0,5) + 2x(x + 

0,5) – 2(x+0,5) = = (x +2)(2x2 + 2x – 2) = 0. 

x1 = – 0,5; x3,4 = (– 1  5) / 2. 

 

Упражнения  

 

1. Разложить на неприводимые множители над кольцами Q, R, C 

многочлены: 

a) 274)( 34  xxxxf ; 

b) 22)( 2345  xxxxxxf ; 

c) 12363)( 2345  xxxxxxf ; 

d) 223)( 346  xxxxxf ; 

e) 1243)( 246  xxxxf ; 

f) 2432)( 246  xxxxxf ; 

g) 242)( 234  xxxxxf ;  

h) 133)( 2345  xxxxxxf ; 

i) 35353727114)( 23456  xxxxxxxf ; 

j) 446144363)( 234567  xxxxxxxxf ; 

k)  6561653)( 2345  xxxxxxf ; 

l) 951624)( 234  xxxxxf . 

3. Разложить на линейные множители в С и неприводимые 
(линейные и квадратичные) множители в R. Сделать проверку. 

a)   5 33 28f x х х х  
;   3 2 15 17g x х х х   

; 

b)   5 34 21f x х х х  
;   3 2 15 17g x х х х   

; 

c)   4 3 2 2f x х х х х    
;   3 23 19 17g x х х х   

; 
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d)   4 3 23 3 18f x х х х х    
;   3 23 19 17g x х х х   

; 

e)   5 33 28f x х х х  
;   3 23 12 10g x х х х   

; 

f)   5 37 18f x х х х  
;   3 2 8 10g x х х х   

; 

g)   4 3 23 4 6 4f x х х х х    
;   3 2 8 10g x х х х   

; 

h)   4 3 22 4 24f x х х х х    
;   3 23 12 10g x х х х   

; 

i)   4 3 2 3 6f x х х х х    
;   3 24 6 4g x х х х   

; 

j)    5 3 42f x х х х  
;   3 2 4g x х х  

; 

k)   5 33 18f x х х х  
;   3 2 4g x х х  

; 

l)   5 35 24f x х х х  
;   3 24 6 4g x х х х   

; 

m)   4 3 23 6 12 8f x х х х х    
;   3 25 11 15g x х х х   

; 

n)   5 32 63f x х х х  
;   3 2 15g x х х х   

; 

o)   5 34 32f x х х х  
;   3 2 15g x х х х   

; 

p)   5 34 12f x х х х  
;   3 25 11 15g x х х х   

; 

q) 17.   4 24 5f x х х  
;   3 2 3 5g x х х х   

; 

r)   5 36 16f x х х х  
;   3 23 7 5g x х х х   

; 

s)   5 36 27f x х х х  
;   3 23 7 5g x х х х   

; 

t)   5 32 8f x х х х  
;   3 2 3 5g x х х х   

; 

u)   4 3 22 2 2 3f x х х х х    
;   3 25 8 6g x х х х   

; 

v)   5 33 40f x х х х  
;   3 2 4 6g x х х х   

; 

w)   5 3 30f x х х х  
;   3 2 4 6g x х х х   

; 

x)   5 38 9f x х х х  
;   3 25 8 6g x х х х   

; 

y)   4 3 22 2 4 6f x х х х х    
;   3 24 9 10g x х х х   

; 

z)   5 33 28f x х х х  
;   3 10g x х х  

; 
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4. Найдите рациональные корни многочлена 

a) 4x4 + 8x3 – 19x2 – 23x + 30; 

b) 4x4 + 8x3 – 23x2 – 25x + 42; 

c) 4x4 – 8x3 – 23x2 + 67x – 42; 

d) 6x4 – 9x3 – 21x2 + 36x – 12; 

e) 6x4 – 3x3 – 39x2 + 48x – 12; 

f) x4 – 21x3 – 11x2 + 44x – 20; 

g) 9x4 – 30x3 – 8x2 + 61x – 30; 

h) 9x4 + 24x3 – 26x2 – 41x + 30; 

i) 9x4 + 30x3 – 12x2 – 53x + 30; 

j) 9x4 + 30x3 – 3x2 – 32x + 12 

 

2.5. Формула Тейлора. Разложение многочлена по степеням  

двучлена 

 

В курсе математического анализа доказывается, что производ-

ная многочлена есть снова многочлен, причем если  
n

n xaxaxaaxf  2

210)( , то      f x a a x na xn
n( ) 1 2

12  . 

В этом случае производная многочлена степени n  1  является 

многочленом степени n 1. Может даже случиться, что производная 

многочлена положительной степени будет нулевым многочленом. 

Например, пусть ][1)( 3

36 xxxxf Z . Тогда 036)( 25  xxxf . 

Производная от производной многочлена f x( )  называется его 

второй производной и обозначается через f x( ) . Производная от вто-

рой производной называется третьей производной и т.д. Для n-й про-

изводной используется обозначение f xn( ) ( ) . Так как при каждом диф-

ференцировании степень многочлена понижается, то (n+1)-я производ-

ная любого многочлена степени n равна нулю. 

Схема Горнера удобна при разложении данного многочлена 

f x a x a x a x an n

n n( )     

0 1

1

1  по степеням двучлена x c . Пусть 
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f x c q r

q x c q r

q x c q r

q x c a r

n n n

n n

  

  

  

  

  

 

( ) ,

( ) ,

............................

( ) ,

( ) ,

1 0

1 2 1

2 1 2

1 0 1

 

где q K xk  [ ] и r Kk  . Если последнее выражение для qn1
 подставить в 

предыдущее равенство, а затем то, что при этом получится, подставить 

вместо qn2
 и т.д., то придем к равенству 

f r r x c r x c r x c a x cn

n n         



0 1 2

2

1

1

0( ) ( ) ( ) ( ) .  

Это есть разложение данного полинома f по степеням (x - c). 

Пусть K - поле P. Дифференцируя обе части равенства и полагая x c , 

получим f c r( )  0
,  f c r( ) 1

,  f c r( ) !2 2
, ..., f c n an( ) ( ) ! 0

. Поэтому равен-

ство можно записать в виде 

f f c f c x c
f c

x c
f c

n
x c

n

n    


   ( ) ( )( )
( )

!
( )

( )

!
( )

( )

2

2  , 

если только f - полином над полем нулевой характеристики. Это и есть 

формула Тейлора для полиномов. Все вычисления удобно располо-

жить в одну таблицу: 

 

 a0 a1 ... an-1 an 

c b0 b1 ... bn-1 r f c0  ( )  

 c0 c1 ... r f c1  ( )   

 d0 d1 ... r f c2  ( )   

 ... ... ... ...  

 a0 
r

f c

nn

n






1

1

1

( ) ( )

( )!
    

Пример. Разложим полином x x x6 5 35 3 1    по степеням x 1. Для 

этого построим таблицу 

 

 1 -5 0 3 0 0 -1 

1 1 -4 -4 -1 -1 -1  2 0r

 

 1 -3 -7 -8 -9  10 1r   

 1 -2 -9 -17  26 2r

 
  

 1 -1 -10  27 3r     

 1 0 410 r

 
    

 1 1 5 r       
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Отсюда  
 432356 )1(10)1(27)1(26)1(102135 xxxxxxx   

65 )1()1(  xx . 

Пример. Разложить многочлен 123)( 235  xxxxxf  по степе-

ням двучлена 1x . 

Речь идет о представлении данного многочлена в виде 

01

4

4

5

5 )1(...)1()1()( cxcxcxcxf  . 

Известно, что 
),1(,5,...,1,

!

)1(
0

)(

fci
i

f
c

i

i 
 но коэффициенты ,..., 10 cc  

удобно находить, вычисляя последовательно  остатки от деления )(xf  

на 1x , полученного частного на 1x , нового частного на 1x  и т.д. 

 

 1 0 -3 1 -2 1 

1 1 1 -2 -1 -3 -2 

1 1 2 0 -1 -4  

1 1 3 3 2   

1 1 4 7    

1 1 5     

1 1      

Таким образом, 
2)1(4)1(2)1(7)1(5)1()( 2345  xxxxxxf . 

Заметим, что  

!5

)1(
1,

!4

)1(
5,

!3

)1(
7,

!2

)1(
2,

!1

)1(
4),1(2

VIV fffff
f 










, 

откуда легко найти значение )(xf  и всех его производных при 1x  

Отметим, что с помощью схемы Горнера можно решать такие типы за-

дач: 

1. Найти q(x) и r при делении f(x) на (х – а); 

2. Вычислить значение многочлена f(x) при x = a;  

3. Выяснить, будет ли х = а корнем многочлена f(x), аF; 

4. Определить кратность корня; 

5. Разложить многочлен по степеням (х – а). 

6. Вычислить значение f(x) и всех его производных при х = а. 
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Пример. Пусть f(x) = x5 – 15 x4 + 76 x3 – 140x2 + 75x – 125  и а = 5. 

Составим схему Горнера: 

 

 1 -15 76 -140 75 -125 

5 1 -10 26 -10 25 0 = с0 

5 1 -5 1 -5 0 = с1  

5 1 0 1 0 =с2   

5 1 5 26 = с3    

5 1 10 = с4     

5 1 = с5      

 

1. Вычислим неполное частное q(x) и остаток r при делении f(x) 

на (х – 5).  

Во второй строке таблицы видим, что коэффициенты частного 

q(x) равны: 1, – 10, 26, – 10, 25, поэтому q(x) = 1х4 – 10х3 + 26х2 – 10х + 

25, а остаток r равен 0.  

2. Вычислим значение многочлена f(x) при x = 5. Воспользуемся 

теоремой Безу: f(5) = r = 0.  

3.   Выясним, будет ли х = 5 корнем многочлена f(x). По опреде-

лению а – корень f(x), если f(а) = 0. Так как f(5) = r = 0, то 5 – корень 

f(x). 

4. Из второй, третьей и четвертой строк таблицы мы видим, что 

f(x) делится на (х – 5)3, но f(x) не делится на (х – 5)4. Следовательно, 

число корень 5 имеет кратность 3.   

5. Разложим многочлен f(x) по степеням (х – 5), коэффициенты 

разложения с0, с1, с2, с3, с4, с5 получаются в последних клетках второй, 

третьей, четвертой, пятой, шестой и седьмой строки схемы Горнера: 

f (x) = с0 + с1(х –5) + с2(х – 5)2 + с3 (х – 5)3 + с4(х – 5)4 + с5 (х – 5)5 

или 

f (x) = 26 (х – 5)3 + 10 (х – 5)4 + (х – 5)5. 

6. Вычислим значение многочлена f(x) и всех его производных 

при х = 5. 

с0 = f(5) = 0, с1 = f ′(5) = 0,  с2 = !2

)5(''f

 = 0  f ′′(5) = 0,  

с3 = !3

)5('''f

 = 26  f ′′′(5) = 26 ∙ 3! = 156, с4 = !4

)5('vf

 = 10  f ′ v(5) = 

10 ∙ 4! = 240,      

с5 = !5

)5(vf

 = 1  f  v(5) = 1 ∙ 5!  = 120. 
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Упражнения 

 

1. Разложить многочлен f(x) по степеням ( )x c :   

a) 1)( 34  xxxxf , c  2 ;  

b) 2553)( 234  xxxxxf , c  2 ;  

c) 4895)( 234  xxxxxf , c  1;  

d) 8423)( 234  xxxxxf , c  1; 

e) f x x x x x( )     4 3 28 23 30 18 , c  2 ; 

f) 274)( 34  xxxf , c  2 ; 

g) 16897)( 234  xxxxxf , c  3;  

h) 3232269)( 234  xxxxxf , c  3; 

i) 3884)( 234  xxxxxf , c  2 ;  

j) 22)( 24  xxxxf , c  1; 

k) 812105)( 234  xxxxxf , c  1;  

l) 43)( 234  xxxxf , c  1;  

m) 18355)( 234  xxxxxf , c  2 ; 

n) 915167)( 234  xxxxxf , c  2 . 

 

2.6. Формулы Виета 

 

Рассмотрим задачу нахождения коэффициентов многочлена по 

его корням. Пусть 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 = 

= (𝑥 − 𝑐1)(𝑥 − 𝑐2) … (𝑥 − 𝑐𝑛). 

Раскрывая скобки в правой части и собирая коэффициенты при 

каждой степени, получаем формулы Виета: 

𝑎1 = −(𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑛), 
𝑎2 = 𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + ⋯ + 𝑐𝑛−1𝑐𝑛, 
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𝑎3 = −(𝑐1𝑐2𝑐3 + 𝑐1𝑐2𝑐4 + ⋯ + 𝑐𝑛−2𝑐𝑛−1𝑐𝑛), 
   ………………………………………….., 

𝑎𝑛−1 = (−1)𝑛−1(𝑐1𝑐2 … 𝑐𝑛−1 + 𝑐1…𝑐𝑛−2𝑐𝑛 + ⋯ + 𝑐2𝑐3 … 𝑐𝑛), 
𝑎𝑛 = (−1)𝑛𝑐1𝑐2 … 𝑐𝑛. 

Пример. Найти многочлен 𝑓(𝑥) минимальной степени со стар-

шим коэффициентом 1, у которого 1, 2 –простые корни, а 3 – корень 

кратности 2. Заметим что таким многочленом является 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)2. 
По формулам Виета получаем 

𝑎1 = −(1 + 2 + 3 + 3) = −9, 
𝑎2 = 1 ∙ 2 + 1 ∙ 3 + 1 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 3 ∙ 3 = 29, 

𝑎3 = −(1 ∙ 2 ∙ 3 + 1 ∙ 2 ∙ 3 + 1 ∙ 3 ∙ 3 + 2 ∙ 3 ∙ 3) = −39, 
𝑎4 = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 3 = 18. 

Следовательно 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 9𝑥3 + 29𝑥2 − 39𝑥 + 18. 
 

Упражнения 

 

1. Найти многочлен наименьшей степени, имеющий: 

а) простые корни 1 и -1, двукратный корень 1+i; 

b) простой корень –i, двукратный 2; 

c) тройной корень 1, простые корни 2,3, 1+i; 

d) двойной корень i, простой корень -1-i. 

2. Определить a, b, c так, чтобы они были корнями многочлена 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐. 

3.  Сумма двух корней уравнения 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑥2 − 7𝑥 + 𝛼 равна 

1. Найти 𝛼. 

4. Определить 𝛼 так, чтобы один из корней многочлена 𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 7𝑥 + 𝛼 равнялся удвоенному другому. 

5. Найти сумму квадратов и произведение всех комплексных кор-

ней многочленов 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 + 2𝑥2 − 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 1. 

6. Найти зависимость между p, q и r, при которой корни уравне-

ния 023  rqxpxx  образуют геометрическую прогрессию 
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2.7. Многочлены с действительными коэффициентами 

 

Свойство. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑹[𝑥]. Если с ∈ С – корень многочлена 

𝑓(𝑥), то с̅ так же является корнем этого многочлена и имеет ту же 

кратность. 

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛. 

Так как 𝑓(𝑐) = 0, то 

𝑎0𝑐𝑛 + 𝑎1𝑐𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑐 + 𝑎𝑛 = 0, 
откуда 

𝑎0𝑐𝑛 + 𝑎1𝑐𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑐 + 𝑎𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0̅, 

поэтому  

𝑎̅0𝑐̅𝑛 + 𝑎̅1𝑐̅𝑛−1 + ⋯ + 𝑎̅𝑛−1𝑐̅ + 𝑎̅𝑛 = 0. 

Но 𝑎𝑗 ∈ 𝑹 (𝑗 = 1, 2, … , 𝑛), следовательно 𝑎̅𝑗 = 𝑎𝑗, поэтому  

𝑎0𝑐̅𝑛 + 𝑎1𝑐̅𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑐̅ + 𝑎𝑛 = 0, 

т.е. 𝑓(𝑐)̅ = 0. 
Следствие. Произвольный многочлен нечетной степени с веще-

ственными коэффициентами имеет по крайней мере один веществен-

ный корень. 

Пример. Зная, что многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 5 

имеет корень -2+i, найти его остальные корни. 

Решение. Так как 𝑓(𝑥) – многочлен с действительными коэффи-

циентами, то наряду с корнем -2+i он имеет корень -2-i. Следовательно, 

многочлен делится на двучлены 𝑥 + 2 − 𝑖  и 𝑥 + 2 + 𝑖 . Применяя схему 

Горнера деления многочлена на двучлен, получаем  

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2 − 𝑖 ) (𝑥 + 2 + 𝑖 )(𝑥2 − 𝑥 + 1). 

В результате получаем остальные корни многочлена : 
1

2
±

𝑖√3

2
. 

Пример. Найти многочлен наименьшей степени с действитель-

ными коэффициентами, имеющий своими корня и числа 1, i, 2+3i. 

Решение. Из свойства выше известно, что корни многочлена 𝑓(𝑥) 

с действительными коэффициентами попарно сопряжены. Следова-

тельно, корнями искомого многочлена 𝑓(𝑥) должны быть также числа 

-i, 2-3i. С помощью формул Виета или собирая произведение соответ-

ствующих множителей, находим 

𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥4 + 18𝑥3 − 18𝑥2 + 17𝑥 − 13 
Пример. Построить многочлен наименьшей степени с комплекс-

ными коэффициентами по данным корням: 1 — корень кратности 3; 
1 2 ,4,5i  — корни кратности 2; -7 — простой корень.  
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Решение.            
3 2 2 2

1 4 5 1 2 7f x x x x x i x      
.  

Пример. Построить многочлен наименьшей степени с действи-

тельными коэффициентами по данным корням: 2 — корень кратности 

2; ,1i i  — простые корни.  

Решение. 

              
2 2 2 22 1 1 2 1 2 2f x x x i x i x i x i x x x x                   .  

 

Упражнения 

 

1. Найти многочлен с действительными коэффициентами 

наименьшей степени, имеющий: 

а) простые корни 1 и -1, двукратный корень 1+i; 

b) простой корень –i, двукратный 2; 

c) тройной корень 1, простые корни 2,3, 1+i; 

d) двойной корень i, простой корень -1-i. 

2. Отделить вещественные корни уравнений: 

а) ;05123  xx   

б) .017273  xx  

 

2.8. Уравнения третьей и четвертой степени 

 

Кубические уравнения 

Если квадратные уравнения умели решать еще математики Вави-

лонии и Древней Индии, то кубические, т.е. уравнения вида 

023  dcxbxax , где 0a , 

оказались "крепким орешком". В конце XV в. профессор математики в 

университетах Рима и Милана Лука Пачоли в своем знаменитом учеб-

нике "Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям и пропор-

циональности" задачу о нахождении общего метода для решения куби-

ческих уравнений ставил в один ряд с задачей о квадратуре круга. И 

все же усилиями итальянских алгебраистов такой метод вскоре был 

найден. 
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Если кубическое уравнение общего вида 023  dcxbxax , где 

0a , разделить на a , то коэффициент при 3x  станет равен 1. Поэтому 

в дальнейшем будем исходить из уравнения  
023  RQxPxx  

Так же как в основе решения квадратного уравнения лежит фор-

мула квадрата суммы, решение кубического уравнения опирается на 

формулу куба суммы: 
32233 33)( babbaaba  . 

Чтобы не путаться в коэффициентах, заменим здесь a  на x  и перегруп-

пируем слагаемые: 
32233 33)( bxbbxxbx  . 

Мы видим, что надлежащим выбором b , а именно взяв 3/Pb  , 

можно добиться того, что правая часть этой формулы будет отличаться 

от левой части уравнения только коэффициентом при x  и свободным 

членом. Сложим уравнения и приведем подобные: 

0)3()( 323  bRxbQbx . 

Если здесь сделать замену bxy  , получим кубическое уравнение от-

носительно y  без члена с 2y : 03  qpyy . 

Итак, мы показали, что в кубическом уравнении с помощью под-

ходящей подстановки можно избавиться от члена, содержащего квад-

рат неизвестного. Поэтому теперь будем решать уравнение вида 

03  qpxx . 

Формула Кардано 

Давайте еще раз обратимся к формуле куба суммы, но запишем 

ее иначе: 

)(3)( 333 baabbaba  . 

Сравните эту запись с уравнением и попробуйте установить связь 

между ними. Даже с подсказкой это непросто. Надо отдать должное 

математикам эпохи Возрождения, решившим кубическое уравнение, 

не владея буквенной символикой. Подставим в нашу формулу bax  : 

abxbax 3333  , или 0)(3 333  baabxx . 

Теперь уже ясно: для того, чтобы найти корень уравнения, доста-

точно решить систему уравнений  









,3

,33

pab

qba
 или 





















,
3

,

3

33

33

p
ba

qba
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и взять в качестве x  сумму a  и b . Заменой 3au  , 3bv   эта система при-

водится к совсем простому виду: 





















.
3

,

3
p

uv

qvu

 

Дальше можно действовать по-разному, но все "дороги" приведут 

к одному и тому же квадратному уравнению. Например, согласно тео-

реме Виета, сумма корней приведенного  квадратного уравнения равна 

коэффициенту при x  со знаком минус, а произведение – свободному 

члену. Отсюда следует, что u  и v  - корни уравнения 

0)3/( 32  pqtt . 

Выпишем эти корни: .
322

32

2,1 


















qqq
t  

Переменные a  и b  равны кубическим корням из 1t  и 2t , а искомое ре-

шение кубического уравнения (13) – сумма этих корней: 

3

32

3

32

27422742

pqqpqq
х  . 

Эта формула известная как формула Кардано. 

Пример. Найти корни многочлена 
3 23 6 20x x x   .  

Решение. Разложим многочлен 
3 23 6 20x x x    по степеням 1x . Полагая 

1x y  , получим уравнение 
3 9 28 0y y   . Его корни находятся по фор-

муле y    , где 
3 314 196 27 , 14 196 27          или 

3 31, 27     . Значениями корня 
3 1    являются числа 

1 2 3

1 3 1 3
1, ,

2 2 2 2
i i       

. Соответствующие им значения второго 

корня 
1 2 3

1 2

9 9 3 3 3 3 3 3
3, , .

3 3 2 2 2 2
i i  

 

 
         

 Отсюда 

1 1 1 2 2 2 3 3 34, 2 3, 2 3y y i y i                 . Корни многочлена 

1 5x   , 2 1 3, 1 3x i x i    .  

Тригонометрическое решение 
023  cbxaxx  

подстановкой 3/ayx   приводится к "неполному" виду 03  qpyy , 

b
a

p 
3

2

, c
aba

q 









33
2

3

. 

Корни 1y , 2y , 3y "неполного" кубичного уравнения равны 
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BAy 1 , 3
22

3,2

BA
i

BA
y





 , где 

3

2
Q

q
A  , 3

2
Q

q
B  ,

23

23



















qp
Q . 

Пусть "неполное" кубичное уравнение действительно. 

а) Если 0Q  ("неприводимый" случай), то 0p  и 

3
cos3/21


py  , 











3

2

3
cos3/23,2


py , где 

 33/2
cos

p

q


 . 

b) Если 0Q , 0p , то 

23/21 ctgpy  ,   2cos323/3,2 ecictgpy  , где  

3

2


 tgtg   










4


 ,  

3

3

2










p

q
tg  










2


 . 

с) Если 0Q  , 0p  , то 

2cos
3

21 ec
p

y  ,   232cos
3

3,2 ctgiec
p

y  , где 

3

2


 tgtg   










4


 ,  

3

3

2
sin 










p

q
  










2


 . 

Во всех случаях берется действительное значение кубичного корня. 

Уравнения четвертой степени 

Метод решения уравнений четвертой степени нашел в XVI в. Лу-

довико Феррари, ученик Джероламо Кардано. Он так и называется – 

метод Феррари. 

Как и при решении кубического и квадратного уравнений, в урав-

нении четвертой степени 
0234  srxqxpxx  

можно избавиться от члена 3px  подстановкой 4/pyx  . Поэтому бу-

дем считать, что коэффициент при кубе неизвестного равен нулю: 

024  cbxaxx . 

Идея Феррари состояла в том, чтобы представить уравнение в 

виде 22 BA  , где левая часть – квадрат выражения sxA  2 , а правая 

часть – квадрат линейного уравнения B  от x , коэффициенты которого 

зависят от s . После этого останется решить два квадратных уравнения: 
BA   и BA  . Конечно, такое представление возможно только при спе-

циальном выборе параметра s . Удобно взять s  в виде ta 2/ , тогда 

уравнение перепишется так: 
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


















4
2

2

2
22

2

2 a
cattbxtxt

a
x . 

Правая часть этого уравнения – квадратный трехчлен от x . Пол-

ным квадратом он будет тогда, когда его дискриминант равен нулю, 

т.е. 

0
4

24
2

22 









a
catttbD , или  caatttb 4442 222   . 

Это уравнение называется резольвентным (т.е. "разрешающим"). 

Относительно t  оно кубическое, и формула Кардано позволяет найти 

какой-нибудь его корень 
0t . При 

0tt   правая часть уравнения прини-

мает вид 
2

0

0
4

2 









t

b
xt , 

а само уравнение сводится к двум квадратным: 











0

00

2

4
2

2 t

b
xtt

a
x . 

Их корни и дают все решения исходного уравнения. 

Пример. Решим уравнение 05810 24  xxx . 

Здесь удобнее будет воспользоваться не готовыми формулами, а 

самой идеей решения. Перепишем уравнение в виде 
5810 24  xxx  

и добавим к обеим частям выражение 222 ssx  , чтобы в левой части об-

разовался полный квадрат: 

    58210 2222  sxxssx . 

Теперь приравняем к нулю дискриминант правой части уравнения: 

    0521016 2  ss , 

или, после упрощения, 

03355 23  sss . 

Один из корней полученного уравнения можно угадать, перебрав де-

лители  свободного члена: 30 s . После подстановки этого значения 

получим уравнение 

   2222 144843  xxxx , 

откуда  1232  xx . Корни образовавшихся квадратных уравнений - 

612,1 x  и 214,3 x . Разумеется, в общем случае могут получиться 

и комплексные корни. 

Пример. Найти корни многочлена 
4 3 24 7 2 5x x x x    .  

Решение. Составим уравнение  
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4 3 24 7 2 5 0x x x x       
Представим левую часть в виде  

   
2 2

2 22 3 2 2 5
2 4

x x x x
 

 
   

          
      
Подберем   так, чтобы дискриминант квадратного трехчлена в квад-

ратных скобках был равен нулю:  

   
2

2
2 2 4 3 5 0

4


 

 
     

    
или  

3 27 28 64 0       .  

Можно заметить, что 4 — один из корней этого уравнения. Тогда под-

ставим 4   в (8) и уравнение (7) примет вид:  

   
2 22 2 2 3 0x x x    

  
или  

  2 23 5 1 0x x x x    
.  

Отсюда, решая уравнения 
2 3 5 0x x    и 

2 1 0x x   , получим корни 

нашего многочлена  

1 2 3 4

3 11 3 11 1 5 1 5
; ; ; .

2 2 2 2

i i
x x x x

   
  

 
Решение Декарта-Эйлера 

0234  dcxbxaxx  
подстановкой 4/ayx   приводится к "неполному" виду 

024  rqypyy . 

Корни 1y , 2y , 
3y , 4y  "неполного" уравнения четвертой степени равны 

одному из выражений 

1z 2z
3z , 

в которых сочетания знаков выбираются так, чтобы удовлетворялось 

условие 

1z 2z
8

3

q
z  , 

причем 1z , 2z  и 3z  - корни кубичного уравнения 

0
6416

4

2

22
23 




q
z

rp
z

p
z . 

Метод неопределенных коэффициентов 
Если у многочлена с целыми коэффициентами рациональных 

корней не оказалось, можно попробовать разложить его на множители 

меньшей степени с целыми коэффициентами.  
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Пример. Решить уравнение . 

Представим левую часть в виде произведения двух квадратных трех-

членов с неизвестными (неопределенными) коэффициентами: 

. 

Раскроем скобки в правой части и приведем подобные: 

Теперь, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  в 

обеих частях, получим систему уравнений 

 
Попытка решить эту систему в общем виде вернула бы нас назад, 

к решению исходного уравнения. Но целые корни, если они суще-

ствуют, нетрудно найти и подбором. Не ограничивая общности, можно 

считать, что , тогда последнее уравнение показывает, что надо 

рассмотреть лишь два варианта: , и . Подставляя 

эти пары значений в остальные уравнения, убеждаемся, что первая из 

них дает искомое разложение: 

 . 

Этот способ решения называетсяметодом неопределенных коэф-

фициентов. 

 

Упражнения 

 

1. Решить уравнения:  

a) x3+6x2–12x+32=0 

b) x3+9x2–18x+44=0 

c) x3–3x2–6x+36=0 

d) x3–12x2+24x–40=0 

e) x3–6ix+4(1–i)=0 

f) x3+(3–3i 3 )x–9=0 

2. Решить уравнения:  

a) x4+3x3+4x2+x–3=0 
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b) x4+3x3+2x2+x–1=0 

c) x4+x3–4x2–x+1=0 

d) x4–6x3+15x2–18x+10=0 

 

2.9. Границы для комплексных и вещественных корней 

 многочленов 

 

Теорема. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 ∈
𝑪[𝑥],  

𝑎0 ≠ 0, 𝐴 = max
𝑗=1,2,…,𝑛

|𝑎𝑗| и 𝑓(𝛼) = 0, 𝛼 ∈ 𝑪, тогда 

|𝛼| <
𝐴

|𝑎0|
+ 1. 

Доказательсвто. Покажем, что если  

|𝛼| ≥
𝐴

|𝑎0|
+ 1, 

то 𝛼 не может быть корнем многочлена 𝑓(𝑥). Действительно, 

𝑓(𝛼) ≥ |𝑎0| ∙ |𝛼|𝑛 − |𝑎1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛|
≥ |𝑎0| ∙ |𝛼|𝑛 − 𝐴 ∙ |𝛼𝑛−1 + ⋯ + 1|

= |𝑎0| ∙ |𝛼|𝑛 − 𝐴 ∙
|𝛼|𝑛 − 1

|𝛼| − 1
> |𝑎0| ∙ |𝛼|𝑛 − 𝐴 ∙

|𝛼|𝑛

𝐴
∙ |𝑎0| = 0 

Итак, 𝑓(𝛼) > 0, т.е. 𝛼 не является корнем. ∎ 

Теорема. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 ∈

𝑹[𝑥], 𝑎0 > 0 , 𝑘-  минимальное, такое, что 𝑎𝑘 < 0, 𝐵 = max
𝑎𝑗<0

|𝑎𝑗|. 

Тогда для любого положительного вещественного корня 𝛼 спра-

ведливо неравенство  

𝛼 ≤ √
𝐵

𝑎0

𝑘

+ 1. 

Доказательство. Пусть 𝛼 > √
𝐵

𝑎0

𝑘
+ 1, откуда (𝑥 − 1)𝑘 >

𝐵

𝑎0
. 

Покажем тогда, что 𝛼 не может быть корнем многочлена 𝑓(𝑥). 

Имеем 
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𝑓(𝛼) ≥ 𝑎0𝛼𝑛 − 𝐵(𝛼𝑛−𝑘 + 𝛼𝑛−𝑘−1 + ⋯ + 𝛼 + 1)

= 𝑎0𝛼𝑛 − 𝐵 ∙
𝛼𝑛−𝑘+1 − 1

𝛼 − 1
> 𝑎0𝛼𝑛 − 𝐵 ∙

𝛼𝑛−𝑘+1

𝛼 − 1

=
𝛼𝑛−𝑘+1

𝛼 − 1
(𝑎0𝛼𝑘−1(𝛼 − 1) − 𝐵) >

𝛼𝑛−𝑘+1

𝛼 − 1
(𝑎0(𝛼 − 1)𝑘 − 𝐵)

> 0. 
Итак, 𝑓(𝛼) > 0, т.е. 𝛼 не является корнем.      ∎ 

Замечание 1. Если 𝑎𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 0,1,2, … , 𝑛), то положительных 

корней у многочлена нет. 

Замечание 2.Для нахождения нижней оценки отрицательных 

корней многочлена 𝑓(𝑥) достаточно применить теорему к много-

члену 

𝑓(−𝑥) = 𝑎0(−1)𝑛𝑥𝑛 + 𝑎1(−1)𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛. 
Для нахождения нижней оценки положительных корней доста-

точно применить теорему к многочлену 

𝑥𝑛𝑓 (
1

𝑥
) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑥𝑛. 

Для нахождения верхней оценки отрицательных корней доста-

точно применить теорему к многочлену 

𝑥𝑛𝑓 (−
1

𝑥
) = 𝑎0 − 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛−1(−1)𝑛−1𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑛(−1)𝑛𝑥𝑛. 

Пример. Найти границы действительных корней многочлена 

𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 5𝑥4 + 10𝑥3 − 5𝑥 − 3. 
Решение. Найти границы действительных корней многочлена – 

значит найти такие числа 𝑀1 и 𝑀2, что для любого действительного 

корня 𝛼многочлена 𝑓(𝑥) выполняется условие 

𝑀1 < 𝛼 < 𝑀2. 

𝑀1 называется нижней границей (НГ), а 𝑀2 верхней границей (ВГ) дей-

ствительных корней многочлена 𝑓(𝑥). 

Первый способ. 

ВГ = 1 +
𝐴

|𝑎0|
, НГ = − (1 +

𝐴

|𝑎0|
), 

где А- наибольшая из абсолютных величин коэффициентов, а 𝑎0 – 

старший коэффициент многочлена 𝑓(𝑥). В результате для данного 

многочлена получаем А=10, 𝑎0 = 1. 

ВГ=11, НГ=-11, 

т.е. действительные корни заключены на интервале (-11;11). 

Второй способ. 



68 

 

ВГ = 1 + √
𝐵

𝑎0

𝑘
, где k – индекс первого отрицательного коэффици-

ента многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛, В – 

наибольшая из абсолютных величин его отрицательных коэффициен-

тов (при условии, что 𝑎0 > 0). 

В задании k=4, B=5, 𝑎0 = 1. Значит ВГ = 1 + √
5

1

4
< 3. 

Для нахождения НГ этим способом достаточно в 𝑓(𝑥) вместо x 

подставить (-x) и воспользоваться следующим правилом: нижняя гра-

ница действительных корней многочлена 𝑓(𝑥) равна верхней границе 

действительных корне многочлена 𝑓(−𝑥), взятой с противоположным 

знаком.  

𝑓(−𝑥) = −𝑥5 + 5𝑥4 − 10𝑥3 + 5𝑥 − 3. 

Так как здесь 𝑎0 < 0, то умножим 𝑓(−𝑥) на (-1). Очевидно, что 

от этого корни многочлена 𝑓(−𝑥) не изменяться и, следовательно, не 

изменятся границы корней. 

−𝑓(−𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥4 + 10𝑥3 − 5𝑥 + 3. 

В результате получаем: k=1, B=5, 𝑎0 = 1. Значит ВГ = 1 + √
5

1

1
= 6. 

А потому для данного многочлена 𝑓(𝑥) НГ=-6. Корни многочлена 𝑓(𝑥) 

заключены в интервале (-6;3). 

Сравнивая рассмотренные способы, можно сказать, что второй 

способ несколько сложнее первого. Однако он зачастую позволяет зна-

чительно сузить границы корней, найденные первым способом. На 

практике же важно иметь более узкие границы корней.  

Пример. Найти границы действительных корней многочлена 

𝑓(𝑥), если: 

а) 𝑓(𝑥) = 2𝑥6 − 𝑥5 + 7𝑥4 − 5𝑥3 + 3𝑥2 + 4; 
b) 𝑓(𝑥) = 2𝑥6 − 8𝑥3 + 15𝑥2 + 16𝑥 − 7. 
Решение. 

а) Применим формулу 

ВГ = 1 + √
𝐵

𝑎0

𝑘
, 

Подставляя значения k=1, B=5, 𝑎0 = 2, получим: ВГ=1+2,5=3,5. 

Для нахождения НГ делаем подстановку —х вместо х: 

𝑓(−𝑥) = 2𝑥6 + 𝑥5 + 7𝑥4 + 5𝑥3 + 3𝑥2 + 4. 



69 

 

Замечаем, что все коэффициенты многочлена положительны. В 

этом случае формула не применима, ибо не существует индекса пер-

вого отрицательного коэффициента. Однако в этом случае в примене-

нии какой-либо формулы нет никакой необходимости, ибо ясно, что 

многочлен, все коэффициенты которого положительны, не может 

иметь положительных корней и, следовательно, ВГ=0. Отсюда следует, 

что для многочлена 𝑓(𝑥) НГ=0. Итак, действительные корни много-

члена 𝑓(𝑥)заключены в промежутке (0; 3,5).  

b) Применяя формулу ВГ = 1 + √
𝐵

𝑎0

𝑘
, получим:  

ВГ = 1 + √
8

2
< 3

3
. 

Далее, 𝑓(𝑥) = 2𝑥6 + 8𝑥3 + 15𝑥2 − 16𝑥 − 7. Здесь снова, как и в 

случае а), можно обойтись без формулы. Глядя на коэффициенты мно-

гочлена, легко заметить, что 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 ≥ 1. Следовательно, ВГ = 

1 для 𝑓(−𝑥)и действительные корни многочлена 𝑓(𝑥) находятся в ин-

тервале (-1;3). 

 

Упражнения 

 

Найти границы действительных корней многочлена двумя способами 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 4𝑥3 + 7𝑥2 − 8𝑥 + 3; 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 7𝑥3 − 3; 

c) 𝑓(𝑥) = 5𝑥4 − 10𝑥3 − 8𝑥2 + 21𝑥 + 20; 

d) 𝑓(𝑥) = 3𝑥6 + 5𝑥3 − 7𝑥2 − 15𝑥 + 20; 

e) 𝑓(𝑥) = 𝑥7 − 1084𝑥5 − 445𝑥3 + 900𝑥2801; 

f) 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 4𝑥3 − 8𝑥2 − 10𝑥 − 14; 

g) 𝑓(𝑥) = 2𝑥5 + 3𝑥3 − 7𝑥 + 12; 

h) 𝑓(𝑥) = 𝑥8 + 12𝑥3 − 𝑥 + 3; 
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2.10. Результант и дискриминант многочленов 

 

Алгоритм Евклида позволяет найти наибольший общий делитель 

любых двух конкретных многочленов и, в частности, выяснить, явля-

ются ли они взаимно простыми. Однако он не дает в явном виде усло-

вия, которому должны удовлетворять коэффициенты двух многочле-

нов для того, чтобы эти многочлены были (или, наоборот, не были) вза-

имно просты. 

Пусть n

nn axaxaf   ...1

10 , m

mm bxbxbg   ...1

10  - два много-

члена с коэффициентами из поля R, причем 00 a , 00 b , так что 

nf deg , mg deg . 

Из следствия к теореме следует, что многочлены f и g не являются 

взаимно простыми тогда и только тогда их наименьшее общее кратное 

имеет степень, меньшую, чем их произведение. Наименьшее общее 

кратное h многочленов f и g представляется в виде fuh   и одновре-

менно в виде gvh  , где u и v - некоторые многочлены. Имеем: 

vgufh degdegdegdegdeg  . Так как gffg degdegdeg  , то из условия 

fgh degdeg  , следует, что mgu  degdeg , nfv  degdeg . Таким образом, 

если многочлены f и g не взаимно просты, то существуют такие мно-

гочлены u и v, что  

gvfu  , mu deg , nv deg . 

Обратно, если существуют многочлены u и v, удовлетворяющие 

условиям , то многочлен gvfu  , являющийся общим кратным много-

членов f и g, имеет степень, меньшую, чем степень произведения fg. 

Степень наименьшего общего кратного в этом случае тем более 

меньше степени fg, и, значит, многочлены f и g не являются взаимно 

простыми. 

Итак, вопрос о взаимной простоте многочленов f и g сводится к 

вопросу о существовании многочленов u и v, удовлетворяющих усло-

виям. Выясним, когда такие многочлены существуют. Запишем их в 

общем виде: m

mm uxuxuu   ...2

2

1

1 , n

nn vxvxvv   ...2

2

1

1 . Предполо-

жим для определенности, что m n . Каждое из произведений fu, gv 

представляет собой многочлен степени не выше 1mn . Коэффици-

енты многочлена fu, записанные в столбец, имеют вид  
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a u

a u a u

a u a u a u a u

a u a u a u a u

a u a u a u a u

a u a u

m m m m

m m m m

n n n m m n m m

n n m m

0 1

1 1 0 2

1 1 2 2 1 1 0

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

2 3 1

,

,

... ... ... ...

... ,

... ,

... ... ... ...

... ,

...



   

   

   

  

  

 

     

   a u

a u a u

a u

n m m

n m n m

n m

 

 

2

1 1

,

... ... ... ...

,

.  
Коэффициенты многочлена gv имеют вид 

b v

b v b v

b v b v b v

b v b v

b v b v

b v b v

b v

m m m

m m

m n m n

m n m n

m n

0 1

1 1 0 2

1 1 2 0 1

2 0 2

0

1 1

,

,

... ... ... ... ...

... ,

... ,

... ... ... ... ...

... ,

... ... ... ... ...

,

.

.



  

 

 



 





 

 
Приравнивая коэффициенты многочленов fu и gv при одинаковых 

степенях x, получаем систему однородных линейных уравнений отно-

сительно неизвестных u u u v v vm n1 2 1 2, ,..., , , ,..., . Число уравнений этой си-

стемы равно n m , т.е. числу неизвестных. Если перенести все члены с 
v v vn1 2, ,...,  в левую часть, то получится следующая матрица коэффици-

ентов при неизвестных: 
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a b

a a b b

a a a b b b

a a a b b b b

a a a b b b b

a a

m m m m

m m m m

m m m

n n

0 0

1 0 1 0

1 2 0 1 2 0

1 1 1 1 0

1 2 2 1 0

...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

   

 



  

   

   

  

 

 

 

 

 











































1 1 0

2 1

1 1

... ... ...

... ...

a b b

a a b b

a a b b

a b

n m m

n n m m

n n m m

n m  
Рассматриваемая система линейных уравнений имеет ненулевое 

решение тогда и только тогда, когда определитель этой матрицы равен 

нулю. При его вычислении можно для удобства умножить на -1 послед-

ние n столбцов и транспонировать матрицу. Полученный определитель  

R f g

a a a

a a a

a a a

b b b

b b b

b b b

m

n

n

n

n

m

m

m

( , )

...

...

... ... ... ... ... ...

...

...

...

... ... ... ... ... ...

...



























0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

 строк

 строк

 
называется результантом многочленов f и g. 

Итак, доказана следующая теорема. 

Теорема. Многочлены ][, xRgf   не являются взаимно простыми 

тогда и только тогда, когда их результант R f g( , ) равен нулю. 

Замечание. Если не предполагать, что коэффициенты a0, b0 от-

личны от нуля, то обращение в нуль определителя (26) остается необ-

ходимым условием того, чтобы многочлены f и g не были взаимно про-

сты. В самом деле, если f и g не взаимно просты, то существуют такие 

ненулевые многочлены u и v, что gvfu  , gu degdeg  , fv degdeg  . 

Поскольку мы не предполагаем, что 00 a  и 00 b , нельзя утвер-

ждать, что nf deg  и mg deg , но, во всяком случае, nf deg , mg deg . 

Поэтому многочлены u и v тем более удовлетворяют условиям, а из су-

ществования таких многочленов так же, как и выше, следует, что опре-

делитель равен нулю. 
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Пример. Вычислим результант многочленов 152 24  xxxf , 

13 23  xxg  (с действительными коэффициентами) и выясним, явля-

ются ли они взаимно простыми. 

Искомый результант имеет вид  

R f g( , ) 

 

 

 









2 0 5 1 1 0 0

0 2 0 5 1 1 0

0 0 2 0 5 1 1

1 3 0 1 0 0 0

0 1 3 0 1 0 0

0 0 1 3 0 1 0

0 0 0 1 3 0 1  
Вычисляя этот определитель, находим, что 0543),( gfR ; следо-

вательно, многочлены f и g взаимно просты. 

Пример. Вычислить, при каких значениях   многочлены

1)( 23  xxxxf   и  2)( xxg  имеют общие корни. 

Решение. 

Вычисляем результант: 

   22 1

0100

0010

0001

110

011

)(),( 





 











xgxfR

. 

f(x) и g(x) имеют общие корни лишь в случае, когда   )(),( xgxfR 0, то 

есть при λ=±1. При λ=1 общими корнями являются i и –i, а при λ= –1: 

1 и –1. 

Дискриминантом многочлена 0,...)( 0

1

10   aaxaxaxf n

nn , 

имеющего корнями числа n ,...,, 21 , называется произведение 
2

1

22

0 )(П)( ji
nij

nafD  


 . 

Дискриминант тогда и только тогда равен нулю, когда среди кор-

ней многочлена имеются равные, то есть когда многочлен имеет хотя 

бы один кратный корень. Дискриминант связан с результантом много-

члена f(x) и его производной f'(x) равенством 

    )(1', 0
2

)1(

fDaffR
nn




, 

позволяющей выразить дискриминант через его коэффициенты. 

Пример. 

Найти дискриминант многочлена 73)( 3  xxxf . 
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Решение. 

33)(' 2  xxf . 

1215

30300

03030

00303

73010

07301

)',()(1)1( 3 











 ffRfD . 

1215)( fD , f(x) кратных корней не имеет. 

 

Упражнения 

 

При каком значении a  многочлены имеют общий корень: 

1. 33  axx  и 32  axx . 

2. 423  axxx  и axx 2 . 

3. 4)12(3  xax  и 32 axx . 

4. 12 3  axx  и 22  axx .  

5. x ax3 2 8   и 82  axx . 

6. 12  axx  и 12 axx .  

7. x ax2 1   и x x a2   . 

8. 923  axx  и x ax2 3  . 

9. x ax3 1   и 2)1(2  xax . 

10. 124  axx  и 13  axx . 

11. 2)1(2 xa  и 12  axax .  

12. ax ax2 2 1   и a x a2  . 

13. aaxx  22 3  и 1211)67( 22  aaxax . 

14. 32)713(4 22  aaxax  и 54)1428(9 22  aaxax .  

 

2.11. Распределение корней многочлена на действительной оси 

 

Системой Штурма многочлена f(x) называется конечная после-

довательность многочленов f0(x)=f(x), f1(x), f2(x),..., fs (x) такая, что 

1. многочлены fj (x), fj+1(x) не имеют общих вещественных корней (j 

= 0,1,...,s − 1); 

2. если f0(α) = 0, то функция f0(x)f1(x) возрастает в окрестности α, ме-

няя знак с − на +; 

3. если fj (α) = 0, то fj−1(α)fj+1(α) < 0 (j = 1,2,...,s − 1); 

4. fs (x) не имеет вещественных корней. 
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Пусть f0(x)=f(x), f1(x)=𝑓′(𝑥) и fj (x) — взятый с противоположным 

знаком остаток при делении fj−2(x) на fj−1(x) (j = 2,3,...,s). Вычисления 

заканчиваются, когда при делении fs−1(x) на fs (x) в остатке не будет по-

лучен нулевой многочлен (так как степени многочленов fj (x) убывают, 

то процесс завершится). Итак, 

f(x) = q1(x) 𝑓′(𝑥)  − f2(x), (δ1) 

𝑓′(𝑥) = q2(x)f2(x) − f3(x), (δ2) 

fj−1(x) = qj (x)fj (x) − fj+1(x), (δj) 

fs−2(x) = qs−1(x)fs−1(x) − fs (x), (δs−1) 

fs−1(x) = qs (x)fs (x). (δs) 

Таким образом, многочлены fj (x) лишь множителями отличаются 

от многочленов, получаемых в алгоритме Евклида, следовательно, fs (x) 

есть НОД f(x) и f0(x) и, в частности, по теореме fs (x) — константа тогда 

и только тогда, когда f(x) не имеет кратных корней. 

Теорема. Для произвольного многочлена f(x) ∈ R[x], не имеющего 

кратных корней, система Штурма существует. В частности, систе-

мой Штурма многочлена f(x) является последовательность f0(x) = f(x), 

f1(x) = 𝑓′(𝑥), f2(x),..., fs (x), построенная согласно (δ0)–(δs). 

Доказательство. Для системы, построенной согласно (δ1) – (δs), 

докажем выполнение свойств 1) –4) в определении системы Штурма. 

1. Если fj (α) = fj+1(α) = 0, то согласно (γj) fj−1(α) = 0. Из рассмот-

рения (γj−1) получаем fj−2(α) = 0 и т.д. Из рассмотрения (γ2) и (γ1) по-

лучаем f(α) = 𝑓′(α) = 0, что не возможно, так как f(x) не имеет кратных 

корней. 

2. Если f(α) = 0 и 𝑓′(α) > 0, то f(x) возрастает в окрестности α, 

следовательно, f(x) 𝑓′(𝑥) возрастает. Если f(α) = 0 и 𝑓′(α) < 0, то f(x) 

убывает в окрестности α, и следовательно, f(x) 𝑓′(𝑥) возрастает. 

3. Пусть fj (α) = 0. Подставляя α в левую и правую части равен-

ства (δj), получаем fj−1(α) = −fj+1(α), поэтому fj−1(α) = −fj+1(α) <0. 

4. Как уже отмечалось, fs (x) есть НОД многочленов f(x) и f0(x). 

Так как f(x) не имеет кратных корней, то по теореме 3.63 fs (x) — 

ненулевая константа, следовательно, fs (x) корней не имеет. ∎ 

Замечание.  При построении системы Штурма по формулам (δ0) 

–(δs) многочлены fj (x) (j = 0,1,...,s) можно умножать на произвольные 

положительные константы. Легко видеть, что доказательство теоремы 

распространяется и на такую систему. 
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Если в конечной последовательности вещественных чисел 

α0,α1,...,αs имеется k переходов от одного знака к другому (нулевые 

числа пропускаем), то говорят, что последовательность содержит k пе-

ремен знака. 

Теорема (Штурма). Пусть многочлен f(x) ∈ R[x] не содержит 

кратных корней и f(a) ≠ 0, f(b) ≠ 0, где a < b, a,b ∈ R. Тогда число 

действительных корней многочлена f(x), принадлежащих отрезку 

[a,b], равно W(a) − W(b), где через W(α) обозначено число перемен знака 

в последовательности значений многочленов системы Штурма f0(α), 

f1(α),..., fs (α). 

Доказательство. Пусть x движется от a к b. Проследим, как при 

этом меняется W(x). Очевидно, W(x) не меняется, когда x проходит че-

рез интервал, на котором нет корней ни одного из многочленов си-

стемы Штурма. Покажем, во-первых, что W(x) уменьшается на 1, т.е. 

теряется одна перемена знака, если x проходит через корень много-

члена f(x). Во-вторых, покажем, что W(x) не меняется, когда x проходит 

через корень одного из многочленов fj (x) (j = 1,2,...,s). Это докажет, что 

число корней на отрезке [a,b] равно W(a) − W(b). 

Пусть x проходит через корень α многочлена f(x). Согласно свой-

ству 2) в определении системы Штурма f(x)f1(x) в окрестности α воз-

растает и, следовательно, при прохождении x через α меняет знак с − 

на +. Это означает, что если в окрестности α многочлен f(x) возрастает, 

то f1(x) > 0: 

 x < α x > α 

f(x) − + 

f1(x) + + 

f2(x) ∗ ∗ 

... ... ... 

fs (x) ∗ ∗ 

Таким образом, в приведенной таблице число перемен знака в 

столбце, соответствующем x < α, на 1 больше, чем в столбце, соответ-

ствующем x > α, т.е. теряется одна перемена знака. Если же в окрест-

ности α многочлен f(x) убывает, то f1(x) < 0: 

 x < α x > α 

f(x) + − 

f1(x) − − 

f2(x) ∗ ∗ 

... ... ... 

fs (x) ∗ ∗ 
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Аналогично приходим к выводу, что теряется одна перемена 

знака. 

Пусть теперь x проходит через корень α одного из многочленов fj 

(x) (j = 1,2,...,s). Согласно свойству 3) в определении системы Штурма 

fj−1(x)fj+1(x) < 0. Это возможно в следующих 4 случаях (два из них соот-

ветствуют возрастающей в окрестности α функции fj (x), а два — убы-

вающей): 

В каждом случае число перемен знака в столбце, соответствую-

щем x < α, совпадает с числом перемен знака в столбце, соответствую-

щем x > α. Итак, если x проходит через корень многочлена fj (x) (j = 

1,2,...,s), то W(x) не изменяется.       ∎ 

Локализовать вещественные корни многочлена f(x) — значит 

найти интервалы на вещественной оси, на каждом из которых содер-

жится ровно один корень и других вещественных корней нет. После 

того, как корни локализованы, для их уточнения используют различ-

ные численные методы (деления пополам, секущих, касательных Нью-

тона и др.). 

Пример. С помощью теоремы Штурма локализуем веществен-

ные корни многочлена f(x) = x5 − 4x − 2. Получаем следующую верх-

нюю оценку на положительные корни: α < 2. Применяя тот же способ 

к многочлену −f(−x) = x5 -4x + 2, получаем нижнюю оценку на величину 

отрицательных корней: α > −2. Итак, все вещественные корни много-

члена f(x) лежат на интервале (−2, 2). 

Построим систему Штурма. 

f0 (x) = f(x), f1 (x) =𝑓′(𝑥) = 5x4 − 4. 

При делении f0 (x) на f1 (x) получаем в остатке r2 (x) = −(16/5)x−2. 

Меняем знак у r2 (x) и домножаем на 5/2, получаем f2 (x) = 8x + 5. 

При делении f1 (x) на f2 (x) получаем в остатке r3 (x) = −13259/4096, по-

этому f3 (x) = 1. 

Полученный многочлен f3 (x) является наибольшим общим дели-

телем f(x) и 𝑓′(𝑥). Таким образом, f(x) и 𝑓′(𝑥) взаимно просты, поэтому 

f(x) кратных корней не имеет. 

Вычислим значения многочленов системы Штурма на концах ин-

тервала (−2, 2). Число перемен знаков составит W(−2) = 3, W(2) = 0 (см. 

 I. I I. III. IV. 

 x < α x > α x < α x > α x < α x > α x < α x > α 

fj−1(x) − − + + − − + + 

fj (x) − + − + + − + − 

fj+1(x) + + − − + + − − 
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таблицу ниже). Таким образом, многочлен f(x) имеет W(−2) − W(2) = 3 

вещественных корня. Вычислим значения многочленов системы 

Штурма в середине интервала (−2, 2). Число перемен знака в точке 0 

составит W(0) = 1. Следовательно, имеется W(0) − W(2) = 1 положи-

тельный корень и W(−2) −W(0) = 2 отрицательных корня. Для локали-

зации отрицательных корней вычислим значения многочленов си-

стемы Штурма в точке −1. Приходим к выводу, что корни локализо-

ваны на интервалах (−2, −1), (−1, 0) и (0, 2). 

Знаки значений многочленов системы Штурма в рассматривае-

мых точках сведены в таблицу. 

 −2 −1 0 2 

f0 (x) = f(x) =x5 −4x−2 − + − + 

f1 (x) = 𝑓′(𝑥)=5x4 −4 + + − + 

f2 (x) =8x+5 − − + + 

f3 (x) =1 + + + + 

W(x) 3 2 1 0 

Теорема была сформулирована и доказана для случая многочлена 

f(x) без кратных корней. Если f(x) имеет кратные корни, то НОД мно-

гочленов f(x) и 𝑓′(𝑥) имеет положительную степень, поэтому fs (x) в си-

стеме, построенной согласно (γ1)–(γs), может не удовлетворять свой-

ству 4) в определении системы Штурма. Тем не менее, справедлив ре-

зультат, обобщающий теорему. на случай многочлена с корнями про-

извольной кратности. 

Теорема. Пусть f(x) — многочлен из R[x], такой, что f(a) ≠0, f(b) 

≠ 0, где a < b, a, b ∈ R. Пусть также f0 (x), f1 (x), ... , fs (x) — система, 

построенная согласно (γ1)–(γs). Тогда число действительных корней 

(без учета их кратности) многочлена f(x), принадлежащих отрезку [a, 

b], равно W(a) −W(b), где через W(α) обозначено число перемен знака в 

последовательности f0 (α), f1 (α), ... , fs (α). 

Доказательство. Многочлен fs (x) является наибольшим общим 

делителем многочленов f(x) и fs (x). Из (γ1)–(γs) получаем, что каждый 

из многочленов f0 (x), f1 (x), ... , fs (x) делится на fs (x). Пусть gj (x) = fj (x)/fs 

(x) (j = 0, 1, ... , s). Легко видеть, что система g0 (x), g1 (x), ... , gs (x) явля-

ется системой Штурма для многочлена g(x) = f(x)/fs (x), все корни кото-

рого по следствию совпадают с корнями многочлена f(x), но имеют 

кратность 1. Поэтому число корней (без учета кратности) многочлена 

f(x) совпадает с разностью в числе перемен знака в последовательно-

стях значений g0 (a), g1 (a), ... , gs (a) и g0 (b), g1 (b), ... , gs (b). Но при 
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заданном α последовательность f0 (α), f1 (α), ... , fs (α) получается из по-

следовательности g0 (α), g1 (α), ... , gs (α) умножением на константу fs (α). 

Так как fs (a) ≠0, fs (b) ≠ 0 (иначе было бы fs (b) = 0 или fs (b) = 0), то 

число перемен знака в этих последовательностях одно и то же.  ∎ 

Правило знаков Декарта. Число положительных корней нену-

левого многочлена f(x) = a0xn +a1xn−1 + ... +an−1x + an ∈ R[x] с учетом их 

кратностей равно или на четное число меньше числа перемен знака в 

последовательности коэффициентов a0,a1,...,an. В частности, если 

число перемен знака равно 0 или 1, то f(x) соответственно либо не 

имеет положительных корней, либо имеет ровно один положитель-

ный корень. 

 

2.12. Алгебраическое расширение полей. Освобождение  

от иррациональности в знаменателе 

 

Пусть f(x) ∈ F[x] — неприводимый над полем F многочлен и α — 

некоторый его корень, не принадлежащий F. Минимальное по включе-

нию поле, включающее F и содержащее α назовем алгебраическим рас-

ширением поля F и обозначим F(α). Будем также говорить, что F(α) по-

лучено в результате присоединения к F элемента α. 

Пусть в F[x] нашелся многочлен f(x), для которого f(α) = 0. Мы 

можем считать, что f(x) неприводим над F, так как в противном случае 

f(x) можно заменить на тот неприводимый множитель в его разложе-

нии, для которого α является корнем. 

Теорема. Все элементы поля F(α), где α — иррациональный ко-

рень неприводимого над F многочлена f(x) степени n, имеют вид 

β = γ0 + γ1α + γ2α2 + ... + γn−1αn−1  

для произвольных γ0,γ1,...,γn−1 ∈ F. По любому β ∈ F(α) величины 

γ0,γ1,...,γn−1 определяются единственным образом. 

Иными словами, для любого β ∈ F(α) найдется единственный g(x) 

∈ F[x], либо равный 0, либо степени меньшей n, такой, что β = g(α). Для 

любого g(x) ∈ F[x] величина f(α) принадлежит F(α). 

Доказательство. Так как F ⊆ F(α) и α ∈ F(α), то в силу замкнутости 

поля F(α) относительно операций сложения, вычитания и умножения 

каждое число такого вида принадлежит F(α). 

Прежде чем показывать, что других чисел в F(α) нет, докажем что 

многочлен g(x), такой, что β = g(α) и deg g(x) < n или g(x) = 0, по вели-

чине β ∈ F(α) определяется единственным образом. Пусть g(α) = ge(α), 
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где ge(x) ∈ F[x] и deg ge(x) < n или ge(x) = 0. Тогда α является корнем 

многочлена h(x) = g(x)−ge(x). Так как α является также корнем много-

члена f(x), то f(x) и h(x) имеют нетривиальный делитель в C[x] и в F[x]. 

Но degh(x) < deg f(x) или h(x) = 0. 

Первое невозможно, так как f(x) неприводим над F, следова-

тельно, h(x) = 0, т.е. g(x) = ge(x). 

Покажем, что других элементов, кроме таких чисел в F(α) нет. 

Для этого проверим замкнутость множества всех таких чисел относи-

тельно операций сложения, вычитания и умножения и замкнутость 

множества ненулевых чисел такого вида относительно деления. За-

мкнутость относительно сложения и вычитания очевидна. Для доказа-

тельства замкнутости относительно умножения рассмотрим произве-

дение g(α) ge(α) 

Разделив h(x) = g(x)ge(x) на f(x) получим в остатке многочлен r(x), 

такой, что degr(x) < n или r(x) = 0. Легко видеть, что h(α) = r(α). Замкну-

тость относительно умножения доказана. 

Для доказательства замкнутости множества ненулевых элемен-

тов относительно деления достаточно показать, что для любого нену-

левого g(x) ∈ F[x], степени меньше n, величина 1/g(α) может быть пред-

ставлена в виде представления, освобожденного от иррациональности 

в знаменателе. Так как f(x) неприводим над Q, то f(x) и g(x) взаимно 

просты и, следовательно, существуют коэффициенты Безу u(x) ∈ F[x] 

и v(x) ∈ F[x], такие, что u(x)f(x) +v(x)g(x) = 1 и degv(x) < deg f(x) = n. 

Подставляя в последнее равенство вместо x иррациональность α, полу-

чаем v(α)g(α) = 1, откуда 1/g(α) = v(α). Число v(α) имеет нужный вид  

Определение. Элемент   называется алгебраическим над полем P

, если   является корнем какого-нибудь ненулевого многочлена с ко-

эффициентами из поля P . Если при этом P , то   - алгебраический 

иррациональный над полем P . 

Примеры  
1) Любой элемент   из поля P  является алгебраическим над P , 

т.к. является корнем ненулевого многочлена ( ) [ ]f x x P x   .  

2) Элемент 5   является алгебраическим над полем Q , т.к.   

является корнем ненулевого многочлена 
2( ) 5f x x  . 

3) Найдём ненулевой многочлен ( )f x , корнем которого является 

элемент 1 2 3    . 

Найдём равенство, в котором линейная комбинация  целых не-

отрицательных степеней   равна 0. 
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Имеем 1 2 3     2 3 1    

2 2 2 2 2 2( 2 3) (1 ) 5 2 6 1 2 (4 2 ) (2 6)                 
4 3 24 4 16 8 0         . Таким образом,   является корнем ненуле-

вого многочлена 
4 3 2( ) 4 4 16 8f x x x x x     . Тем самым, дополнительно 

доказано, что элемент 1 2 3     является алгебраическим над по-

лем Q . 

Пусть   - алгебраический иррациональный элемент над полем 

P ; , [ ]f h P x  и ( ), ( ) 0f h   . Требуется элемент 

( )

( )

f

h



  представить в виде 

линейной комбинации неотрицательных степеней   с коэффициен-

тами из поля P , т.е. исключить элемент   из знаменателя дроби. До-

статочно научиться решать данную задачу для выражения 

1

( )h  .  

Ищем многочлен ( ) [ ]g x P x  такой, что ( ( ), ( )) 1g x h x  . и ( ) 0g   . До-

статочно найти произвольный многочлен 1( )g x  такой, что 1( ) 0g   . То-

гда можно взять многочлен 

1

1

( )
( )

( ( ), ( ))

g x
g x

g x h x


. 

Поскольку ( , ) 1g h  , то существуют многочлены , [ ]u v P x : 
1h u g v    . Но ( ) 0g   . Тогда из равенства ( ) ( ) ( ) ( ) 1h u g v        полу-

чаем 

1
( )

( )
v

h





, что и требуется. 

Пример. Освободиться от алгебраической над полем Q ирраци-

ональности в выражении 
4

63

2 2 2 1  . 

В данном примере можно взять 
4 2  . Или 

42 2 2 1    . Но 

мы возьмём 
42 2 2   . Тогда ( ) 1h     и ( ) 1h x x  . Ищем много-

член из [ ]P x , корнем которого является  : 
2 242 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 (2 )                

4 2 2 4 24 4 8 (4 4 ) 4 32 28 0                  . Возьмём многочлен 
4 2( ) 4 32 28g x x x x    . Так как (1) 0g  , то ( , ) 1g h  . Найдём нужные мно-

гочлены , [ ]u v Q x . Для этого делим ( )g x  на ( )h x  (можно по схеме Гор-

нера): 

 1 0 -4 -32 -28 

1 1 1 -3 -35 -63 
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Значит, 
3 2( ) ( ) ( 3 35) 63g x h x x x x      . Тогда 

3 2( ) 0 ( ) ( 3 35) 63g h            или 

3 263
3 35

( )h
  


   

. Поэтому 
3 24 4 4

4

63
( 2 2 2) ( 2 2 2) 3( 2 2 2) 35.

2 2 2 1
      

   
Продолжая вычисления дальше, получим: 

4 44 4

2

63
2 2 12 2 24 8 8 2 4 8 4 2 3 2 6 2 35

2 2 2 1
          

 
4 43 2 6 2 12 8 9    . 

Пример. Освободиться от алгебраической иррациональности в 

знаменателе дроби . 

Поиски минимального многочлена для знаменателя приводят к 

громоздким выкладкам. Будем искать множитель, рационализующий 

знаменатель, с помощью метода неприводимых коэффициентов. Так 

как  и базис  над Q состоит из чи-

сел , то этот множитель будем искать в виде 

, где a, b, c, d єQ. Из условия 

, где f – некоторое (отличное от нуля) раци-

ональное число, получаем систему 

 
Найдем какое – нибудь рациональное решение первых трех урав-

нений системы и, подставив в четвертое, определим f. При d=1 будем 

иметь c=-1, b=1, a=-2 и f=1. Поэтому  

Пример. Освободиться от иррациональности в знаменателе 

дроби 2

2
2 



, где 3 – 3  + 3 = 0. 

Решение. Число  есть корень многочлена (х) = х3 – 3х + 3. В 

знаменателе дроби стоит значение f(), где f(x) = x2 – x + 2. Найдем 

НОД(, f ) и его линейное представление, как в примере 2.1. Получим 

НОД(, f ) = 35 = (4x + 3) – (4x2 + 7x – 13)f. 

6322

1



  326322 Q   32Q

6,3,2,1

632 dcba  )6322( 

fdcba  )632(





















.6322

;02

;0222

;0332

fdcba

dcba

dcba

dcba

6322
6322

1



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(нет необходимости делать НОД(, f ) = 1). Подставив значение х =  

и воспользовавшись тем, что () = 0, получим 35 = –(42 + 7 – 

13)f(). Значит, чтобы освободиться от иррациональности в знамена-

теле, достаточно умножить его на 42 + 7 – 13. На это же выражение 

умножаем числитель и получаем 

2

2
2 






=

)1374)(2(

)1374)(2(
22

2








=

35

265154 23



 
. 

В числителе степень  следует понизить, сделав ее меньше, чем 

у . Для этого разделим с остатком h(x) = 4x3 + 15x2 – 5x – 26 на (х). 

Получим h(x) = 4(х) + 15х2 + 7х – 38, откуда h() = 152 + 7 – 38.  

Окончательно получаем 

2

2
2 






=

35

38715 2



 
. 

 

Упражнения 

 

1. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе дроби: 

а) 
13

32
2 






, где 3 – 22  + 2 = 0; 

б) 
32

3
2 






, где 3 + 4  + 2 = 0; 

в) 
2392

33

33

3




. 

2. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе дроби: 

a) 22

2
2 



, где 3 – 3 + 3 = 0; 

b) 23

2

2 



, где 3 – 2 + 2 = 0; 

c) 2

2
2 



, где 3 – 22 + 2 = 0; 

d) 22

2
2 



, где 3 – 3 + 3 = 0; 

e) 23

2

2 



, где 3 + 2 – 2 = 0; 

f) 13

1
2 



, где 3 – 3 + 3 = 0; 
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g) 13

1
2 



, где 3 – 4 + 2 = 0; 

h) 3

3
2 



, где 3 – 22 + 2 = 0; 

i) 13

2
2 



, где 3 + 2 + 2 = 0; 

j) 22

4
2 



, где 3 – 6 + 3 = 0. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Известный математик-вычислитель Р.В. Хемминг пишет: «По-

скольку с многочленами легко обращаться, большая часть классиче-

ского численного анализа основывается на приближении многочле-

нами». Техническая простота вычислений, связанных с многочленами, 

по сравнению с более сложными классами функций, а также тот факт, 

что множество многочленов плотно в пространстве непрерывных 

функций, способствовали развитию методов разложения в ряды и по-

линомиальной интерполяции в математическом анализе. 

Изучение теории многочленов играет важную роль при подго-

товке специалистов-математиков. Все темы пособия заслуживают пол-

ного и глубокого изучения.  

Безусловно, настоящее издание не сможет заменить учебники по 

алгебре по полноте представленного материала. Однако студентам ма-

тематических специальностей оно будет интересно тем, что в одном 

пособии изложен как теоретический материал, так и решение примеров 

и задач. Обучающиеся могут использовать этот материал в других 

научных областях. 
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