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ВВЕДЕНИЕ 

Планирование эксперимента получило широкое распространение в не-

которых областях науки и техники. Производственный процесс, особенно 

сложный, можно охарактеризовать очень большим числом факторов. Оценки 

сделанные специалистами для различных производств дают величину поряд-

ка 400.  Это только те переменные, воздействие на которые предусмотрено 

технологией.  Каких либо принципиальных математических трудностей для 

решения задач такой размерности нет, но инженерный уровень промышлен-

ности не обеспечивает организацию экспериментов такого масштаба.  По-

этому возникает вопрос о том, как из исходной сложной задачи получить за-

дачу с 6-10 факторами? Если отклики выражают отношение к результату 

опыта, то факторы соответствуют возможностям воздействия на эти резуль-

таты. Фактически это форма представления той системы действий, которая 

задает технологический процесс. Используя различную априорную инфор-

мацию и, если это необходимо, эксперимент, исследователь должен получить 

список факторов, имеющий разумную длину. Состав факторов в процессе 

работы должен систематически пересматриваться, все время использовать те  

факторы,  которые наиболее важные в данный момент. Ни один из исполь-

зуемых в настоящее время статистических методов не дает гарантии, на то, 

что отклик и факторы выбраны правильно. Шаг за шагом, накапливая опыт, 

экспериментатор может постоянно улучшать, оптимизировать технологиче-

ский процесс используя современные методы планирования промышленных 

экспериментов для задач статической оптимизации.  
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1. ПОЛНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

 

Планирование эксперимента – это процедура выбора числа и условий 

проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной 

задачи с требуемой точностью. При исследовании различных процессов эко-

номики и техники экспериментатор, как правило, сталкивается со случайны-

ми событиями и случайными величинами. Это объясняется тем обстоятель-

ством, что всегда имеет место разброс параметров в пределах заданных до-

пусков.  Кроме того, измерения производятся с ошибками. Поэтому обработ-

ка полученных результатов может быть произведена только с помощью ста-

тистических методов. Однако статистические методы позволяют лишь в 

среднем оценить полученные результаты и определить разброс оцениваемых 

процессов относительно их средних значений. Математическая теория пла-

нирования эксперимента позволяет экспериментатору спланировать опыт 

так, чтобы при минимальной затрате времени и средств получить макси-

мальную информацию. При этом основной задачей математической теории 

планирования эксперимента является разработка методов получения матема-

тических моделей адекватно описывающих изучаемые процессы или изучае-

мые явления. Эта задача называется задачей идентификации. 

Если модель достаточно точно описывает объект, то эксперимент на 

объекте можно заменить экспериментом на модели. В настоящее время 

большое распространение наряду с физическими моделями получили абст-

рактные математические модели.   

Моделирование - метод анализа экспериментальной информации. Ма-

тематическая модель - математическое отображение наиболее существенных 

сторон процесса.  Математическая модель - записанная в математических 

символах абстракция реального явления, так сконструированная, чтобы ана-

лиз ее давал возможность проникнуть в сущность явления.  Математическая 

модель устанавливает соотношение между совокупностью переменных, ко-

торые являются параметрами управления явления. 

Математические модели могут иметь различные аналитические выра-

жения.  Они могут быть выражены с помощью полиномов 0-го, 1-го, 2-го и 

более высоких порядков, а также с помощью показательных, логарифмиче-

ских и других функций. Определение конкретного вида модели адекватно 

описывающей на основе опытных данных изучаемый процесс, зависит от на-

личия у экспериментатора априорной информации о виде модели. Чем выше 

степень информирования, тем лучше решается поставленная задача.  

 



 6 

nКN 

Линейная модель: Y b x b x b x b x B Xn n i
i

n

i     



0 0 1 1 2 2
0

... ; 

Квадратичная модель:Y b x b x x b xi
i

n

i ij
i j

i j ii
i

n

i  

  

  
1 1

2 ; 

где bi  коэффициенты модели, показывающие степень влияния каждого i-го 

фактора на функцию отклика;  

х0  фиктивная переменная, равная 1, используемая для нахождения свобод-

ного члена уравнения регрессии b0; 

 b0  остаточный член, характеризующий среднее значение функции отклика 

при Хi = 0.  

Аналогично составляются модели третьего и более высоких порядков. 

Данные модели еще носят название факторные.  

Фактором называется измеряемая переменная величина, принимающая 

в некоторый момент времени определенное значение. Факторы соответству-

ют способам воздействия на объект исследования. Каждый фактор имеет об-

ласть определения. Фактор считается заданным, если вместе с его названием 

указан область его определения, то есть все значения, которые может прини-

мать данный фактор. Факторы могут быть количественными, то есть их мож-

но измерить, взвесить или качественными – это разные вещества, аппараты и 

т.д.  

При активном планировании эксперимента уровни факторов выбира-

ются симметрично относительно центра плана. Совокупность уровней фак-

торов и образует собой факторное пространство. Факторное пространство 

иногда называется решеткой планирования.  

Число точек плана при ортогональном планировании определяется по 

формуле: 

 

где К - число уровней для каждого из факторов,  

n - число факторов.  

Так для двухфакторного эксперимента на двух уровнях число точек 

плана N = 2
2
 = 4; для трех факторного на двух уровнях N = 2

3
 = 8; для восьми 

факторного N = 2
8
 =  256.  по мере увеличения числа точек план быстро уве-

личивается. 

Каждой точке факторного пространства отвечает истинное и опытное 

значение функции отклика. 
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 Совокупность  всех истинных значений функции отклика, отвечающих 

точкам факторного пространства, называется поверхностью функции откли-

ка.   

Основные обозначения: 

Xi  i-й фактор в натуральном виде;  

хi  i-й фактор в кодированном виде, величина безразмерная;  

+1  верхняя граница (верхний уровень) изменения i- го фактора хi

 -1  нижняя граница (нижний уровень) изменения i- го фактора хi   

X i
0 середина выбранного диапазона измерений i- го фактора (основной 

уровень);  

 i   шаг изменения (варьирования) i- го фактора в процессе эксперимен-

тирования;  

Y   функция отклика;     

N  количество опытов в плане; n  количество варьируемых факторов 

(переменных);  

  количество параллельных замеров в каждом опыте;  

f   число степеней свободы той или иной величины;    уровень зна-

чимость (вероятность ошибки принятия той или иной гипотезы),  = 0,05 для 

Р = 0,95. 

Основной (нулевой) уровень является исходной точкой для построения 

плана эксперимента, обычно это оптимальное (наилучшее значение парамет-

ра). Если это значение неизвестно, то выбирается одно из области значений, 

возможно среднее значение.  

Шаг варьирования факторов – некоторое число (свое для каждого фак-

тора), прибавление которого к основному уровню дает верхний, а вычитание 

– нижний уровни факторов. В качестве верхнего уровня может быть выбрано 

максимальное значение фактора, в качестве нижнего минимальное, а в каче-

стве основного – среднее значение.      

Совокупность уровней факторов с отвечающими им опытными значе-

ниями функции отклика, записанные в таблицу, называют матрицей плани-

рования. Для ее составления необходимо задать границы уровни и шаг варь-

ирования независимых переменных в натуральном и кодированном виде 

табл. 1.  

 

 

 

 



 8 

Таблица 1 

Уровни факторов с отвечающими им  

опытными значениями функции отклик 

                   Факторы 

Уровни 

Х1 … Хn 

физ. значение код физ. значение код 

Верхний 
X в
1  

+1  … 
X n
в

 
+1  

Нижний 
X н
1  

 1 … 
X n
н

 
 1 

Основной X i
0

 X Хв н
1 1

2


 

0 … 
X Хn
в

n
н

2
 

0 

Шаг варьирования  X Хв н
1 1

2


 

 … 
X Хn
в

n
н

2
 

 

 

Например, для двухфакторного эксперимента на двух уровнях матрица 

планирования представляется в виде таблицы, где  X н
1 и X в

1  нижний и верх-

ний уровни первого фактора, X н
2 и X в

2  нижний и верхний уровни второго 

фактора табл. 2. 

Таблица 2 

Уровни факторов с отвечающими им  опытными значениями 

функции отклик  для двухфакторного эксперимента 

 № 

опы-

та 

Уровни 

факторов 

Функ-

ция от-

клика 

 № 

опы-

та 

Уровни 

факторов 

Кодовое 

обозна-

чение 

Функ-

ция от-

клика Х1 Х2 Х1 Х2 

1 
X н
1  X н

2  
Y1 1   1 Y1 

2 
X в
1  X н

2  
Y2 2   А Y2 

3 
X н
1  X в

2  
Y3 3  + 1 В Y3 

4 
X в
1  X в

2  
Y4 4 + 1 + 1 АВ Y4 

 

Матрицы планирования независимо от числа факторов обладают об-

щими свойствами. Эти свойства определяют качества модели, так как экспе-

римент планируется для того, чтобы получить модель, обладающую некото-

рыми оптимальными свойствами.  На практике это означает, что оценки ко-

эффициентов модели должны быть наилучшими.  

Два свойства следуют  непосредственно из построения матрицы и яв-

ляются свойствами отдельных столбцов матрицы планирования. Первое из 
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них – симметричность относительно центра эксперимента формулируется 

следующим образом: алгебраическая сумма элементов вектор-столбца каж-

дого фактора равна нулю, или: 

0

1,,




N

kji
ijkх  

где I, j, k – номер фактора, а N – число факторов. 

Второе свойство – так называемое условие нормировки – формулиру-

ется следующим образом: сумма квадратов элементов каждого столбца равна 

числу опытов:   

0

1,,

2 


N

kji
ijk

х . 

 Это следует из того, что значения факторов в матрице = +,- 1.   

Два следующих свойства относятся к совокупности столбцов.  

Третье свойство: сумма почленных произведений двух вектор столбцов 

матрицы равна нулю, это свойство называется ортогональностью матрицы 

планирования: 

.0

1




N

i
ukij xx  

Последние, четвертое свойство называется ротатабельностью, т.е. точ-

ки в матрице планирования подбираются так, что точность предсказаний 

значений параметров оптимизации одинакова на равных расстояниях от цен-

тра эксперимента и не зависит от направления. 

Для упрощения записи "1" может быть опущена. Все возможные комбина-

ции из 2-х факторов, варьируемых на 2-х уровнях, будут исчерпаны, если мы по-

ставим 4 опыта табл. 3: 

Таблица 3 

Пример построения матрицы планирования 

№ 

опыта 

Матрица планирования Х Вектор выходаY yn n ( )  

х0 х1 х2 х1х2 

1 +   + Y1 

2 + +   Y2 

3 +    Y3 

4 + + + + Y4 

Такое планирование позволяет представить изучаемую зависимость 

неполным квадратным уравнением:Y b b x b x b x x   0 1 1 2 2 12 1 2  
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Переход от натуральных значений переменных к кодированным и на-

оборот осуществляется по формуле: x
X X

i
i i

i


 0


 

При увеличении числа факторов Хi например, до 3-х, чтобы исчерпать все 

возможные комбинации факторов, варьируемых на 2-х уровнях, необходимо по-

ставить 8 опытов Таблица 4: 

Таблица 4 

Матрица планирования для плана    

№ 

опыта 

Матрица планирования Х Вектор 

выхода х0 х1 х2 х3 х1х2 х1х3 х2х3 х1х2х3 

1 +    + + +  Y1 

2 + +     + + Y2 

3 +     +  + Y3 

4 + + +  +    Y4 

5 +   + +   + Y5 

6 + +  +  +   Y6 

7 +   +   +  Y7 

8 + + + + + + + + Y8 

 

Как видно из таблицы план проведения экспериментов для трех пере-

менных получили из плана двух переменных, повторив его дважды: один раз 

при значениях х3, находящихся на нижнем, а второй раз  на верхнем уров-

нях. Если можно включить в рассмотрение четвертый фактор х4, то анало-

гичным образом повторяют планирование и т.д. для сколько угодно числа 

независимых переменных. После составления матрицы планирования прово-

дится сам эксперимент и его анализ. 

1. Дисперсионный анализ результатов эксперимента.                                                                                                                        

а) проверка измерений на равноточность. Равноточность измерений 

или однородность полученного ряда оценок дисперсии Sy1
2

; S
y2
2 … SyN

2
, оп-

ределяется по критерию Кохрена.   











2

22
2

}max{
;;

1

)(

yn

ynЭni
ni

nini
yn

S

S
G

y
y

yy
S


 

G
Э
 сравнивается с табличным значением G

f f
Т

1 2
, если при выбранном 

уровне значимости  имеет место неравенство G GЭ
f f
Т
1 2

, то измерения во 
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всех  опытах равноточны, если жеG GЭ
f f
Т
1 2

, то измерения при выбранном 

уровне значимости не равноточны и дальнейшие расчеты продолжать не 

имеет смысла. Тогда необходимо опыт, оценка дисперсии которого наи-

большая, повторить более точно и скорректировать исходные данные, либо 

увеличить число параллельных измерений  в каждом опыте. 

Число степеней свободы критерия Кохрена определяется по формулам: 

f1  число степеней свободы числителя f1 , f2  число степеней свободы 

знаменателя  f2 N. 

б) определение ошибки эксперимента. Ошибка вычисляется по форму-

ле: 

S
S

N
y

yn





2


 

в) определение коэффициентов уравнения регрессии. Коэффициенты 

уравнения регрессии определяются по следующим формулам: 

b
a y

N
b

a y

N
b

a y

N
i

i n
ij

ij n
ijk

ijk n
  
  

; ;  где ai и aij = 1 берутся из матриц 

планирования эксперимента рис. 1.  

 
Рис. 1. Пример расчета равноточности результатов измерений 
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Вычислять коэффициенты регрессии можно по методу, предложенному 

Йетсом. Процедура состоит в попарном сложении и вычитании компонент 

вектора-выхода. Число циклов равно числу факторов, участвующих в экспе-

рименте. 

В общем виде схему вычисления можно представить следующим обра-

зом рис. 2. 

 
Рис. 2. Схема расчета коэффициентов по методу Йетса 

 

Рассмотрим правила вычисления для полного факторного эксперимента 

ПФЭ типа 2
2
 и 2

3
, табл. 5, табл. 6. 

Таблица 5 

Вычисление коэффициентов математической модели  

по схеме Йетса для плана 2
2
  

№ опыта Вектор выхода  Цикл 1  Цикл 2 Коэффициенты b 

1 y1  y y y1 2 1  '
 y y y1 2 1

' ' ''   b y0 2 1
1

2
 ''

 

2 y2  y y y3 4 2  '
 y y y3 4 2

' ' ''   b y1 2 2
1

2
 ''

 

3 y3  y y y2 1 3  '
 y y y2 1 3

' ' ''   b y2 2 3
1

2
 ''

 

4 y
4

 y y y4 3 4  '
 y y y4 3 4

' ' ''   b y12 2 4
1

2
 ''
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Таблица 6 

Схема вычисления коэффициентов регрессии для  

ПФЭ типа 2
3
 методом Йетса. 

№ 

опыта 

Вектор вы-

хода 

 Цикл 1  Цикл 2 Цикл 3 Коэффициенты b 

1 y1  y y y1 2 1  '

 

y y y1 2 1
' ' '' 

 

y y y1 2 1
'' '' ''' 

 

b y0 3 1
1

2
 '''

 

2 y2  y y y3 4 2  '

 

y y y3 4 2
' ' '' 

 

y y y3 4 2
'' '' ''' 

 

b y1 3 2
1

2
 '''

 

3 y3  y y y5 6 3  '

 

y y y5 6 3
' ' '' 

 

y y y5 6 3
'' '' ''' 

 

b y2 3 3
1

2
 '''

 

4 y
4

 y y y7 8 4  '

 

y y y7 8 4
' ' '' 

 

y y y7 8 4
'' '' ''' 

 
b y12 3 4

1

2
 '''

 

5 y5  y y y2 1 5  '

 

y y y2 1 5
' ' '' 

 

y y y2 1 5
'' '' ''' 

 
b y3 3 5

1

2
 '''

 

6 y6  
y y y4 3 6  '

 

y y y4 3 6
' ' '' 

 

y y y4 3 6
'' '' ''' 

 
b y13 3 6

1

2
 '''

 

7 y7  y y y6 5 7  '

 

y y y
6 5 7
' ' '' 

 

y y y
6 5 7
'' '' ''' 

 
b y23 3 7

1

2
 '''

 

8 y
8

 y y y8 7 8  '

 

y y y8 7 8
' ' '' 

 

y y y8 7 8
'' '' ''' 

 
b y123 3 8

1

2
 '''

 

 

Значения коэффициентов, рассчитанных на основе матрицы планиро-

вания и на основе схемы Йетса должны совпадать, рис. 3. 

2. Дисперсионный анализ уравнения регрессии: 

а) определение ошибки при вычислении коэффициентов уравнения 

регрессии. 

Ошибки при вычислении коэффициентов для ПФЭ типа 2
n
 одинаковы и 

определяются по формуле:  S b S
N

или S b S
N

n y n y
2 2 1 1
   { } ; { } ;  

б) проверка значимости коэффициентов уравнения регрессии. Провер-

ку значимости коэффициентов уравнения регрессии проводят по t  крите-

рию Стьюдента. Для каждого коэффициента определяют t
Э
 критерий по фор-

муле: t
b N

S
n
Э n

y


| |

 и сравнивают с табличным значением t f
T
, выбранного 



 14 

для заданного уровня значимости и числа степеней свободы, которое равно: f 

= N( - 1). 

Если для данного коэффициента выполняется неравенство t tЭ
f

T , ,то 

при выбранном уровне значимости соответствующий коэффициент уравне-

ния регрессии значим, если неравенство не выполняется, то коэффициент не 

значим  и членом уравнения регрессии с этим коэффициентом можно пре-

небречь. 

 
Рис. 3. Пример расчета коэффициентов на основе  

матрицы планирования и по схеме Йетса 

 

в) проверка гипотезы об адекватности полученного уравнения действи-

тельному процессу можно рассчитать двумя способами используя F  крите-

рий Фишера:  

 по формуле вычисляют экспериментальное значение статистики: 

)1(
;

2
2

2

2







kN

bNy
S

S

S
F

nn
yag

y

yagЭ ;F
f f
T

1 2,
 

где k число значимых коэффициентов регрессии, не считая свободного 

члена, и сравнивают с табличным значением, где f1  число степеней свободы 
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числителя отношения, f1 N  (k+1); f2  число степеней свободы знаменате-

ля отношения,           f2 N( ),  - число параллельных измерений.  

Если при выбранном уровне значимости выполняется неравенство 

F FЭ
f f
T
1 2,

то полученное уравнение регрессии адекватно действительному 

уравнению, если неравенство не выполняется, то полученное уравнение рег-

рессии неадекватно описывает полученный процесс; 

 опытное значение критерия Фишера может быть взятым равным от-

ношению дисперсии неадекватности к общей дисперсии или дисперсии вос-

производимости: 

F
S Y

S Y
S Y

S

N k

Y Y

N k
опыт

н а

восп

н а

i ас iопыт
i

N

ОСТ 





 





2

2

2

2
2

1. .

р.

. .

р .

;

( )

;




 

S Y

Y Y

N k
восп

ij ас iопыт
j

k

i

N

2

2

11

1
р.

р . .( )

( )










 

г) определение границ доверительных интервалов для коэффициентов 

регрессии.  Границы доверительных интервалов, в которых с заданной веро-

ятностью         Р = 1   находятся коэффициенты уравнения регрессии {} 

определяются по формуле: b t S b b t S bn
T

n n n
T

nf f
   

 


, ,
{ } { }где t f

T
,  таб-

личное значение t - критерия Стьюдента при заданном уровне значимости и 

числе степеней свободы f N( ) рис. 4.  

Пример оценки адекватности математической модели приведён на 

рис.5. 
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Рис. 4. Пример оценки значимости коэффициентов 

 математической модели по критерию Стьюдента 
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Рис. 5. Пример оценки адекватности 

математической модели по критерию Фишера 

 

2. ДРОБНО-ФАКТОРНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ 

 

С ростом числа факторов значительно увеличивается число проводи-

мых экспериментов. На это требуется значительные материальные, времен-

ные и трудовые затраты. Полный факторный эксперимент обладает избыточ-

ностью опытов. В результате поисков оптимальных решений и проведенных 

исследованиях английским математиком Финни в 1945 г. было предложено 

так называемое дробно-факторное планирование, которое позволяет сущест-

венно сократить число проводимых опытов. В соответствии с  дробно-

факторным планированием число точек плана может быть уменьшено. Если 

число точек плана уменьшается в 2 раза, то говорят, что имеет место полуре-

плика. Если число точек плана уменьшается в 4 раза, то говоря т, что имеет 

место четверть реплика.  Зависимость дробности реплик от числа факторов 

можно представить в виде таблицы 7. 

Таблица 7 

Дробность реплик Число факторов, n 

2 3 4 5 6 7 8 

ПФЭ 2
n
 4 8 16 32 64 128 256 

Полуреплика 2
n – 1

  4 8 16 32 64 128 

Четверть реплика 2
n – 2

    8 16 32 64 

1/8 реплики 2
n – 3

     8 16 32 

1/16 реплики 2
n – 4

      8 16 
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Отбор точек плана для ДПФ нельзя делать механически. Точки должны 

быть отобраны так, чтобы при этом сохранялось условие ортогональности 

исходной матрицы планирования.  

Для трехфакторного планирования полуреплики обозначаются так: 2
3-1

, 

они отвечают следующим зависимостям: Х3 = Х1Х2 ; Х3 = - Х1Х2 ;или Х3 =  

Х1Х2 , то есть существует всего два варианта для Х3. Есть только две полуре-

плики. Матрица планирования будет выглядеть следующим образом табл. 8: 

Таблица 8 

Полуреплики для плана типа 2
3-1

 

№ 

опыта 

I. Х3 = Х1Х2 № 

опыта 

II. Х3 = -Х1Х2 

Х1 Х2 Х3 Х3Х1Х2 Х1 Х2 Х3 Х3Х1Х2 

1 +1 +1 +1 +1 1 +1 +1 -1 -1 

2 -1 -1 +1 +1 2 -1 -1 -1 -1 

3 +1 -1 -1 +1 3 +1 -1 +1 -1 

4 1 +1 -1 +1 4 -1 +1 +1 -1 

 

Для произведения трех столбцов матрицы 1 выполняется соотношения: 

+1 = Х3Х1Х2 ,а для матрицы 2:1 = Х3Х1Х2 . Все знаки столбцов произведений 

одинаковы и в первом случае = +1, а во втором – 1. Символическое обозна-

чение произведения столбцов, равного +1 или – 1, называется определяющим 

контрастом. Контраст определяет смешанные эффекты. Для того, чтобы оп-

ределить, какой эффект смешан с данным, нужно помножить обе части опре-

деляющего контраста на столбец, соответствующий данному эффекту. Так, 

если 1 =   Х3Х1Х2, то для Х1 имеем: 

Х1 =Х
2
1Х2Х3 = Х2Х3, так как всегда Хi

2
 = 1. Для Х2 находим: Х2 = 

Х1Х
2
2Х3 = Х1Х3; для Х3: Х3 = Х1Х2Х

2
3 = Х1Х2, тал. 9. 

Таблица 9 

Матрица планирования для плана типа 2
3-1

 

№ опыта Х1 Х2 Х3 = Х1Х2 Х1 Х2 Х3 = - Х1Х2 

1 +1 +1 +1 +1 +1 -1 

2 -1 -1 +1 -1 -1 -1 

3 +1 -1 -1 +1 -1 +1 

4 1 +1 -1 -1 +1 +1 

 

Соотношение, показывающее, с каким из эффектов смешан данный 

эффект, называют генерирующим соотношением.  

Полуреплики, в которых основные эффекты смешаны с двухфактор-

ными взаимодействиями, носят название планов с разрешающей способно-
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стью III (по наибольшему числу факторов в определяющем контрасте. Такие 

планы принято обозначать: 
132 

III
 

При выборе полуреплики 2
4-1

 возможно восемь решений:   

1. Х4 = Х1Х2; 5. Х4 = Х1Х3; 

2. Х4 = -Х1Х2; 6. Х4 = -Х1Х3; 

3. Х4 = Х2Х3; 7. Х4 = Х1Х2Х3; 

4. Х4 = -Х2Х3; 8. Х4 = -Х1Х2Х3. 

Разрешающая способность этих реплик различна. Так, реплики 1-6 

имеют три фактора в определяющем контрасте, а 7 и 8 имеют максимальную 

разрешающую способность, то есть для четырехфакторного планирования 

имеются две главные полуреплики:    Х4  =  Х1Х2 Х3; и шесть дополнитель-

ных Х4 =  Х1Х2; Х4 =  Х1Х3; Х4 =  Х3Х2. Разрешающая способность задается 

системой смешивания данной реплики. Она является максимальной, если ли-

нейные эффекты смешаны с эффектами взаимодействия наибольшего воз-

можного порядка. При отсутствие априорной информации об эффектах взаи-

модействия экспериментатор стремиться выбрать реплику с наибольшей раз-

решающей способностью, так как тройные взаимодействия обычно менее 

важны чем парные. Если существует информация об эффектах взаимодейст-

вия, то она должна использоваться при выборе реплики.  

Пусть выбраны полуреплики, заданные генерирующим соотношением 

Х1 = Х2Х3Х4 и Х1 = - Х2Х3Х4, а также определяющими контрастами: 1 = 

Х1Х2Х3Х4, 1 = - Х1Х2Х3Х4. Совместные оценки здесь определяются соотно-

шениями: 

1 = Х1Х2Х3Х4 1 = - Х1Х2Х3Х4 

Х1 = Х2Х3Х4 Х1 = - Х2Х3Х4 

Х2= Х1 Х3 Х4 Х2= - Х1 Х3 Х4 

Х3 = Х1Х2Х4 Х3 = - Х1Х2Х4 

Х4 = Х1Х2 Х3 Х4 = - Х1Х2 Х3 

Х1Х2 = Х3Х4 Х1Х2 = - Х3Х4 

Х1Х3= Х4Х2 Х1Х3= - Х4Х2 

Х1Х4 = Х3Х2 Х1Х4 = - Х3Х2 

Такой тип смешивания даст возможность оценивать линейные эффекты 

совместно с эффектами взаимодействий второго порядка, а взаимодействия 

первого порядка совместно друг с другом.  

Если полуреплики заданы генерирующими соотношениями Х4 = Х1Х2 и            

Х4 =  -Х1Х2, то в этом случае определяющими контрастами являются 1 = Х1Х2 

Х4  и 1 = - Х1Х2 Х4, следовательно, мы получаем планы с разрешающей спо-
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собностью III и некоторые основные эффекты смешиваются с парными взаи-

модействиями:    

1 = Х1Х2Х4 1 = - Х1Х2Х4 

Х1 = Х2Х4 Х1 = - Х2Х4 

Х2= Х1Х4 Х2= - Х1Х4 

Х3 = Х1Х2Х4 Х3 = - Х1Х2Х4 

Х4 = Х1Х2  Х4 = - Х1Х2  

Х1Х3= Х4Х2Х3 Х1Х3= - Х4Х2Х3 

Х2 Х3= Х1 Х3Х4 Х2 Х3= - Х1 Х3Х4 

Х3Х4 = Х2 Х1 Х3 Х3Х4 = - Х2 Х1 Х3 

 

 

3. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА  

С КАЧЕСТВЕННЫМИ ФАКТОРАМИ 

 

При решении различных задач экономики и техники, в зависимости от 

особенностей изучаемого явления, задач стоящих перед экспериментатором 

и наличия априорной информации, могут применяться не только планы ко-

личественными факторами, но и с качественными. В этом случае уровням 

факторов не соответствует  числовая ось и порядок уровней не играет суще-

ственной роли. Примерами экспериментов с качественными факторами яв-

ляются: 1. определение уровня квалификации специалистов; 2. определение 

влияния вида сырья на качество выпускаемой продукции; 3. определение 

влияния способа обработки на качество выпускаемой продукции.  

Для первого примера стаж может составлять 1, 3, 5, 10, 15 лет. Таки об-

разом число уровней данного фактора равно 5. На каждом из уровней  может 

быть произведено по несколько замеров. Аналогично для второго и третьего 

примеров.  Результирующий признак в этом случае может зависеть не только 

от одного, но и от многих факторов. (Например, опыт работы медсестры в 

БСП и профилактории). 

Задачей экспериментатора с качественными факторами является про-

верка гипотезы о равенстве средних арифметических для различных уровней 

фактора (или факторов). 

Планирование и проведение эксперимента с  качественными фактора-

ми называют сравнительными экспериментами. 

Этапы планирования эксперимента с качественными факторами: 

1. вычисляется среднее арифметическое по каждому из уровней факто-

ров и общее среднее арифметическое всего эксперимента; 
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2. вычисляют общую дисперсию всего эксперимента и разлагают ее на 

две составляющие: факторную и остаточную; 

3. вычисляют опытное значение критерия Фишера, равное отношению 

факторной дисперсии к остаточной  и сравнивают его с теоретическим зна-

чением; 

4. Если опытное значение критерия Фишера меньше теоретического, то 

гипотеза о равенстве средних арифметических не отвергается. Если же опыт-

ное значение критерия Фишера окажется больше теоретического, то гипотеза 

о равенстве средних отвергается. Замеры функции отклика при проведении 

эксперимента проводятся в случайном порядке, т.е. имеет место рандомиза-

ция. 

Рассмотри пример продолжительности проведения измерений операто-

ров с различным стажем. При уровне значимости =0,01 табл. 10. 

Таблица 10 

Пример обработки результатов эксперимента с качественными 

факторами 

Параметр Уровни фактора Х – стаж оператора. 

Первый 6 лет Второй 12 

лет 

Третий  18 

лет 

Номер опыта 1 8 4 3 

2 11 5 4 

3 14 9 6 

4 15 10 7 

Число замеров на каждом из 

уровней 

m1 = 4 m2 = 4 m3= 4 

Среднее арифметическое 

функции отклика на каждом 

из уровней Y 

12 7 5 

8


n

Y
Y i

общ  

Дисперсия на каждом из 

уровней факторов 

10 8,66 3,33 

 

Однородность дисперсии по критерию Кохрена: 

45,0
33,366,810

10

}{

}{

2
max

2





 i

i
КОХ

YS

YS
G  

Табличное значение критерия Кохрена 78,0КОХ.табл G , следовательно резуль-

таты равноточны. 
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Находим общую сумму квадратов отклонений результативного призна-

ка функции отклика от общего среднего значения: 

          170815...878484 2222
23

1

4

1
общ. общ.

 
 i j

ij YYS  

Находим факторную сумму квадратов отклонений: 

         10485878124 222
3

1

2
общ..факт  

i
i YYmS  

Находим остаточную сумму квадратов: 

           66...12141211128 222
23

1

4

1
оc. .

 
 i j

ij YYS  

Проведем проверку правильности расчетов: 

17066104ос.факт.общ.  SSS , следовательно расчет выполнен 

правильно. 

Находим общую несмещенную дисперсию: 

52
13

104

1

.фактнс
.факт 









S
D  

Находим несмещенную остаточную дисперсию: 

 
3,7

211

66

)1(1
.онс

ост. 






 т

S
D с  

Находим опытное значение критерия Фишера: 

12,7
3,7

52
нс
ост.

нс
.факт


D

D
FЭ

. 

Табличное значение критерия Фишера зависит от уровня значимости 

01,0 и двух степеней свободы:  211  f ,     9112   тf

8табл F . Таким образом, с помощью критерия Фишера установлено, что 

среднее арифметическое продолжительности проведения измерений  опера-

торов с различным стажем работы отличается незначительно. Если условия 

были бы более жесткими, например: 05,0 , 211  f , 

    9112   тf , 3,4табл F  то есть гипотеза о равенстве проведе-

ния измерений отвергается. 
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Приложение 1 
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 Приложение 2 

Значения распределения Стьюдента 

n 

 

Доверительная вероятность Р 

 
0,90 

 

0,95 

 

0,98 

 

0,99 

 

0,999 

 2 

 

6,31 

 

12,71 

 

31,82 

 

63,68 

 

636,62 

 3 

 

2,92 

 

4,30 

 

6,97 

 

9,93 

 

31,60 

 4 

 

2,35 

 

3,18 

 

4,54 

 

5,84 

 

12,92 

 5 

 

2,13 

 

2,78 

 

3,75 

 

4,60 

 

8,61 

 6 

 

2,02 

 

2,57 

 

3,37 

 

4,06 

 

6,87 

 7 

 

1,94 

 

2,45 

 

3,14 

 

3,71 

 

5,96 

 8 

 

1,90 

 

2,37 

 

3,00 

 

3,50 

 

5,41 

 9 

 

1,86 

 

2,31 

 

2,90 

 

3,36 

 

5,04 

 10 

 

1,83 

 

2,26 

 

2,82 

 

3,25 

 

4,78 

 11 

 

1,81 

 

2,23 

 

2,76 

 

3,17 

 

4,59 

 12 

 

1,80 

 

2,20 

 

2,72 

 

3,11 

 

4,44 

 13 

 

1,78 

 

2,18 

 

2,68 

 

3,06 

 

4,32 

 14 

 

1,77 

 

2,16 

 

2,65 

 

3,01 

 

4,22 

 15 

 

1,76 

 

2,15 

 

2,62 

 

2,98 

 

4,14 

 16 

 

1,75 

 

2,13 

 

2,60 

 

2,95 

 

4,07 

 17 

 

1,75 

 

2,12 

 

2,58 

 

2,92 

 

4,02 

 18 

 

1,74 

 

2,11 

 

2,57 

 

2,90 

 

3,97 

 19 

 

1,73 

 

2,10 

 

2,55 

 

2,88 

 

3,92 

 20 

 

1,73 

 

2,09 

 

2,54 

 

2,88 

 

3,88 

   

 

1,65 

 

1,98 

 

2,33 

 

2,58 

 

3,29 
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Приложение 3 

 


