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Не ищите в этой книге чудодей-
ственного ключа, который откроет 
перед вами все двери – научит решать 
все задачи. Однако вы найдете в ней 
хорошие образцы для подражания и 
множество благоприятных возмож-
ностей попрактиковаться. Если хо-
тите научиться плавать – нужно 
войти в воду, а если желаете нау-
читься решать задачи – решайте их. 
                                    Джорж Пойа1 

 
 

ПРЕДИСЛОВИЕ 
В первой части учебного пособия [1] были рассмотрены тео-

рия напряжений и деформаций, основные уравнения теории упру-
гости, принципы и методы решения задач, в том числе решение 
плоской задачи в полиномах и тригонометрических рядах, а также 
конечно-разностный метод (сеточный) расчета задач, описывае-
мых дифференциальными уравнениями в частных производных. 

Во второй части рассмотрены решение прикладных задач: 
расчет толстостенных цилиндров (задача Ламе), прессовых поса-
док, расчет тонких пластинок, которые чаще всего применяются в 
конструкциях тепловых двигателей. Дается краткая характеристи-
ка наиболее часто используемых при численных расчетах вариа-
ционных методов: Релея–Ритца, Бубнова–Галеркина и Канторови-
ча–Власова. Даны основы метода конечных элементов в переме-
щениях, описаны некоторые конечные элементы сплошной среды.  

Учитывая, что книга предназначена для первоначального оз-
накомления с методом конечных элементов, автор старается при-

                                                 
1 Пойа, Дж. Математическое открытие. – М.: Наука, 1970. – 274 с. 
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менить способ изложения от простого к сложному. При этом неиз-
бежны некоторые повторы особенно из части 1, но, как показывает 
опыт преподавания, это оправдывается из-за более быстрого ус-
воения прочитанного материала. 

В пособии для каждой главы2 ведется последовательная ну-
мерация формул (первая цифра – номер главы, вторая – ее поряд-
ковый номер). Однако в каждой главе или параграфе данной главы 
часть формул, которые поясняют вывод основных зависимостей 
только в этом параграфе и они нигде, кроме указанного, не ис-
пользуются, нумеруется буквами русского алфавита. Это позволи-
ло уменьшить общее количество зависимостей, на которые следует 
обратить внимание при изучении курса. 

Пособие предназначено для студентов специальности 
140501 – двигатели внутреннего сгорания, направления 
140500 – энергомашиностроение (бакалавров и магистров), а 
также рассчитано как на аудиторную, так и на самостоятельную 
работу студентов не только при изучении курса «Численные мето-
ды в энергомашиностроении», но и при изучении курсов «Исполь-
зование МКЭ», «Конструирование ДВС».  

Автор с благодарностью примет замечания и предложения, 
которые могут появиться при практическом пользовании пособи-
ем. Вину за все опечатки автор принимает на себя. Замечания про-
сим направлять по адресу: 

600000, Владимир, ул Горького, 87, кафедра «Тепловые дви-
гатели и энергетические установки».  
        E-mail: hotz@mail.ru; hotz@vlsu.ru 
 

РАЗДЕЛ ТРЕТИЙ 
ПРИКЛАДНАЯ ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ 

____________________________________________________ 

                                                 
2 Нумерация разделов и глав ведется, начиная с части 1. 
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ГЛАВА 7. ИЗГИБ ТОНКИХ ПЛАСТИНОК 

 
        7.1. Основные понятия и гипотезы 

Пластинкой называется призматическое или цилиндрическое 
тело, высота которого мала по сравнению с размерами в плане. 
Высота такого тела называется толщиной пластинки и обозначает-
ся h. 

Плоскость, делящая пластинку пополам по толщине, называет-
ся срединной плоскостью.  При изгибе пластинки срединная плос-
кость превращается в изогнутую срединную поверхность пла-
стинки. 

Линия пересечения боковой поверхности пластинки со сре-
динной плоскостью называется  контуром  пластинки. 

Для исследования деформаций пластинки прямоугольную сис-
тему координат будем располагать так, чтобы координатная плос-
кость хОу совпала со срединной плоскостью пластинки. Ось z бу-
дем направлять вниз. При таком выборе системы координат со-
ставляющие перемещений по оси x будут ux, оси y – uy, а в направ-
лении оси z – uz, которое будет представлять собой прогиб пла-
стинки. Положение начала координат в срединной плоскости бу-

дем выбирать в каждом 
рассматриваемом случае в 
зависимости от очертания 
контура пластинки и ха-
рактера закрепления ее 
краев (рис. 1). 

При расчете пластинок 
различают тонкие пластин-
ки и толстые плиты, кото-

рые применяются в строительстве. 

Рис. 1. Тонкая прямоугольная пластин-
ка 
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Тонкими называются пластинки, имеющие отношение толщины 
к наименьшему характерному размеру в плане примерно в сле-
дующих пределах: 

80
1

5
1

≥≥
b
h

. 

Величина ожидаемых прогибов w для такой пластинки не бо-
лее h/4 (см. рис 1). Как показал Б.Г. Галеркин, теорию тонких пла-
стинок можно использовать даже при .3/1=bh  

Пластинки, у которых bh > 3/1 , рассчитываются по теории 
толстых плит, а пластинки, имеющие прогибы более h/4  рассчи-
тываются по теории гибких пластинок или мембран. 

Тонкие пластинки можно рассчитывать по приближенной тео-
рии – технической теории изгиба пластинок, основанной на сле-
дующих гипотезах, предложенных Кирхгофом: 

1. Гипотеза прямых нормалей: любой линейный элемент, нор-
мальный к срединной плоскости пластинки, остается прямолиней-
ным и нормальным к срединной поверхности после деформации и 
длина его не изменяется. 

Любой линейный элемент, нормальный к срединной плоскости, 
направлен вдоль оси z, и, следовательно, первая часть гипотезы 
предполагает, что прямые углы между этим элементом и осями x и 
y остаются прямыми, т. е. сдвиги в указанных плоскостях отсутст-
вуют: 

⎭
⎬
⎫

=γ

=γ

.0

,0

zx

yz     (7.1) 

Гипотеза о сохранении длины прямоугольного элемента пред-
полагает, что линейная деформация в направлении оси z отсутст-
вует: 

.0=εz     (7.2) 
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2. Гипотеза о нерастяжимости срединной плоскости: в сре-
динной плоскости отсутствуют деформации растяжения, сжатия и 
сдвига, а значит, срединная плоскость является нейтральной. Сле-
довательно, в срединной плоскости (см. рис. 1) перемещения 

.0,0 00 == yx uu     (7.3) 
3. Гипотеза об отсутствии давления между слоями пластинки. 

Ввиду малости давления между слоями пластинки, параллельными 
срединной плоскости, напряжением σz  по сравнению с напряже-
ниями σx и σy можно пренебречь. 

 
          7.2. Перемещения и деформации в пластинке 

Изучение изгиба пластинки начнем с определения перемеще-
ний и деформаций. Будем исследовать пластинку, несущую попе-
речную нагрузку, т. е. нагрузку, нормальную к срединной плоско-
сти пластинки. Под действием этой нагрузки пластинка получит 
перемещения. Для их определения обратимся к принятым гипоте-
зам.  

Согласно первой гипотезе линейная деформация в направле-
нии оси z ε z =0. Подставляя это условие в формулу Коши [1], по-
лучаем:  

.0=
∂
∂

=ε
z

uz
z  

Отсюда следует, что прогибы пластинки uz не зависят от ко-
ординаты z, т. е.  

).,( yxuu zz =  
Это означает, что все точки пластинки, лежащие на одной 

вертикали, получают одинаковые прогибы. Следовательно, доста-
точно определить прогибы срединной плоскости пластинки, чтобы 
знать прогибы всех ее точек. 

Рассматривая условия для сдвигов (7.1), из формул Коши [1] 
получаем: 
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.0

,0

=
∂
∂

+
∂
∂

=γ

=
∂
∂

+
∂

∂
=γ

z
u

x
u

y
u

z
u

xz
zx

zy
yz

 

Откуда находим производные от составляющих переме-
щения по осям x – ux и y – uz по координате z 

.

,

y
u

z
u

x
u

z
u

zy

zx

∂
∂

−=
∂

∂
∂
∂

−=
∂
∂

 

Интегрируя эти уравнения по z, получаем:  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+
∂
∂

−=

+
∂
∂

−=

).,(

);,(

2

1

yxf
y
uzu

yxf
x

uzu

z
y

z
x

   (а) 

Для вычисления функций f1(x,y) и f2(x,y), появившихся при ин-
тегрировании уравнений в частных производных, воспользуемся 
гипотезой о нерастяжимости срединной плоскости. Согласно этой 
гипотезе составляющие перемещения иx и uy (7.3) на срединной 
плоскости ,00 =xu  а также 00 =yu  при z = 0. Подставляя эти ус-

ловия в формулы (а), получаем: 

.0),(
,0),(

20

10

==
==

yxfu
yxfu

z

x  

Тогда формулы (а) примут следующий вид: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

∂
∂

−=

∂
∂

−=

.

;

y
uzu

x
uzu

z
y

z
x

   (7.4) 



 12

Таким образом, составляющие перемещения точек пластинки 
в направлениях осей х и у выражены через функцию прогибов сре-
динной плоскости пластинки. 

Составляющие деформации в пластинке, отличные от нуля, 
найдем с помощью формул Коши,  подставляя в них значения со-
ставляющих перемещения (7.4): 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

=γ

∂
∂

−=
∂

∂
=ε

∂
∂

−=
∂
∂

=ε

.2

,

,

2

2

2

2

2

yx
uz

x
u

y
u

y
uz

y
u

x
uz

x
u

zyx
xy

zy
y

zx
x

   (7.5) 

Здесь составляющие деформации так же, как и составляющие 
перемещения в соотношениях (7.4), выражены через одну функ-
цию прогибов срединной плоскости пластинки. 
 
         7.3. Напряжения в пластинке 

Теперь перейдем к исследованию напряжений в пластинке. 
Для вычисления нормальных напряжений σх и σу возьмем две пер-
вые формулы закона Гука [1]  

[ ]
[ ].)(1

,)(1

xzyy

zyxx

E

E

σ+σμ−σ=ε

σ+σμ−σ=ε
 

На основании третьей гипотезы напряжение σz=0. Тогда с 
учетом (7.5) получим 

).(1

),(1

2

2

2

2

xy
z

yx
z

Ey
uz

Ex
uz

μσ−σ=
∂
∂

−

μσ−σ=
∂
∂

−
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Выразив из полученных соотношений σх и σу, окончательно 
получим: 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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∂
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∂
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⎟
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⎜
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∂
∂
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∂
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2

2

2

2

2

2

2

2

x
u

y
uEz

y
u

x
uEz

zz
y

zz
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   (а) 

Формула закона Гука  для угловой деформации xyxy Gγ=τ  
после подстановки γxy из формул (7.5) примет такой вид: 

.
1)1(2

2

yx
uEzE z

xyxy ∂∂
∂
⋅

μ+
−=γ

μ+
=τ    (б) 

А касательные напряжения в двух других плоскостях после 
подстановки составляющих деформации из формул (7.1) в форму-
лы закона Гука обратятся в нуль 

.0
)1(2

,0
)1(2

=γ
μ+

=τ

=γ
μ+

=τ

zxzx

yzyz

E

E

 

Однако в действительности эти касательные напряжения не 
равны нулю, такой результат получен только вследствие принятых 
ранее гипотез и противоречит условиям равновесия. Для отыска-
ния этих напряжений рассмотрим дифференциальные уравнения 
равновесия [1] 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=+
∂
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∂
τ∂

=+
∂
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+

∂
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+

∂

τ∂

=+
∂
τ∂

+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

.0

;0

;0

Z
zyx

Y
zyx

X
zyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx
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Пренебрегая объемными силами, из первого уравнения нахо-
дим: 

.
yxz
xyxxz

∂

τ∂
−

∂
σ∂

−=
∂
τ∂

 

Подставим сюда напряжения из формул (а) и (б) 

.
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2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

∂
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⋅
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x
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z
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После дифференцирования и упрощения получим 

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
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∂
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или 
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2
2 z

xz u
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∇
∂
∂

⋅
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=
∂
τ∂

 

Интегрируя по z, находим: 

).,(
)1(2 1

2
2

2

yxfu
x

Ez
zzxxz +∇

∂
∂

⋅
μ−

=τ=τ   (в) 

Для определения  произвольной функции f1(x,y) имеем сле-
дующие граничные условия: на верхней и нижней поверхностях 
пластинки нет касательных нагрузок, т. е. при z =.± h/2 должно 
быть .0=τzx  Подставляя эти условия в формулу (в), получаем: 

),,(
)1(8

0 1
2

2

2
yxfu

x
Eh

z +∇
∂
∂

⋅
μ−

=  

откуда находим искомую функцию 

.
)1(8

),( 2
2

2

1 zu
x

Ehyxf ∇
∂
∂

⋅
μ−

−=  

Введя полученное значение f1(x,y) в формулу (в), получаем: 
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.
4)1(2
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⎠
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⎜
⎜
⎝

⎛
−

μ−
−=τ=τ   (г) 

Решая таким же путем второе уравнение равновесия относи-
тельно напряжения τyz=τzy, находим: 

.
4)1(2

22
2

2

2

zzyyz u
y

zhEz
∇

∂
∂

⎟
⎟
⎠
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⎛
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Итак, в сечениях пластинки, перпендикулярных к ее средин-
ной плоскости, возникают согласно формулам (а), (б), (г) и (д) 
следующие напряжения: 
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  (7.6) 

На рис. 2. показано распределение этих напряжений по тол-
щине пластинки. Напряжения σх, σу и τxy=τyx распределяются по 
линейному закону, обращаясь в нуль в точках срединной плоско-
сти, а напряжения τzy и τzx распределяются по параболе, достигая в 
точках срединной плоскости максимального значения. Так же рас-
пределяются касательные напряжения и при поперечном изгибе 
балок прямоугольного сечения. 
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Остается исследовать нормальные напряжения σz, которыми 
мы пренебрегли по сравнению с напряжениями σх и σу. Для их оп-
ределения возьмем третье уравнение равновесия и, считая объем-

ные силы  Z=0, найдем: 

.
yxz
zyzxz

∂

τ∂
−

∂
τ∂

−=
∂
σ∂

 

Подставив сюда каса-
тельные напряжения τzy и τzx 
из формул (7.6), после упро-
щения получаем 

.
4)1(2

42
2

2 z
z uzhE

z
∇⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

μ−
=

∂
σ∂

Интегрируя по z, находим: 

).,(
34)1(2 2

4
32

2 yxfuzzhE
zz +∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

μ−
=σ   (е) 

Для определения произвольной функции f2(x,y) рассмотрим 
случай загружения пластин-
ки поперечной нагрузкой на 
верхней грани интенсивно-
стью q1(x, y), а на нижней – 
интенсивностью q2(x,y), на-
правленными в сторону по-
ложительной оси z (рис. 3). 
В этом случае граничные 
условия имеют вид: при z = 
-h/2 σz= - q1, а при z = +h/2 

σz= q2. Подставляя эти условия в формулу (е), получаем: 

Рис. 2. Распределение напряжений в 
сечениях пластинки 

Рис. 3. Схема загружения пластинки 
поперечной нагрузкой 
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).,(
)1(24

),,(
)1(24

2
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2

2
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yxfuEhq

yxfuEhq

z

z

+∇
μ−

=

+∇
μ−

−=−

 

В правой части полученной первой зависимости поставлен 
знак минус, так как напряжение σz – отрицательное. 

Складывая почленно эти соотношения, находим: 
),,(2 212 yxfqq =−  

откуда произвольная функция  

.
2

),( 12
2

qqyxf −
=  

Следовательно, формула (е) примет такой вид:  

.
34)1(22

4
32

2
12

zz uzzhEqq
∇⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

μ−
+

−
=σ   (7.7) 

Напряжения, подсчитанные по этой формуле, имеют тот же 
порядок, что и интенсивность поперечной нагрузки q, и составля-
ют незначительную часть от напряжений σх и σу. 

В формулах (7.6) и (7.7) все напряжения выражены через одну 
функцию двух переменных ),( yxuz , следовательно, функция про-
гибов играет здесь ту же роль, что и функция напряжений в пло-
ской задаче. 
 

7.4. Усилия в пластинке 
Исследуем, какие усилия создаются напряжениями (7.6) в се-

чениях пластинки, нормальных к ее срединной плоскости. На рис. 4 
изображен элемент пластинки, вырезанный такими сечениями. Рас-
смотрим вначале площадку этого элемента с нормалью х. На этой 
площадке действуют составляющие напряжений σx, τyx и τzx. На рис. 
4 показаны положительные величины этих напряжений, т. е. нор-
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мальное напряжение σx направлено по внешней нормали к сече-
нию, а касательные – в направлении соответствующих положитель-

ных координатных осей, так как 
внешняя нормаль к сечению сов-
падает с положительным направ-
лением оси х. 

Обозначаем через Nx погон-
ную, т. е. приходящуюся на еди-
ницу ширины сечения, нормаль-
ную силу в сечении с нормалью х. 
Она равна сумме проекций на ось 
х равнодействующих напряжений 
в сечении с нормалью х. На ось х 
проектируется только нормальное 
напряжение σx. Его равнодейст-
вующая на бесконечно малой пло-

щадке dydz равна σxdydz, a на единицу ширины сечения приходит-
ся сила, равная σxdz. Суммируя эти бесконечно малые проекции по 
толщине пластинки, получаем выражение для погонной нормаль-
ной силы: 

∫
−
σ=
2/

2/
.

h

h
xx dzN  

Подставим сюда напряжение σx из формул (7.6) и вынесем за 
знак интеграла величины, не зависящие от координаты z: 

∫
−
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zz
x zdz

y
u

x
uEN  

Под знаком входящего сюда интеграла стоит нечетная функ-
ция, а пределы интегрирования отличаются только знаком. Следо-
вательно, этот интеграл равен нулю, а значит, и усилие 

Nx = 0, 

Рис. 4. Обозначение положи-
тельных составляющих на-
пряжений 
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т. е. нормальной силы в этом сечении не возникает. 
Далее подсчитаем изгибающий момент. Обозначим через Мх 

погонный изгибающий момент в сечении с нормалью х. Изгибаю-
щий момент в рассматриваемом сечении  создается нормальными 
напряжениями σx. Равнодействующая этих напряжений на площад-
ке толщиной dz и шириной, равной единице, равна σxdz, а изги-
бающий момент σxdz·z. Суммируя эти моменты от напряжения σx 
на всех таких площадках по толщине пластинки, получаем выра-
жение для погонного изгибающего момента в сечении с нормалью 
x: 

∫
−
σ=
2/

2/
.

h

h
xx zdzM    (а) 

Подставляя в соотношение (а) значение нормального 
напряжения σx из формул (7.6) и вынося за знак интеграла вели-
чины, не зависящие от координаты z, находим: 
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После интегрирования получаем 
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2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

μ+
∂
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−=
y
u
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uDM zz

x  

Входящая сюда величина  

)1(12 2

3

μ−
=

EhD     (7.8) 

называется цилиндрической жесткостью пластинки и является 
физической и геометрической характеристикой пластинки при ее 
изгибе. 

Погонная поперечная сила в сечении с нормалью x равна 
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∫
−

τ=
2/

2/
.

h

h
zxx dzQ  

Подставляя в этот интеграл значение касательного напряже-
ния τzx из формул (7.6), получим: 

∫
−
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⎛
−∇

∂
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⋅
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После интегрирования находим 

.2
zx u

x
DQ ∇
∂
∂

−=  

Погонную сдвигающую силу Sx находим, проектируя усилия в 
этом сечении на ось y: 

∫
−

τ=
2/

2/
.

h

h
yxx dzS  

Подставляя в этот интеграл значение касательного напряже-
ния τyx из формул (7.6), получим: 
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т. е. сдвигающая сила в этом сечении равна нулю. 
Погонный крутящий момент в сечении с нормалью x равен 

∫
−

τ=
2/

2/
.

h

h
yxyx zdzM  

Подставляя в этот интеграл значение касательного напряже-
ния τyz из формул (7.6), находим: 

∫∫
−− ∂∂

∂
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2
2/
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После интегрирования получим 
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.)1(
2

yx
uDM z

yx ∂∂
∂

μ−−=    (б) 

Аналогично найдем усилия, действующие в сечении с норма-
лью y (см. рис. 4): 

погонный изгибающий момент 
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погонная поперечная сила  

,2
zy u

y
DQ ∇
∂
∂
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погонный крутящий момент 

.)1(
2

yx
uDM z

xy ∂∂
∂

μ−−=    (в) 

Сравнивая формулы (б) и (в), получаем: 

.)1(
2

H
yx

uDMM z
xyyx =

∂∂
∂

μ−−==  

Таким образом, в сечениях пластинки, перпендикулярных к ее 
срединной плоскости, под действием поперечной нагрузки возни-
кают следующие погонные усилия: 

изгибающие моменты: 
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   (7.9) 

поперечные силы 
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   (7.10) 

и крутящий момент 

.)1(
2

yx
uDH z
∂∂

∂
μ−−=  (7.11) 

Все внутренние силовые факторы 
выражены через прогибы срединной 
плоскости пластинки. На рис. 5 пока-
заны положительные значения най-
денных усилий, причем положитель-
ные направления усилий совпадают с 
направлением действия соответст-
вующих положительных составляю-

щих напряжений. 
 
         7.5. Выражение напряжений через усилия 

Формулы (7.9) – (7.11) позволяют определять моменты и по-
перечные силы в любой точке срединной плоскости пластинки. По 
их величине можно найти напряжения в любой точке пластинки. 
Действительно, сравнивая формулы (7.6) нормальных напряжений 
σx и σy с формулами (7.9) изгибающих моментов Mx и My, получа-
ем: 
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Полученные формулы соответствуют формулам для опреде-
ления нормальных напряжений при изгибе балки прямоугольного 

 
Рис. 5. Внутренние силовые 
факторы в сечениях пла-
стинки 
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сечения. В них входит момент инерции прямоугольного сечения 
при ширине сечения, равной единице, т. е.  

.
1212

33 hbhI ==  

Тогда формулы (а) принимают вид, известный из курса со-
противления материалов для расчета балок при изгибе: 

.,
I

zM
I

zM y
y

x
x =σ=σ  

Максимальные нормальные напряжения возникают при z= ± 
h/2: 

⎪
⎪
⎭
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⎬

⎫

=σ

=σ
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,max

W
M
W
M

y
y

x
x

   (7.12) 

Здесь  

62/

2h
h

IW ==  

– момент сопротивления балки прямоугольного сечения высотой h 
и шириной, равной единице. 

Из сравнения формул (7.6) и (7.11) следует: 

.12
3h
Hz

xy =τ  

Максимальные касательные напряжения возникают при z= ± 
h/2 и равны 

.6max 2h
H

xy =τ  

Для определения касательных напряжений τzx и τzy сравниваем 
формулы (7.6) и (7.10). В результате получим 
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Аналогичные результаты получены в сопротивлении мате-
риалов по формуле Д.И. Журавского для балки прямоугольного 
сечения высотой h и шириной, равной единице. Максимальные 
напряжения возникают в точках срединной плоскости при z = 0, 
где они равны 
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,
2
3max

h
Q
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⋅=τ

⋅=τ
 

 
7.6. Дифференциальное уравнение изогнутой срединной     
поверхности пластинки 
В полученных выше зависимостях напряжения и усилия в 

пластинке выражены через прогибы срединной плоскости пла-
стинки ),( yxuz . Следовательно, для определения напряжений и 

усилий необходимо заранее знать функцию ),( yxuz  – прогиб сре-
динной плоскости пластинки. 

Для составления дифференциального уравнения изогнутой 
срединной поверхности пластинки вырежем из нее бесконечно 
малый элемент dxdy и покажем действующие на него нагрузки 
(рис. 6).  

На грани Oc элемента срединной плоскости действует погон-
ная поперечная сила Qx. При проектировании действующих сил на 
ось z силу Qx необходимо умножить на длину грани dy, на которой 
она действует. 
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На грани ab, отстоящей от грани Oc на бесконечно малом 
расстоянии dx, поперечная сила получает бесконечно малое при-

ращение и равна .dx
x

QQ x
x ∂

∂
+  

Аналогично на гранях Oa и bc выделенного элемента средин-
ной плоскости действуют соответственно погонные поперечные 

силы Qy и dy
y

Q
Q y

y ∂

∂
+ . По нормали к срединной плоскости пла-

стинки действует поверх-
ностная нагрузка интен-
сивностью q(x,y).  

Рассматриваемый 
элемент срединной плос-
кости находится в равно-
весии, следовательно, 
должны выполняться 
шесть условий равнове-
сия: три уравнения проек-
ций сил на координатные 
оси и три уравнения мо-
ментов относительно этих осей. 

Спроектируем все силы, действующие на выделенный эле-
мент (см. рис. 6) на ось z:  
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 После упрощения получаем 

.q
y

Q
x

Q yx −=
∂

∂
+

∂
∂

    (7.13) 

Уравнение моментов всех сил относительно оси y дает 

Рис. 6. Нагрузки, действующие на бес-
конечно малый элемент срединной по-
верхности пластинки 
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После упрощения получаем 
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y
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   (7.14) 

Аналогично из уравнения моментов относительно оси x полу-
чаем 
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  (7.15) 

В зависимость (7.13) подставим значение поперечных сил Qx 
из (7.14)  и Qy из (7.15). В результате этого получим 

q
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Подставив в полученное уравнение значение моментов из 
формул (7.9) и (7.11), найдем: 
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откуда после упрощения получим 
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или  

.04 =−∇ quD z    (7.17) 
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Полученное уравнение представляет собой дифференциаль-
ное уравнение изогнутой срединной поверхности пластинки, его 
обычно называют уравнение Софи Жермен. 

При интегрировании уравнения Софи Жермен появятся про-
извольные постоянные, которые должны быть определены из ус-
ловий на контуре пластинки, которые, в свою очередь, зависят от 
характера закрепления ее краев. 
 
        7.7. Условия на контуре пластинки 

На контуре пластинки в зависимости от характера закрепления кра-
ев могут быть заданы прогибы и углы поворота срединной плоскости, 
изгибающие и крутящие моменты, поперечные силы. Условия, при кото-
рых на контуре задаются перемещения, т. е. прогибы или углы поворота 
срединной плоскости, называются геометрическими. Статическими 
называются условия, при которых на контуре задаются усилия, т. е. из-
гибающие или крутящие моменты или поперечные силы. Если же на 
контуре заданы одновременно и перемещения и усилия, условия называ-
ются смешанными. На каждом крае следует задать два граничных 
условия. 

Сформулируем гра-
ничные условия для раз-
личных закреплений кра-
ев пластинки. Для этого 
рассмотрим прямоуголь-
ную пластинку (рис. 7). 
З а щ е м л е н н ы й  к р а й  
OA. В защемлении отсут-
ствуют прогибы и невоз-
можен поворот краевого 
сечения относительно оси 
х. В связи с этим имеем следующие условия: 

Рис. 7. Варианты закрепления краев 
пластинки: OA – защемление; AB и OC 
– шарнирное закрепление; BC – сво-
бодный край 
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при  у = 0  должно быть .0,0 =
∂
∂

=
y
uu z

z  

Ш а р н и р н о  о п е р т ы е  к р а я  ОС и АВ. На шарнирных 
краях прогибы и изгибающие моменты равны нулю, т. е. uz = 0 и 
Мх = 0. Выражая изгибающий момент через прогибы пластинки со-
гласно формулам (7.9), последнее условие можно представить так: 

.02
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∂
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∂
∂

y
u

x
u zz  

Поэтому граничные условия на шарнирно опертых краях ОС 
и АВ принимают такой вид: 

при x = 0 и x = a должно быть  .0,0 2
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∂
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=
y
u

x
uu zz

z  

С в о б о д н ы й  край СВ. На свободном краю должны обра-
щаться в нуль изгибающий момент Му, поперечная сила Qy и кру-
тящий момент H, т. е. вместо двух необходимых условий здесь по-
являются три условия. Такое противоречие связано с тем, что зада-
ча решается приближенно и поэтому всем граничным условиям точ-
но удовлетворить нельзя. Однако это противоречие можно устра-
нить, объединив два последних условия. 

Покажем, что крутящий момент и поперечную силу на контуре 
пластинки можно заменить одной силой, статически им эквива-
лентной. Рассмотрим крутящий момент Н, распределенный вдоль 
грани СВ, параллельной оси х (рис. 8, а). На длине dx действует кру-
тящий момент, равный Hdx. Этот момент можно представить в 
виде двух вертикальных противоположно направленных сил Н с 
плечом dx (рис. 8, б). На соседнем элементе dx крутящий момент 
будет больше на  бесконечно малую  величину и равен 

.)( dxdx
x
HH
∂
∂

+  Его также можно представить в виде двух верти-
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кальных противоположно направленных сил dx
x
HH
∂
∂

+  с плечом 

dx. Такую замену крутящих моментов вертикальными силами 
можно осуществить по всей 
длине границы CB. На границе 
каждого бесконечно малого уча-
стка dx, за исключением крайних 
точек С и В, будут действовать 
по две противоположно направ-
ленные силы, разность между 

которыми равна .dx
x
H
∂
∂

 Следо-

вательно, вдоль грани CB будет 
действовать вертикальная рас-
пределенная по длине нагрузка 

интенсивностью 
x
H
∂
∂

(рис. 8, в). 

В точках же C и B будут возникать сосредоточенные силы HC и HB. 
Полученную вертикальную нагрузку можно объединить с попереч-
ной силой Qy и считать, что на грани CB действует приведенная 
поперечная сила интенсивностью 

.прив.
x
HQQ yy ∂
∂

+=     (7.18) 

Аналогично вдоль граней контура пластинки, парал-
лельных оси y, будет действовать приведенная поперечная 
сила с интенсивностью  

.прив.
y
HQQ xx ∂
∂

+=    (7.19) 

Производные от функции, аппроксимирующей крутящий мо-
мент H (7.11), по x и y равны: 

Рис. 8. Замена переменного по-
гонного крутящего момента 
распределенной нагрузкой 
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  (7.20) 

Таким образом, на каждой грани пластинки вместо трех уси-
лий: изгибающего момента, крутящего момента и поперечной си-
лы, можно рассматривать только два усилия: изгибающий момент 
и приведенную поперечную силу. 

На рис. 9 показаны поло-
жительные направления  этих 
приведенных поперечных сил 
на всех гранях прямоугольной 
пластинки, а также сосредото-
ченных сил, возникающих в 
углах пластинки. 

Следовательно, на сво-
бодной от закрепления грани 
вместо трех условий  

0,0,0 === HQM yy  

можно потребовать удовлетворения лишь двух условий 

.0,0 прив. == yy QM    (а) 

Конечно, при этом граничные условия будут удовлетворяться 
приближенно. На основании принципа Сен-Венана такая замена 
поперечной силы и крутящего момента статически им эквивалент-
ной приведенной поперечной силой вызовет лишь местные напря-
жения вблизи рассматриваемого края пластинки. 

Рис. 9. Направление положитель-
ных приведенных сил 
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Внесем в условия (а) выражения изгибающего момента My 

(7.9) и приведенной поперечной силы 0прив. =yQ  (7.20). Тогда на 

свободной грани CB при y = b должно быть 
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7.8. Эллиптическая пластинка 
Решение дифференциального уравнения (7.16) для пластинки, 

контур которой очерчен по эллипсу, в частных случаях может 
быть получено в конечном виде. Для решения применим обратный 
метод, т. е., задаваясь видом функции прогибов ),( yxuz , опреде-
лим, каким нагрузкам и каким граничным условиям (условиям за-
крепления) соответствует эта функция. 

Уравнение контура эллиптической пластинки (рис. 10) имеет 
вид 
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2
=−+

b
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a
x

    (а) 

Зададимся функцией прогибов в форме 
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где C – постоянный коэффициент. 
Для определения C подставим функцию ),( yxuz  в уравнение 

Софии Жермен (7.16), предварительно определив производные от  
этой функции:  
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Подставив полученные производные в уравнение (7.16), по-
лучим: 

,248224
4224 D

q
b

C
ba
C

a
C

=++  

откуда  

.
241624

4224 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=

bbaa
D

qC    (г) 

Так как C является постоянной величиной, то и q должно 
быть постоянным. Следовательно, функция (б) будет решением 
дифференциального уравнения (7.16) при поперечной нагрузке q, 
равномерно распределенной по поверхности пластинки. 

  
 
  Рис. 10. Эпюры изгибающих мо-
ментов и поперечных сил для эл-
липтической пластинки, защемлен-
ной по контуру и нагруженной рав-
номерно распределенной нагрузкой, 
с отношением полуосей a/b =1,5 и 
коэффициентом Пуассона μ=0,3 
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Выясним теперь, каким условиям на контуре соответствует 
решение (б). Прогиб на контуре обращается в нуль, так как в скоб-
ках стоит выражение, равное нулю для любой точки контура. Про-

изводные 
x

uz
∂
∂

 и 
y
uz
∂
∂

 в соответствии с (в) для любой точки кон-

тура также обращаются в нуль, так как и в данном случае в скоб-
ках стоит выражение, равное нулю для любой точки контура. Та-
ким образом, и прогибы и углы поворота срединной плоскости на 
контуре пластинки равны нулю. Значит,  пластинка защемлена по 
контуру. 

Подставим постоянную C из формулы (г) в функцию (б): 
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Таким образом, уравнение (7.21) описывает функцию проги-
бов срединной поверхности эллиптической в плане пластинки, за-
щемленной по контуру и загруженной сплошной равномерно рас-
пределенной поперечной нагрузкой q.  

Характер изгиба срединной поверхности пластинки показан 
на рис. 10. Максимальный прогиб возникает в центре пластинки 
при x = y = 0 
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Сравнивая формулы (г) и (7.22), заключаем, что постоянная C 
равна прогибу в центре пластинки. 

Подсчитаем усилия, возникающие в пластинке. Подставляя 
функцию прогибов (б) и производных (в) в формулы (7.9), нахо-
дим изгибающие моменты в рассматриваемой пластинке: 
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(7.23) 

Изгибающие моменты в центре пластинки: 
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Изгибающие моменты у краев большой полуоси 
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а у краев малой полуоси 
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Подставив функцию прогибов (б) в зависимость (7.11), полу-
чим формулу для вычисления крутящих моментов в пластинке: 

.)1(8
22 xy

ba
CDH μ−−=    (7.24) 

Полагая в (7.25) x =0 или y =0, заключаем, что на осях сим-
метрии рассматриваемой пластинки крутящий момент равен нулю. 

Поперечные силы найдем подстановкой в формулы (7.10) 
функции прогибов (б) 
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В центре пластинки поперечные силы равны нулю, а по краям 
полуосей 
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Эпюры изгибающих моментов и поперечных сил для эллип-
тической пластинки с отношением полуосей a/b =1,5 и коэффици-
ентом Пуассона μ=0,3 показаны на рис. 10. 

Круглую пластинку, защемленную по контуру и загруженную 
равномерно распределенной нагрузкой q, можно рассматривать 
как частный случай эллиптической пластинки при b = a. Тогда по 
формуле (7.22) получаем максимальный прогиб в центре круглой 
пластинки 
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Из формулы (г) находим, что постоянная C для круглой пла-
стинки равна 
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По формулам (д) находим изгибающие моменты в центре 
пластинки 
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a
CDMM yx  

По формулам (е) определяем изгибающие моменты в точках 
контура круглой пластинки в сечении, совпадающем с радиусом: 

8
)0,(

2qaaMM y μ−=±=θ  

и в сечении, перпендикулярном радиу-
су (перпендикулярном оси x): 

.
8

)0,(
2qaaMM xr −=±=  

Эпюры изгибающих моментов для 
круглой пластинки из материала с ко-
эффициентом Пуассона μ=0,3 приведе-
ны на рис. 11. 

 
        7.9. Прямоугольная пластинка.  
         Решение Навье 

Для прямоугольной пластинки ре-
шение уравнения Софи Жермен (7.16) в 
конечном виде  получить не удается. 
Его можно найти в виде бесконечного 
ряда. 

Рассмотрим прямоугольную пла-
стинку (рис. 12), шарнирно опертую по 
контуру и загруженную поперечной 
нагрузкой интенсивностью q(x,y), кото-

рая изменяется по любому закону. Начало координат расположим 
в углу пластинки. Размер пластинки в направлении оси x равен a, а 
в направлении оси y – b.  

 
Рис. 11. Эпюры изги-
бающих моментов и 
поперечных сил для 
круглой пластинки, 
защемленной по кон-
туру и нагруженной 
равномерно распреде-
ленной нагрузкой, с 
коэффициентом Пуас-
сона μ=0,3 
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Решение уравнения Софи Жермен (7.16) будем искать в виде 
ряда, который представим в виде  двойной тригонометрической 
суммы по синусам 
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где Amn – коэффициенты ряда, постоянные числа; m и n – целые 
положительные числа 1, 2, 3, … 

В развернутом виде ряд (а) можно представить следующим 
образом: 
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Для шарнирно опертой по контуру пластинки запишем сле-
дующие граничные условия: 
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Нетрудно убедится, что 
ряд (а) удовлетворяет этим ус-
ловиям. Действительно, на гра-
ни пластинки при x=0   

,00sinsin ==
π
a

xm
 

 
Рис. 12. Прямоугольная пластин-
ка, шарнирно опертая по контуру 
и загруженная поперечной на-
грузкой интенсивностью q(x,y) 
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а это означает в соответствии с (а), что прогиб ),( yxuz =0. На гра-
ни x = a 

,0sinsin =π=
π m
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а значит, и прогиб ),( yxuz =0. Точно так же обращаются в нуль 
прогибы на гранях y = 0 и y = b. Таким образом, граничные усло-
вия (б) и (в) для прогибов выполняются. 

Вторые производные функции прогибов 
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В производные (г) входят синусы тех же аргументов, что и в 

функцию (а). Поэтому вторые производные 2
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x
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y
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 обра-

щаются в нуль на всех гранях пластинки при x = 0, x = a, y = 0 и  
y = b. Следовательно, граничные условия (б) и (в) для изгибающих 
моментов также выполняются. 

Определим коэффициенты ряда (а). Для этого подставим 
функцию прогибов (а) в уравнение Софи Жермен (7.16) 
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из которого получим 
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Подставив полученные производные в (7.16), после упроще-
ния получим: 

).,(sinsin
1 1

2

2

2

2

2
4 yxq

b
yn

a
xm

b
n

a
mAD

m n
mn =

ππ
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+π ∑ ∑

∞

=

∞

=
 (д) 

Чтобы определить коэффициенты ряда, входящего в левую 
часть уравнения (д), необходимо нагрузку q(x,y), входящую в пра-
вую часть этого уравнения, разложить в тригонометрический ряд. 
Для этого нагрузку q(x,y) представим в виде двойного тригономет-
рического ряда Фурье по синусам на прямоугольной области 
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Как известно, коэффициенты Cmn ряда (е) определяются по 
формулам [2] 
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Подставляя ряд (д) в уравнение (г), получаем: 
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Два ряда равны между собой, если равны между собой соот-
ветствующие члены обоих рядов. Таким образом, 
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Подставляя в (з) значение Cmn из (ж), определим коэффици-
енты ряда (а) в виде  
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Таким образом, функция (а) является решением поставленной 
задачи, так как она удовлетворяет условиям на контуре пластинки 
и при выборе коэффициентов ряда в форме (и) удовлетворяет 
дифференциальному уравнению изгиба пластинки. Дальнейшая 
конкретизация задачи теперь зависит от вида функции q(x,y). 

Рассмотрим частные случаи. 
1. Нагрузка равномерно распределенная по всей поверх-
ности пластинки 
В этом случае q(x,y) = q = const. По формуле (и) находим 
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После интегрирования получаем следующее значение коэф-
фициентов ряда (а) при загрyжении пластинки равномерно рас-
пределенной нагрузкой: 
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Последние ограничения вызваны тем обстоятельством, что 
полученные после интегрирования значения функций πmcos  и 

πncos  не равны нулю при m = 1, 3, 5, …; n =1, 3, 5, … 
После подстановки этих коэффициентов в ряд (а) находим 

выражение функции прогибов 
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   (7.27) 

Максимальный прогиб, возникающий в центре пластинки при 
x =a/2 и y = b/2, равен: 
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Подставляя в полученное значение zumax  значение цилинд-
рической жесткости из формулы (7.8) и вынося за скобки a4, полу-
чаем:  
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Обычно расчеты ведутся с помощью таблиц. Для различных 
случаев загружения и закрепления краев пластинки Б.Г. Галерки-
ным [3] составлены таблицы. 

Для табулирования формулу (л) представим в виде: 
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где коэффициент α равен 
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зависит только от отношения сторон пластинки a/b. Входящий сю-
да ряд очень быстро сходится. Так, сохраняя четыре члена ряда и 
принимая μ=0,3, находим для квадратной пластинки (a/b=1) 
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        Это значение равно точному, которое приводится в справоч-
ной литературе [4]. 

Изгибающие моменты получим, подставляя в формулы (9) 
функцию прогибов (27): 
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Максимальные изгибающие моменты возникают в центре 
пластинки при x =a/2 и y = b/2, где они равны: 
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Для составления таблиц изгибающие моменты представляют 
в виде: 

,max

,max
2

1

2

qaM

qaM

y

x

β=

β=
 

 



 44

где  
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зависят от отношения сторон пластинки a/b.  
Подсчитаем коэффициент β для квадратной пластинки, со-

храняя четыре члена ряда: 
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Точное значение, приводимое в справочниках, β =0,0479. 
Следовательно, при сохранении четырех членов ряда значе-

ние коэффициента β отличается от точного его значения на 2,1 %. 
Значение поперечных сил найдем, подставив функцию проги-

бов (7.27) в формулы (7.10): 
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Максимальные значения поперечные силы получают посере-
дине сторон контура пластинки. Так, max Qx возникает в точках  
пластинки с координатами x = 0, y = b/2 и x = a, y=b/2, а max Qy – в 
точках с координатами x = a/2, y = 0 и x = a/2, y = b, где получим 
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Для составления таблиц эти функции представим в виде 
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где  
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Нетрудно заметить, что функции γ и γ1 являются функциями 
отношения сторон пластинки a/b. Ряды в этих функциях сходятся 
еще медленнее, чем в функциях β и β1. Так, сохраняя, как и в пре-
дыдущих случаях то же число членов ряда, получаем для квадрат-
ной пластинки: 
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что отличается от точного значения, равного 0,338 [4] на 16,3 %. 
2. Сосредоточенная сила в точке с координатами x = x0 и y = 

= y0 (рис. 13). Представим эту сосредоточенную силу в виде рас-
пределенной нагрузки на бесконечно малой площадке dxdy вокруг 
точки (x0, y0) 

.),(
dxdy

Pyxq =  
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При вычислении двойного интеграла в формуле (и) следует 
учесть, что он обращается в нуль везде, кроме точки (x0, y0), где он 
равен: 
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Подставляя значение (н) в формулу (и), получаем следующее 
выражение для коэффициентов 
ряда (а): 
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 После подстановки по-
лученного значения Amn в ряд 
(а), найдем функцию прогибов пластинки, шарнирно опертой по 
краям и нагруженной сосредоточенной силой в точке с координа-
тами (x0, y0): 
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Полученный ряд сходится медленнее, чем ряд (7.27). Зная 
функцию прогибов (7.28), обычным порядком можно определить 
изгибающие и крутящие моменты, а также поперечные силы. Ря-
ды, входящие в функции для вычисления указанных величин, схо-
дятся еще хуже, чем в случае равномерно распределенной нагруз-
ки. Поэтому представленное решение может быть рекомендовано 
только для нахождения прогибов.  

 

Рис. 13. Пластинка с шарнирно 
закрепленными краями, нагру-
женная сосредоточенной силой P  
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        7.10. Прямоугольная пластинка. Решение Леви 
Решение Навье, рассмотренное в п. 7.9, пригодно только для 

прямоугольных пластинок, шарнирно опертых по контуру. Более 
общим является решение Мориса Леви. Это решение пригодно для 
прямоугольной пластинки, два противоположных края которой 
оперты, а два других имеют любое закрепление: защемление, шар-
нирное опирание, свободный край. 

Пусть у прямоугольной пластинки (рис. 14) шарнирно опер-
тыми являются края OC и AB. Граничные условия на этих краях 
имеют следующий вид: 
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Чтобы выполнить эти усло-
вия, функцию прогибов возьмем в 
виде 

∑
∞

=
α=

1
,sin

n
z xYu   (б) 

где Y – произвольная функция од-
ного аргумента y; α = nπ/a. 

Так как при x = 0 и x = a функ-
ция sinαx = 0, то зависимость (б) 
удовлетворяет условиям (а) для 
прогибов.  

Чтобы проверить вторую 
часть граничных условий (а) (для 

изгибающих моментов на краях OC и AB), подсчитаем вторые ча-
стные производные функции прогибов (б) по x и y 

Рис. 14. Прямоугольная пла-
стинка: OA и BC – жестко за-
крепленные края; OC и AB – 
шарнирно опертые края  
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Эти производные аналогично функции прогибов (б) при x = 0 
и x = a обращаются в нуль и, следовательно, вторая часть условия 
(а)  также выполняется. 

Функция (б) должна удовлетворять уравнению Софи Жермен 
(7.16). Подставляя функцию (б) в уравнение (7.16), получаем 
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Для решения уравнения (г) разложим правую его часть в три-
гонометрический ряд Фурье по синусам 
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Коэффициенты ряда Фурье Fn(y)  являются здесь функцией y. 
Так как разложение производится на отрезке ,0 ax ≤≤  то коэф-
фициенты Fn(y) определяют по известной из курса математическо-
го анализа формуле 
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Подставим ряд (д) в уравнение (г) 
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После переноса правой части  соотношения (ж) в левую и 
выноса знаков суммирования за скобку получаем 

0)(2 4"2IV =−α+α− yFYYY n  

или  
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).(2 4"2IV yFYYY n=α+α−    (з) 

Решение неоднородного дифференциального уравнения чет-
вертого порядка (з) можно представить в виде суммы общего ре-
шения соответствующего однородного уравнения (уравнения (з) 
без правой части) и какого-нибудь частного решения неоднород-
ного уравнения (з). Однородное уравнение, соответствующее не-
однородному уравнению (з), имеет вид: 

.02 4"2IV =α+α− YYY     (и) 
Решение уравнения (и) имеет вид 

.shshchch1 yyDyCyyByAY nnnn α+α+α+α=   (к) 

Обозначив частное решение уравнения (з) )(yFn , получим 

его общее решение в таком виде: 
).(shshchch)( yFyyDyCyyByAyY nnnnn +α+α+α+α= (л) 

Подставляя функцию Y(y) в формулу (б), получим: 
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Функция (м) будет решением уравнения Софи Жермен (7.16) 

для поперечной нагрузки q(x,y), распределенной по поверхности 
пластинки по любому закону, а кроме того, удовлетворяет гранич-
ным условиям на шарнирно опертых краях OC и AB.  

Рассмотрим выбор частного решения )(yFn . По правилу Ко-
ши частное решение неоднородного дифференциального уравне-
ния четвертого порядка выражается следующим интегралом: 

∫ −ψ=
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nn dttFtyyF
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где Fn(y) – правая часть решаемого уравнения, определяемая соот-
ношением (е), а ψ(y) – частное решение соответствующего одно-
родного уравнения, удовлетворяющего условиям 

.1)0(),0()0()0( '''"' =ψψ=ψ=ψ   (о) 
При решении однородного уравнения (и) согласно зависимо-

сти (к) была получена сумма четырех независимых функций chαy, 
ychαy, shαy, yshαy. Из этой комбинации функций удовлетворяет 
условиям (о) только функция 
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Заменив в функциях (п) и (е) аргументы и подставив эти 
функции в формулу (н), получим искомое частное решение урав-
нения (з): 
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Для определения произвольных постоянных An, Bn, Cn и Dn в 
(м) используем граничные условия на краях OA и BC. Рассмотрим 
пластинку, у которой края OA и BC жестко защемлены (см. рис. 
14). Граничные условия на этих краях 
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Подставив в них функцию прогибов (б), получим: 
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Так как условия (р) должны выполняться при любых значени-
ях аргумента x, то должно быть 
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Если внести в условия (с) функцию (л), то получаем систему 
уравнений для определения постоянных: 
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Из полученной системы уравнений определяем следующие 
значения постоянных: 
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При других закреплениях краев OA и BC получаются другие 
значения постоянных. 
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Ряды в функциях прогибов и ее производных сходятся значи-
тельно быстрее, чем тригонометрические ряды в решении Навье, 
поэтому решение М. Леви более удобно в практических расчетах, 
в том числе для пластинки с шарнирно опертыми краями. 
 
         7.11. Основные уравнения изгиба круглой пластинки 

Для решения задачи об изгибе круглой пластинки, выведен-
ной в декартовой системе координат, преобразуем все уравнения к 
полярной системе координат. 

В полярной системе координат прогиб пластинки и нагрузка 
будут функциями r и θ, т. е. uz(r, θ) и q(r, θ). Тогда дифференци-
альное уравнение изогнутой срединной поверхности пластинки 
Софи Жермен (7.16) получит вид 

).,(1111
2

2

22

2

2

2

22

2
θ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅+

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅+
∂
∂ rqu

rr
u

rr
u

rrrr
D zzz

        (7.29) 
Изгибающие моменты в круглой пластинке будем обозначать: 

Mr – погонный изгибающий момент в сечении, перпендикулярном 
к радиусу-вектору r в рассматриваемой точке, или радиальный 
изгибающий момент; Mθ – погонный изгибающий момент в сече-
нии, совпадающий с радиусом-вектором r в рассматриваемой точ-
ке, или тангенциальный изгибающий момент. 

Заменяя в формулах (7.9) производные функции прогибов по 
x и y на производные по r и θ, получим формулы для изгибающих 
моментов в полярной системе координат: 
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  (7.30) 
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Таким же образом преобразуем формулу для крутящего мо-
мента в декартовой системе координат (7.11) к полярной 
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Поперечные силы в круглой пластинке обозначим следую-
щим образом: Qr – погонная поперечная сила на площадке с нор-
малью r,  или радиальная поперечная сила; Qθ – погонная попереч-
ная сила на площадке, совпадающая с радиусом-вектором r или 
тангенциальная поперечная сила. 

Заменяя в формулах (7.10) производные по x и y на производ-
ные по r и θ, получим формулы для вычисления поперечных сил в 
полярной системе координат: 
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или  
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  (7.32) 

Обозначим прив
rQ интенсивность приведенной  поперечной 

силы на гранях контура, перпендикулярных к радиусу-вектору r, а 
прив
θQ  – на гранях, совпадающих с радиусом-вектором r. Тогда из 

формул (7.18) и (7.19) после замены переменных x и y на перемен-
ные r и θ можно получить приведенную поперечную силу на гра-
нях контура, учитывающего наличие крутящего момента: 
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Подставляя в зависимости (б) значение поперечных сил из 
(7.32) и H из (7.31), получим: 
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Формулы (7.29) – (7.33) представляют собой основные урав-
нения изгиба пластинок в полярной системе координат. Уравнение 
(7.29) служит для определения прогибов срединной плоскости пла-
стинки w, а остальные – для составления граничных условий и оп-
ределения внутренних усилий. 

 
        7.12. Осесимметричные задачи изгиба круглой пластинки  

Задача об изгибе круглой пластинки будет осесимметричной, 
если нагрузка, а также условия закрепления краев пластинки не 
зависят от полярного угла θ. В этом случае и прогибы пластинки 
не будут зависеть от полярного угла θ, а будут функцией лишь од-
ной координаты r, т. е. uz = uz(r). Тогда дифференциальное уравне-
ние изогнутой срединной поверхности (7.29) значительно упроща-
ется: 
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Поскольку функция прогибов не зависит от угла θ, то форму-
лы (7.30) для изгибающих моментов примут вид 
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а крутящий момент в зависимости (7.31) обратится в нуль. 
Поперечные силы в формулах (7.32) примут вид 
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а приведенные поперечные силы из (б)  
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Уравнение (7.34) можно решить в общем виде. Как известно, 
общее решение неоднородного дифференциального уравнения со-
стоит из суммы общего решения соответствующего однородного 
уравнения uz1 и какого-нибудь частного решения неоднородного 
уравнения uz2, т. е.  

.21 zzz uuu +=     (в) 
Общее решение однородного уравнения 
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соответствующего неоднородному уравнению (7.34), имеет вид 

.lnln 2
4

2
3211 rrCrCrCCuz +++=  

Чтобы получить общий вид частного решения uz2, уравнение 
(7.34) представим в виде 
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Интегрируя последовательно четыре раза уравнение (г), най-
дем общий вид частного решения: 
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Пусть нагрузка равномерно распределена по всей поверхно-
сти пластинки, т. е. примем, что q(r)= q =const. В этом случае вы-
ражение (д) легко интегрируется и принимает следующий вид: 

.
64

4

2 D
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Тогда общее решение неоднородного дифференциального 
уравнения (7.34) для нагрузки, равномерно распределенной по по-
верхности пластинки, будет иметь вид: 
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Рассмотрим шарнирно опертую по контуру пластинку, на-
груженную равномерно распределенной нагрузкой (рис. 15). 

Для определения постоянных интегрирования в решении 
(7.37) имеем следующие граничные условия. В центре пластинки 
при r = 0 прогиб должен иметь конечное значение. Так как 

−∞=0ln , то в решении (7.37) следует отбросить члены, содер-
жащие множитель lnr, т. е. принять, что  C2 = C4 = 0. 

В этом случае решение (7.37) примет вид 

.
64

2
31

4
rCC

D
qruz ++=     (е) 
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При шарнирном закреплении по 
контуру пластинки при r = a должны 
обращаться в нуль прогиб w и ради-
альный изгибающий момент Mr: 
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dr
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udu zz

z   при r = a 

(ж) 
Подставляя в полученные гра-

ничные условия (ж) функцию проги-
бов (е), получаем: 
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Откуда находим: 
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Подставляя найденные постоянные в решение (е), получаем 
функцию прогибов для пластинки, шарнирно опертой по контуру 
и нагруженной равномерно распределенной нагрузкой: 
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Максимальный прогиб возникает в центре пластинки при r = 
= 0, где он равен 

 
Рис. 15. Круглая пластинка 
с шарнирно опертыми 
краями и нагруженная 
равномерно распределен-
ной нагрузкой 
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Подставляя функцию прогибов (7.38) в формулы (7.35), полу-
чаем изгибающие моменты в пластинке: 
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Максимальные изгибающие моменты возникают в центре 
пластинки при r = 0 и равны 

).3(
16

maxmax
2

μ+== θ
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Изгибающие моменты в точках контура при r = a  
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θ
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Эпюры изгибающих моментов для пластинки, изготовленной 
из материала с коэффициентом Пуассона μ = 0,3, показаны на  
рис. 15. 

Рассмотрим круглую пластинку, защемленную по контуру 
и нагруженную равномерно распределенной нагрузкой (см. рис. 
11). 

Для определения постоянных C1 и C3 запишем следующие 
граничные условия: на внешнем контуре пластинки (в защемле-
нии) отсутствуют прогибы и повороты сечений, т. е.  

при r = a .0,0 ==
dr

duu z
z  

Подставляя в эти условия функцию прогибов (е), получаем: 
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откуда находим             
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Тогда уравнение изогнутой срединной поверхности круглой 
пластинки (е) для случая жесткого закрепления краев принимает 
такой вид: 
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D
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−
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Максимальный прогиб в центре пластинки при r = 0 равен 

,
64
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D
qauz =  

что совпадает с результатом (7.26), полученным из решения част-
ного случая эллиптической пластинки. Из сравнения этого значе-
ния с максимальным прогибом в шарнирно опертой пластинке (з) 
следует, что максимальный прогиб защемленной по контуру пла-
стинки примерно в четыре раза меньше максимального прогиба 
шарнирно опертой пластинки.  

Действительно из формулы (з) при μ = 0,3 найдем, что  
(5+μ)/(1+μ) = (5+0,3)/(1+0,3) = 4,07. 

Подставляя функцию прогибов (7.40) в формулы (7.35), най-
дем изгибающие моменты в пластинке: 
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Изгибающие моменты в центре пластинки при r = 0 равны 
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а на контуре пластинки при r = a 

.
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22 qaMqaMr μ−=−= θ  

Эпюры изгибающих моментов для пластинки, изготовленной 
из материала с коэффициентом Пуассона μ =0,3, показаны на рис. 
11. Максимальный изгибающий момент возникает в точках конту-
ра на площадках, перпендикулярных к радиусу. Он на 40 % мень-
ше максимального изгибающего момента в шарнирно опертой 

пластинке. 
Рассмотрим кольцевую пла-

стинку с защемленным внеш-
ним краем, загруженную равно-
мерно распределенной нагрузкой 
(рис. 16). Для определения посто-
янных в функции (7.37) запишем 
следующие граничные условия: 

на внешнем защемленном 
краю при r = a  имеем 

;0,0 ==
dr

duu z
z  

на внутреннем свободном 
краю при r = b  имеем  

Рис. 16. Кольцевая пластинка 
с жестко закрепленным краем 



 62

.01

,0

2

2
прив.

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+−==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

μ
+−=

dr
du

rdr
ud

dr
dDQQ

dr
du

rdr
udDM

zz
rr

zz
r

 

Подставляя  в эти граничные условия функцию прогибов 
(7.37), получаем следующую систему уравнений: 
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Решив систему (и), находим: 
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где  .)1()1( 22 ba μ++μ−=α  
Для табулированного расчета введем обозначения: 
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Тогда уравнение изогнутой срединной поверхности пластин-
ки (7.37) после подстановки в него постоянных (к) примет сле-
дующий вид: 
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D

qaw  (7.42) 

Полученное решение (7.42) позволяет вычислить прогибы и 
перемещения в кольцевой пластинке с жестко закрепленным 
внешним краем. 

 
        7.13. Потенциальная энергия при изгибе пластинки 

Выведем формулу для вычисления потенциальной энергии, 
накапливающейся при изгибе пластинки. Согласно принятым ги-
потезам в пластинке 0=σz  и 0=γ=γ zyzx , поэтому общая фор-

мула удельной потенциальной энергии [1] в данном случае примет 

вид ).(
2
1

xyxyyyxxW γτ+εσ+εσ=  

Внося сюда выражения напряжений (7.6) и деформаций (7.5), 
получаем: 
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Прибавим и вычтем в квадратных скобках величину 
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После группировки получаем: 
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или  
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Подставим полученное выражение удельной потенциальной 
энергии в пластинке в формулу для определения потенциальной 
энергии ∫∫∫=

V
WdxdydzU , накапливаемой во всей пластинке (по 

всему ее объему V). Так как прогибы пластинки являются функ-
циями только двух переменных x и y, то в тройном интеграле 
можно отделить интегрирование по координате z  
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        Интегрируя и вводя обозначение цилиндрической жесткости 
согласно соотношению (7.8), получаем потенциальную энергию, 
накапливаемую при изгибе пластинки, в таком виде:  
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Здесь двойной интеграл берется по всей площади срединной 
поверхности пластинки. 

Для некоторых случаев закрепления прямоугольной пластин-
ки со сторонами a и b выражение для потенциальной энергии 
(7.43) можно упростить. Возьмем интеграл от последнего слагае-
мого в квадратных скобках выражения (7.43) и преобразуем его 
следующим образом: 
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Преобразуем интеграл (а), проведя интегрирование по частям 
(выражение под вторым интегралом): 
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Первый из входящих сюда интегралов – контурный интеграл, 
так как подынтегральная функция есть результат интегрирования 
по y и, следовательно, в нее входят значения производных функ-
ции прогибов по контуру, параллельному оси x. Другими словами, 
интегрирование ведется вдоль контура пластинки, параллельного 
оси x, так как после интегрирования по y необходимо выполнить 
подстановку по этой координате значений 0 и b. Второй интеграл в 
формуле (б) преобразуем еще раз 
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и проинтегрируем его по частям. Тогда интеграл (а) примет такой 
вид: 
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Во втором из полученных контурных интегралов интегриро-
вание ведется вдоль контура пластинки, параллельного оси y .  

Если пластинка произвольного очертания защемлена по кон-
туру, то во всех точках контура прогиб и углы поворота срединной 
плоскости равны нулю, т. е.  

.0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
y
u

x
uu zz

z  

Следовательно, оба контурных интеграла в соотношении (в) 
обращаются в нуль, так как в них входит множителем производная 

.xuz ∂∂  
Если прямоугольная пластинка шарнирно оперта по всему 

контуру (см. рис. 12), то во всех точках контура прогиб .0=zu На 
краях OA и BC, параллельных оси x, искривление вдоль этой оси 
невозможно, если пластинка плотно прилегает к опоре. Таким об-
разом, на этих краях везде xuz ∂∂ , а значит, первый контурный 
интеграл в формуле (в) обращается в нуль. На краях OB и AC не-
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возможно искривление вдоль оси y, т. е. в этом направлении углы 
поворота и кривизна срединной плоскости равны нулю:  

.0,0 2

2
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=
∂
∂

y
u

y
u zz  

Другими словами, и второй контурный интеграл в формуле 
(в) обращается в нуль. 

Таким образом, в двух рассматриваемых случаях интеграл (в) 
приводится к виду 
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После подстановки этого интеграла в формулу потенциальной 
энергии (7.43) выражение, стоящее в квадратных скобках, обраща-
ется в нуль, и формула (7.43) упрощается до такого вида: 

( )∫∫ ∇=
s

z dxdyuDU
22

2
.    (7.44) 

Полученное выражение можно использовать для вычисления 
потенциальной энергии при изгибе пластинок любого очертания, 
защемленных по контуру, а прямоугольных пластинок еще и шар-
нирно опертых по контуру. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какие дополнительные допущения принимаются в теории 
тонких пластин?  

2. В чем смысл гипотез Кирхгофа для пластинок? 
3. Что такое срединная плоскость для пластинки и чему рав-

ны в ней линейные и угловые деформации? 
4. Удовлетворяются ли дифференциальные уравнения равно-

весия при использовании гипотез Кирхгофа? 
5. Почему в пластинке определяются погонные внутренние 

усилия? 
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6. Как выражаются погонные изгибающие моменты Mx и My 
через перемещения срединной поверхности пластинки? 

7. Как определяются погонные поперечные силы в пластин-
ке? 

8. Что называется цилиндрической жесткостью пластинки? 
9. Из каких условий получено уравнение Софи Жермен? 
10. При каких условиях возможно проинтегрировать диффе-

ренциальное уравнение срединной поверхности пластин-
ки? 

11. Какой вид имеют граничные условия для прямоугольной в 
плане пластинки с шарнирно опертыми краями? И сколько 
их должно быть? 

12.  Какой вид имеют граничные условия для прямоугольной в 
плане пластинки с жестко заделанными краями? И сколько 
их должно быть? 

13. Какой вид имеют граничные условия для прямоугольной в 
плане пластинки, у которой три края шарнирно опертые, а 
один  – свободный?  

14. Как решается задача Навье в случае равномерно распреде-
ленного по поверхности давления q = q0? 

15. К какому уравнению сводится решение задачи М. Леви? 
Как отыскать решение этого уравнения? 

16. Какой вид имеют граничные условия в случае осесиммет-
ричного изгиба круглых пластин? 

17. Какие граничные условия нужно записать для кольцевой 
круглой пластинки? 

18. Какая из пластин, свободно опертая или защемленная, бу-
дет иметь большие изгибающие моменты при одинаковых 
размерах и нагрузке? 
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Глава 8. Расчет симметрично нагруженных цилиндрических 
деталей 

 
        8.1. Цели и задачи расчета 

Рассмотрим расчет толстостенных цилиндров (труб), нагру-
женных внешним или внутренним давлением, как постоянным, так 
и изменяющимся по длине. 

Теория расчета цилиндров, нагруженных постоянным по дли-
не давлением, позволяет определять напряжения в трубах, цилин-
драх машин, в напрессованных деталях и т. п., когда давление рас-
пределено равномерно и концевые эффекты, связанные, например, 
с наличием днищ, отсутствуют. Она пригодна также и для тех слу-
чаев, когда постоянное давление распределено только по части 
длины детали или когда концы цилиндра закреплены. В этих слу-
чаях, однако, теория дает возможность установить лишь напряже-
ния, возникающие на достаточном расстоянии от мест изменения 
давления или от концов цилиндра. 

Напряжения вблизи мест изменения нагрузки или вблизи 
концов цилиндра могут быть определены с помощью теории рас-
чета цилиндров, нагруженных переменным давлением. 

Отметим главнейшие из практических задач, решаемых этой 
теорией: 

• определение напряжений в цилиндре, нагруженном дав-
лением на части длины; вопрос этот является актуальным, на-
пример, при расчете цилиндров двигателя, где максимальное 
давление в рабочем пространстве имеет место лишь на не-
большой части хода поршня и, следовательно, воздействует 
только на сравнительно узкий кольцевой поясок поверхности 
цилиндра; 
• определение напряжений около мест сопряжения полого 
цилиндра с днищами; 
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• расчет прессовых посадок в том случае, если сопрягае-
мые детали имеют различную длину. 
В приближенной постановке рассмотрим также расчет вра-

щающихся дисков постоянной толщины, например, маховиков, 
устанавливаемых на хвостовике коленчатого вала двигателей 
внутреннего сгорания. 

  
       8.2. Расчет толстостенных цилиндров, нагруженных  

равномерно распределенным по длине давлением  
(задача Ляме) 
Рассмотрим сначала деформации тонкой шайбы, имеющей 

толщину dz (рис. 17), нагруженной внутренним давлением р1 и на-
ружным р2. Боковые плоскости шайбы свободны от напряжений. 

Как будет показано далее, боковые плоскости шайбы остаются 
плоскими и после деформации, и, следовательно, длинную трубу 
можно рассматривать как составленную из ряда шайб [5]. Условия 
работы шайбы не изменяются в зависимости от того, рассматрива-
ется ли она изолированно или как часть трубы (рис. 18). 

Радиальное перемещение иr точки, лежащей на расстоянии r от 
оси цилиндра, зависит только от этого расстояния 

).(rfur =  
Величину относительных деформаций в кольцевом и в ради-

альном направлениях легко выразить через смещение иr. 

 
Рис. 17. Схема тонкой шайбы  
под действием внутреннего p1  
и внешнего p2 давлений 

Рис. 18. Условия деформации  
тонкой шайбы 
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Кольцевое волокно, имеющее до деформации радиус r, после 
деформации обращается в окружность радиусом r + ur; соответст-
венно относительное удлинение этого волокна равно 

.
2

2)(2
r

u
r

rur rr =
π

π−+π
=εθ          (8.1) 

Длина dr радиального элемента AB (рис. 19) после деформа-
ции становится равной  

.'' dr
dr

dudrBA r+=  

Относительное удлинение в радиальном направлении 

.
''

dr
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r =
−

=ε    (8.2) 

Нормальные напряжения в цилиндрическом сечении ради-
альные σr и окружные σθ определяются по формулам для плоско-
го напряженного состояния 
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Эти напряжения будут главными напряжениями, поскольку 
плоскость радиального сечения является плоскостью симметрии. 

Рассмотрим равновесие элемента шайбы, изображенного на 
рис. 20 и имеющего толщину dz. Проектируя силы на радиус, име-
ем: 

0)( =θσ−θσ−θσ+θσ θdrdzddzrddzdrddzrd rrr  
или  

.0)(
=σ−

σ
θdr

rd r    (8.4) 

Заменяя в уравнении равновесия (8.4) напряжения их выра-
жениями через перемещения (8.3), получим обыкновенное диффе-
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ренциальное уравнение, определяющее величину радиальных пе-
ремещений ur: 
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После разделения на r получим 
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Левая часть этого уравнения тождественно равна выражению 
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Таким образом, уравнение (8.5) можно записать в виде 
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Последовательно интегрируя это уравнение дважды, получим 
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Рис. 19. Схема радиальной 
деформации 

Рис. 20. Схема нагрузок, действующих 
на элементарный объем 
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откуда 

.1
21 r

CrCur +=    (8.6) 

Постоянные интегрирования C1 и C2 определяются из гранич-
ных условий. Обычно давления на внутренней r = r1 и наружной 
r= r2 поверхностях цилиндра бывают заданы. В этом случае урав-
нения граничных условий можно записать в виде 
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где p1, p2 – внутреннее и наружное давления; знаки минус в усло-
виях (8.7) определяются правилом знаков, выбранных для напря-
жений, по которому положительными считаются напряжения рас-
тяжения. 

Поскольку 
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то, подставив (8.6) и (8.8) в уравнения (8.3), получим: 
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Введем новые постоянные A и B, связанные с C1 и C2 зависи-
мостями 
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Тогда получим 
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Из выражений (8.9) находим, что 
const2 ==σ+σ θ Ar  

и, следовательно, продольная деформация  

)( θσ+σ
μ

−=ε rz E
 

не зависит от радиуса r. 
Таким образом, торцовые плоскости шайбы остаются пло-

скими и после деформации, и сделанное предположение о том, что 
длинный цилиндр можно рассматривать как набранный из отдель-
ных независимо работающих шайб, является справедливым. Бла-
годаря этому все формулы, которые будут получены ниже, в рав-
ной мере применимы как к длинным, так и к коротким цилиндрам. 

Из граничных условий (8.7) следует 
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Используя эти значения постоянных, получим следующие об-
щие формулы для напряжений в любой точке трубы: 
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Для радиальных перемещений, выражая в формуле (8.6) C1 и C2  
через A и B, окончательно имеем: 
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В случае если цилиндр, кроме радиальных давлений, воспри-
нимает еще и продольную силу N, то в поперечных сечениях его 
возникает напряжение 
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а к выражению для радиальных перемещений добавляется слагаемое 
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Напряжения σr и σθ при этом не изменяются. 
Если напряжения на радиусе r цилиндра уже определены, то 

радиальное перемещение иr может быть вычислено не по фор-
муле (8.11),  а по более простой зависимости (8.13), которая 
непосредственно следует из формулы (8.1) 
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В том случае, когда задано не напряжение σz, а продольная де-
формация цилиндра εz, удобно воспользоваться формулой 
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Формула (8.14) получается путем исключения величины σz из 
выражения (8.13) и зависимости 

( ).1
rzz E

μσ−μσ−σ=ε θ  

Рассмотрим некоторые частные случаи нагружения цилиндра. 
А. Цилиндр нагружен только внутренним давлением: p1 = p;  

p2 = 0. Из зависимостей (8.10) и (8.11) напряжения и радиальные пе-
ремещения цилиндра определяются выражениями 
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где 21 rrk = . 
Проанализируем характер распределения напряжений σr и σθ по 

толщине толстостенной трубы при действии только внутреннего 
давления, используя зависимости (8.15). 

При 0→r  ;∞−→σ r  ∞→r   ).1/( 22 kpkr −→σ  

Аналогично при 0→r  ;∞→σθ  ∞→r  ).1/( 22 kpk −→σθ  
Асимптотами кривых σr и σθ являются ось ординат и горизон-

тальная прямая на расстоянии )1/( 22 kpk −  от оси абсцисс.  
Из зависимостей (8.15) и (8.16) напряжения и радиальные пере-

мещения у внутренней поверхности цилиндра определяются выра-
жениями 
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Напряжения и перемещения у наружной поверхности цилиндра 
(r = r2) определяются формулами 
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Эпюры напряжений σr и σθ в зависимости от радиуса приведены 
на рис. 21, на рис. 22 – то же при значении k = r1/r2 = 0,5. 

Наиболее опасной является точка, лежащая у внутренней по-
верхности цилиндра, эквивалентное напряжение в которой, вычис-
ленное по теории прочности О. Мора [6], равно 

,31экв σ−σ=σ  

или 

[ ],
1
1

2

2

экв σ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν+

−
+

=σ−σ=σ θ k
kpr      (8.18) 

где ν = σтр/σтсж; σтр и σтсж – пределы текучести материалов растяже-
нии и сжатии соответственно. 
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Если цилиндр дополнительно растягивается продольной силой 

(цилиндр поршневого двигателя, где внутреннее давление  действу-
ет при ограничении с одной стороны головкой, а с другой – порш-
нем), то 

2
1rpN π=  

и в его поперечных сечениях возникают в соответствии с зависимо-
стью (8.12) равномерно распределенные напряжения 

.
1)( 2

2

2
1

2
2 k

kp
rr

N
z

−
=

−π
=σ    (а) 

Расчет на прочность ведется по формуле (8.18). 
Если материал цилиндра пластичный, то эквивалентное напря-

жение вычисляют согласно гипотезе прочности энергии формоизме-
нения (гипотеза Губера – Мизеса - Генки) [7]: 

( ) ( ) ( )[ ] [ ].
2
1 2

13
2

32
2

21экв σ≤σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ  (б) 

 

 

 
Рис. 21. Распределение радиальных 
 σr и окружных σθ напряжений  
в стенке трубы при действии  
внутреннего давления 

 Рис. 22. Распределение радиаль- 
ных σr и окружных σθ напряже- 
ний  в стенке трубы при k=0,5 
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При дополнительной продольной силе наиболее напряженная 
точка находится на внутренней поверхности. В окрестности этой 
точки (см. формулы (8.17) и (а)) 

.
1

;
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1; 22

2

12

2

3 σ=
−

=σσ=
−
+

=σσ=−=σ θ k
kp

k
kpp zr  (в) 

Подставив значения полученных главных напряжений в соот-
ношение (б), получим: 

[ ] .
1

3
2экв σ≤

−
=σ

k
p

   (18, а) 

Из соотношения (8.18, а) получим 

[ ]

.
31

1
2

2

2
12

σ
−

==
pr

rk  

Анализируя полученную зависимость, можно увидеть, что при 
[ ]

3
σ

=p  отношение 21 / rr  обращается в бесконечность. Следователь-

но, при [ ]
3
σ

≥p  эквивалентное напряжение во внутренних точках 

цилиндра будет больше допускаемого напряжения при сколь угодно 
большой толщине стенки. Если же давление превысит величину 

3
т

т
σ

=p , то во внутренних точках неизбежно возникнет пластиче-

ская деформация. 
Это, однако, не значит, что при больших давлениях подобрать 

размеры цилиндра вообще невозможно. Пластическая деформация 
представляет опасность только тогда, когда она распространяется на 
всю толщину стенки. Ниже будет показано, каким образом возмож-
но обеспечить прочность трубы. 

При отсутствии продольной силы σz = σ2 = 0, тогда согласно (б) 
и (в) получим 
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Сравнивая (8.18, а) и (8.18, б) можно заметить, что при отсутст-
вии напряжения σz  внутреннее давление в трубе может быть повы-
шено. 

Величины радиальных перемещений на внутреннем и наруж-
ном радиусах определяются по формулам (8.13) или (8.14) и в этом 
случае равны 

.
1

2)(

;
1

1
11

1)(

2

22
2

2

22
1

2

2

2

2
1

2

1

k
kk

E
pru

k
kk

E
pr

k
kpp

k
kp

E
ru

rrr

rrr

−

μ−
⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
μ+

−

μ−+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
μ−μ+

−

+
=

=

=

 

Б.  Цилиндр нагружен только внешним давлением (p2 = p;  
p1 = 0). В этом случае в соответствии с зависимостями (8.10) и (8.11) 
радиальные и окружные напряжения, а также  радиальные переме-
щения определяются по формулам 
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Проанализируем характер распределения напряжений σr и σθ по 
толщине толстостенной трубы при действии только внешнего дав-
ления, используя зависимости (8.19). 

При 0→r   ;∞+→σr  ∞→r  ).1/( 2kpr −−→σ   
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Аналогично при 0→r  ;∞−→σθ  ∞→r  ).1/( 2kp −−→σθ  
Асимптотами кривых σr и σθ являются ось ординат и горизон-

тальная прямая на расстоянии )1/( 2kp −−  от оси абсцисс.  
Эпюры напряжений σr и σθ в зависимости от радиуса приведены 

на рис. 23, на рис. 24 – то же при значении k = r1/r2 = 0,5. 

У внутренней поверхности цилиндра в соответствии с форму-
лами (8.19) радиальные и окружные напряжения, а также перемеще-
ние на внутренней поверхности равно 
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у наружной поверхности цилиндра 

  
Рис. 23. Распределение радиа- 
льных σr и окружных σθ нап-
ряжений в стенке трубы при  
действии внешнего давления 

Рис. 24. Распределение радиаль- 
ных σr и окружных  σθ напряже- 
ний в стенке трубы при  
k =r1/r2=0,5 
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Как и при действии внутреннего давления  наиболее опасной 
является точка, лежащая у внутренней поверхности цилиндра, экви-
валентное напряжение в которой, вычисленное по теории прочности 

О. Мора [7], равно ( 231
1

2;0
k

pr
−

−=σ=σ=σ=σ θ ) 

[ ].
1

2
2экв σ≤

−
ν

=νσ−σ=σ θ k
pr                 (8.23) 

Заметим, что если вычислить окружное и радиальное напря-
жения для сплошного цилиндра (r1 =0) в соответствии с формула-
ми (8.19), то σr = σθ = - p. 

 
        8.3. Расчет прессовых посадок при одинаковой длине  
        сопрягаемых деталей 

При прессовой или горячей посадке цилиндрических деталей 
прочное соединение этих деталей достигается за счет того, что внут-
ренний диаметр охватывающей детали делается несколько меньше, 
чем наружный диаметр охватываемой детали (величина разности 
диаметров называется натягом δ). В результате после запрессовки на 
поверхности прилегания сопрягаемых деталей возникает контактное 
давление, обеспечивающее появление сил трения, препятствующих 
взаимному перемещению деталей. Если сопрягаемые путем прессо-
вой посадки детали имеют одинаковую длину, то контактное давле-
ние равномерно распределено по поверхности касания, и для расчета 
можно воспользоваться теорией, изложенной в предыдущем пара-
графе. 
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Поскольку после соединения деталей внутренний диаметр ох-
ватывающей детали и наружный диаметр охватываемой детали ста-
новятся одинаковыми, то очевидно, что сумма абсолютных значений 
радиальных перемещений обеих деталей, вызванных контактным 
давлением, равна разности радиусов посадочных поверхностей до 
запрессовки (т.е. половине натяга δ): 

.
221

δ
=+ rr uu    (8.24) 

Обозначим (рис. 25): d1 – внутрен-
ний диаметр запрессовываемой детали; 
d – диаметр посадочной поверхности 
детали; k1= d1/d – отношение диаметров 
внутренней детали; E1 – модуль упру-
гости материала внутренней детали; μ1 
– коэффициент Пуассона для материала 
внутренней детали; d2 – внешний диа-
метр охватываемой детали; k2= d/d2; E2, 
μ2 – соответствующие величины для 
охватываемой детали. 

На основании формулы (8.22) радиальное перемещение на по-
садочной поверхности внутренней детали 1 (действует только внеш-
нее давление) по абсолютной величине равно 
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где p – контактное давление на посадочной поверхности. 
На основании формулы (8.17) радиальное перемещение на 

внутренней поверхности охватываемой детали 2 (действует только 
внутреннее давление) равно 
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Рис. 25. Сопряжение  
двух деталей 
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Подставляя величины 
1ru  и 

2ru  в уравнение (8.24), определяем 

величину контактного давления p: 
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Следует иметь в виду, что поверхность деталей никогда не бы-
вает абсолютно гладкой, на ней всегда имеются следы обработки – 
гребешки. В процессе запрессовки эти гребешки обминаются, по-
этому действительный натяг δ всегда несколько меньше, чем опре-
деленный по замерам деталей до запрессовки (при шлифованных 
поверхностях разница между действительным и измеренным натя-
гом составляет 10…20 мкм). Необходимо иметь в виду, что формула 
(8.25) выведена в предположении справедливости закона Гука и не-
применима, если предел пропорциональности в одной из сопрягае-
мых деталей превзойден. В этом случае контактное давление оказы-
вается меньшим, чем значение, полученное по формуле (8.25).  

Если сопрягаемые детали изготовляются из одинакового мате-
риала (E1 = E2 =E; μ1 = μ2 = μ), то формула (8.25) упрощается. В этом 
случае 
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Если, наконец, внутренняя деталь представляет собой сплош-
ной цилиндр (k1= 0), то 

.
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1 2
2k

d
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⋅
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Эквивалентное напряжение в деталях определяется по форму-
лам (8.18) и (8.23). Усилие запрессовки можно найти по формуле 

,dlfpP π=    (8.26) 
где f – коэффициент трения; l – длина запрессовки. 

Величина коэффициента трения при наличии смазки лежит в 
пределах 0,06…0,1. Рассмотрим запрессовку сплошного цилиндра 
диаметром d в деталь весьма больших размеров (запрессовка штиф-
та). В этом случае k1 = 0 и k2 ≅ 0. Из формулы (8.25б) контактное 
давление  

).2( dEp δ=  
Около отверстия по внешней детали возникают напряжения 

(рис. 26) σr = - p и σθ = p (см формулы (8.17)). 
Поскольку в рассматриваемой точке σr = - σθ, то напряженное 

состояние представляет собой чистый сдвиг. Действительно, если 
выделить вблизи отверстия элементарный объем, то по граням его 
действуют главные напряжения σ1 = σθ = p и σ2 = σr = - p (рис. 27). 
Примем эти напряжения за исходные. Отсчитывая угол α от направ-
ления σ1, напишем формулы для σα и τα в произвольной площадке [8] 

;2cos
22

2121 α
σ−σ

+
σ+σ

=σα   (8.27) 

α
σ−σ

=τα 2sin
2

21 .   (8.28) 

Из (8.27) следует, что при α=± 45º cos2α=0 и σα=0, sin2α=±1 и 
касательные напряжения равны 

.
2

21

min
max p±=σ−σ

±=τ  
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Поскольку напряжения σr и σθ изменяются по одинаковому за-
кону (см. рис. 27) и отличаются только знаком, то напряженное со-
стояние чистого сдвига имеет место во всех точках наружной дета-
ли.  

Эквивалентное напряжение из (8.18) (k =0) 
).1(экв ν+=σ p      (8.29) 

 
        8.4. Скрепление цилиндров 

8.4.1. Основные понятия 
Из формулы (8.18), определяющей величину эквивалентного 

напряжения в опасной точке цилиндра, нагруженного внутренним 
давлением, видно, что это напряжение 
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не может быть меньше определенной величины, как бы не изменя-
лись размеры цилиндра. Действительно, даже при ,021 →= rrk  что 
соответствует бесконечно большому наружному диаметру цилиндра 
(см. зависимость (8.29)), эквивалентное напряжение в опасной точке  

( ).1экв ν+=σ p  

 

Рис. 26. Распределение  
напряжений около отверстия 

Рис. 27. Площадки с макси
мальными касательными  
напряжениями 
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Таким образом, если руководствоваться условием, что эквива-
лентное напряжение не должно достигать предела текучести σт, то 
невозможно изготовить цилиндр на давление большее, чем σт/(1+υ) 
(для стали σт/2, поскольку υ =1) ни при каком выборе толщины его 
стенок. Причиной этого является то обстоятельство, что в толсто-
стенных цилиндрах, нагруженных внутренним давлением, напряже-
ния σr и σθ очень быстро затухают с удалением от внутренней по-
верхности цилиндра и наружные слои материала являются малоак-
тивными, поэтому утолщение стенок цилиндра не сопровождается 
пропорциональным увеличением его прочности. 

В случае если цилиндр должен выдержать весьма большое дав-
ление, его делают составным из двух или более труб, которые с на-
тягом надевают друг на друга (обычно с помощью горячей посадки). 
Окружные напряжения, возникающие при посадке, во внутренней 
трубе являются напряжениями сжатия, а во внешней – растяжения. 
Эпюры распределения напряжений, возникающих после посадки, 
представлены на рис 28, а. Если теперь составной цилиндр подверг-
нуть внутреннему давлению, то в нем возникнут дополнительные 
напряжения, причем в наружном цилиндре они будут складываться 
с начальными напряжениями посадки, а во внутреннем – вычитаться 
из них. 

  
Рис. 28. Эпюры напряжений: а –  после запрессовки двух труб; б – при на
личии внутреннего давления 
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Суммарные эпюры напряжений после приложения давления 
будут иметь вид, примерно представленный на рис. 28, б (точная 
эпюра напряжений зависит от соотношений давлений запрессовки и 
внутреннего давления). 

Таким образом, благодаря скреплению удается разгрузить 
внутренние волокна цилиндра за счет более интенсивного использо-
вания наружных. 

 
         8.4.2. Расчет скрепленного цилиндра 

Обозначим (см. рис. 28, а) 
к

1
1 r

rk =  – отношение внутреннего 

радиуса r1 к радиусу rk посадочной поверхности; 
2

к
2 r

rk =  – отноше-

ние  радиуса посадочной поверхности rk к наружному радиусу ци-

линдра r2; 21
2

1 kk
r
rk ==  – отно-

шение внутреннего радиуса r1 
составного цилиндра к наруж-
ному r2; p0 – контактное давле-
ние после запрессовки при от-
сутствии внутреннего рабочего 
давления p; p1 – контактное дав-
ление на посадочной поверхно-
сти при наличии внутреннего 
давления. 

Напряжения в опасной точ-
ке внутренней трубы, нагружен-

ной изнутри давлением p, а снаружи давлением p1 (рис. 29), равны 

Рис. 29. Нагружение внутренней тру-
бы 
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Соответственно эквивалентное напряжение в этой точке  опре-
деляется по формуле 
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Для стальной трубы (при υ=1)  
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Для внешней трубы, которая на-
гружена только контактным давлением 
p1 (рис. 30) на посадочной поверхности 
(при наличии внутреннего давления p в 
запрессованной трубе, см. рис. 28, б), 
эквивалентное напряжение в опасной 
точке определяется по формуле (8.18)  
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Для стальной трубы (при υ=1) 
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Рис. 30. Нагружение внешней
трубы 
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Для того чтобы внешняя и внутренняя трубы составного ци-
линдра были равнопрочными, необходимо, чтобы σэкв2, определяе-
мое в общем случае по формуле (8.32), равнялось σэкв1, определяе-
мому по формуле (8.30). Это условие определяет желательную вели-
чину контактного давления между трубами при нагрузке цилиндра 
рабочим давлением p: 
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 При υ=1 (для стали) из зависимости (а) 
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или из (8.34) и (б) 
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Величину контактного давления после запрессовки p0 (при от-
сутствии рабочего давления p) найдем, вычитая из давления p1 вели-
чину радиального напряжения на радиусе rк, соответствующего дей-
ствию внутреннего давления p на цельный цилиндр с наружным ра-
диусом r2. По формуле (8.10) (принимая в зависимости (8.10) обо-
значения p1 = p, p1 = 0) найдем это напряжение 
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Необходимое для обеспечения равнопрочности труб контактное 
давление, осуществляемое посадкой, согласно (8.35) и (в) равно 
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При заданных величинах внутреннего и наружного диаметров 
составного цилиндра наиболее выгодным является такой выбор 
диаметра посадки (2rк), который  соответствует наименьшей вели-
чине эквивалентного напряжения. Чтобы не усложнять выводы, в 
дальнейшем  будем использовать все зависимости только для сталь-
ных труб (при υ=1). 

При правильном в соответствии с формулами (8.35) и (8.36), 
выборе величины контактного давления эквивалентные напряжения 
во внутренней и наружной трубах (см. формулы (8.31) и (8.33)) оди-
наковы и равны 
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Для дальнейшего вывода возьмем значение σэкв2 из (8.33), под-
ставив в формулу только значение p1 из (8.35) 
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Так как отношение внутреннего радиуса составного цилиндра к 
наружному 
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является заданным, то, заменяя k2 на k/k1, можно эквивалентное на-
пряжение σэкв из (г) выразить только в зависимости от k1 
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Для выбора наиболее оптимального радиуса посадочной по-
верхности из условий прочности составной трубы продифференци-
руем σэкв из (д) по k1 и,  приравнивая производную нулю, определим 
такое значение k1, которое будет соответствовать наименьшей вели-
чине σэкв: 
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Из уравнения (е) находим kk =1 , т. е. при 

21к rrr =     (8.37) 

эквивалентное напряжение достигает минимума, равного  
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Таким образом, при материале, одинаково работающем на рас-
тяжение и сжатие, выгодно в качестве посадочного диаметра со-
ставного цилиндра выбирать среднее геометрическое между внут-
ренним и внешними его диаметрами.  

Необходимая величина контактного давления, создаваемая при 
посадке, определяется в этом случае по формуле (8.36), которая при 
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где p – расчетное внутреннее давление (рабочее) в составном цилин-
дре. 

Соответствующую величину натяга δ можно найти по формуле 
(8.25, а), произведя в ней необходимые подстановки 
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Если радиус  посадочной поверхности выбран по зависимости 
(8.37), то при действии на составной цилиндр внутреннего давления 
p эквивалентное напряжение в опасной точке определяется форму-
лой (8.38). Сравнивая эту величину со значением эквивалентного 
напряжения в несоставном цилиндре при действии только внутрен-
него рабочего давления p (формула (8.18) при ν=1) 
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найдем, что их отношение равно 
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Таким образом, изготовляя толстостенный цилиндр составным, 
можно почти вдвое уменьшить величину эквивалентного напряже-
ния. Составные цилиндры из двух насаженных друг на друга труб 
часто применяются в качестве стволов артиллерийских орудий и в 
других конструкциях, испытывающих высокое давление. 

Метод скрепления цилиндров является, однако, не единствен-
ным методом, позволяющим повысить их несущую способность. 

Такие же примерно результаты достигаются, если изготовлен-
ный цельный цилиндр подвергать нагрузке высоким внутренним 
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давлением так, чтобы во внутренних волокнах цилиндра возникли 
пластические деформации. После разгрузки в цилиндре остаются 
остаточные напряжения, распределенные подобно напряжениям, 
возникшим при насадке цилиндров с натягом (внутренние кольце-
вые волокна сжаты, наружные – растянуты). 

Остаточные напряжения у внутренней поверхности цилиндра 
имеют знак, обратный знаку напряжений, возникающих при воздей-
ствии на цилиндр внутреннего давления. Благодаря этому суммар-
ные напряжения в опасных зонах цилиндра снижаются и прочность 
его увеличивается. Этот метод повышения несущей способности 
носит название автофреттирования, или автоскрепления цилиндра. 

 
 

8.5. Расчет вращающихся дисков постоянной толщины 
Рассмотрим расчет вращаю-

щихся дисков постоянной толщи-
ны (рис. 31). Если внешний диа-
метр диска r2 превосходит тол-
щину диска h в 4 раза и более, то, 
как показало точное решение тео-
рии упругости [8], практически 
можно считать, что по толщине 
окружных и радиальных сечений 
диска напряжения распределены 
равномерно, а отдельные круго-
вые слои диска, деформируясь одинаковым образом, не находятся 
в силовом взаимодействии друг с другом, т. е. имеет место плоское 
напряженное состояние. 

На основании изложенного в приведенном ниже инженерном 
методе расчета тонких дисков используются следующие допуще-
ния: 

• напряжения распределены равномерно по толщине диска; 

Рис. 31. Диск постоянной толщи-
ны 
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• в площадках, параллельных срединной плоскости диска 
(см. рис.1, обозначены штриховой линией на поперечном се-
чении), напряжения отсутствуют. 
Пусть диск постоянной толщины h с центральным отверсти-

ем, вращающийся с постоянной угловой скоростью ω вокруг цен-
тральной оси, нормальной к чертежу,. Размеры диска указаны на 
рис. 1. Масса единицы объема (плотность) материала ρ (кг/м3). 

Мысленно остановим диск, приложим ко всем его сечениям 
силы инерции и исследуем деформированное и напряженное со-
стояние диска, считая его как бы находящимся в покое. Заметим, 
что рассматриваемая задача является осесимметричной, т. е. ком-
поненты напряжений и деформации в точках диска, так же как и 
перемещения, являются только функциями радиуса и от полярного 
угла не зависят. 

Выделим двумя радиальными сечениями, образующими угол 
dθ, и двумя окружными сечениями, отстоящими друг от друга на 
расстоянии dr, бесконечно малый элемент диска abcd (см. рис. 31), 
и, нагрузив его поверхностными и объемными силами, исследуем 
условия равновесия элемента. В силу симметрии элемента и на-
грузки искажение углов элемента не произойдет, а поэтому каса-
тельных напряжений ни на одной из граней, ограничивающих вы-
деленный элемент, не будет. Таким образом, по граням выделен-
ного элемента ac = dr и bd = dr действуют окружные напряжения 
σθ, а по радиальным граням ab = (r+dr)dθ и cd = rdθ – радиальные 
σr, которые являются главными напряжениями.  

Таким образом, на рассматриваемый элемент abcd действуют 
силы: 

• центробежная сила инерции 
,drdhrdrrhrddC θωρ=ωθρ= 222        (8.42) 

где ρ – плотность материала диска в кг/м3; ω – угловая скорость в 
1/с;  
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• радиальные силы R и dr
dr
dRR + , 

где  
;hrdR r θσ=     (8.43) 

• окружные силы 
.hdrT θσ=     (8.44) 

Выражения (8.42) и (8.43) составлены в предположении, что 
напряжения σr и σθ  постоянны по толщине диска. 

Сумма проекций всех перечисленных сил (см. (8.42) – (8.43)) 
на направление среднего радиуса nn (см. рис. 31) приводит к урав-
нению 

.dT)dr
dr
dRR(RdC 0

2
90cos2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

−−++− o            (8.45) 

Заметим, если спроектировать все силы на направление, пер-
пендикулярное nn, а также взять сумму моментов их относительно 
любой точки элемента abcd, то в этом случае приходим к тождест-
ву 0=0. 

Учитывая, что  

( ) θσ= hdrddR r , а θ≈
θ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

− ddd
2
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2
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окончательно получим 

0=θ−+ Tddr
dr
dRdC  

или 
( ) .hdrddr

dr
hdrddrdhr r 022 =θσ−
θσ

+θωρ θ  

После сокращения получим 
( ) 022 =ωρ+σ−
σ

θ r
dr

rd r    (8.46) 
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или        .02 =ωρ+
σ−σ

+
σ θ r

rdr
d rr    (8.46 а) 

Дифференциальное уравнение (8.45) включает две неизвест-
ные функции σr(r) и σθ(r). 

Выразим последние через одну функцию ur(r), представляю-
щую собой радиальное перемещение точки на радиусе r, в окрест-
ности которой выделен рассматриваемый элемент. 

Длина окружности произвольного радиуса r до деформации 
составляла величину 2πr; после деформации длина этой же окруж-
ности равна 2π(r + ur). Абсолютная деформация окружности ра-
диуса r составляет 2π(r + ur) - 2πr = 2πur. 

Тогда относительная окружная деформация εθ выражается че-
рез перемещение следующим образом: 

.
2
2

r
u

r
u rr =
π
π

=εθ       (8.47) 

Поскольку радиальное смещение точек окружности радиуса r 
обозначили как ur, то радиальное смещение точек окружности 
диска r+ dr будет ur+ dur. Следовательно, абсолютная деформация 
выделенного элемента dr будет равна dur, а относительная ради-
альная деформация 

dr
dur

r =ε .    (8.48) 

Теперь в соответствии со второй принятой нами гипотезой, по 
которой напряжение является плоским, следуя закону Гука,  ис-
пользуем формулы 

( )

( ) ⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

μσ−σ=ε

μσ−σ=ε

θ

θθ

.1

;1

rr

r

E

E    (а) 
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Решая совместно уравнения (а) относительно σr и σθ, а также 
подставив значения εr и  εθ из зависимостей (8.47) и (8.48), оконча-
тельно получим: 

;
1

)(
1 22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ+

μ−
=με+ε

μ−
=σ θθ dr

du
r
uEE rr

r   (8.49) 

.
1

)(
1 22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ+

μ−
=με+ε

μ−
=σ θ r

u
dr
duEE rr

rr   (8.50) 

Для того чтобы можно было осуществить подстановку в 
уравнение (8.45, а) значений σr и σθ из (8.48) и (8.49), найдем пред-
варительно dσr/dr. Пользуясь соотношением (8.50) имеем: 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
μ+

μ−
=

σ
22

2

21 r

u
dr
dur

dr
udE

dr
d r

r

rr .  (8.51) 

Подставляя значения σr, σθ из (8.49), (8.50), а также dσr/dr из 
(8.51) в уравнение (8.46, а), получаем:  

.0

)1(1
2

222

2

2

=ωρ+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ−−μ+

μ−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ−⋅

μ
+

μ−

r

dr
du

r
u

r
u

dr
du

r
E

r
u

dr
du

rdr
udE rrrrrrr

 Разделив полученное уравнение на E/(1-μ2) и проведя не-
обходимые преобразования, имеем: 

2
2

22

2 11
ωρ

μ−
−=−+ r

Er
u

dr
du

rdr
ud rrr     

или 

2
21)(1

ωρ
μ−

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅ r

Edr
rud

rdr
d r .   (8.52) 

Интегрируя уравнение (8.52), имеем: 

22
2

1 2
1)(1

ωρ
μ−

−=⋅ r
E

С
dr

rud
r

r  

или 
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23
2

1 2
12)(

ωρ
μ−

−= r
E

rС
dr

rud r . 

Интегрируя второй раз, получаем: 

.
8

1 23
2

2
1 ωρ

μ−
−+= r

Er
CrCur   (8.53) 

Постоянные C1 и C2 определяются из граничных условий по-
ставленной задачи. 

После определения величины функции  формулам (8.49) и 
(8.50) могут быть установлены значения напряжений σr и σθ в за-
висимости от радиуса r. 

Поскольку  
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2

2
2

1
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После преобразований окончательно получим 

;
8
31

)1(1
22

2
21 r

r
EСEC

ρω
μ+

−
μ+

+
μ−

=σθ   (8.54) 

.
8

3
)1(1

22
2

21 r
r

EСEC
r ρω

μ+
−

μ+
−

μ−
=σ   (8.55) 

Рассмотрим частные случаи по расчету дисков постоянной 
толщины. 

Диск без отверстия. Рассмотрим диск постоянной толщины 
без обода и центрального отверстия (рис. 32). Внешний радиус 
диска равен r2. 
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Решение (8.53) может существовать при C2 = 0.   В этом слу-
чае при r = 0 ur = 0. Так как при 0)(

22 =σ= =rrrrr , то из формулы 

(8.55) имеем 

0
8

3
1

2
2

21 =ρω
μ+

−
μ−

rEC ,  

откуда 

.
8

)1)(3( 2
2

2
1 r

E
C ρω

μ−μ+
=  

 
Тогда  

( ) ( )[ ];313
8

22
2

2

rr μ+−μ+
ρω

=σθ (8.56) 

[ ].))(3(
8

22
2

2

rrr −μ+
ρω

=σ  (8.57) 

Графики изменения напряжений 
σθ и σr в зависимости от радиуса r 
представлены на рис. 32. 

Из формул (8.56) и (8.57) следу-
ет, что σθ и σr всегда положительны 
(см. также рис. 32) и увеличиваются 
по мере приближения к центру. Наи-
большее напряжение растяжения воз-

никает в центре (при r = 0): 
( ) .

8
3 2

2
2

maxmax
r

r
ρωμ+

=σ=σθ   (8.58) 

На внешнем радиусе 0)(
22 =σ= =rrrrr , а окружное напряже-

ние σθ  

.
4
)1( 2

2
2rρωμ−

=σθ    (8.59) 

 
Рис. 32. Диск постоянной 
толщины без центрального 
отверстия и эпюры напря-
жений σθ и σr, возникаю-
щие в нем в связи  с вра-
щением 
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Диск с отверстием. Для диска с центральным отверстием без 
обода (рис. 33) имеем  следующие граничные условия: при 

0)(
11 =σ= =rrrrr , а при 0)(

22 =σ= =rrrrr . Другими словами, на 

внешнем и внутреннем радиусе нормальные радиальные напряже-
ния σr должны обращаться в нуль. 

Подставляя в формулу (8.55) r 
= r1 и r = r2, получим систему урав-
нений относительно двух неизвест-
ных C1 и C2  

;0
8

3
)1(1

2
1

2
2

1

21 =ρω
μ+

−
μ+

−
μ−

r
r

EСEC
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Решая совместно полученные 

уравнения относительно C1 и C2, 
получаем: 

)(
8

)1)(3( 2
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2
1

2
1 rr

E
C +ρω

μ−μ+
=     (б) 

и 

.
8

)1)(3( 2
2

2
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2
2 rr

E
C ρω

μ+μ+
=  (в) 

Подставляя найденные значения C1 и C2 в формулы (8.54) и 
(8.55), получаем после преобразования окончательные выражения 
для определения σθ и σr: 
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Рис. 33. Диск постоянной  
толщины с центральным 
отверстием и эпюры напря-
жений σθ и σr, возникающие 
в нем в связи  с вращением  
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Эпюры σθ и σr для вращающегося диска постоянной толщины 
с центральным отверстием представлены на рис. 33. 

Из (8.60) следует, что напряжение σθ достигает наибольшего 
значения на внутреннем радиусе, где 

[ ])1()3(
4

2
1

2
2

2

max μ−+μ+
ρω

=σθ rr .   (8.62) 

Для определения максимального радиального напряжения σr, 
а также положения сечения, определяемого радиусом r, найдем 
dσr/dr, используя формулу (8.61): 

022
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)3(

4

2
2

2
1

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−−

ρωμ+
=

σ r
r

rrr
dr

d r . 

Откуда  

210 rrr = .    (8.63) 

Таким образом, из (8.63) наибольшее напряжение σr возника-
ет в точках окружного сечения на радиусе r = r0: 

.)(
8
)3( 2

12

2

max rrr −
ρωμ+

=σ    (8.64) 

Заметим, что maxθσ > maxrσ . 
Обод и диск с очень малым отверстием. Этот диск может 

рассматриваться, как предыдущий (см. рис. 33), если радиусы r1 и 
r2 близки по величине. В этом случае диск обращается в тонкий 
обод радиусом R. 

Формулы для определения σθ и σr получим как частные слу-
чаи формул (8.60) и (8.61), полагая в них r1 = r2= R. Как и следова-
ло ожидать  

;22Rρω=σθ    (8.65) 
                                          .0=σr  
Интересно отметить, что при r1 ≈ 0 в радиальном сечении у 

кромки центрального прокола 



 103

( ) .
4

3 2
2

2rρωμ+
=σθ    (8.66) 

Из (8.66) следует, что для диска с проколом в центре  окруж-
ное напряжение вдвое превышает σθ для сплошного диска (см. 
формулу (8.58)). 

Учитывая, что прокол можно рассматривать как источник ме-
стных напряжений, из сравнения формул (8.58) и (8.66) устанавли-
ваем, что коэффициент концентрации напряжений в этом случае 
равен 2. 

Полученные результаты по расчету дисков постоянной тол-
щины с центральным отверстием могут быть широко использова-
ны при расчете шлифовальных кругов, которые часто изготовля-
ются в форме таких дисков. 

Так как при вращении дисков с центральным отверстием наи-
большие окружные напряжения σθ возникают в радиальных сече-
ниях у внутренней кромки, то при установке шлифовальных кру-
гов  для обеспечения надежности необходи-
мо обеспечить не только центральную посад-
ку круга, но и не снизить прочность его. 

Обычно шлифовальные круги зажима-
ются между плоскими кольцевыми фланца-
ми. Под фланцы должна ставиться прокладка 
из упругого материала (картон, резина, кожа 
и др.), чтобы предохранить поверхность 
шлифовального круга от каких-либо повреж-
дений в связи с нажимом фланцев. Одна из 
конструкций креплений такого рода приве-
дена на рис. 34. 

Круги диаметром 0,15 м и более, пред-
назначенные для работы с окружными ско-
ростями v ≥ 15 м/c, перед установкой на шлифовальный станок 
необходимо испытывать вращением при скорости, на 50 % пре-
вышающей максимально допустимую скорость, установленную 

 
Рис. 34. Конструк-
ция крепления 
шлифовального 
круга 
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шающей максимально допустимую скорость, установленную для 
рабочего режима диска.  

Шлифовальные круги на прочность испытывают вращением 
на специальном станке, обеспечивающем безопасное проведение 
этой операции. 

В эксплуатационных условиях шлифовальные круги должны 
быть защищены специальными кожухами. 

 
 

       8.6. О некоторых противоречиях при расчете на прочность  
При расчете на прочность толстостенных труб применялась в 

основном гипотеза прочности О. Мора. Однако в некоторых слу-
чаях использование ее приводит к противоречивым результатам.  

Пусть, например, необходимо записать условие прочности 
для толстостенной трубы, у которой  внутренний радиус 01 →r  
или в расчетной схеме будет использован стержень круглого попе-
речного сечения с внешним радиусом r2 (рис. 35).  

 Запишем в общем виде уравнения Ляме (см. формулы (8.9) 

,1

;1

2

2

r
BA

r
BAr

+=σ

−=σ

θ

   (а) 

 
Рис. 35. Нагружение круглого стержня давлением p  
на боковую поверхность 



 105

из которых следует, что при ∞→σ∞→σ→ θ,01 rr . Другими сло-
вами, решения (а) имеют смысл только при B=0, т. е. напряжения 
σr и σθ постоянны по всему поперечному сечению стержня. По-
скольку из граничных условий (см. рис. 35) ( ) prrr −=σ = 2

, то σr = σθ 

= -p. Если для данного случая использовать гипотезу О. Мора, то 
для материалов, одинаково работающих на растяжение и сжатие, 
(ν=1) получим 

.0. =σ−σ=σ θrэкв  
Таким образом, получим противоречивое решение, из которо-

го следует, что стержень не разрушится при каком угодно боль-
шом давлении. 

Если использовать гипотезу прочности энергии формоизмене-
ния (гипотеза Губера-Мизеса-Генки) [8, 9] 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]σ≤σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ 2
13

2
32

2
21экв 2

1 , (б) 

то для расчетной схемы (см. рис. 35) 
`123 0;; σ==σσ=−=σσ=−=σ θ zr pp   (в) 

Подставив значения главных напряжений из (б) в соотношение 
(в) получим 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]σ≤=+−++−++=σ ppppp 222
экв 00

2
1 .   (8.67) 

Нетрудно заметить, что (8.67) – условие прочности стержня, 
растягиваемого продольной силой, когда напряжение pz =σ . Меж-
ду тем, как следует из расчетной схемы, вдоль оси z продольные си-
лы отсутствуют. Воспользуемся принятым в механике деформиро-
ванного твердого тела методом сечений (рис. 36), при котором мыс-
ленно разрежем тело двумя наклонными сечениями 1-1 и 2-2, распо-
ложенными на расстоянии dx друг от друга. Тогда получим значения 

ασ и τα в поперечном сечении отсеченной части A или в наклонных 
сечениях части C 
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.sin
;cos

α−=τ
α−=σ

α

α

p
p

   (г) 

Из соотношения (а) следует, что при α= 0 нормальные напря-
жения в поперечном сечении стержня отсутствуют. Такое противо-
речие действительно существует. Метод сечений, позволяющий оп-
ределять напряжения в плоскости воображаемого сечения по вели-
чине напряжений на поверхности стержня, не всегда приводит к 
правильной картине истинных напряжений, существующих в мик-
рообъемах материала. 

Американский ученый-физик 
П. В. Бриджмен провел экспери-
ментальные исследования, испы-
тывая стальной стержень под ста-
тическим нарастающим давлени-
ем, равномерно распределенным 
по боковой поверхности; нагрузка 
по оси образца отсутствовала (см. 
рис. 35). В этих условиях по мето-
ду сечений получается σz = 0. Ме-
жду тем результаты испытаний 
показали, что при таком двухос-
ном поперечном давлении дефор-
мация и разрушение образца про-
исходят совершенно так же, как 
при действии осевой растягиваю-
щей нагрузки.  

При нарастании нагрузки образец постепенно удлиняется, обра-
зуется шейка и, наконец, получается разрыв, т. е. разрушение проис-
ходит по поперечному сечению, в котором метод сечений не обна-
руживает никаких нормальных напряжений. 

Если в данном случае определить то нормальное растягиваю-
щее напряжение σz на поверхности стержня, которое при одноосном 

Рис. 36. Напряжения в наклон- 
ных сечениях круглого стер- 
жня при всестороннем сжатии 
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осевом растяжении создавало бы такую же линейную деформацию 
по оси z, какая получается при сжатии стержня сплошной нагрузкой, 
действующей на его боковую поверхность, то по обобщенной фор-
муле закона Гука  

( )yxzz E
μσ−μσ−σ=ε

1  

при 0; =σ−σ=σ zyx p  линейная деформация 
E

p
z

μ
=ε

2  и потому 

.2 pEzz μ=ε=σ  Если, например, принять для металла среднее значе-

ние 3/1≈μ , то искомое осевое растягивающее напряжение .
3
2 pz =σ  

При нарастании статической нагрузки на боковую поверхность 
стержня напряжение σz в продольных волокнах достигает, наконец, 
предельной величины, при которой 
происходит разрушение. 

Чтобы разобраться в этих про-
тиворечиях, подтверждающихся 
экспериментально, обратимся к ус-
ловиям  равновесия кристалличе-
ской решетки монокристалла. Для 
пояснения рассмотрим предвари-
тельно конструкцию, составленную 
из шести прямых стержней (рис. 
37), концы которых соединены 
шарнирами. При сжатии такого 
шестизвенника горизонтальными 
силами Р пять стержней будут 
сжиматься и только один вертикальный стержень будет растягивать-
ся. По условиям равновесия трех сил [10], действующих да нижний 
узел  A: ∑ = 0X  и ∑ = 0Y (см. рис. 37). 

Рис. 37. Стержень, нагруженный 
по боковым поверхностям  
равномерным давлением (а),  
схема деформации решетки  
монокристалла (б)  и усилия в  
узле A (б) 
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Подобным же образом распределяются внутренние усилия в 
отдельных кубических ячейках напряженных монокристаллов. 
Мысленно рассекая ячейку плоским сечением mm, перпендикуляр-
ным оси х, действительно получим ∑ = 0X  и ∑ = 0Y , что, однако, 

не указывает на отсутствие внутренних сил взаимодействия между 
узлами кристаллической решетки. Это положение (можно распро-
странить и на всю решетку монокристалла в целом; оно же сохраня-
ет силу и для тела поликристаллического строения по статистиче-
ским законам.  

При одноосном растяжении бруса в продольных сечениях дей-
ствительно напряжения 0=σ=σ yx , если рассматривать всю пло-

щадь сечений в целом. Это, однако, не значит, что в пределах мик-
рообъемов отсутствуют напряжения сил взаимодействия между час-
тицами материала. 

Процессы,  происходящие в пределах микрообъемов, метод се-
чений не отражает.  Между тем эти внутренние напряжения, как по-
казали опыты П. Бриджмена, в некоторых случаях могут приводить 
и к разрушению материала. 

На приведенных примерах разъяснены следующие положения. 
1. По напряжениям, имеющимся на поверхности бруса, метод 

сечений позволяет находить напряжения в произвольно располо-
женных сечениях, которыми мысленно отделяется какая-либо часть 
(или частица) объема стержня, на основе условий равновесия этой 
части. В результате определяются внутренние напряжения, дейст-
вующие на ту грань отделенной части бруса, которая совпадает с 
плоскостью воображаемого сечения. Метод сечений основан на по-
нятии о сплошной среде и имеет своим назначением определение 
напряжений в пределах макрообъемов.  Поэтому он не может отра-
жать истинную напряженность внутренних взаимосвязей в пределах 
микрообъемов вещества. 
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2. Определение внутренних напряжений не по условиям равно-
весия мысленно отделяемой части бруса, а по величине фактически 
получающейся деформации позволяет отразить напряжения микро-
связей, получающиеся при упругой деформации. 

3. В настоящее время еще не достигнуто построение теории 
прочностных расчетов на основе дискретного строения твердых тел, 
хотя некоторые шаги в этом направлении уже сделаны. Между тем 
первичные очаги нарушения прочности получаются всегда в преде-
лах микрообъемов, поэтому окончательное разрешение вопросов 
прочности может быть получено только на основе теории, постро-
енной на базе дискретного строения вещества твердых тел. 

 
8.7. Примеры расчетов толстостенных цилиндров 
Пример 1. Спроектировать двухслой-

ную трубу с рациональными  размерами и 
проверить ее на прочность, пользуясь гипо-
тезой прочности О. Мора. Материал трубы – 
сталь с допускаемым напряжением [ ]σ = 300 
МПа (модуль упругости материала E= 2·105 
МПа). Внутреннее давление в трубе p = 200 
МПа, внешнее p2 отсутствует. Внутренний 
радиус трубы r1= 8 см = 0,08 м (рис. 38).  

Решение. По формуле (8.38) эквива-
лентное напряжение достигает минимума для  
каждой из труб при условии их равнопрочно-
сти 

[ ]σ≤
−

=σ
k

p
1

1
экв ,  

где k=k1 /k2. 
Отсюда находим внешний радиус r2 внешней трубы 

Рис. 38. Схема нагруже-
ния двухслойной трубы
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[ ]σ−==
p

r
rk 1
2

1   

или   

[ ] 24
300/2001

8
1

1
2 =

−
=

σ−
=

p
rr  см= 0,24 м. 

По формуле (8.37) находим радиус посадочной поверхности rк  

856,1324821к ≈⋅== rrr  см =0,13856 м. 

Примем значение радиуса посадочной поверхности r2 = 0,14 м. 
По формуле (8.40) найдем величину необходимого натяга 

3
5к 1028,0

102
20014,022 −⋅=

⋅
⋅⋅

==δ r
E
p  м. 

По формуле (8.39) находим величину контактного давления 

( ) 509949
24008012

2400801200
12

1
0 ≈=

+
−

⋅=
+
−

= ,
),/,(

,/,
k

kpp  МПа. 

Определяем напряжения от контактного давления p0 в стенках 
каждой из труб. 

По формулам (8.21) радиальные и окружные напряжения на 
внутренней поверхности трубы 1 равны 

( ) МПа.6,148
)14,0/08,0(1

250
1

2

;0)(

22
1

01

1

−=
−

−=
−

−=σ

=σ

=θ

=

k
prr

rrr

 

По формулам (8.22) радиальные и окружные напряжения на на-
ружной поверхности трубы 1 равны 

( ) 500к
−=−=σ = prrr  МПа; 

( ) ( )
( )

5,98
14,0/08,01
14.0/08,0150

1
1

2

2

2
1

2
1

0к
−=

−

+
−=

−

+
−=σ =θ

k
kprr  МПа. 

По формулам (8.17) радиальные и окружные напряжения на 
внутренней поверхности трубы 2 равны 
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( ) 500к
−=−=σ = prrr  МПа; 

( ) ( )
( )

6,101
24,0/14,01
24,0/14,0150

1
1

2

2

2
2

2
2

к
=

−

+
=

−

+
=σ =θ

k
kprr  МПа. 

По формулам (8.17, а) радиальные и окружные напряжения на 
наружной поверхности трубы 2 равны 

( ) ;0
2
=σ =rrr  

( ) ( )
( )

6,51
24,0/14,01

24,0/14,0250
1
2

2

2

2
2

2
2

2
=

−
=

−
=σ =θ

k
kprr  МПа. 

Эпюры σθ и σr показаны на рис. 38 пунктирными линиями (зна-
чения напряжений в МПа показано в вершине эпюр). 

Определим напряжения в стенке двухслойной трубы (как целой 
трубы) от действия внутреннего давления p =200 МПа. По формулам 
(8.15), (8.17) и (8.17, а) найдем напряжения σθ и σr на внутренней 
стенке трубы (r =r1), контактной поверхности (r =rк) и внешней по-
верхности (r =r2) 

( ) 200
1

−=−=σ = prrr  МПа; 

( ) 250
)24/8(1
)24/8(1200

1
1

2

2

2

2

1
=
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=

−
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=σ =θ

k
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( ) ( )
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1 2
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2
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=
−
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=σ =θ 2

2

2

2
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1
2

2 k
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Эпюры σθ и σr показаны на рис. 39 сплошными линиями (зна-
чения напряжений в МПа показано в вершине эпюр). 

Находим результирующие напряжения в стенке внутреннего 
цилиндра 1 (см. рис. 39) 

        ( ) 200
1

−=−=σ = prrr МПа; 

( )
1rr=θσ =-148,6+250= 101,4 МПа; 

          ( )
кrrr =σ =-50-48,5=- 98,5 МПа; 

( )
кrr=θσ =-98,5 + 98,5 = 0. 

Условие прочности для цилиндра 
1 запишем в виде 

=σ−σ=σ θ rэкв 101,4+200=301,4 МПа. 
Эквивалентное напряжение пре-

вышает допускаемое на  

%100
300

3004,301 − = 0,5 %. 

Находим результирующие напря-
жения в стенке внешнего цилиндра 2 
(см. рис. 39): 

( )
кrrr =σ = -50-48,5 = - 98,5 МПа; 

( )
кrr=θσ =101,6+98,5= 200,1 МПа; 

 ( )
2rrr =σ = 0; 

  ( )
2rr=θσ =51,6 +50=101,6 МПа. 

Условие прочности для цилиндра 2 запишем в виде 
=σ−σ=σ θ rэкв 200,1+98,5=298,6 МПа. 

Эквивалентное напряжение меньше допускаемого на величину 

%, 100
300

6298300
⋅

− =0,5 % 

Рис. 39. Эпюры σθ и σr при
запрессовке и при нали-
чии внутреннего давле-
ния 
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Незначительное отклонение от равной прочности материала в 
опасных точках цилиндров получилось в результате округления. 

Пример 2. Определить радиальные σr и тангенциальные σθ 
нормальные напряжения, а также граничное давление p на контакт-
ной поверхности, если на трубу из медного сплава ЛА80-3 с разме-
рами r1 = 0,1 м; r2 = 0,25 м напрессована стальная труба с внешним 
радиусом r3 = 0,4 м с натягом δ = 4·10-4 м (рис. 40). При работе обе 
трубы нагреты равномерно до температуры t = 100º С. Для стали 
принять модуль упругости Eст= 2·105 МПа; допускаемое напряжение 
[ ]σ = 350 МПа; коэффициент линей-
ного расширения αст=12,5·10-6 1/град; 
коэффициент Пуассона μст=0,3; для 
сплава принять Eм= 1·105 МПа; 
αм=16,5·10-6 1/град; μм=0,34. 

Решение. Так как после запрес-
совки стальной трубы на латунную 
они нагреваются равномерно на 100º 
С, а коэффициенты линейного рас-
ширения этих материалов отличаются 
друг от друга, то это равносильно 
увеличению натяга при запрессовке 

( ) 2стм 2rtΔα−α=δΔ =(16,5-12,5)·10-

6·100·2·0,25= =2·10-4 м. Теперь фор-
мулу (8.25) применительно к рис.40 можно записать в виде 

( )[ ]
,

1
11

1
11

2
2

ст2
2

2
2

ст
м2

1

2
1

м

2

2стм

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
μ+

−

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
μ−

−

+

Δα−α+δ

=

k
k

Ek
k

E

r
tr

p  

где 4025010211 ,,/,rrk === ; 625040250322 ,,/,rrk === . 
Определим давление на контактной поверхности 

 
Рис. 40. Схема запрессовки 
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( )[ ]

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

⋅
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−
+

⋅

⋅
⋅⋅−+

=
30

62501
62501

102
1340

1601
1601

101
1

2502
2501000000125000001650200040

2

2

55 ,
,
,,

,
,

,
,,,,

p = 55 МПа. 

Проверим прочность трубы из сплава ЛА80-3. Механические 
характеристики его: σтр= 200 МПа; σтсж= 250 МПа. Приняв запас 
прочности nт=1,5, найдем допускаемое напряжение сплава 
[ ] 51тр ,σ=σ = 133 МПа. 

У внутренней поверхности  латунной трубы (действует только 
давление запрессовки p) 

( ) МПа.113
4,01

255
1

2

;0)(

22
1

1

1

−=
−

⋅−=
−

−=σ

=σ

=θ

=

k
prr

rrr

 

Условие прочности для внутренней трубы выполняется 
( ) .133105131250200экв ≤=⋅=νσ−=σ θ  

Для внешней стальной трубы (действует только внутреннее 
давление p = 55 МПа)  

                       ( ) 55
1

−=−=σ = prrr  МПа; 

          ( ) МПа132
625,01
625,0155

1
1

2

2

2
2

2
2

1
=

−

+
=

−

+
=σ =θ

k
kprr . 

В этом случае  
[ ]35018755132экв ≤=−−=σ−σ=σ θ )(r  МПа. 

Условие прочности выполняется. 
Пример 3. Найти граничное давление p на контактной поверх-

ности двух запрессованных без натяга стальных труб, если на торце-
вую поверхность внутренней трубы действует осевое давление q = 
=50 МПа (рис. 41). Для расчета принять размеры r1 = 0,1 м; r2 = 0,25 
м; r3=0,4 м. 



 115

Решение. При действии на торцевую поверхность внутренней 
трубы давления q = 50 МПа труба деформируется, а поскольку ее 
деформация в окружном и радиальном направлениях ограничивает 
внешняя труба, то расчетная схема внутренней трубы 1 представле-
на на рис. 41, а внешней 2 – на рис. 42. Давление p определим из ус-
ловия  их совместного деформирования: радиальное перемещение 
внутренней трубы ( )

21 rrru = будет равно радиальному перемещению 

внешней трубы ( )
22 rrru = : ( ) ( )

22 21 rrrrrr uu == = . 

Перемещения ( )
21 rrru =  и ( )

22 rrru =  определим, воспользовав-

шись зависимостью (8.13) 

( ).1
zrr E

rru μσ−μσ−σ=ε= θθ         (а) 

Для трубы 1 (внутренней) σz = -q, а радиальное σr и окружное 
σθ напряжения определим по формулам (8.22): 

( )

( ) .
1
1

;

2
1

2
1

1

1

2

2

k
kp

p

rr

rrr

−

+
−=σ

−=σ

=θ

=

 

Таким образом, перемещение на радиусе r = r2  для трубы 1 в 
соответствии с (а) запишем в виде 

  
Рис. 41. Расчетная схема  
внутренней трубы 

Рис. 42. Расчетная схема внешней 
трубы 
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Здесь, как обычно, 211 rrk = . 
Для трубы 2 (внешней) радиальное σr и окружное σθ напряже-

ния определим по формулам  (8.22): 
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Перемещение на радиусе r = r2  для трубы 2 в соответствии с 
(а) запишем в виде 
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 (в) 
Приравняв соотношения (б) и (в) получим 
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qP 6,8 МПа 

Пример 4. Найти граничное давление p на контактной поверх-
ности между стальным кольцом и абсолютно жесткой оболочкой 
(E= ∞), если известны значения величин q= 20 МПа;  
r1= 0,1 м; r2 =0,2 м и μ= 0,3 (рис. 43).  

Решение. При действии на торцевую поверхность стального 
кольца давления q = 20 МПа оно деформируется. Поскольку его де-
формация в окружном и радиальном направлениях ограничивается 
абсолютно жесткой  оболочкой, то на внешней поверхности возни-
кает контактное граничное давление p. Расчетная схема кольца бу-
дет такая же, как и на рис. 43. Внешняя абсолютно жесткая оболочка 
является недеформируемой (E= ∞).  
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Для кольца перемещение на внешнем 
радиусе r2 определим по зависимости (а). При 
этом σz= -q, а радиальное σr и окружное σθ 
напряжения определим по формулам (8.22): 
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Перемещение на радиусе r = r2  для 
стального кольца в соответствии с (а) запи-

шем в виде 
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так это перемещение ограничивает абсолютно жесткая оболочка. 
Здесь, как обычно, 21 rrk = . 

Из уравнения (г) находим: 

( )
( )

МПа.39,4
3,0

2,0/1,01
2,0/1,01
203,0

1
1

2

2

2

2 =

−
+

+

⋅
=

μ−
−

+

μ
=

k
k

qp  

Заметим, что модуль упругости деформируемого кольца в оп-
ределении контактного давления не используется. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какой вид напряженно-деформированного состояния воз-
никает при нагружении толстостенной трубы  внутренним 
давлением ?  

2. Как учитываются осевые напряжения при нагружении тол-
стостенной трубы  внутренним давлением? 

 
Рис. 43. Схема на-
гружения кольца 
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3. Чему равно радиальное напряжение на внутреннем радиусе 
при нагружении толстостенной трубы  внутренним давле-
нием? 

4. Чему равно радиальное напряжение на внешнем радиусе 
при нагружении толстостенной трубы  внешним давлени-
ем? 

5. Как определяются радиальные напряжения при нагруже-
нии толстостенной трубы  внутренним давлением? 

6. Как учитываются радиальные напряжения при нагружении 
толстостенной трубы  внешним давлением? 

7. В окрестности какой точки поперечного сечения трубы 
возникает наибольшие напряжения при нагружении внут-
ренним давлением? 

8. В окрестности какой точки возникает наибольшие напря-
жения при нагружении внешним давлением? 

9. Как определяется контактное давление при прессовой по-
садке двух сопрягаемых деталей? 

10. Как вычисляется эквивалентное напряжение при прессовой 
посадке двух сопрягаемых деталей? 

11. Почему при прессовой посадке двух труб увеличивается 
прочность внутренней трубы? 

12. Какие методы повышают несущую способность толсто-
стенной трубы? 
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РАЗДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ПРИКЛАДНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
_______________________________________________________ 
 
ГЛАВА 9. ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
  
        9.1. Сущность вариационных методов решения  
         дифференциальных уравнений 

Решение большинства задач теории упругости сводится к ин-
тегрированию дифференциальных уравнений с заданными гранич-
ными условиями. Точного решения очень многих важных для 
практики задач до сих пор не получено, так как удается решать их 
лишь приближенными методами, среди которых важное место за-
нимают вариационные методы и в первую очередь те, которые ос-
нованы на применении начала возможных перемещений Лагранжа. 

В последние годы большое количество решений задач при-
кладной теории упругости получено с помощью метода конечных 
элементов, рассмотренного нами в гл. 10. 

Широкое использование вычислительных машин существен-
но увеличило возможности численных методов решения диффе-
ренциальных уравнений, таких как конечно-разностный метод (ме-
тод сеток), метод конечных объемов, метод граничных элементов 
и др. 

В настоящей главе будут рассмотрены лишь наиболее часто 
применяемые при решении задач прикладной теории упругости ва-
риационные методы (Рэлея – Ритца, Бубнова – Галеркина, Канто-
ровича – Власова). 

Прежде чем излагать суть вариационных методов, поясним 
некоторые основные понятия. В инженерной практике наряду с 
задачами, в которых отыскивается экстремум некоторой функции y 
= f(x), встречаются и такие, в которых необходимо отыскать экс-
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тремум такой переменной Z, которая сама зависит от выбора 
функции f(x). Такие переменные Z  называются функционалами. 

В простейшем случае функционал Z представляется в виде 

интеграла dxyyxFZ
b

a
∫= ),,( ' , где a, b определяют интервал изме-

нения аргумента х. 
Сравнивая функционал и функцию, можно заметить, что они 

являются переменными, однако первый зависит от вида функции 
y(x), а вторая – от величины аргумента х. В одном случае, изменяя 
вид функции у(х), т. е. варьируя саму функцию, мы изменяем вели-
чину функционала, а во втором – изменяя величину независимого 
переменного х, влияем на величину функции. 

При отыскании экстремума функции мы отыскиваем такое 
значение аргумента х, которое сообщает функции y(x) максимум 
или минимум. 

В вариационных задачах необходимо отыскать такой вид 
функции у(х), при котором функционал Z приобретает максималь-

ное или минимальное значение. 
Классическим примером вариа-

ционной задачи служит задача о бра-
хистохроне – линии быстрейшего ска-
та, предложенная в 1696 г.И. Бернул-
ли. Между точками А и В, не лежащи-
ми на вертикали, требуется провести 
линию, по которой материальная точка 
в минимальное время скатится из точ-

ки А в точку В (рис. 44). Здесь роль функционала выполняет время 
t перемещения из точки A в точку В, а уравнение у(х) кривой, про-
ходящей через точки А и В, – искомая функция.  

Отметим, что методы решения вариационных задач, т. е. за-
дач отыскания функций, сообщающих функционалу максимум  

 
Рис. 44. Линия быст-
рейшего ската 
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или минимум, во многом сходны с исследованием функций на 
максимум и минимум. 

В задачах на максимум и минимум независимому переменно-
му х дается приращение 1xxx −=Δ , равное дифференциалу dx. В 
вариационных задачах дается приращение (или вариация) δу иско-
мой функции у(х), равное ).()( 1 xyxyy −=δ  

Как в дифференциальном исчислении дифференциал функции 
представляет собой линейную по отношению к приращению аргу-
мента Δх часть приращения функции, так и в вариационном исчис-
лении вариация функционала δZ представляет собой линейную по 
отношению к вариации функции δу часть функционала. 

Если функция y = f(x) достигает экстремума внутри заданного 
интервала значений аргумента х, дифференциал функции dy = 0. 
Аналогично, если функционал достигает экстремума, то его ва-
риация равна нулю: δZ = 0. 

Приближенные методы, которые позволяют найти решение 
задачи минуя процесс интегрирования дифференциальных уравне-
ний, либо сводя их к решению системы алгебраических уравнений 
относятся к так называемым прямым методам. 

Перейдем к непосредственному рассмотрению некоторых пря-
мых вариационных методов. 

 
9.2. Метод Рэлея – Ритца 
Метод Рэлея – Ритца является одним из наиболее мощных 

прямых методов вариационного исчисления. Он основан на ис-
пользовании известного из курса теоретической механики прин-
ципа возможных перемещений: для того, чтобы система, подчи-
ненная идеальным удерживающим связям, находилась в равнове-
сии, необходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ 
всех приложенных к ней сил на всяком возможном перемещении 
равнялась нулю. 
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Пусть работа внешних сил (объемных и поверхностных) на 
каком-либо возможном перемещении равна δA. Под действием 
внешних сил происходит деформация упругого тела, а внутренние 
силы при этом выполняют работу δU, которая представляет собой 
приращение потенциальной энергии системы на том же возмож-
ном перемещении (взятом с обратным знаком по отношению к ра-
боте внешних сил). Тогда принцип возможных перемещений для 
тела, находящегося в равновесии, можно представить следующим 
образом: 

.0=δ−δ UA     (а) 
Определим значения δA и δU из условия, что на систему дей-

ствуют объемные силы X, Y и Z, а также поверхностные силы Xν, Yν 
и Zν (ν – нормаль к некоторой поверхности s, на которой действу-
ют указанные поверхностные силы). Дадим частицам тела воз-
можные перемещения, составляющие которых δux, δuy, δuz. Под-
считаем работу внешних сил на этих возможных перемещениях. 
Элементарная работа составляющей объемных сил X, приходя-
щейся на единицу объема, равна произведению этой силы на объ-
ем бесконечно малого элемента dxdydz и на возможное перемеще-
ние δux в направлении этой силы: 

.xudxdydzX δ⋅⋅  

Аналогично определим элементарные работы составляющих 
объемных сил Y и Z (и в направлении этих сил) на соответствую-
щих возможных перемещениях δuy и δuz 

., zy udxdydzZudxdydzY δ⋅⋅δ⋅⋅  

Работа, производимая объемными силами во всем объеме те-
ла V, равна интегралу по этому объему от суммы элементарных 
работ, совершаемых каждой из составляющих объемной силы: 

.)( dxdydzuZuYuX
V

zyx∫∫∫ δ+δ+δ   (б) 
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Элементарная работа составляющей поверхностных сил pxν, 
которая действует на бесконечно малом элементе поверхности ds, 
равна произведению равнодействующей этой составляющей на 
площадке ds на возможное перемещение δux в направлении этой 
составляющей 

.xx udsp δ⋅⋅ν  

Аналогично определяются и элементарные работы двух дру-
гих составляющих поверхностных сил 

., zzyy udspudsp δ⋅⋅δ⋅⋅ νν  

Работа, производимая поверхностными силами, действующи-
ми на всей поверхности тела s, равна интегралу по всей поверхно-
сти тела от суммы элементарных работ, совершаемых каждой из 
составляющих поверхностных сил: 

.)( dsupupup
s

zzyyxx∫∫ δ+δ+δ ννν    (в) 

Таким образом, возможная работа всех внешних сил на воз-
можных перемещениях равна сумме работ объемных (б) и поверх-
ностных (в) сил: 

.)(

)(

dsupupup

dxdydzuZuYuXA

s
zzyyxx

V
zyx

∫∫

∫∫∫

δ+δ+δ+

+δ+δ+δ=δ

ννν
  (г) 

При вычислении возможной работы внешних сил варьирова-
лись только перемещения ux, uy и uz, а объемные и поверхностные 
силы оставались постоянными, поэтому оператор δ в формуле (г) 
можно вынести из-под знаков интегралов, сделав общим для обоих 
интегралов: 
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.)(

)(

⎥
⎥
⎦

⎤
δ+δ+δ+

⎢
⎢
⎣

⎡
+++δ=δ

∫∫

∫∫∫

ννν dsupupup

dxdydzZuYuXuA

s
zzyyxx

V
zyx

  (д) 

Поскольку потенциальная энергия, накапливаемая в упругом 
теле, вычисляется по формуле ∫∫∫=

V
WdxdydzU  [1], то приращение 

потенциальной энергии δU в формуле (а) равно 
,∫∫∫δ=δ

V
WdxdydzU     (е) 

где )(
2
1

zxzxyzyzxyxyzzyyxxW γτ++γτ++γτ+εσ+εσ+εσ=  – 

удельная потенциальная энергия. 
Представляя в соотношении (а) оператор δ общим для обоих 

слагаемых, получаем: 
.0)( =−δ UA     (ж) 

Выражение, стоящее в скобках, представляет собой работу 
всех внешних и внутренних сил, приложенных к телу. Эта величи-
на, взятая с обратным знаком, является потенциальной энергией 
системы внешних и внутренних сил, действующих на упругое те-
ло: 

.AUЭ −=    (9.1) 
Вводя это обозначение вместо условия (ж), получаем сле-

дующее соотношение: 
.0=δЭ     (з) 

Так как первая вариация δ с точностью до бесконечно малых 
величин высшего порядка равна первому дифференциалу, то вме-
сто условий (е) можно написать 

.0=dЭ  
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Полученное условие означает, что при равновесии упругой 
системы потенциальная энергия Э достигает экстремального зна-
чения. 

На основании теоремы Лагранжа – Дирихле [10] можно сфор-
мулировать следующий принцип минимума потенциальной энер-
гии: из всех мыслимых перемещений упругого тела перемещения, 
удовлетворяющие условиям устойчивого равновесия, сообщают 
потенциальной энергии системы минимальное значение. 

Таким образом, потенциальная энергия системы  Э (9.1) 
.min=−= AUЭ    (9.2) 

При этом потенциальная энергия, накапливаемая в упругом 
теле, определяется по формуле (ж), а работа объемных и поверх-
ностных сил согласно формуле (д) 

.)(

)(

dsupupup

dxdydzZuYuXuA

s
zzyyxx

V
zyx

∫∫

∫∫∫

δ+δ+δ+

+++=

ννν
  (и) 

В соответствии с методом Рэлея – Ритца представим переме-
щения ux, uy и uz в виде ряда функций, каждая из которых удовле-
творяет геометрическим граничным условиям. Пусть, например, 

∑

∑∑

χ=

ψ=ϕ=

k
kkz

k
kky

k
kkx

zyxcu

zyxbuzyxau

),,,(

);,,();,,(
  (9.3) 

где φk, ψk, χk – функции, удовлетворяющие граничным условиям, а 
ak, bk, ck – произвольные параметры, подлежащие определению из 
условий стационарности энергии (з) (k = 1, 2, 3,…, n). 

Потенциальная энергия деформаций W может быть представ-
лена через перемещения ux, uy и uz. Действительно, если в уравне-
нии (е) [1] 

)]()(2[
2
1 2222222

zxyzxyzyx GGW γ+γ+γ+ε+ε+ε+λθ=  
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компоненты деформации заменить через перемещения ux, uy и 
uz согласно формулам Коши [1], а также использовать постоян-
ные Ламе 

,
)1(2

,
)21)(1( μ+

=
μ−μ+

μ
=λ

EGE
 

то после преобразований получим для W следующее выражение: 
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(9.4) 

Теперь полная энергия системы Э может быть представлена 
как некоторая функция параметров ak, bk, ck, т. е.  

Э = Э(ak, bk, ck). 
Как следует из (и) работа внешних сил A является линейной 

функцией параметров ak, bk, ck, а приращение потенциальной энер-
гии U, как и потенциальная энергия Э (что следует из (9.4)) явля-
ется квадратичной функцией этих же параметров. 

Из условия стационарности энергии δЭ = 0, имея в виду, что 
все параметры ak, bk, ck произвольны, следует, что нулю должны 
равняться частные производные от энергии Э по всем варьируе-
мым параметрам ak, bk, ck, т. е. 

.0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

kkk c
Э

b
Э

a
Э

   (9.5) 

В итоге получим столько уравнений, сколько произвольных 
параметров содержится в выражениях (9.3). 

В качестве примера применения метода Рэлея – Ритца рас-
смотрим задачу об изгибе свободно опертого по краям стержня 
постоянной изгибной жесткости EI длиной l, нагруженного равно-
мерно распределенной поперечной нагрузкой q (рис. 45).  
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Для прогиба uy применим 
выражение3 )/sin( lxauz π= , ко-
торое удовлетворяет следующим 
граничным условиям (прогибы и 
моменты на опорах в сечениях A 
и B) равны нулю, (см. рис. 45): 
при  x = 0 (сечение A) и  x = l (се-

чение B) .0,0 2

2
==

dx

ud
u y

y  

Потенциальная энергия изгиба стержня  

∫=
l

z dxM
EI

W
0

2
2

1
. 

Но z
y M

dx

ud
EI =2

2
, тогда 

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
=

l
y dx

dx

udEIW
0

2

2

2

2
. 

После подстановки )/sin( lxauy π=  в выражение для W и 

интегрирования получим  

.
22 4

4
2

l
alEIW π

⋅=  

Работа внешних сил 

∫ ∫ π
=

π
==

l l

y
lqadx

l
xqadxquA

0 0
.2sin  

Окончательно для энергии Э получим 

                                                 
3 Нетрудно заметить, что uz аппроксимируется таким образом, чтобы при 
x = l/2 прогиб был максимальный. 

Рис. 45. Балка со свободно опер-
тыми краями и нагруженная 
равномерно распределенной на-
грузкой 
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.2
22 4

4
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π
−

π
⋅=

lqa
l

alEIЭ  

Далее из условия 0/ =∂∂ aЭ  получим значение параметра a – 
максимального прогиба стержня в середине пролета: 

,02
2 3

4
=

π
−

π
⋅=

∂
∂ lq

l
aEI

a
Э

 

откуда  

.013071,04 4

5

4
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Как известно [8, 17], при интегрировании упругой линии бал-
ки4  
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максимальный прогиб в середине пролета равен  
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Сравнение с решением, полученным вариационным методом 
(путем замены выражения для прогиба полуволной синусоиды) 
показывает, что ошибка составляет около 0,4 %.  

Таким образом, метод Рэлея – Ритца позволяет заменить зада-
чу о нахождении решения дифференциального уравнения (напри-
мер (к)) задачей о нахождения минимума потенциальной энергии. 
Такая замена возможна в связи с тем, что как дифференциальное 
уравнение (к) прогиба упругой линии балки, так и вариационное 
уравнение (з) являются уравнениями равновесия упругого тела. 
Покажем, что вариационное уравнение (з) включает в себя диффе-
                                                 
4 На рис. 45 координата y направлена вниз для того, чтобы максимальное 
перемещение uz имело положительный знак, как и при решении методом 
Рэлея – Ритца.  
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ренциальные уравнения равновесия и условия на поверхности. 
Рассматривая вариационное уравнение (з) в форме 

,0=δ−δ=δ AUЭ    (л) 
внесем в него выражения потенциальной энергии (е), подставив 
компоненты деформаций. Кроме того, учтем, что в соответствии с 
формулами Коши 
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В результате получим 
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Возьмем первый из тройных интегралов в уравнении (м) и 
проинтегрируем его по частям по x 
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В правой части соотношения (н) первый интеграл – поверхно-
стный интеграл второго типа. Его можно преобразовать в поверх-
ностный интеграл первого типа по известной из курса математиче-
ского анализа формуле 

( ) ( )∫∫∫∫ ++=++
ss
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Здесь функции ),,(),,,(),,,( zyxRRzyxQQzyxPP ===  
должны быть непрерывными вместе с первыми частными произ-
водными внутри объема V, ограниченного некоторой поверхно-
стью s; I, m, n – направляющие косинусы нормали к поверхности s; 
ds – дифференциал поверхности s. 

Используя соотношение (о), преобразовываются и остальные 
восемь первых тройных интегралов в уравнении (м). После их 
преобразования и группировки по составляющим возможных пе-
ремещений вместо уравнения (м) получаем 
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 (9.6) 

В полученном уравнении возможные перемещения δux, δuy, 
δuz ничем между собой не связаны. Поэтому, чтобы уравнение 
(9.6) обращалось в тождество при любых значениях возможных 



 131

перемещений, должны обращаться в нуль коэффициенты при этих 
возможных перемещениях, стоящие в скобках. Таким образом, 
получим шесть уравнений: три уравнения представляют собой 
(под интегралом по поверхности) условия на поверхности:   
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а следующие три уравнения – дифференциальные уравнения рав-
новесия: 
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Следовательно, вариационное уравнение (9.6) заключает в се-
бе дифференциальные уравнения равновесия и статические гра-
ничные условия. Отсюда следует, что при использовании вариаци-
онного уравнения (9.6) для приближенного решения задач при вы-
боре функций φk, ψk, χk обязательными являются только геометри-
ческие граничные условия, а статические граничные условия и 
дифференциальные уравнения равновесия удовлетворяются авто-
матически. 

Рассмотрим применение Рэлея – Ритца к решению задач из-
гиба пластин. Пусть, например, прямоугольная пластинка со сто-
ронами a, b  и толщиной h свободно оперта по контуру и нагруже-
на равномерно распределенным давлением q = q0.  

Решение задачи об изгибе пластинки методом Рэлея – Ритца 
состоит в следующем. Приближенное значение функции прогибов 
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срединной плоскости пластинки uz(x, y) выбираем в виде двойного 
ряда 
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Как было показано в 9.3, данные функции удовлетворяют 
всем граничным условиям шарнирного опирания пластинки: и 
геометрическим, и статическим. 

Для определения коэффициентов ряда amn подсчитаем потен-
циальную энергию системы (см. формулу (7.44)) 
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Подставив полученное выражение в формулу для потенци-
альной энергии U, получим: 
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  (9.7) 

Возведение в квадрат двойного ряда, стоящего под интегра-
лом в квадратных скобках, равносильно перемножению двух мно-
гочленов, где каждый член первого ряда умножается на каждый 
член второго ряда. Чтобы отличить члены одного ряда от членов 
другого ряда, в одном из них индексы k и l заменим соответствен-
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но на c и d. Тогда выражение, стоящее в квадратных скобках под 
интегралом  в формуле (9.7), сведется к следующему ряду: 
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Подставим полученное решение в формулу (9.7). Меняя по-
рядок интегрирования и суммирования, а также вынося постоян-
ные величины за знак интеграла, получаем: 
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Подсчитаем входящие сюда интегралы. Первый из них равен 
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Следовательно, рассматриваемый интеграл отличен от нуля 
только при k = c и равен 
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Рассматривая второй интеграл в формуле (9.8) и решив его 
аналогично первому, получаем: 
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Следовательно, рассматриваемый интеграл отличен от нуля 
только при l = d и равен 
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Подставляя полученные значения интегралов (9.9) и (9.10) в 
формулу (9.8) и учитывая, что они отличны от нуля только при 
значении индексов суммирования c = k и d = d, находим: 
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Работу внешних сил при изгибе пластинки под действием по-
перечной нагрузки можно подсчитать по формуле (г), пренебрегая 
объемными силами, а из составляющих поверхностных сил отлич-
на от нуля только одна – pν= q. Подставляя это выражение в фор-
мулу (г)  и выбирая элемент поверхности ds в виде прямоугольни-
ка со сторонами dx и dy, получаем работу внешних сил при изгибе 
пластинки: 
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Интегрируя, получаем (четные индексы дадут значения ко-
эффициентов akl =0): 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n). 
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Подставив соотношения (9.11) и (9.12) в формулу (9.1), со-
храняя в том и другом ряду только члены, содержащие нечетные 
индексы k и l: 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n). 
Коэффициенты akl нужно выбирать так, чтобы потенциальная 

энергия системы имела минимум, а значит, должны выполняться 
условия (9.5). Применительно к пластинкам оно в данном случае 
примет вид: 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n). 
Вычисляя производные полученной функции Э по akl и при-

равнивая их нулю, находим: 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n). 
После деления соотношения (9.14) на величину ab получаем 

следующую систему уравнений для определения постоянных akl: 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n), 
откуда находим значения постоянных коэффициентов ряда (п) 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n). 
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Если ограничиться одним членом ряда, то в итоге получим 
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Подставим значение коэффициентов akl в уравнение прогибов 
(р) и вынесем за знак суммы постоянный множитель a4 
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(k =1, 3, 5,…, m; l =1, 3, 5, …, n). 
Если в формуле (9.15) взять бесконечно большое число чле-

нов, т. е. положить ∞== nm , то получим решение задачи, совпа-
дающее с точным [3, 4]. 

Возьмем приближенное решение, ограничиваясь одним чле-
ном ряда. Тогда из формулы (9.14) получим: 
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Максимальный прогиб срединной плоскости возникает в цен-
тре пластинки при x = a/2  y=b/2, где он равен 
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В случае квадратной пластинки, когда a/b = 1, максимальный 
прогиб  
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Подставляя в это соотношение выражение цилиндрической 

жесткости 
)1(12 2
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EhD  и принимая коэффициент Пуассона 

μ=0,3, находим: 
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Это приближенное отличается от точного, равного 

,0443,0max 3

4

Eh
qaw =  всего на 2,7 %. 

Погонные изгибающие моменты найдем по формулам (7.9). 
Подставляя в эти формулы функцию прогибов в первом прибли-
жении (9.16), получаем: 
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Максимальные изгибающие моменты возникают в центре 
пластинки при x = a/2 и y = b/2, где они равны 
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В случае квадратной пластинки, т. е. при отношении сторон 
a/b =1, находим 

.0535,0)1(4maxmax 2
4

2
qaqaMM yx =μ+

π
==  

Точное значение максимальных изгибающих моментов для 
квадратной пластинки, приводимое в справочниках, равно 

.0479,0max 2qaM =  
Следовательно, максимальный изгибающий момент для квад-

ратной пластинки, подсчитанный в первом приближении, отлича-
ется от точного значения на 11, 7 %. Поэтому при вычислении из-
гибающих моментов в рассматриваемой пластинке следует брать 
еще несколько членов ряда (9.15). Еще менее точный результат 
получается при вычислении в первом приближении погонных по-
перечных сил. 
 
        9.3. Метод Бубнова – Галеркина 
        9.3.1. Обобщенный метод Бубнова – Галеркина 

Если в вариационном уравнении (9.6) вместо вариаций пере-
мещений zyx uuu δδδ ,,  подставить выражения 

∑

∑∑
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kky
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zyxbuzyxau
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и учесть, что вариации параметров δak, δbk, δck произвольны и ли-
нейно независимы между собой, то в связи с этим каждый член, 
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имеющий множители zyx uuu δδδ ,,  уравнения (9.6), должен быть 

равен нулю. В результате получим систему из трех уравнений  
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(9.17) 

(k = 1, 2, 3,…, n). 
Полученные уравнения и есть уравнения обобщенного мето-

да Бубнова – Галеркина. 
В основе этого метода, как и метода Рэлея – Ритца, лежит 

принцип возможных перемещений. Выражения для перемещений 
(9.6) при использовании обобщенного метода Бубнова –Галеркина 
могут, как и в методе Рэлея – Ритца, не удовлетворять силовым 
граничным условиям: достаточно лишь выполнение кинематиче-
ских граничных условий на части поверхности s.  

Таким образом, обобщенный метод Бубнова – Галеркина и 
метод Рэлея – Ритца являются двумя различными формами записи 
принципа возможных перемещений. Их использование приводит к 
одной  и той же системе разрешающих уравнений для определения 
неизвестных параметров ak, bk, ck в выражении (9.6). И все же в 
вычислительном отношении обобщенный метод Бубнова –
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Галеркина проще, поскольку позволяет сразу выписать систему 
разрешающих уравнений без вычисления потенциальной энергии. 

Процедура применения обобщенного метода Бубнова–
Галеркина для решения задач теории упругости на базе использо-
вания уравнений (9.17) состоит в следующем. Сначала задаемся 
компонентами перемещений zyx uuu ,,  в форме рядов (9.6). Ис-

пользуя далее кинематические соотношения между перемещения-
ми zyx uuu ,,  и деформациями (формулы Коши), определяем ком-

поненты деформации zxyzxyzyx γγγεεε ,,,,, . Подставляя найден-

ные значения компонентов деформации в закон Гука (или приня-
тый физический закон связи между компонентами деформаций и 
компонентами напряжений), получаем выражения для компонен-
тов напряжений zxyzxyzyx τττσσσ ,,,,,  в каждой точке тела как 

некоторые сложные функции неизвестных параметров ak, bk, ck. 
Подставляя теперь найденные выражения для компонентов 

напряжения zxyzxyzyx τττσσσ ,,,,,  непосредственно в уравнения 

метода (9.16) и выполняя все необходимые операции (дифферен-
цирование и интегрирование по объему и части поверхности тела), 
находим необходимое число алгебраических уравнений для опре-
деления неизвестных коэффициентов ak, bk, ck. 

Для линейной задачи, т.е. когда материал тела подчиняется 
закону Гука и используются соотношения линейной теории упру-
гости, эта система уравнений линейна. 
 
        9.3.2. Метод Бубнова – Галеркина 

Если выбранные выражения для перемещений наряду с кине-
матическими граничными условиями удовлетворяют также и си-
ловым условиям (7.9), то в уравнениях (9.17) поверхностные инте-
гралы исчезают и они принимают следующий вид: 
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(9.18) 

(k = 1, 2, 3,…, n). 
Приближенный метод интегрирования дифференциальных 

уравнений, основанный на использовании зависимостей вида 
(9.18), предложили в 1913 г. И.Г. Бубнов в своем отзыве на одну из 
работ С.П. Тимошенко и независимо от него в 1915 г. Б.Г. Галер-
кин. 

Уравнения (9.18) принято называть уравнениями метода Буб-
нова – Галеркина [8]. Они получены из принципа возможных пе-
ремещений, в силу чего может показаться, что этот метод приме-
ним лишь для краевых задач, связанных с некоторой вариацион-
ной проблемой. 

Можно показать, что указанный метод применим для при-
ближенного решения дифференциальных уравнений, не обяза-
тельно связанных с какой-либо вариационной проблемой [11]. 

Пусть рассматриваемая краевая задача описывается диффе-
ренциальным уравнением 2m-го порядка (в некотором объеме V) 

[ ] 0),,(),,()2( =− zyxqzyxuL z
m    (9.19) 

при граничных условиях (на некоторой поверхности s) 
[ ] )...,,2,1(),,(),,( mizyxfzyxuQ izi ==   (9.20) 
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где )2( mL  и iQ  – заданные дифференциальные операторы; q(x,y,z) 

и fi(x,y,z) – заданные функции5. 
Пусть при приближенном решении дифференциального урав-

нения (9.18) запишем выражение для uz(x,y,z) в форме суммы 

∑
=

ϕ=
n

i
iiz zyxazyxu

1
).,,(),,(   (9.21) 

Систему линейно независимых функций φi(x,y,z) выберем так, 
чтобы все граничные условия (9.20) тождественно выполнялись. 
Параметры ai подлежат определению.  

Дальнейшее решение основано на свойстве ортогональности 
функций. В курсе математического анализа дается следующее оп-
ределение ортогональности функций: если имеется семейство не-
прерывных функций 

)(),...,(...,),(),(),( 210 xxxxx nk ψψψψψ  (а) 

и интеграл от произведения любых двух различных функций этого 
семейства в промежутке [a, b] равен нулю 

∫ =ψψ
b

a
ik dxxx ,0)()(    (9.22) 

то функции (а) образуют в промежутке [a, b] ортогональную сис-
тему. 

Например, семейство тригонометрических функций 
nxnxxxxx sin,cos,...,2sin,2cos,sin,cos   (б) 

является ортогональной системой в промежутке [-π, +π]. 
Действительно интегралы 

                                                 
5 В качестве уравнения (9.19) можно представить, например, уравнение 
упругой линии балки, нагруженной равномерно распределенной нагруз-
кой (см. рис. 45). 
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Это исчерпывает все возможные варианты комбинирования 
двух различных функций семейства (б) и доказывает, что оно об-
разует ортогональную систему в промежутке [-π, +π]. 
На основании леммы из курса математического анализа следует, 
что если одна из функций тождественно равна нулю, например 

0)( ≡ψ xk , то она ортогональна ко всем без исключения функци-

ям, так как условие (9.22) выполняется. В качестве примера такой 
функции можно привести уравнение упругой линии балки, нагру-
женной равномерно распределенной нагрузкой (см. рис. 45).  

Продифференцировав уравнение упругой линии (к) дважды, 
получим: 

.0)( IV =−=ψ qEIux zk    (г) 

Эта функция – тождественный нуль при любых значениях x и, 
следовательно,  

∫ ≡ψ−
l

iz dxxqEIu
0

IV .0)()(   (9.23) 

Здесь интеграл берется вдоль всей длины балки l, а значит 
функция (г) ортогональна в промежутке [0, l] к любой функции. 
Если функцию uz(x) заменить ее приближенным значением в фор-

ме ряда (9.20) ∑
=

ϕ=
n

i
iiz zyxazyxu

1
),,(),,( , то функция (г) уже не 
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будет тождественно равна нулю, а значит, и не будет ортогональна 
в промежутке (вдоль прямой) [0, l] к любой функции ряда (9.21).  

Можно потребовать, чтобы полученная функция была орто-
гональна хотя бы к ограниченному классу функций, например φi, 
составляющих ряд (9.20), т. е. чтобы 

)....,,3,2,1(

0)()(
0

IV

ni

dxxqEIu
l

iz

=

=ϕ−∫   (9.24) 

В результате получаем N линейных уравнений для определе-
ния постоянных параметров ai, входящих в ряд (9.21). 

На использовании системы уравнений (9.24) для определения 
постоянных параметров ai основан метод Бубнова – Галеркина. 

Решение (9.23) можно трактовать по-другому с точки зрения 
начала возможных перемещений. Действительно, уравнение (9.23) 
можно расписать в таком виде: 

∫∫ ≡ψ−ψ
l

i

l

iz dxxxqdxxEIu
00

IV .0)()()(  

Полученное равенство можно трактовать как интегральное 

условие равенства нулю работ внутренних ∫ ψ
l

iz dxxEIu
0

IV )(  и  

внешних ∫ ψ
l

i dxxxq
0

)()( сил (и моментов) на соответствующих воз-

можных перемещениях. С этой точки зрения равенство (9.23) не 
будет удовлетворено ввиду приближенного выбора функции для 
uz. Условие же равенства нулю работ суммы работ внутренних и 
внешних нагрузок на возможных перемещениях можно записать в 
виде 



 145

)....,,3,2,1(

0)()(
0

IV

ni

dxxaqEIu
l

iiz

=

=ϕδ−∫  

Так как δai – произвольная вариация и не равна нулю, то, вы-
нося ее из-под знака интеграла, получим решение (9.24). 

Покажем использование метода Бубнова – Галеркина в задаче 
об изгибе балки, нагруженной равномерно распределенной на-
грузкой и свободно опертой по краям (см. рис. 45). Уравнение уп-
ругой линии оси балки при изгибе имеет вид 
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Граничные условия задачи: при lxx == ,0 прогибы и изги-

бающие моменты отсутствуют .0,0 22 == dxudu zz  В качестве 
аппроксимирующей функции прогиба балки, как и прежде, при-
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После интегрирования получим 
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Таким образом, получен тот же результат, что и ранее при 
решении этой задачи методом Рэлея – Ритца. 
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Все рассуждения, приведенные для функции одного аргумен-
та, можно применить и к функции двух и более аргументов. В ка-
честве примера такой задачи рассмотрим изгиб прямоугольной в 
плане пластинки, свободно опертой всеми четырьмя кромками. 
Будем полагать, что пластинка нагружена равномерно распреде-
ленным поперечным давлением q = q0. Размеры пластинки в на-
правлении осей x и y равны соответственно a и b.  

Дифференциальное уравнение срединной поверхности при 
изгибе имеет вид 

04 =−∇ quD z . 
Для двумерной задачи уравнение метода Бубнова – Галеркина 

примет вид 

( )∫ ∫ =δ−∇
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zz dxdyuquD
0 0

4 .0   (9.25) 

В первом приближении для прогиба пластинки примем выра-

жение .sinsin11 b
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Так как a11 – неопределенный параметр, δa11 – произвольная 
вариация этого параметра, то, используя метод Бубнова-
Галеркина, получим: 
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После интегрирования (9.26) получим 
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В результате решения задачи методом Бубнова – Галеркина 
мы получили ту же величину для параметра a11, что и ранее при 
решении задачи методом Рэлея – Ритца. 

Рассмотрим решение этой же задачи во втором приближении. 
Пусть 
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Подставляя (9.28) и (9.29) в (9.25), имеем: 
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Учитывая, что a11 и a13 являются независимыми варьируемы-
ми параметрами, получим: 
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После интегрирования (9.30) имеем следующие выражения: 
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Нетрудно заметить, что если в решении (п) Рэлея – Ритца 
взять только два члена ряда a11 и a13 , то их значения совпадают с 
полученным. 

В задачах строительной механики и теории упругости диффе-
ренциальные уравнения, которые подлежат интегрированию, часто 
представляют собой уравнения равновесия. Так было, например, в 
рассмотренных выше задачах, где методом Бубнова – Галеркина 
интегрировались дифференциальные уравнения упругой оси 
стержня и упругой срединной поверхности пластинки при попе-
речном изгибе. Эти уравнения (9.24) и (9.25) являются уравнения-
ми равновесия элемента стержня и элемента пластинки соответст-
венно. При этом вариация искомой функции δuz представляет со-
бой возможное перемещение, а уравнение (9.26) может тракто-
ваться как вариационное уравнение Лагранжа при условии, что 
массовые силы отсутствуют, а работа поверхностных сил на воз-
можных перемещениях равна нулю. Для того чтобы работа поверх-
ностных сил на возможных перемещениях была равна нулю, необ-
ходимо, чтобы функции, аппроксимирующие перемещения точек 
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тела, удовлетворяли не только геометрическим, но и статическим 
граничным условиям. 

В рассмотренных нами примерах решения задачи методами 
Рэлея – Ритца и Бубнова – Галеркина используются одни и те же 
аппроксимирующие функции прогиба, причем эти функции удов-
летворяют всем геометрическим (по кромкам пластинки при x = 0, 
x = a, y = 0, y = b – перемещения uz =0), а также статическим (при  

x = 0, x = a – 022 =∂∂ xuz , а при y = 0, y = b – 022 =∂∂ yuz ) ус-
ловиям задачи.  

Поскольку и в том и в другом методе уравнение решаемой за-
дачи в конечном счете сводится к одному и тому же вариационному 
уравнению Лагранжа, то, естественно, что при одинаковых аппрок-
симирующих прогиб uz функциях результаты решения задачи мето-
дом Рэлея – Ритца и Бубнова – Галеркина будут совпадать. 

В большинстве случаев использование метода Бубнова–
Галеркина при решении такого рода задач приводит к менее громозд-
ким выкладкам, чем применение метода Рэлея – Ритца. Однако сле-
дует помнить, что в случае применения метода Бубнова – Галерки-
на в той форме, которая была нами рассмотрена, функция uz обяза-
тельно должна удовлетворять как геометрическим, так и статиче-
ским граничным условиям.  

В случае изгиба гибких пластин их поведение описывается 
двумя уравнениями – совместности деформаций и равновесия, из 
которых получено уравнение Софи Жермен. При этом возможно 
применение метода Бубнова-Галеркина либо по способу П. Ф. Пап-
ковича, либо по способу В.З. Власова. 

В первом случае задаются только видом аппроксимирующей 
функции прогиба uz, удовлетворяющей соответствующим гранич-
ным условиям, а функцию напряжений φ определяют интегрирова-
нием дифференциального уравнения Софи Жермен (совместности 
деформаций). Затем найденную функцию φ и выбранную функцию 
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uz подставляют в уравнение равновесия и к нему уже применяют 
процедуру Бубнова – Галеркина, которая была описана выше, 

Во втором случае (при решении задачи по способу В.З. Вла-
сова) необходимо задаваться видом обеих функций uz и φ, подстав-
лять их в уравнения Софи Жермен и применять процедуру Бубно-
ва – Галеркина к обоим уравнениям. Функции φ и uz должны обя-
зательно удовлетворять всем геометрическим и статическим усло-
виям задачи. Не останавливаясь на вопросе о сходимости процес-
са, отметим, что при определенных условиях ряды, которыми ап-
проксимируются функции uz и φ, сходятся к истинному решению 
задачи при безграничном увеличении числа членов ряда. 
 
        9.4. Метод Канторовича – Власова 

В 1933 г. Л. В. Канторовичем предложен метод приближенного 
решения задачи о минимуме двойного интеграла, который позво-
ляет свести решение двумерной задачи к задаче одномерной. Поз-
же, в 1946 г., В.З. Власовым идея метода Л. В. Канторовича приме-
нена к решению задач строительной механики пластин и оболочек. 
Для сведения двумерной задачи изгиба пластин и оболочек к одно-
мерной функция прогиба представляется в виде суммы произведе-
ний функций, одна из которых по одной переменной считается из-
вестной (задается), а другая (по другой переменной) подлежит оп-
ределению. 

Уравнения равновесия для пластин получены им из вариаци-
онного уравнения Лагранжа – начала возможных перемещений. 

Таким образом, в отличие от метода Бубнова – Галеркииа, при 
котором интегрирование дифференциального уравнения сводится к 
решению системы алгебраических уравнений, по методу Канторо-
вича – Власова интегрирование дифференциального уравнения в 
частных производных заменяется интегрированием системы обык-
новенных дифференциальных уравнений. Если задача линейная, то 
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получается система обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим на примерах решения задач изгиба жестких пла-
стин существо метода Канторовича – Власова и его отличие от ме-
тода Бубнова – Галеркина. 

Представим прогиб пластинки uz в виде ряда 

∑
∞

=
ϕ=

1
),()(

n
mmz xyYu    (9.31) 

где φm(x) – известные функции, удовлетворяющие заданным 
граничным условиям на кромках пластинки при x = 0 и x = a. 
В качестве функции φ(x) В.З. Власов предлагает принимать 
так называемые балочные функции, т. е. формы собственных 
колебаний балки при тех же граничных условиях, что и у 
пластинки. 

Например, если пластинка на кромках (x = 0 и x = a) сво-
бодно оперта, то в качестве функций φm(x) следует брать вы-

ражение 
a

xmπsin . Тогда распределенную по поверхности 

пластинки нагрузку q(x,y) также можно представить в виде 
ряда 
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Если далее применить процедуру Бубнова – Галеркина к 
уравнениям равновесия пластинки, т.е.  
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Так как 
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то после интегрирования и сокращения получим 
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Поскольку функции Ym(y) являются линейно независимыми, 
то из (9.32) следует 
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В рассмотренном нами примере оказалось, что в результате 
применения метода Власова мы получили уравнение (9.34), совпа-
дающее с тем, которое было получено ранее по методу М. Леви. 
Это объясняется тем, что пример относится к случаю, когда две 
стороны пластинки свободно оперты. Именно в этом случае функ-
ция φ(x) может быть представлена рядом синусов. При дру-
гих случаях опирания пластинки, когда метод М. Леви не 
может быть применен, можно использовать для решения за-
дачи метод Власова. 

Рассмотрим, например, случай изгиба квадратной пла-
стинки, защемленной по контуру, равномерно распределен-
ной поперечной нагрузкой q(x,y) = q0 (рис. 46). Представим про-
гиб срединной плоскости в виде 

),()( xyYuz ϕ=    (9.35) 

где .2cos1)(
a

xx π
−=ϕ  
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Функция φ(x) удовлетворяет заданным граничным усло-
виям: при x = 0 и x = a .0,0 =∂∂= xuu zz Если подставить 
функцию φ(x) в уравнение Софи Жермен, то получим 
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 (9.36) 

Применяя процедуру Бубнова– Га-
леркина к уравнению (9.36), получим 
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Подставляя вместо X выражение  

(9.36) и производя интегрирование, по-
лучим следующее обыкновенное линей-
ное дифференциальное уравнение чет-
вертого порядка с постоянными коэффи-
циентами: 
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Введем обозначение .2
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k  Тогда (9.38) можно запи-

сать в виде 

 
Рис. 46. Квадратная пла-
стинка с жестко закреп-
ленными краями 
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Корни характеристического уравнения ri (i =1, 2, 3, 4) оказы-
ваются комплексными 
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Общее решение уравнения (9.39) запишем в виде суммы об-
щего решения однородного уравнения и частного решения неод-
нородного уравнения 
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Примем во внимание то, что в силу симметрии рассматривае-
мой задачи функция Y(y) должна быть симметричной. Тогда из 
(9.39) следует, что C2 = C3 =0, и для Y(y) получим выражение 
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Постоянные C1 и C4 найдем из граничных условий.  
При y =  a/2 Y(y) = 0 и Y’(y) = 0. Для C1 и C4 получим следую-

щие значения: 
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Подставляя найденные выражения для C1 и C4 в (9.40) и при-
нимая во внимание (9.35), получим следующее выражение для 
функции прогибов uz: 
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 (9.42) 

Максимальный прогиб в центре квадратной пластинки при x= 

= a/2 и y = 0 оказывается равным Daquz /00128,0 4
0max = , что 

отличается от точного значения менее чем на 2 %. 
 

Контрольные вопросы 
1. Что понимается под прямыми вариационными метода-

ми?  
2. В чем суть метода Рэлея – Ритца? 
3. Какие требования предъявляются к аппроксимирую-

щим функциям для перемещений в методе Рэлея – Рит-
ца? 

4. В чем приближенность метода Рэлея – Ритца? 
5. В чем заключается идея метода Бубнова – Галеркина? 
6. Удовлетворяются ли уравнения равновесия при исполь-

зовании метода Бубнова – Галеркина? 
7. Какие требования к выбору аппроксимирующих функ-

ций для перемещений предъявляются при применении 
метода Бубнова– Галеркина? 
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ГЛАВА 10. ОСНОВЫ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 
        10.1. Основные соотношения теории упругости  
         в матричной форме 
        10.1.1. Пространственная задача 

В основе  любого метода расчета на прочность, в том числе 
метода конечных элементов (МКЭ), лежат уравнения теории упру-
гости. Так как при применении МКЭ используются матричные ме-
тоды, представим основные соотношения теории упругости, кото-
рые используются при определении напряженно-
деформированного состояния, в матричной форме, используя вы-
воды, полученные в работе [1].  

Статические соотношения. Как известно [1], к статическим 
соотношениям относятся дифференциальные равновесия (уравне-
ниями Навье) 
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и формулы для напряжений в наклонных площадках 
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Здесь zxyxx ττσ ,, – компоненты напряжений в площадке, пер-

пендикулярной оси x; zyyxy τστ ,,  – компоненты напряжений в пло-

щадке, перпендикулярной оси y; zyzxz σττ ,,  – компоненты напря-

жений в площадке, перпендикулярной оси z; l, m, n – косинусы уг-
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лов между внешней нормалью к наклонной площадке и коорди-
натными осями x, y, z; ννν zyx ppp ,,  – проекции полного напряжения 

в наклонной площадке на координатные оси x, y, z.  
Если наклонная площадка совпадает с граничной поверхно-

стью с нормалью ν, то ννν zyx ppp ,,  можно рассматривать как со-

ставляющие вектора поверхностной нагрузки. 
Напомним, что равенства (10.2) устанавливают связь между 

поверхностными силами и компонентами напряжений вблизи по-
верхности тела, другими словами, выражают так называемые ста-
тические граничные условия. 

Введем следующие матрицы-столбцы: 
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Тогда с учетом (а) равенства (10.1) и (10.2) могут быть пред-
ставлены матричными соотношениями [12, 13] 

{ } { } { } { } ;0=+
∂
σ∂

+
∂
σ∂

+
∂
σ∂ R

zyx
zyx       (10.3) 

{ } { } { } { } .nmlp zyx σ+σ+σ=   (10.4) 

В правильности полученных соотношений (10.3) и (10.4) мож-
но убедиться, если использовать операции дифференцирования и 
сложения матриц. 

Геометрические соотношения (формулы Коши). Они уста-
навливают связь между компонентами деформации и перемеще-
ний. Если деформации и перемещения малы, то между ними имеет 
место линейная зависимость, выражаемая уравнениями Коши 
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Здесь zyxzyx uuu ,,;,, εεε  – относительные линейные деформа-

ции и перемещения в направлении осей x, y, z соответственно; 

zxyzxy γγγ ,,  – относительные угловые деформации между соответ-

ствующими направлениями (по направлению координатных осей 
x, y, z). 

Соотношения (10.5) можно представить одним матричным 
равенством 

{ } { }{ }uL=ε ,    (10.6) 

где   { } { } { } .;
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Через { }L  в (10.6) обозначен матричный дифференциальный 
оператор. Соответственно { }ε  и { }u  – матрицы-столбцы относи-
тельных деформаций и перемещений. 



 159

Как известно [12, 13, 14, 15], компоненты матрицы { }ε связа-
ны между собой шестью дифференциальными соотношениями, 
которые называются условиями совместности (или неразрывно-
сти) деформаций Сен-Венана: 
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Физические соотношения. Сюда относятся соотноше-
ния, устанавливающие связь между напряжениями и дефор-
мациями. В пределах упругости эта связь выражается зако-
ном Гука, согласно которому компоненты деформации явля-
ются линейными функциями компонент напряжения. Для 
изотропного тела закон Гука имеет вид 
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     (10.7) 

где E – модуль упругости материала; G – модуль сдвига; μ – коэф-
фициент Пуассона; упругие постоянные материала E, G и μ связа-
ны между собой равенством GE )1(2 μ+= . 

Введем матрицу-столбец напряжений {σ} (для экономии мес-
та используем строчечную запись, как мы условились) 

{ } zxyzxyzyx τττσσσ=σ , 
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а также значения матрицы-столбца относительных деформаций 
{ }ε ,  запишем (10.7) в форме одного матричного равенства 

{ } { }{ }σΦ=ε ,    (10.8) 
где  

{ } .

)1(200000
0)1(20000
00)1(2000
0001
0001
0001

1
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μ+
μ−μ−

μ−μ−
μ−μ−

=Φ
E

         (10.9) 

Матрицу { }Φ  обычно называют матрицей упругих постоян-
ных, или матрицей упругости. 

Закон Гука можно представить в так называемой форме Ляме 
(обратная форма закона Гука): 
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Здесь  

.
)1(2

;
21

2
)21)(1(

μ+
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μ−
μ

=
μ−μ+

μ
=λ

EG

GE

   (10.11) 

 Константы λ и G  называются упругими постоянными Ляме. 
В матричной форме соотношение (10.10) имеет вид 

{ } { }{ },εκ=σ     (10.12) 
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Очевидно, что матрица { }κ является обратной матрице { }Φ и 
также будет матрицей упругих коэффициентов 

{ } { } 1−Φ=κ . 
Как было доказано ранее [1], совокупность дифференциаль-

ных уравнений равновесия (10.3), геометрических (10.6) и физиче-
ских ((10.8) или (10.12)) соотношений образует систему из 15 урав-
нений, в которые входят 6 компонент напряжения, 6 компонент 
деформации и 3 компоненты перемещения. Таким образом, полу-
чается замкнутая система уравнений.  

Соотношения (10.6) выступают в качестве статических гра-
ничных условий. 
 
         10.1.2. Плоская задача 

Существует широкий класс важных в практическом отноше-
нии задач, в которых перемещения, деформации и напряжения за-
висят лишь от двух координат – x и y. Этот класс задач под общим 
названием «плоская задача теории упругости» подразделяется на 
плоскую деформацию и обобщенное напряженное состояние [1, 
13].  

Если в процессе нагружения все точки тела перемещаются 
только параллельно одной плоскости (например плоскости xOy), 
то соответствующее деформированное состояние называется пло-
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ской деформацией. Таким образом, для плоской деформации име-
ем .0),,(),,( === zyyxx uyxuuyxuu  В соответствии с уравнениями 

Коши (10.5), деформации εz, γyz, γzx оказываются равными нулю, а 
из закона Гука (10.10) вытекает, что касательные напряжения τyz и 
τzx также равны нулю. Остальные компоненты деформации и на-
пряжения являются функциями только координат x и y. 

Если же тонкая пластинка, параллельная плоскости xOy, на-
гружена объемными и поверхностными (только по контуру) сила-
ми, параллельными ее плоскости и равномерно распределенными 
по толщине, то такое напряженное состояние называется обоб-
щенным плоским напряженным состоянием. 

В этом случае можно пренебречь компонентами напряжения 
zxyzz ττσ ,, , а xyyx τσσ ,, считать постоянными по толщине 

;0=τ=τ=σ zxyzz  

).,();,();,( yxyxyx xyxyyyxx τ=τσ=σσ=σ  

Из закона Гука (10.7) имеем, что при обобщенном плоском 
напряженном состоянии деформации сдвига 0=γ=γ zxyz , а осталь-

ные компоненты деформации представляются как функции только 
координат x и y. 

Выпишем основные уравнения теории упругости примени-
тельно к плоской задаче. Из трех дифференциальных уравнений 
равновесия (10.1) остаются два; в матричной записи они имеют 
вид 

{ } { } { } ,0=+
∂
σ∂

+
∂
σ∂ R

yx
yx    (10.14) 

где { } { } { } .;;
Y
X

R
y

xy
y

yx

x
x =

σ

τ
=σ

τ
σ

=σ  

Для напряжений в наклонных площадках из (10.2) имеем  
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Матричная форма статических граничных условий будет 
{ } { } { } ,mlp yx σ+σ=    (10.16) 

где { } νν= yx ppp . 

Из уравнений Коши (10.5) остаются только три соотношения 
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Обозначив для плоской задачи  
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соотношения (10.17) с учетом (10.18) принимают как и (10.6) вид  
{ } { }{ }uL=ε . 

Однако в этом случае  значение матриц { } { } { }uL ,,ε  берется 
из (10.18). 

Из условия совместности деформаций (10.7) остается только 
одно соотношение 
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∂
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Закон Гука по-прежнему можно записать в форме (10.8) 
{ } { }{ }σΦ=ε  или в форме (10.12) { } { }{ }εκ=σ , где { } xyyx τσσ=σ . 

При этом для плоской задачи имеем 
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а для обобщенного плоского напряженного состояния  
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Как отмечалось ранее [1, 13], в случае плоской деформации 
нормальное напряжение σz отлично от нуля, но оно не имеет само-
стоятельного значения, поскольку выражается через σx и σy  

).( yxz σ+σμ=σ  

Точно так же в обобщенном плоском напряженном состоянии 
деформация εz может быть найдена через εx и εy 

).(
1

1
yxz ε+ε

μ−
−=ε  

Решение плоской задачи теории упругости удобно выполнять 
в напряжениях [1]. При постоянных объемных силах X и Y оно 
сводится к отысканию некоторой функции φ(x,y), удовлетворяю-
щей бигармоническому уравнению 
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Напряжения вычисляются через функцию φ(x,y) посредством 
формул 
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Кроме того, полученные решения должны быть удовле-
творены еще граничным условиям (10.2) на боковой поверх-
ности. 
       10.2. Основные понятия метода конечных элементов 
        10.2.1. Дискретизация тела 

Метод конечных элементов является мощным современным 
средством приближенного решения разнообразных задач матема-
тической физики, ориентированным на эффективное использова-
ние ЭВМ. В задачах теории упругости он позволяет распространить 
принципы расчета стержневых систем на случай непрерывных тел и 
сложных конструкций. С другой стороны, его можно трактовать 
как специфическую форму метода Рэлея – Ритца, что дает ключ к 
теоретическому обоснованию метода конечных элементов. 

Рассмотрим тело, которое 
нагружено произвольной на-
грузкой. С помощью секущих 
плоскостей (или криволиней-
ных поверхностей) разобьем 
его на отдельные части (рис. 
47). Получаемые подобласти 
имеют хотя и малые, но все же 
конечные размеры, откуда и 
происходит их название «ко-
нечные элементы». 

Рис. 47. Пример разбиения на эле-
менты двумерного тела и нумера-
ция узлов 
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Таким образом, непрерывное тело представляется в виде сово-
купности конечных элементов, жесткостные свойства каждого из 
которых рассматриваются затем независимо от остальных. На гра-
ницах между конечными элементами выбираются некоторые точ-
ки – узлы; перемещения узлов в направлении координатных осей (а 
иногда и производные от перемещений) принимаются в качестве 
основных неизвестных. Такое решение в строительной механике 
называют методом перемещений. Существует разновидность ме-
тода конечных элементов, в которой в качестве основных неиз-
вестных принимают силы взаимодействия между элементами  (ме-
тод сил); возможна также смешанная формулировка. 

Поскольку за основные неизвестные принимаются узловые 
перемещения, то  этот метод может быть легко реализован для 
стержневых систем. Для случая непрерывных (сплошных) тел воз-
никает целый ряд затруднений, которые можно преодолеть лишь с 
помощью некоторых введенных гипотез. 

Прежде всего встает вопрос о том, как найти перемещения (а 
следовательно, деформации и напряжения) внутри каждого конеч-
ного элемента, зная перемещения принадлежащих ему узлов. Для 
случая стержневых систем расчет может базироваться на исполь-
зовании технической теории растяжения, изгиба и кручения бруса, 
которая позволяет выразить перемещения и напряжения в любом 
сечении бруса через узловые перемещения. Для сплошного тела эта 
задача может быть решена только приближенно, если сделать те 
или иные предположения о характере поля перемещений в элемен-
те. Точнее, необходимо выбрать некоторые  функции, которые 
смогли бы  аппроксимировать поле перемещений внутри конечно-
го элемента по известным узловым перемещениям. Выбор аппрок-
симирующих функций является одним из наиболее ответственных 
и важных этапов в методе конечных элементов. Заметим, что такая 
функция не может являться единственно возможной, так как это 
зависит также от погрешности вычисления, возможности вычис-
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ления концентраторов напряжений и т. д6. Если такой выбор сде-
лан, то, как будет показано ниже, деформированное и напряжен-
ное состояние элемента будет однозначно определяться узловыми 
перемещениями. Поэтому под конечным элементом следует пони-
мать не просто некоторую малую область тела, а область тела 
в совокупности с заданными в ней аппроксимирующими функция-
ми. 

Вторая трудность возникает при объединении конечных эле-
ментов в единую систему (для всего тела). Если бы мы рассчитыва-
ли стержневые конструкции, то объединение производилось бы пу-
тем составления уравнений равновесия для узловых точек, в кото-
рых конструктивные элементы соединяются друг с другом. В 
сплошном теле число точек соединения между узловыми точками 
бесконечно. Поэтому, задаваясь распределением перемещений 
внутри каждого  конечного элемента, тем самым задаем и распре-
деление напряжений во всех его точках, в том числе и в узловых. 
Однако на границах раздела смежных элементов напряжения, най-
денные для каждого из них независимо, не будут совпадать. Сле-
довательно, не будет обеспечено выполнение условий равновесия 
на всей поверхности раздела конечных элементов. 

Чтобы обойти возникшее затруднение, можно напряжения, 
действующие по границе каждого элемента, условно заменить эк-
вивалентными сосредоточенными узловыми силами; тогда уравне-
ния равновесия узловых сил в направлении узловых перемещений 
(или координатных осей) могут быть составлены обычным обра-
зом (как равенство нулю суммы проекций узловых сил на выбран-
ное направление).  

При этом для каждого элемента эквивалентные узловые силы 
определяются из условия: производимая ими на узловых перемещени-

                                                 
6 В работе [16] только для 9 различных типов конечных элементов при-
водится свыше 20 аппроксимирующих функций. 
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ях работа должна равняться работе действительных напряжений 
на перемещениях точек граничной поверхности элемента. 

Еще одна трудность связана с нагружением упругого тела 
распределенными поверхностными и объемными силами. Эти силы 
могут быть учтены также заменой их на эквивалентные   узловые 
силы, если их работа на действительных перемещениях будет рав-
на работе узловых сил на соответствующих узловых перемещени-
ях. 

После введения указанных упрощений тело можно рассматри-
вать как дискретную систему, т. е. как совокупность элементов, 
соединенных между собой в узловых точках. Разбиение конструк-
ции на подобласти и выбор аппроксимирующих функций для каж-
дой из них можно осуществить различными способами. При этом 
должны быть учтены особенности геометрии тела и обеспечена 
хорошая аппроксимация перемещений, деформаций и напряжений 
для всего тела в целом. В этом случае решение, полученное по ме-
тоду конечных элементов, будет в пределе (при уменьшении раз-
меров элементов) стремиться к точному. 
 
        10.2.2. Типы конечных элементов 

При решении задачи методом конечных элементов использу-
ются конечные элементы различных типов. 
Простейшим среди элементов является одномерный элемент. Схе-
матически он обычно изображается в виде отрезка (рис. 48, а), хотя 
и имеет поперечное сечение. Площадь поперечного сечения может 
изменяться по длине, но во многих встречающихся задачах она счи-
тается постоянной. 

Наиболее часто такой элемент используется в одномерных за-
дачах распространения тепла и в задачах строительной механики 
при расчете стержневых систем. 

Простейший одномерный элемент имеет два узла, по одному 
на каждом конце. Элементами более высокого порядка являются 
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трехузловые (квадратичные) и четырехузловые (кубические)7. На 
рис. 48, б и в) изображены такие элементы. Одномерный элемент 
может быть криволинейным (рис. 48, в) при условии, что длина ду-
ги входит в уравнения, определяющие элементы. При построении 
дискретной модели двумерной области (например плоской задачи 
теории упругости) используются два основных семейства элемен-
тов: треугольники и четырехугольники. Стороны линейных элемен-
тов каждого семейства представляют собой прямые линии (рис. 49, 
а).  

Квадратичные и кубические элементы могут иметь как прямо-
линейные, так и криволинейные стороны или те и другие. Возмож-
ность моделирования криволинейных границ достигается добавле-
нием узлов в середину сторон элементов. Оба семейства элементов 
могут быть использованы одновременно внутри области, если толь-
ко они имеют одинаковое число узлов на стороне (см. рис. 49, в). 
                                                 
7 Как будет показано ниже, название конечных элементов (квадратичное 
или кубическое) определяется видом аппроксимирующей функции. 

 
 

Рис. 48. Одномерные ко-
нечные элементы: а – ли-
нейный двухузловой;  
б – квадратичный трехуз-
ловой; в – кубический че-
тырехузловой 

Рис. 49. Некоторые двумерные конечные эле-
менты: а – треугольный, 3 узла; б – прямо-
угольный, 4 узла; в – криволинейный тре-
угольный, 6 узлов; г – сочетание элементов 
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Толщина элемента может быть или постоянной, или являться функ-
цией координат. 

Наиболее часто встречающимися трехмерными элементами 
являются тетраэдр и параллелепипед (рис. 50). В обоих случаях ли-
нейные элементы ограничены прямолинейными сторонами (плоско-
стями), тогда как элементы более высокого порядка могут иметь в 
качестве границ криволинейные поверхности. При разбиении трех-
мерного тела трудно наглядно представить расположение элементов 
в дискретной модели, поэтому более желательным из этих двух ти-
пов элементов является параллелепипед.  

На рис. 51 показан другой вид элементов, которые использу-
ются при рассмотрении осесимметричных тел. Эти элементы по-
добны двумерному треугольнику и позволяют учесть изменение 
напряжений или деформаций вдоль третьей координаты. 

Действительно, в случае симметричной задачи, к которой сво-
дится расчет, например, днища поршня бензинового двигателя, 
втулки и клапана, конечно-элементная модель образуется поворо-
том на 360º треугольника (см. рис. 51) или прямоугольника, являясь, 
таким образом, телом вращения. Важно подчеркнуть, что осесим-

 
 

Рис. 50. Некоторые трехмерные конечные 
элементы: а – параллелепипед, 8 узлов;  
б – тетраэдр, 10 узлов; в – пентаэдр, 15 узлов 

Рис. 51. Осесиммет-
ричный конечный эле-
мент (трехузловой ли-
нейный кольцевого 
типа) 
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метричные задачи относятся к классу двумерных, так как перемен-
ными служат только две координаты r и x, хотя аппроксимируемая 
область является пространственной.  

После выбора в соответствии с классом задачи типа элемента 
производится разбиение тела на элементы и нумерация элементов и 
их узлов. На рис. 52 приведен пример разбивки меридионального 
сечения клапана на элементы треугольного типа. При разбиении 
тело сначала делится на зоны с каким-либо характерным признаком 
(особенностью геометрии, нагружения, свойствами материала и т. 
д.) 

Равномерное разбиение, когда все 
элементы  имеют одинаковую форму и 
размеры, обычно не проводится, пото-
му что при решении задач механики 
твердого тела необходимо учитывать 
концентрацию напряжений, темпера-
турные градиенты и т. п. Так, напри-
мер, при расчете днища головки ци-
линдров потребуется более мелкая раз-
бивка в районах межклапанных пере-
мычек и отверстия под форсунку. Точ-
но так же при расчете поршня потре-
буется более мелкая разбивка на ко-
нечные элементы в районе кольцевых 

канавок. Возможность варьировать размеры элемента – важное дос-
тоинство метода конечных элементов. Наиболее простой способ 
существенного изменения размеров элементов заключается в при-
менении четырехугольных подобластей с неравным числом узлов 
на противоположных сторонах.  
 
 

 
Рис. 52. Разбивка на конеч-
ные элементы треугольного 
типа меридионального се-
чения клапана 
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       10.2.3. Перемещения, деформации и напряжения  
        в конечном элементе 

Рассмотрим типовой конечный элемент упругого тела, имею-
щий узлы i, j, …. Обозначим через vi, vj,… матрицы перемещений 
соответствующих узлов. Количество элементов в этих матрицах 
зависит от характера задачи. Так, в случае пространственной зада-
чи матрица vr обычно включает в себя три компоненты: 

{ } ,

rz

ry

rx

r

v
v
v

v =  

где vrx, vry, vrz – проекции перемещений узла r на координатные оси 
x, y, z (рис. 53). 

В плоской задаче компонентами 
матрицы {vr} будут vrx, vry. В некоторых 
конечных элементах матрицы {vr} со-
держат помимо линейных также и угло-
вые перемещения или производные от 
перемещений. Все узловые перемеще-
ния элемента образуют матрицу-
столбец8 

{ } ....}{}{ ji
e vvv =  

Рассмотрим теперь произвольную точку внутри элемента. 
Перемещения этой точки в направлении координатных осей обра-
зуют матрицу-столбец, которую обозначим {u} 

{ } ,

z

y

x

u
u
u

u =  

                                                 
8 В матрице {ve} индекс «e» означает, что данный параметр относится к 
единичному конечному элементу. 

Рис. 53. Трехмерный 20-
узловой конечный элемент 
в общей системе координат 
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где ux, uy, uz – смещение рассматриваемой точки в направлении 
осей x, y, z (см. рис. 53). 

В плоской задаче матрица {u} содержит два элемента. Под-
черкнем, что компоненты матрицы {u} представляют собой функ-
ции координат. 

Как говорилось выше, в методе конечных элементов принима-
ется допущение, согласно которому перемещения всех точек эле-
мента однозначно определяются его узловыми перемещениями. В 
матричных обозначениях это означает существование равенства 

{ } { }{ }.evu α=    (10.24) 
Здесь {α} – прямоугольная матрица, в которой количество строк 

равно числу компонент матрицы {u}, а количество столбцов – числу 
компонент матрицы {ve}. Элементами матрицы {α} являются некоторые 
функции координат (аппроксимирующие функции). Выбор подходя-
щих функций, как отмечалось ранее, представляет собой важный этап 
в методе конечных элементов. Для некоторых элементов этот вопрос 
будет рассмотрен ниже. На данном этапе изучения теоретических ос-
нов метода конечных элементов будем предполагать, что аппроксими-
рующие функции нам уже известны. 

Воспользовавшись формулами Коши, можно выразить деформа-
ции в каждой точке конечного элемента через его узловые перемеще-
ния. По формуле (10.6) имеем {ε}={L}{u}, что с учетом (10.24) дает  
{ε}={L}{α}{ve}. Эту связь между {ε} и {ve} будем записывать в виде 

{ } { } },{ evβ=ε    (10.25) 
где через {β} обозначена прямоугольная матрица 

{ } { } }.{α=β L     (10.26) 
Число строк матрицы {β} равно числу компонент матрицы 

{ε}. 
В общем случае пространственного тела, когда матрица {u} 

содержит три компонента ux, uy, uz, из зависимости (10.24) сле-
дует, что матрицу {α} можно представить в виде 
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=α     (10.27) 

В этой записи αx, αy, αz – матрицы-строки, элементами кото-
рых являются известные аппроксимирующие функции. Матрич-
ный оператор {L} дается в этом случае выражением 

{ } { }{ } .

}{}{

}{}{

}{}{
}{

}{
}{

}{

}{
}{

0
0

0
00

00
00

zx

zy

yx
z

y
x

xz
yz

xy
z

y
x

L

xz

yz

xy

z

y

x

z

y

x

∂α∂+∂α∂

∂α∂+∂α∂

∂α∂+∂α∂
∂α∂

∂α∂
∂α∂

=

α

α
α

∂∂∂∂
∂∂∂∂

∂∂∂∂
∂∂

∂∂
∂∂

=α=β  (10.28) 

В плоской задаче компонентами {u} будут перемещения ux, 
uy, а матрица {α} имеет соответственно две строки 

{ } .
}{
}{

y

x

α
α

=α    (10.29) 

Матрица {L} в этом случае определяется выражением 

{ } { }{ } .
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=α=β  (10.30) 

Воспользуемся далее законом Гука в так называемой форме 
Ляме (обратная форма закона Гука) {σ}={κ}{ε}, где {σ} – матри-
ца-столбец напряжений; {κ} – матрица упругих постоянных. Под-
ставляя сюда соотношение {ε}={β}{ve}, имеем: 

{ } { }{ }{ }.evβκ=σ    (10.31) 
Формулы (10.24), (10.25), (10.31) показывают, что при извест-

ной матрице аппроксимирующих функций {α} напряженное и де-
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формированное состояние конечного элемента однозначно определя-
ется узловыми перемещениями {ve}. 
 
        10.2.4. Матрица жесткости конечного элемента 

Рассмотрим упругое равновесие деформированного конечного 
элемента. Внешними нагрузками для него являются напряжения, 
возникающие на его границе в результате взаимодействия со смеж-
ными элементами, объемные силы {R} и, возможно, поверхностные 
нагрузки {p} (если часть его поверхности совпадает с поверхно-
стью, ограничивающей тело). Предположим, что узловые перемеще-
ния {ve} получили произвольные бесконечно малые приращения, 
определяемые матрицей 

{ } ....}{}{ ji
e vvv δδ=δ  

Поскольку перемещения {u} точек элемента связаны с узло-
выми перемещениями равенством {u}={α}{ve}, то они получат 
приращения {δu}={α}{δve}. Работу внешних нагрузок на переме-
щениях {δu} обозначим через δAe, а изменение потенциальной энер-
гии деформации конечного элемента – через δUe. Согласно прин-
ципу возможных перемещений должно выполняться равенство 
δUe= δAe . 

Заменим напряжения, определяемые (10.8) на поверхности 
элемента эквивалентными им сосредоточенными узловыми силами, 
действующими в направлении узловых перемещений: 

{ } ,...}{}{ e
j

e
i

e PPP =  

где ...}{}{ e
j

e
i PP  – матрицы сил для узлов i, j, … .  

Объемные {R} и поверхностные {p} силы также заме-
ним эквивалентными узловыми силами  

{ } { } { } ....~~~ e
j

e
i

e PPP =  
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Силы { } { }ee PP ~
+  будем  считать эквивалентными дейст-

вительным нагрузкам, если их работа на перемещениях {δve} 
равна δAe, т. е. если выполняется равенство 

{ } { } { }( ).~т eeee PPvA +δ=δ    (10.32) 
Подсчитаем теперь изменение потенциальной энергии δUe, 

если узловые перемещения получили бесконечно малые переме-
щения { } ....}{}{ ji

e vvv δδ=δ  Так как деформации связаны с уз-

ловыми перемещениями {ve} соотношением {ε}={β}{ve}, то 
изменение узловых перемещений вызовет приращение деформа-
ций 

{ } { } }.{ evδβ=δε    (10.33) 
Поскольку вариация удельной потенциальной энергии де-

формации определяется как [1] { } { }σδε=δ тW , то, проинтегрировав 
по всему объему конечного элемента τe, окончательно имеем: 

{ } { } ,т τσδε=τδ=δ ∫∫
ττ

dWdU
ee

e  

где τe – объем, занимаемый конечным элементом. 
Подставив в подынтегральное выражение (10.31) и (10.33), 

получим: 

{ }{ }( ) { }{ }{ } .т
τβκδβ=δ ∫

τ

dvvU eee

e

 

В силу постоянства элементов матриц {δve} и {ve} их можно 
вынести за знак интеграла 

{ } { } { }{ } { }.тт eee vdvU
e

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τβκβδ=δ ∫

τ

 

Выражение, заключенное в квадратные скобки, представляет 
собой квадратную матрицу (в силу перемножения матриц {β}т и 
{β}). Ее элементы получаются интегрированием элементов сим-
метричной матрицы {β}т{κ}{β}. Введем обозначение 
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{ } { } { }{ } .т τβκβ= ∫
τ

dk
e

e    (10.34) 

Тогда выражение для δUe можно представить в виде 

{ } { }{ }.т eeee vkvU δ=δ    (10.35) 
Приравнивая (10.32) к (10.35) и учитывая независимость эле-

ментов матрицы {δve}, получаем: 
{ } { }{ } { } { } { }( )eeeeee PPvvkv ~тт

+δ=δ  
или 

{ }{ } { } { }.~eeee PPvk +=     (10.36) 
Это соотношение связывает узловые силы с узловыми пере-

мещениями, а поэтому матрицу {ke}, определяемую по уравнению 
(10.34), можно назвать матрицей жесткости конечного элемента. 
Из (10.34) следует, что при известной геометрии конечного эле-
мента (интегрирование по τe) и заданных упругих характеристиках 
материала матрица жесткости вполне определяется выбором ап-
проксимирующих функций. 

Матрица узловых перемещений имеет блочную структуру 
(квазиматрица) { } ...}{}{ ji

e vvv δδ=δ , поскольку каждый из ком-

понентов может быть разложен по координатным осям. В 
соответствии с выражением {ε}={β}{ve} матрицу {β} можно так-
же разбить на блоки 

{ } { }{ } ....ji ββ=β  

Тогда на основании (10.34) получим 
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Из этой записи вытекает следующее блочное представление 
матрицы жесткости конечного элемента 

{ }
{ }{ }
{ }{ } ,

..................
...

...
e
jj

e
ji

e
ij

e
ii

e kk

kk

k =    (10.37) 

где  
{ } { } { }{ } .т τβκβ= ∫

τ

dk sr
e
rs

e

   (10.38) 

 
        10.2.5. Понятие о физическом смысле матрицы 
         жесткости 

Для того, чтобы определить физический смысл матрицы же-
сткости, рассмотрим балку на двух опорах (рис. 54, а). Найдем 
вертикальное перемещение точки приложения силы P1 Δ11, ис-
пользуя, например, метод начальных параметров [17]. 

Если принять, что 
момент инерции попереч-
ного сечения балки равен 
J, а модуль упругости ма-
териала балки E, то урав-
нение для определения 
вертикальных перемеще-
ний в произвольной точке 
v может быть записано в 
виде (см. рис. 54,а, где 
кроме приложенной силы  
приведены реакции на левой и правой опорах) 

6
)(

63
2 33

1
00

lxPxPxEJEJEJ −
−+θ+Δ=Δ ,     (а) 

 

Рис. 54. Перемещения от сил: а – первого 
состояния P1; б – второго состояния P2 
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где Δ0, θ0 – начальный прогиб (вертикальное перемещение левого 
конца балки) и начальный угол поворота при x = 0 (из граничных 
условий Δ0 = 0). 

Начальный угол поворота θ0 найдем из граничных условий, 
так как при x = 3l вертикальное перемещение  Δ= 0  

,0
6

)2(
6
)3(

3
2)3(

33
1

0 =−+θ=Δ
lPlPlEJEJ  

откуда получим 
9

5 2

0
lEJ −=θ .  

Подставив в уравнение (а) последовательно x = l и x = 2l, най-
дем вертикальные перемещения в сечениях 1 и 2 соответственно: 

.
18
7;

9
4 3

1
12

3
1

11 EJ
lP

EJ
lP

−=Δ−=Δ   (б) 

Знак минус означает, что вертикальное перемещение проис-
ходит против направления оси y (см. рис. 54, а). 

Если взять абсолютное значение перемещения Δ11  из выра-
жения (б), то из этой формулы можно найти силу, необходимую 

для создания перемещения Δ11: 1131 4
9

Δ=
l
EJP  или ,11111 Δ= kP  

где .
4

9
311 l

EJk =  

Коэффициент k11 называется коэффициентом жесткости 
двухопорной балки в сечении 1. Если положить Δ11= 1, то сила P1 
будет равна k11. Отсюда вытекает физический смысл коэффициен-
та жесткости: k11 есть сила, которую необходимо приложить в се-
чении 1, чтобы прогиб в этом сечении равнялся бы единице. 

Пусть далее к двухопорной балке приложены силы, как пока-
зано на рис. 54. Перемещения Δ11, Δ12, Δ21, Δ22, которые представ-
ляют собой: 
Δ11 – перемещение по направлению силы P1 от действия этой же  
         силы; 
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Δ12 – перемещение по направлению силы P1 от действия силы P2; 
Δ21 – перемещение по направлению силы P2 от действия силы P1; 
Δ22 – перемещение по направлению силы P2 от действия силы P2. 

Работу силы P1 первого состояния на вызванных ею переме-
щениях обозначим A11, а величина ее равна 

.
2

111
11

Δ
=

PA    (в) 

Аналогично работа силы P2 второго состояния на вызванных 
ею перемещениях равна 

.
2

222
22

Δ
=

PA    (г) 

Рассмотрим теперь случай статического нагружения той же 
системы (см. рис. 54) силами P1 и P2 в такой последовательности. 
Сначала к системе прикладывается статически нарастающая сила 
P1 (рис. 55, а). Когда процесс ее статического нарастания закончен 
(прогиб под силой P1 равен Δ11), на систему начинает действовать 
также статически нарас-
тающая сила P2 (см. рис. 55, 
а). 

В процессе нарастания 
силы P2 от нуля до ее ко-
нечного значения сила P1, 
оставаясь постоянной, пе-
ремещается вниз на величи-
ну дополнительного проги-
ба Δ12 и, следовательно, со-
вершает дополнительную 
работу, равную .12112 Δ= PA   

Полная работа сил пер-
вого состояния при после-
довательном нагружении системы силами P1 и P2 с учетом (в) и (г) 
равна 

Рис. 55. Упругая линия балки при дей-
ствии: а – сил первого состояния P1 и 
P2; б – второго состояния P2 и P1  
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.
22 121

222111 Δ+
Δ

+
Δ

= PPPA    (д) 

С другой стороны, можно изменить порядок приложения сил. 
Сначала к системе прикладывается статически нарастающая сила 
P2 (рис. 55, б). Когда процесс ее статического нарастания закончен 
(прогиб под силой P2 равен Δ22), на систему начинает действовать 
также статически нарастающая сила P1 (см. рис. 55, б). В процессе 
нарастания силы P1 от нуля до ее конечного значения сила P2, ос-
таваясь постоянной, перемещается вниз на величину дополнитель-
ного прогиба Δ21 и, следовательно, совершает дополнительную 
работу, равную .21221 Δ= PA  Полная работа сил второго состояния 
(см. рис. 55, б) при последовательном нагружении системы силами 
P2 и P1 с учетом (в) и (г) равна 

.
22 212

222111 Δ+
Δ

+
Δ

= PPPA    (е) 

Так как выполненная работа не зависит от порядка приложе-
ния сил (деформация находится в пределах упругости), то прирав-
нивая друг другу выражения (д) и (е), получаем: 

.212121 Δ=Δ PP    (10.39) 
Таким образом, работа сил первого состояния на перемеще-

ниях по их направлениям, вызванных силами второго состояния, 
равна работе сил второго состояния на перемещениях по их на-
правлениям, вызванных силами первого состояния. 

Этот вывод носит название теоремы о взаимности работ, 
или теоремы Бетти. 

Из (10.39) можно получить другое заключение. Рассмотрим 
два состояния системы. В первом состоянии к системе приложена 
сила P1 =1, а во втором – сила P2 =1 (рис. 56). 

Обозначим перемещения, вызванные единичными силами 
(или моментами) знаком δ – в отличие от перемещений, вызван-
ных силами и моментами, не равными единице, обозначаемых 
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знаком Δ. В соответствии с 
этим перемещение в рассмат-
риваемой системе по направ-
лению единичной силы P2 =1 
(в сечении 2, см. рис. 56, а) в 
первом состоянии (т. е. вы-
званное силой P1 =1) обозна-
чим δ21, а перемещение по 
направлению единичной силы 
P1 =1 (в сечении 1) во втором состоянии (т. е. вызванное силой P2 
=1) – δ12. Из (10.39) получим 

,212121 δ=δ PP  
но так как P1 = P2 =1, то δ12 = δ21 или в общем случае действия лю-
бых единичных сил 

nmmn δ=δ .   (10.40) 
Равенство (10.40) носит название теоремы о взаимности пе-

ремещений (теоремы или принципа Максвелла): для двух единич-
ных состояний упругой системы перемещение по направлению 
первой единичной силы, вызванное второй единичной силой, равно 
перемещению по направлению второй силы, вызванному первой 
силой. 

Таким образом, если на 
двухопорную балку действу-
ют силы P1 и P2 (рис. 
57)(порядок приложения этих 
сил роли не играет), то пере-
мещение сечения 1 под силой 
P1 равно сумме Δ1 = Δ11 + Δ12, 

а сечения 2 под силой P2 – Δ2 =Δ21 +Δ22 (см. рис. 57). Но поскольку 
Δ11=P1δ11;  Δ12 = P2δ12; Δ22 = P2δ22; Δ21=P1δ21, то 

 
Рис. 56. Нагружение балки единич-
ными силами: а – в сечении 1; б – в 
сечении 2 

Рис. 57. Перемещения под дейст-
вием двух сил P1 и P2 
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,
;

2221212

2121111

PP
PP

δ+δ=Δ
δ+δ=Δ

        (10.41) 

где δij (i, j = 1,2) – перемещение в направлении Δi под действием 
единичной силы, направленной по Pj.  

Величины δij, называемые коэффициентами влияния, зависят 
от геометрических параметров балки и от модуля упругости мате-
риала. Действительно, из уравнения (б) найдем 

.
18

7;
9
4 3

2112

3

2211 EJ
l

EJ
l

=δ=δ=δ=δ  

Из рис. 57 следует, что Δ11= (4P1l3)/(9EI); Δ12= (7P2l3)/(18EI); 
Δ21 =(7P1l3)/(18EI); Δ22=(4P2l3)/(9EI). Таким образом суммарное пе-
ремещение под каждой силой равно 
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1 EI
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EI
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lP

+=Δ+=Δ  

Из (10.41) следует, что связь между перемещениями и силами 
в матричной форме 

}.}{{}{ Pv δ=    (10.42) 
Здесь введены матрицы-столбцы сил и перемещений 

,}{;}{
2

1

2

1

Δ
Δ

== v
P
P

P  

а через {δ} обозначена матрица податливости 

.}{
2221

1211

δδ
δδ

=δ  

Если воспользоваться зависимостью (10.42), то суммарные 
вертикальные перемещения точек 1 и 2 (см. рис. 48) будут равны 
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Если принять, что перемещения {v} известны, то из (10.42) 
можно найти силы {P}, вызывающие эти перемещения: 

}.{}{}{ 1 Pv =δ −  

Полагая 1}{}{ −δ=k , придадим последнему равенству вид: 
}.{}}{{ Pvk =  

Введенная здесь матрица {k} имеет размер 2 х 2 и называется 
матрицей жесткости рассматриваемой системы. Согласно теоремы 
Максвелла о взаимности перемещений (10.40) матрица податливо-
сти {δ} является симметричной. Поэтому обратная к ней матрица 
{k} будет также симметричной. В общем случае, когда на произ-
вольное упругое  тело действует система m сил (рис. 58), которую 
представим матрицей-столбцом 

mPPPPP ...}{ 321= . 

Пусть перемещения {v} точек приложения сил {P} (узловые 
точки) в направлении этих сил образуют матрицу 

....}{ 321 mvvvvv =  

Здесь принято, что все перемеще-
ния {v} отличны от нуля. Если в неко-
торых из рассмотренных точек тело 
закреплено, то соответствующие эле-
менты матрицы {v} будут равны нулю. 
Например, если рассмотреть верти-
кальные перемещения сечений балки, 
показанной на рис. 57, то перемещения 
на левой и правой опорах будут равны 
нулю. 

Предположим, что перемещения {v} заданы; тогда силы, не-
обходимые для создания этих перемещений, определятся для ли-
нейно-упругого тела соотношением 

}.}{{}{ vkP =    (10.43) 

 
Рис. 58. Нагружение 
упругого тела произ-
вольной системой сил 
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Матрица {k}, связывающая силы {P} с соответствующими им 
перемещениями {v}, называется матрицей жесткости рассматри-
ваемого тела. 

Представим (10.43) в развернутом виде 
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1

=        (10.44) 

и выпишем i-ю строку этого матричного равенства 
.......}{ 2211 mimjijiii vkvkvkvkP +++++=   (ж) 

Физический смысл коэффициента kij можно выяснить, полагая 
перемещения в равенстве (ж) vj= 1, а все остальные перемещения 
равными нулю; тогда получим Pij= kij. 

Отсюда следует, что коэффициент жесткости kij представляет 
собой силу, возникающую в узловой точке i, когда перемещение vj 
равно единице, а все остальные перемещения равны нулю. Иначе 
говоря, если закрепить тело во всех узлах, кроме узла j, и прило-
жить такую силу Pj, чтобы перемещение vj равнялось единице, то 
реакция на тело в узловой точке j будет равна kij (при этом величи-
на самой силы Pi определит значение коэффициента kij ). 

Применяя теорему Бетти (10.39) о взаимности работ внешних 
сил, можно показать, что матрица жесткости всегда симметрична. 

Если силы Pi имеют произвольные направления, то удобно 
разложить эти силы по координатным осям x, y, z  и ввести для ка-
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ждого узла i матрицу-столбец сил iziyixi PPPP =}{ . Тогда vj будет 

также матрицей-столбцом, элементы которой – перемещения узла 
i по координатным осям: iziyixi vvvv =}{ . Связь между силами и 

перемещениями по-прежнему можно определять соотношением 
вида (10.44), только элементами {kij} матрицы {k}, которая теперь 
уже является квазиматрицей (блочной матрицей). Заметим, что 
элементами этой блочной матрицы будут квадратные подматрицы 
размером 3 × 3.  
 
        10.2.6. Учет внеузловой нагрузки 

Выведем теперь зависимость для вычисления матрицы }{ eP , 
которая определяет узловые силы, эквивалентные объемным и по-
верхностным силам. Рассмотрим такой конечный элемент, часть 
поверхности которого совпадает с внешней поверхностью, огра-
ничивающей тело. 

Придадим узловым перемещениям конечного элемента {ve} 
возможные бесконечно малые приращения {δve}. Как известно, 
приращения перемещений {δu} точек внутри конечного элемента 
определяются при этом формулой }}{{}{ evu δα=δ . Вычислим ра-

боту eA~δ  объемных сил {R}, действующих на некоторой поверх-
ности τe, а также поверхностных сил {p}, действующих на некото-
рой поверхности ωe, на перемещениях {δu}. Поскольку матрицы 
{R}, {p} и {δu} – матрицы-столбцы, то для их перемножения не-
обходимо транспонировать матрицу {δu} и проинтегрировать9 по-
лученные значения на поверхности τe и по объему ωe: 

∫∫
ωτ

ωδ+τδ=δ
ee

dpudRuAe .}{}{}{}{~ тт   (а) 

                                                 
9 Интегрировать здесь необходимо потому, что в общем случае {R}, {p} и 
{δu} могут изменяться внутри элемента. 
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Внося в зависимость (а) значение }}{{}{ evu δα=δ , получим: 

.}{}{}{}{}{~ ттт
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ωα+ταδ=δ ∫∫

ωτ ee

dpdRvA ee   (б) 

Поскольку узловые силы }{ eP должны быть эквивалентны 
объемным и поверхностным силам, то их работа на узловых пере-
мещениях  

}~{}{~ т eee PvA δ=δ     (в) 
должна быть равна действительной работе объемных и поверхно-
стных сил на соответствующих перемещениях или равна (б) 

.}{}{}{}{}{}~{}{ тттт
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ωα+ταδ=δ ∫∫

ωτ ee

dpdRvPv eee  

Это приводит к равенству 
.}{}{}{}{}~{ тт ∫∫

ωτ

ωα+τα=
ee

dpdRP e    (10.45) 

Учитывая, что матрица {ve} – квазиматрица или имеет блоч-
ную структуру ...}{}{}{ ji

e vvv = (каждый компонент такой матри-

цы определяет перемещения по трем направлениям x, y, z), в соот-
ношении }}{{}{ evu α= матрица {α}10 также может быть представ-
лена в блочном виде (в зависимости от числа узлов) 

...}{}{}{ ji αα=α . Тогда узловые силы }{ eP  также можно пред-

ставить в блочном виде 

,...}~{}~{}~{ e
j

e
i

e PPP =  

где  
...).,,(}{}{}{}{}~{ тт jirdpdRP

ee
rr

e
r =ωα+τα= ∫∫

ωτ

 (10.46) 

                                                 
10 Заметим, что вид матрицы {α} нами пока не определен. 
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Формула (10.46) определяет вклад, который вносит каждый 
конечный элемент в эквивалентные силы в узле r. Аналогично 
приводятся к узловым силам нагрузки, приложенные к другим ко-
нечным элементам (с учетом их расположения – внутри или на 
поверхности упругого тела). Суммируя вклады отдельных элемен-
тов, найдем для каждого узла r матрицу  

∑=
r

e
rr PP }~{}~{ .     (10.47) 

Здесь знак ∑
r

означает суммирование по всем элементам, сходя-

щимся в узле r.  
Заметим, что в случае равномерно распределенных объемных 

и поверхностных сил внеузловая нагрузка может учитываться до-
вольно просто введением матрицы уравновешивающих сил – мат-
рицы, которая содержит реакции на элемент от действия внеузло-
вой нагрузки при полном закреплении узлов. Так, например, для 
треугольного плоского элемента толщиной h от объемных сил в 
каждом из трех узлов по соответствующему направлению прикла-

дывается сила ρ= hFR ee

3
1~  , где Fe – площадь конечного элемента; 

ρ – его плотность. 
Для такого же элемента, у которого на некоторой грани i-j 

действует равномерно распределенная нагрузка q, внеузловые си-

лы в узлах i и j будут равны 
2
ql , где l – расстояние между узлами i 

и j. Если в узле сходятся несколько элементов, то узловые силы от 
каждого из них суммируются.  
 
        10.2.7. Определение узловых перемещений 

После выполнения дискретизации упругого тела можно те-
перь составить уравнения равновесия узлов и прийти к системе 
уравнений относительно перемещений }{...}{}{}{ 21 nvvvv = , где n – 
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общее число узлов при принятой схеме дискретизации. Если в уз-
лах тела приложены сосредоточенные силы, то из них можно об-
разовать матрицу }{...}{}{}{ 21 nPPPP = . Типовой элемент {Pr} этой 

матрицы представляет собой подматрицу сил, действующих в узле 
r в направлении перемещений vr. 

Узловые силы, эквивалентные внеузловой нагрузке, также 

объединим в матрицу }~{...}~{}~{}~{ 21 nPPPP = . Отметим, что {Pi} мо-

жет также являться матрицей, если узловые силы раскладываются 
на направление координатных осей. 

Уравнение равновесия для каждого узла составляются теперь 
согласно соотношению (10.48). Объединяя все эти уравнения, по-
лучим зависимость между внешними узловыми силами и узловы-
ми перемещениями в виде 

}.~{}{}}{{ PPvK +=    (10.48) 
Здесь {K} – матрица жесткости всего тела, которая может быть 
представлена в форме 

}{...}{}{
..........................

}{...}{}{
}{...}{}{

}{

21

22221

11211

nnnn

n

n

kkk

kkk
kkk

K =    (10.49) 

Типовая подматрица ∑=
e

e
rzrz kk }{  получается, как и прежде, 

суммированием подматриц }{ e
rsk  по всем конечным элементам, 

содержащим одновременно узлы r и s.  
Составление матрицы жесткости упругого тела поясним на 

простейшем примере. Пусть плоская область (рис. 59) разделена 
нами на четыре конечных элемента a, b, c, d. Номера узлов обозна-
чены цифрами (1, 2, 3, 4, 5). 
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В соответствии с п. 
10.6 запишем матрицы же-
сткости отдельных конеч-
ных элементов из выделен-
ной группы в блочном виде. 
Напомним, что {kij} пред-
ставляет собой силу, возни-
кающую в узловой точке i, 
когда перемещение vj равно 
единице, а остальные  – нулю. Поэтому для плоской задачи под-
матрица {kij} имеет порядок 2×2, для трехмерной – 3×3. В общем 
виде имеем 
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В написанных матрицах цифры сбоку и снизу определяют 
номера узлов каждого элемента, если обход проводится против 
хода часовой стрелки, начиная с наименьшего номера. В общем 
случае обход проводится, как уславливаются заранее.  

Матрица  (квазиматрица) жесткости всего тела (см. рис. 59) в 
соответствии с общим числом узлов имеет в блочной записи поря-

 
Рис. 59. Плоское тело, состоящее 
из четырех конечных элементов 
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док 5×5. Суммируя подматрицы отдельных конечных элементов, 
имеющих одинаковые индексы, получим: 
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Дадим некоторые пояснения к формированию приведенной 
выше матрицы жесткости системы (см. рис. 59). Узел 3 является 
общим для всех четырех конечных элементов. Поэтому подматри-
ца {k33} будет суммой соответствующих подматриц всех четырех 
элементов. Узел 1 принадлежит элементам a и b, вследствие чего 

}{}{}{ 111111
ba kkk +=  . Узел 2 принадлежит элементам a и d, вследст-

вие чего }{}{}{ 222222
da kkk += и т. д. Наконец, такие узлы, как 1 и 4 , 2 

и 5 непосредственно не связаны между собой ни одним из элемен-
тов, поэтому {k14}= 0; {k25}= 0. 

В уравнении (10.48) матрицу узловых перемещений {v} раз-
делим на две подматрицы 

.
}{
}{

}{
β

α=
v
v

v  

В подматрицу {vβ} включаются известные из граничных ус-
ловий перемещения; все неизвестные перемещения составляют 
подматрицу {vα}. Аналогично представляются и матрицы сил 

.
}~{

}~{~;
}{
}{

β

α

β

α ==
P

P
P

P
P

P  

Если заданные перемещения {vβ}= 0, то придем к уравнению  
}~{}{}}{{ ααααα += PPvk ,    (10.50) 
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решение которого дает матрицу неизвестных узловых перемеще-
ний. 

Матрица {kαα} получается из матрицы жесткости {K} вычер-
киванием строк и столбцов, соответствующим известным переме-
щениям. После определения узловых перемещений 

}]~{}[{}{}{ 1
αα

−
ααα += PPkv  

по формулам (10.25) и (10.29) можно вычислить деформации и на-
пряжения в каждом конечном элементе. 
 
       10.3. КОНЕЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 
        10.3.1. Плоский треугольный элемент 

В п. 10.2.2  показаны некоторые из конечных элементов для 
решения плоской задачи теории упругости, а также для расчета 
трехмерных тел. Основное различие между ними заключается в 
характере аппроксимации перемещений, а также в способе описа-
ния геометрии. Естественно, что наилучшим способом считается 
выбор таких аппроксимирующих функций, в которых описание 
геометрии и деформации проводится в помощью одних и тех же 
соотношений. Это позволяет построить одно-, дву- и трехмерные 
конечные элементы произвольной конфигурации, обеспечиваю-
щие совместность конечноэлементной модели.  

Рассмотрим простейший конечный элемент, применяемый 
для решения плоской задачи теории упругости – треугольный с 
тремя узлами, расположенными в вершинах треугольника (рис. 
60). Матрицы перемещений для каждого узла состоят из двух ком-
понент11. Так, для узла i имеем  

                                                 
11 Мы не рассматриваем характеристики каждого конечного элемента в 
местной системе координат, а также матрицу преобразования координат 
для перехода к общей системе [16], поскольку в современных вычисли-
тельных комплексах это делается автоматически. В переводной литера-
туре местную систему координат называют локальной, а общую – гло-
бальной. 
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.}{
iy

ix
i v

v
v =  

При составлении матрицы {ve} условимся обходить узлы про-
тив часовой стрелки. Тогда }{}{}{}{ mji

e vvvv = . 

Точки конечного элемента 
получают перемещения ux, uy в на-
правлении осей x, y. Поэтому мат-
рица {u} имеет вид 

.}{
y

x

u
u

u =  

Для получения матрицы {α}, 
связывающей {u} и {ve}, предпо-
ложим, что перемещения ux, и uy в 

пределах конечного элемента аппроксимируются простейшим за-
коном 

,; 654321 yfxffuyfxffu yx ++=++=   (10.51) 

где fr – некоторые постоянные (r = 1, 2, 3, 4, 5, 6).  
В вершинах треугольника перемещения ux, и uy должны сов-

падать с узловыми перемещениями. Это дает шесть уравнений для 
определения постоянных fr (r= 1…6) 
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Решая первую группу уравнений (а), приходим к следующим 
соотношениям  

 
Рис. 60. Треугольный конечный 
элемент в общей системе коор-
динат 
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  (10.52) 

где 
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 (10.53) 

Выражения для f4, f5 и f6 имеют вид 
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  (10.54) 

В выражении (10.52) и (10.54) величина Fe – площадь тре-
угольника ijm (см. рис. 51) и может быть вычислена через коорди-
наты узлов xr и yr (r= i, j, m) с помощью определителя 

.
1
1
1

2

mm

jj

ii
e

yx
yx
yx

F =    (10.55) 

Если раскрыть определитель (10.55), то с учетом (10.53), по-
лучим 

.2 mji
e cccF ++=    (10.56) 

Подставляя (10.52) в  формулы (10.51), получим: 
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    (10.58) 

Формулы (10.57) и (10.58) позволяют найти перемещения ux, 
и uy в любой точке конечного элемента через его узловые переме-
щения xr и yr (r= i, j, m).  

Представим (10.57) и (10.58) в матричной форме 
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где 
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Равенства (б) и (в) перепишем в другой форме, поскольку 
подматрицы {αx} и {αy} можно представить в виде блоков, завися-
щих от координат узловых точек конечного элемента 

,}{}{}{}{;}{}{}{}{ ymyjyiyxmxjxix ααα=αααα=α  (10.59) 

где  
   ;0}{;0}{ ryrrxr ψ=αψ=α   (10.60) 

).,,()(
2

1 mjiryaxbc
F rrrer =++=ψ   (10.61) 

Формулы (10.59) - (10.61) определяют искомую матрицу ап-
проксимирующих функций 
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которую представим в  блочном виде, зависящих от координат уз-
ловых точек  

,}{}{}{}{ mji ααα=α  

где  
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}{ mjir

r

r
r =

ψ
ψ

=α  

Далее по (10.30) вычисляем матрицу {β} 
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С учетом (10.59) - (10.61) получим  
,}{}{}{}{ mji βββ=β  

где  
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F
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er ==β  (10.62) 

В данном случае элементы матрицы {β} не зависят от коор-
динат. Это означает, что деформации (следовательно, и напряже-
ния) в пределах рассматриваемого конечного элемента постоянны, 
а при переходе от одного элемента к другому они изменяются 
скачком. 

Теперь найдем матрицу жесткости элемента, пользуясь фор-
мулой 

.}}{{}{}{ т
τβκβ= ∫

τ

dk
e

e  
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Поскольку матрица {β} представлена в стандартной блочной 
форме, то в соответствии с (10.37), (10.38) для матрицы жесткости 
рассматриваемого треугольного элемента получим 
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где типовая подматрица 
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τβκβ= ∫

τ

dk sr
e
rs

e

 

Подынтегральное выражение не зависит здесь от координат и 
может быть вынесено за знак интеграла. В случае обобщенного 
плоского напряженного состояния рассматриваемый конечный 
элемент представляет собой пластину. Если его толщина постоян-
на и равна he, то объем элемента τe площадью Fe равен Fehe. Таким 
образом, в этом случае 

).,,,(}}{{}{}{ т mjisrhFk sr
eee

rs =βκβ=  (10.63) 

Формулой (10.63) можно воспользоваться для вычисления 
матрицы жесткости конечного элемента гладкой пластины. Эле-
менты типовой подматрицы }{ e

rsk представим в аналитической 

форме. Как известно, для обобщенного плоского напряженного 
состояния матрица упругости имеет вид 
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Подставляя в выражение для }{ e
rsk формулы для отдельных 

подматриц, получаем 
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В работе [12] матрица упругости {κ} представлена в виде 
двух слагаемых 

},{}{}{ GE κ+κ=κ  

где  
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Здесь модуль сдвига G 

)1(2 μ+
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EG . 

Тогда  
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где  
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Подставляя в (d) формулы для отдельных подматриц, получа-
ем 
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Матрицы G
e
rsE

e
rs kk }{,}{  представляют собой вклады, давае-

мые соответственно деформациями от действия нормальных на-
пряжений и деформациями сдвига в матрицу }{ e

rsk . 

Для того чтобы получить матрицу жесткости для случая пло-
ской деформации, следует принять he =1 и заменить в (10.64) и 
(10.67) модуль упругости E на E/(1-μ2), а коэффициент Пуассона  
μ – на μ/(1-μ). 

Перемещения ux и uy, определяемые выражением (10.31), из-
меняются по линейному закону вдоль любой прямой в плоскости 
xy, в том числе по сторонам треугольника. Линейная функция пол-
ностью определяется какими-либо двумя ее параметрами. Значит, 
перемещения ux и uy на каждой стороне треугольника будут одно-
значно определены, если известны их значения в узлах, лежащих 
на соответствующей стороне. Так как узловые перемещения явля-
ются общими для соседних элементов, то при переходе от одного 
элемента к другому перемещения не будут иметь разрыва. Следо-
вательно, треугольные элементы с линейным полем перемещений 
относятся к категории совместных.  

Недостатком рассмотренного элемента считается то, что на-
пряжения в переделах треугольника постоянны, и поэтому для по-
лучения достаточной точности решения часто приходится исполь-
зовать весьма густую сетку (особенно в областях с быстроменяю-
щимся напряженным состоянием). Это может привести к системе 
уравнений слишком высокого порядка и соответственно к чрез-
мерным затратам времени на решение задачи. Тем не менее этот 
элемент широко используется, поскольку он очень прост и позво-



 200

ляет составлять конечно-элементные модели для плоских тел до-
вольно сложной конфигурации (например, шатуна поршневого 
двигателя [18]). 

 
        10.3.2. Совместный прямоугольный элемент 

Рассмотрим прямоугольный четырехузловой плоский элемент 
(рис. 61). Матрица узловых перемещений такого элемента может 
быть записана в виде 
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Для приближенного представления поля перемещений конеч-
ного элемента возьмем функции 

,; 87654321 xyfyfxffuxyfyfxffu yx +++=+++=     (10.69) 

в которых содержится восемь постоянных. Для их определения 
можно так же, как и в случае тре-
угольного элемента, записать в  
каждом узле условия равенства пере-
мещений  перемещения ux и uy их уз-
ловым значениям. Тогда снова поя-
вятся две группы уравнений относи-
тельно неизвестных f1, f2, f3, f4 через 
перемещения vrx (r=i, j, l, m), а  
f5, f6, f7, f8 – через vry. В этом случае 
матрица аппроксимирующей функции }{}{}{}{}{ mlji αααα=α  

будет иметь такие же блоки, как и в случае треугольного элемента 

r

r
r ψ

ψ
=α

0
0

}{ ,   (10.70) 

Рис. 61. Прямоугольный че-
тырехузловой плоский эле-
мент 
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где через ψr обозначены некоторые функции координат. 
В работе [12] показано, что, используя (10.70), ψr можно най-

ти путем подбора. Для этого запишем зависимость }}{{}{ evu α= в 
развернутом виде 

.
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ix

mlji

mlji

y

x

v
v
v
v
v
v
v
v

u
u

ψψψψ

ψψψψ
=   (10.71) 

Из полученного матричного соотношения после перемноже-
ния получим следующее выражение для ux: 

.mxmlxljxjixix vvvvu ψ+ψ+ψ+ψ=               (а) 

Представим, что vix =1, а перемещения остальных узлов равны 
нулю. Тогда из (а) получим, что ux = ψi. Следовательно, ψi – функ-
ция координат x и y, которая дает распределение перемещений в 
конечном элементе при единичном смещении узла i и при непод-
вижных остальных узлах. Обобщая  эти рассуждения, можно ска-

зать, что каждая из функ-
ций ψr дает распределение 
перемещений в конечном 
элементе (рис. 62) при еди-
ничном смещении узла r и 
при неподвижных осталь-
ных узлах. 

Чтобы записать функ-
ции ψr, перейдем к системе безразмерных координат ξ и η, начало 

Рис. 62. Схема деформации конечного 
элемента 
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которой находится в центре масс (точка C) прямоугольника (см. 
рис. 61). Примем 

byyaxx cc /)(2;/)(2 −=η−=ξ ,  (б) 

где a и b – размеры сторон прямоугольника; xc и yc – координаты 
его центра масс. 

Тогда новые координаты ξ и η будут принимать на сторонах 
прямоугольного конечного элемента значения ±1. Так, например, 
для узла i можем записать  

.1)]2/([2

;1)]2/([2;2/;2/

−=
+−

=η

−=
+−

=ξ+=+=

b
byy

a
axxbyyaxx

ii
i

ii
iicic

 

Таким образом, в новой системе ξη узловые точки имеют  ко-
ординаты: ξi=-1; ηi =-1; ξj=1; ηj =-1; ξl=1; ηl =1; ξm=-1; ηm =1. 

Учитывая, что перемещения согласно (10.69) должны изме-
няться по линейному закону вдоль прямых x = const или y= =const, 
можно функции ψr искать в виде произведений (1±ξ)(1±η). Усло-
вия в узлах будут удовлетворены, если в каждой узловой точке 
принять значения ψr (r =i, j, l, m) 

.4/)1)(1(;4/)1)(1(
;4/)1)(1(;4/)1)(1(

η+ξ−=ψη+ξ+=ψ

η−ξ+=ψη−ξ−=ψ

ml

ji   (в) 

Действительно, если, например, в первое соотношение из (в) 
подставить значения ξi=-1 и ηi =-1, то получим из (а) ixx vu =  и т.д. 

Поэтому все эти функции можно записать с помощью одного 
выражения (с учетом того, что ξr и ηr в каждом узле принимают 
значения ±1) 

),,,(4/)1)(1( mljirrrr =ηη+ξξ+=ψ . (10.72) 
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Вычислим далее матрицу }{}{}{}{}{ mlji ββββ=β . По фор-

муле (10.30) имеем 

,
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x
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∂α∂
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=β  

где {αx} и {αy} – соответственно первая и вторая строки матрицы 
{α}. 

Из соотношения (б) получим .)2/(;)2/( dybdydadx =ξ=  

Учитывая блочную структуру матрицы {α} (см. формулу (10.48)), 
для типовой подматрицы {βr}получим: 
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Подставляя в (г) значения ψr из (49), получим 
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 (10.73) 

где  
./)1()(;/)1()( abba rrrrrr ηη+ξ=ηξξ+η=ξ   (10.74) 

Тогда матрица жесткости рассматриваемого конечного эле-
мента для случая обобщенного плоского напряженного состояния: 
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Так же как и в случае треугольного элемента, удобно разбить 

подматрицу .}{}{}{ G
e
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e
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Здесь  
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где матрицы упругих коэффициентов {κE} и {κG} определены ра-
венствами (10.65). Подстановка выражений для {κE}, {βr} и {βs} в 

формулу для E
e
rsk }{  дает  
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Вычислим необходимые интегралы, учитывая (10.74): 
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Аналогично вычисляются интегралы по η от br(η) и от произ-
ведения br(η) bs(η) 
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В итоге для E
e
rsk }{  имеем 
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где через c=b/a – отношение сторон элемента. 
Подобным же образом находим  
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откуда 
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srsrsr

srsrsr
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ηη+ξξηξ
ξηξξ+ηη

=       (10.77) 

В рассмотренном прямоугольнике перемещения ux и uy, опре-
деляемые формулой (10.69), изменяются  по линейному закону 
вдоль прямых x = const или y = const и, в частности, вдоль его сто-
рон. Рассуждая так же, как и в случае треугольных элементов, за-
ключаем отсюда, что введенные выше прямоугольные конечные 
элементы являются совместными. Заметим, что они совместны 
также с треугольными элементами, так как перемещения вдоль 
сторон изменяются по линейному закону. 

Треугольные и прямоугольные конечные элементы одни из 
простейших. Однако прямоугольный конечный элемент при оди-
наковом числе узлов (т. е. при одинаковом порядке полученных 
уравнений) дает более точное решение, чем при идеализации тела 
прямоугольными элементами. Однако с помощью одних только 
прямоугольников можно идеализировать лишь такие области, ко-
торые ограничены прямыми линиями, параллельными осям x и y. 
Для более сложных областей можно использовать прямоугольные 
элементы в сочетании с треугольными, но это усложняет подго-
товку исходных данных. Поэтому для расчета тел произвольной 
формы обычно применяют конечные элементы в виде четырех-
угольников произвольной формы. 

В работе [13] показано, что прямоугольный конечный эле-
мент дает заниженное значение при определении углов поворота, 
т. е. является слишком жестким. Источником чрезмерной жестко-
сти конечного элемента при изгибе является появление деформа-
ций сдвига γxy, которые в точном решении равны нулю. Для удов-
летворительного решения необходимо увеличить количество ко-
нечных элементов или использовать так называемый несовмест-
ный элемент [13]. При составлении конечно-элементной модели 
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сложной формы часто приходится использовать разнообразные 
конечные элементы [19…22], поскольку аппроксимировать детали 
сложной формы  простей шимми элементами часто не удается. 
Достаточно подробно об этом можно прочитать в книге [16]/  

 
        10.3.3. Четырехузловой изопараметрический элемент 

Часто приходится рассматривать четырехугольный конечный 
элемент произвольной формы (рис. 63). Построим систему ап-
проксимирующих функций, обеспечивающих совместность эле-
ментов. Как было показано ранее, для этого необходимо, чтобы 
вдоль каждой стороны элемента перемещения ux и uy изменялись 
по линейному закону. 

Введем вспомогательный квадрат со стороной, равной 2, и 
отнесем его к системе безразмерных координат ξ и η, начало кото-
рой помещается в середине квадрата (см. рис. 63, б). На сторонах 
квадрата переменные ξ и η принимают значения ±1. Пусть требу-
ется аппроксимировать в пределах какую-либо функцию Φ(ξ,η), 
для которой известны ее значения Φi, Φj, Φl, Φm в угловых точках. 
Для квадратного конечного элемента (см. рис. 63, б) такую ап-
проксимацию мы уже проводили с помощью функций (10.72) 

),,,(4/)1)(1( mljirrrr =ηη+ξξ+=ψ , 

 
Рис. 63. Четырехузловой изопараметрический элемент: а – 
произвольной формы; б – квадрат со стороной, равной 2 
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которые уже использовались ранее для аппроксимации перемеще-
ний в плоском треугольном конечном элементе. Функция ψr, опре-
деляемая таким образом, принимает единичное значение в узле r и 
обращается в нуль во всех остальных узлах, изменяясь вдоль сто-
рон квадрата по линейному закону. Функции ψr называют иногда 
функциями формы [23].  

Выражение 

ml

ji
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         (10.78) 

дает такую аппроксимацию функции Φ, которая удовлетворяет 
граничным условиям в узловых точках. При этом Φ(ξ, η) изменя-
ется по линейному закону вдоль прямых ξ =const или η =const, в 
том числе вдоль сторон квадрата. 

Подставим теперь в соответствие каждой точке квадрата не-
которую точку исходного четырехугольника, полагая ),( ηξ= xx  и 

),( ηξ= yy . В вершинах четырехугольника функции ),( ηξx  и 
),( ηξy должны совпадать с координатами узлов. Используя свой-

ства аппроксимации (10.78), можно сразу записать искомые зави-
симости: 
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  (10.79) 

Примем, например, ξ=1. Тогда из (10.79) получим 
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  (10.80) 

Эти соотношения определяют уравнение прямой в плоскости 
x,y. При η = -1 имеем jj yyxx == , , а при η = - 1 получим так-

же ll yyxx == , . Следовательно, изменяя η от – 1 до + 1, получаем  

координаты узловых точек, которые ограничивают одну из сторон 
четырехугольника. Рассуждая подобным образом, нетрудно убе-
диться, что формулы (10.79) действительно дают отображение 
квадрата на рассматриваемый четырехугольник.  

Переходя далее к аппроксимации перемещений ,, yx uu выра-

зим их также через переменные ξ, η. Это позволяет получить 
функции с требуемыми свойствами: 
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  (10.81) 

Рассмотрим, например, характер изменения перемещения ux 
вдоль стороны jl, полагая снова ξ=1. Из (10.81) имеем 

.)1(
2
1)1(

2
1

ixixx vvu η++η−=   (10.82) 

Отсюда видно, что во-первых, при η=-1 и η=1 (т. е. в узлах j и 
l) перемещение ux совпадает с jxv  и lxv . Во-вторых, формулы 
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(10.80) и (10.82) определяют в пространстве x,y и ux прямую, за-
данную в параметрическом виде: 

.;; 212121 η+=η+=η+= ccubbyaax x  

Из полученного соотношения следует, что вдоль стороны jl 
перемещение ux изменяется по линейному закону. Аналогичные 
рассуждения показывают, что формулы, аналогичные (10.82), 
обеспечивают аппроксимацию перемещений внутри конечного 
элемента с линейным законом изменения вдоль всех сторон. 

Полагая  
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где квазиматрица { }
ry
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r v
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v =  (r = i, j, l, m), представим (10.81) в 
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функции (10.72) 
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Матрица {β}имеет вид 
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При этом типовая подматрица {βr}из строк матрицы {αr} по 
формуле 
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откуда следует  
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Входящие в (10.83) производные xr ∂ψ∂  и yr ∂ψ∂  нельзя 
найти непосредственным дифференцированием, так как ψr не за-
висит в явном виде от переменных x и y. Можно было бы восполь-
зоваться правилом дифференцирования сложных функций, но при 
этом у нас отсутствует явная зависимость переменных ξ, η от x и y, 
поскольку в (10.79) имеется только обратная зависимость. 

Поэтому для вычисления требуемых производных неоходимо 
воспользоваться формулами 
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Полученные зависимости запишем в матричном виде 
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В соотношении (10.84) { }),( ηξJ  обозначена так называемая 
матрица Якоби 
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Элементы матрицы Якоби в (10.85) легко находятся по 
(10.79). Поскольку левая часть равенства (10.84) легко может быть 
определена из (10.72), то найти искомые производные можно из 
равенства (10.84), умножив слева левую и правую части его на об-

ратную матрицу { } 1),( −ηξJ . В итоге получим 

{ } .),( 1

η∂
ψ∂
ξ∂
ψ∂

ηξ=

∂
ψ∂
∂
ψ∂

−

r

r

r

r

J

y

x
  (10.86) 

В соотношении (10.86) 

).1(
4

);1(
4

ξξ+
ξ

=
η∂
ψ∂

ηη+
ξ

=
ξ∂
ψ∂

r
rr

r
rr  
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В матрицу { }),( ηξJ входят функции:  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ].)1()1()1()1(
4
1

;)1()1()1()1(
4
1

;)1()1()1()1(
4
1

;)1()1()1()1(
4
1

mlji
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mlji
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yyyyx

yyyyy

xxxxx

xxxxx

ξ−+ξ++ξ−−ξ−−=
η∂
∂

η+−η++η−+η−−=
ξ∂
∂

ξ−+ξ++ξ+−ξ−−=
η∂
∂

η+−η++η−+η−−=
ξ∂
∂

 

Вычисление матрицы жесткости рассматриваемого элемента 
проводится на ПЭВМ с помощью численного интегрирования. 
При этом матрицу {β} определяют в отдельных точках области в 
соответствии с используемым правилом интегрирования. В этих 
точках определяют матрицу { }),( ηξJ , а затем обратную к ней 

матрицу { } 1),( −ηξJ . В тех же точках по (10.86) вычисляют матри-

цу производных xr ∂ψ∂  и yr ∂ψ∂  (r = i, j, l, m), из которых мо-
жет быть сформирована матрица {β} в соответствии с (10.83). 

Типовой блок { }e
rsk  матрицы жесткости { }ek  находится по 

формуле 

{ } { } { }{ } ,т τβκβ= ∫
τ

dk sr
e
rs

e
 

где интегрирование ведется по всему объему τe конечного элемен-
та. Интегрирование легче проводить по переменным ξ, η, посколь-
ку при этом получаются простые пределы (от -1 до +1). В работе 
[23] показано, что для переменных ξ, η элементарный объем выра-
жается в виде 

{ } ,),( ηξηξ=τ ddJhd  
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где h – толщина элемента, а { }),( ηξJ  – определитель матрицы 

Якоби, называемой якобианом. Таким образом, в случае обобщен-

ного плоского напряженного состояния матрицу { }e
rsk  находим по 

формуле 

{ } { } { }{ } ηξηξκβ= ∫ ∫
− −

ddJhk r
e
rs ),(

1

1

1

1

т .  (10.87) 

В существующих программах по расчету МКЭ интегрирова-
ние проводится ПЭВМ. 

Приведение распределенных нагрузок к узловым силам вы-
полняется обычным образом. Так, если в плоскости элемента дей-
ствуют объемные силы { R }, то их заменяют узловыми по форму-
ле 

{ } { } { } .~ т τα= ∫
τ

dRP
e

e  

Полагая, что 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

,

~

~

~
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e
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e
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e

P

P

P

P

P =  

после перехода к интегрированию по ξ, η в плоскости элемента 
придем к следующему выражению для типовой подматрицы экви-
валентных узловых сил: 

{ } { } { }{ } ).,,,(),(~ 1

1

1

1

т mljirddJRhP r
e

r =ηξηξα= ∫ ∫
− −

  (10.88) 

Матрица { }rα  в (10.88) в точках интегрирования находится 
по формулам (10.72). 



 215

Получаемые таким образом конечные элементы будут совме-
стными. Характерной особенностью здесь является то, что для за-
дания перемещений yx uu ,  и координат x, y через безразмерные 

координаты ξ, η используются одинаковые выражения. Это пред-
полагает, в частности, что для определения геометрии конечного 
элемента требуется столько же параметров (координат узлов 

rr yx , ), сколько параметров (узловых перемещений ryrs vv , ) не-
обходимо для задания поля перемещений. Такие элементы назы-
ваются изопараметрическими. Если геометрия совместных эле-
ментов определяется меньшим числом параметров, чем поле пере-
мещений, то такие конечные элементы называют иногда субпара-
метрическими [23].  

Аналогично для расчета пространственных тел используются 
трехмерные конечные элементы, простейшим из которых является 
тетраэдр с четырьмя узлами [14, 16, 23]. 

Контрольные вопросы 
1. Какой смысл вкладывается в понятие «конечный эле-

мент»?  
2. Как в методе конечных элементов учитываются внешние и 

объемные силы? 
3. Каким образом определяются перемещения произвольных 

точек конечного элемента? 
4. Что такое матрица жесткости конечного элемента? 
5. Какой физический смысл матрицы жесткости конечного 

элемента? 
6. Как определяются узловые перемещения? 
7. Каковы достоинства и недостатки плоского треугольного 

конечного элемента? 
8. В чем смысл совместного прямоугольного конечного эле-

мента? 
9. Какие конечные элементы называются изопараметриче-

скими? 
10. Что представляет собой матрица Якоби? 
11. Что называют якобианом? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В пособии изложены  методы решения прикладных задач тео-

рии упругости: расчет тонких пластинок и прессовых посадок. По-
добные задачи встречаются при конструировании и расчете дета-
лей тепловых двигателей, например, при расчете поршневой го-
ловки шатуна поршневого двигателя. 

Рассмотрены также вариационные методы расчета, которые 
широко используются не только при прочностных расчетах конст-
рукций. В частности, многие инженерные расчеты нестационар-
ных процессов, гидродинамики и газовой динамики успешно про-
водятся именно благодаря использованию вариационных методов 
[24]. 

Наконец, рассмотрены основы метода конечных элементов. 
Большие универсальные программы (например система ANSYS 
[25]), реализующие метод конечных элементов, позволяют расчет-
чику значительно упростить введение исходных данных. Однако 
пользователь также должен стремиться к сокращению исходной 
информации путем наиболее рациональной идеализации конст-
рукции. В настоящем пособии вопросы реализации конечных эле-
ментов на ПЭВМ не затронуты, поскольку они достаточно полно 
освещены в литературе [13, 14, 16, 23, 25].  
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