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Необходимы для выполнения самостоятельных работ при изучении курса «Сопро-

тивление материалов». Помогут студентам усвоить основные понятия и методы расчета 
элементов конструкций на прочность при простых и сложных видах деформирования; 
при анализе напряженно-деформированного состояния. 

Составлены в соответствии с Федеральным стандартом дисциплины «Сопротивле-
ние материалов» для студентов 2-го курса специальности 270205 – автомобильные до-
роги и аэродромы очной формы обучения. Могут быть использованы студентами дру-
гих строительных специальностей. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Методические указания содержат шесть заданий, самостоятельное вы-
полнение которых позволит каждому студенту применить полученные 
теоретические знания на практике; при этом достаточно подробные разъ-
яснения к выполнению каждого задания помогут оставаться на верном пу-
ти решения. 

Федеральный стандарт курса «Сопротивление материалов» для специ-
альности 270205 – автомобильные дороги и аэродромы предусматривает 
его изучение наряду с основами теории упругости, поэтому задания 1 – 4 
основаны на теоретических знаниях сопротивления материалов, задания        
5 – 6 предусматривают знания основ теории упругости. 

Все задания выполняются по индивидуальному четырехзначному шиф-
ру, выданному преподавателем. Для правильного выписывания данных, 
соответствующих шифру, необходимо поставить в соответствие каждой 
римской цифре таблицы цифру индивидуального шифра. Например, для 
шифра 2036 в табл. 1 выделены значения исходных данных, соответствующие 
этому шифру. 

Приложения содержат образец титульного листа расчетно-графической 
работы и необходимые справочные данные для выполнения заданий. 

Расчетно-графические работы выполняются на одной стороне листа 
белой бумаги формата А4. Они включают в себя титульный лист, поясни-
тельную записку, содержащую подробное описание каждого задания, гра-
фическую часть. Текстовая часть оформляется как рукописно, так и на 
ПЭВМ. Графическая часть выполняется отдельно только карандашом с 
помощью чертежных инструментов и с соблюдением выбранных масшта-
бов изображения. 
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ЗАДАНИЕ № 1 
 

ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ СИЛОВЫХ ФАКТОРОВ 
 
Задача 1. Для заданного стержня (рис. 1) требуется: 
1) изобразить расчетную схему стержня; 
2) построить эпюру продольной силы Nx. 
Исходные данные взять из табл. 1 в соответствии с шифром, заданным 

преподавателем. 
Заметим, что на основании международной системы единиц ньютон 

является единицей силы, но так как эта величина достаточно малая, во всех 
заданиях единица силы принята в килоньютонах. 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 1 
Таблица 1 

 

Цифра 
вари-
анта 

I II III IV 

q1/q 
q1  

приложена на 
участке 

F1/F F2/F F3/F a, м b, м c, м 

1 1 0 - 1 1 0  -1 0,2 0,2 0,4 
2 2 1 - 2 0 2    1 0,3 0,1 0,2 
3 3 2 - 3 0 3  -2 0,1 0,3 0,2 
4     -1 0 - 2 1,6 0    2 0,1 0,2 0,3 
5     -2 1 - 3 0 -3    3 0,2 0,2 0,1 
6     -3 2 - 3 2 0  -3 0,3 0,1 0,2 
7 1,8 0 - 1     -2 0 -1,5 0,1 0,3 0,4 
8 -1,6 0 - 2     -1 0   1,5 0,2 0,1 0,3 
9 1,4 1 - 3 0 1 -2,5 0,3 0,2 0,1 
0 -1,5 1 - 2 0 -1 2,5 0,1 0,3 0,2 
Примечание. При расчетах принять q = 10 кН/м, F =16 кН. 
Задача 2. Для заданного вала постоянного поперечного сечения требу-

ется (рис. 2): 
1) изобразить расчетную схему вала; 
2) построить эпюру крутящего момента Мx. 

а b c 

q1 

F3 F2 F1 

 0                                 1                                      2                          3 
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Исходные данные и номер схемы взять из табл. 2 по шифру, выданно-
му преподавателем. 

Таблица 2 
 

Цифра 
варианта 

I II III IV 
Номер 
схемы 

М1, 
кН·м 

М2,  
кН·м 

М3, 
кН·м 

М4,  
кН·м a, м b, м c, м 

1 5 1,1 1,3 2,0 1,8 0,20 0,16 0,14 
2 6 1,2 1,4 1,9 1,6 0,19 0,11 0,20 
3 10 1,3 1,5 1,8 1,7 0,18 0,20 0,12 
4 9 1,4 2,0 1,6 1,4 0,17 0,10 0,16 
5 1 1,5 1,7 1,5 1,2 0,16 0,18 0,15 
6 2 1,6 1,2 1,7 1,3 0,15 0,11 0,18 
7 4 1,7 1,1 1,4 2,0 0,14 0,12 0,11 
8 3 1,8 1,8 1,3 1,9 0,13 0,10 0,12 
9 7 1,9 1,9 1,2 1,1 0,12 0,14 0,16 
0 8 2,0 1,6 1,1 1,5 0,11 0,15 0,13 
         

  

  

  

  

  

Рис. 2 
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а b b c 
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c b a a 
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c a b b 
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Задачи 3 – 5. Для заданных трех типов балок: шарнирной (рис. 3), 
шарнирно-консольной (рис. 4) и консольной (рис. 5) требуется: 

1) изобразить расчетную схему каждой балки; 
2) построить эпюры изгибающего момента Mz и поперечной силы Qy. 
Данные для расчета и номер схемы балок взять из табл. 3 по шифру, 

выданному преподавателем. 
Таблица 3 

Цифра 
варианта 

I II III IV 
Номер 
схемы 

a, м b, м c, м F/ F1 q/ q1 M/ M1 

1 5 2,0 1,4 1,8 1 2 -1 
2 6 2,1 1,5 1,6 2 1 2 
3 7 2,2 1,6 1,4 3       -1 -2 
4 8 2,3 1,7 1,2 -1 3 -2 
5 9 2,4 1,8 1,0 -2 1 -1 
6        10 2,5 1,9 1,2 -3 2 1 
7 1 2,6 2,0 1,4 1,4       -2  -1,4 
8 2 2,7 2,1 1,6 -1,6 3 1,6 
9 3 2,8 2,2 1,8 1,6        -1  -2 
0 4 2,9 2,3 2,0     -1,6        -3 1 

Примечание. При расчетах принять q1 = 10 кН/м, F1 =16 кН, М1 = 6 кН·м. 
 

Указания к выполнению задания № 1 
Цель задания – развить навыки самостоятельного построения эпюр 

внутренних силовых факторов при различных видах простого деформиро-
вания методом сечений. 

В данном задании рассматривается построение эпюр внутренних сило-
вых факторов при центральном растяжении (сжатии) – задача 1, при кру-
чении – задача 2, при прямом поперечном изгибе – задачи 3 – 5. 

Внутренними силовыми факторами являются: продольная сила Nx при 
центральном растяжении (сжатии); крутящий момент Мx при кручении; из-
гибающий момент Mz и поперечная сила Qy при прямом поперечном изги-
бе. Здесь указанные индексы соответствуют следующей плоской системе 
координат: ось х направлена вдоль оси стержня, ось у перпендикулярна оси 
х. Внутренние силовые факторы находятся методом сечений. Практиче-
ское применение метода сечений состоит в соблюдении ряда правил, кото-
рый можно сокращенно заменить аббревиатурой РОЗУ. Указанные прави-
ла требуют выполнения следующих шагов (первые буквы и составляют 
аббревиатуру). 



 7

 
  

  

  

  

  

 
Рис. 3 
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Рис. 4 
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Рис. 5 
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1. Разрежь исследуемое тело (участок) плоскостью, перпендикулярной 
оси тела, на две части. 

2. Отбрось мысленно одну из частей. 
3. Замени действие отброшенной части неизвестными, но всегда по-

ложительно направленными внутренними силовыми факторами. Вид 
внутреннего силового фактора определяется в зависимости от вида де-
формации. 

4. Уравнение равновесия составь. 
При выполнении шага 3 используется правило положительных направ-

лений внутренних силовых факторов (рис. 6).  
Обратите внимание: имеем 

разные направления на левом и 
правом концах участка относи-
тельно произвольного промежу-
точного сечения п – п. При кру-
чении крутящий момент будем 
считать положительным, если он 
направлен по часовой стрелке. 

Рекомендуется следующий порядок выполнения каждой задачи. 
1. Определить реакции опор. 
2. Разбить рассматриваемый стержень на участки так, чтобы в пределах 

каждого участка разбиения характер внешней нагрузки не менялся. 
3. Для каждого участка разбиения составить выражения Nx (задача 1), 

Мx (задача 2), Mz и Qy (задачи 3 – 5) и построить соответствующие эпюры 
на базисных линиях, параллельных оси заданного стержня (балки). Распо-
лагаются эпюры непосредственно под расчетными схемами. 

Эпюры изгибающих моментов строят на растянутых волокнах. Поло-
жительные значения продольной и поперечной сил при построении эпюр 
принято откладывать выше базисной линии. 

 
Вопросы для самоконтроля 

1. Какой вид деформирования стержня называется центральным рас-
тяжением (или сжатием)? 

2. Как вычисляются значения продольной силы в произвольном сече-
нии стержня? Какова размерность продольной силы? 

3. Каким методом строится эпюра продольной силы? 
 

у 

х 

Qy 

Mz Mz 

Qy 

Nx Nx 

n 

    n 
 

Рис. 6 
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4. Какой вид деформирования стержня называется кручением? Какой 
внутренний силовой фактор возникает при кручении? 

5. Какой вид деформирования стержня называется прямым попе-
речным изгибом? Какие внутренние силовые факторы возникают при 
изгибе? 

6. Назовите правила знаков для каждого внутреннего силового фак-
тора. 

7. Какие типы опор применяются при прикреплении балок к основа-
нию? 

8. Перечислите основные зависимости вида эпюр внутренних силовых 
факторов от внешней нагрузки. 
 
 

ЗАДАНИЕ № 2 
 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ 
ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ СТЕРЖНЕЙ 

 
Задача 1.  Для сложного симметричного поперечного сечения (рис. 7) 

требуется: 
1) начертить поперечное сечение в масштабе; указать необходимые 

размеры; 
2) определить положение центра тяжести поперечного сечения и по-

казать систему центральных осей (zc – горизонтальная ось, уc –  вертикаль-
ная ось); 

3) вычислить величины осевых моментов инерции Jzc и Jyc относи-
тельно найденных центральных осей; 

4) показать главные центральные оси u, v, учитывая симметрию за-
данного сечения (ось  u – ось максимума, v – ось минимума); 

5) записать величины осевых моментов инерции  Ju,  Jv относительно 
главных центральных осей. 

Данные для расчета взять из табл. 4 по шифру, выданному преподава-
телем. 

Задача 2. Для сложного симметричного поперечного сечения, со-
стоящего из прокатных профилей (рис. 8), требуется выполнить пп. 1 – 5 
задачи 1. 
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При выполнении задания необходимо пользоваться данными сорта-
мента прокатных профилей, представленными в приложениях. 

 
Таблица 4 

Цифра  
варианта 

I II III IV 
Номер схемы a, мм b, мм c, мм 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0 

5 
3 
7 
9 
6 
2 
4 

10 
1 
8 

60 
45 
50 
40 
35 
55 
48 
64 
42 
58 

46 
52 
56 
38 
54 
46 
50 
36 
60 
40 

80 
70 

100 
85 
50 
90 
65 
95 
75 
60 

 
Задача 3. Для сложного несимметричного поперечного сечения (рис. 9) 

требуется: 
1) начертить поперечное сечение в масштабе; 
2) определить положение центра тяжести сечения и показать систе-

му центральных осей (zc – горизонтальная ось, уc – вертикальная ось); 
3) вычислить величины осевых моментов инерции czJ , cyJ относитель-

но найденных центральных осей и центробежный момент инерции ccyzJ ; 

4) определить положение главных центральных осей (u – ось максиму-
ма, v – ось минимума); 

5) вычислить величины осевых моментов инерции Ju и Jv относительно 
главных центральных осей. 

Данные для расчета и номер схемы взять из табл. 5 по шифру, выдан-
ному преподавателем.  
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Рис. 7 
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Рис. 8 
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Указания к выполнению задания № 2 
Цель задания – развитие навыков нахождения геометрических харак-

теристик сложных поперечных сечений; умения различать расчет симмет-
ричных и несимметричных сечений. 

Определение геометрических характеристик плоских сечений стержня 
рекомендуется выполнять в следующем порядке. 

1. Начертить поперечное сечение в масштабе. 
2. Разбить сложное сечение на части, имеющие вид простых фигур, для 

которых известны положение центра тяжести и геометрические характери-
стики. 

3. Показать центры тяжести простых фигур; провести в каждой фигуре 
центральные оси ( icz   – горизонтальные оси, icy  – вертикальные оси) и оси 

вспомогательной системы координат, относительно которой будут прово-
диться вычисления. 

4. Найти координаты центра тяжести заданного сечения по формулам: 

cz = ii c

i

A z
A

∑
∑

= 1 21 2

1 2

...
...

nc c n c

n

A z A z A z
A A A
+ + +

+ + +
, 

 

cy = 1 21 2

1 2

...
...

i ni c c c n c

i n

A y A y A y A y
A A A A

+ + +
=

+ + +
∑
∑

, 

где iA  – площадь i-й простой фигуры; icz и icy – координаты центра тяже-

сти i-й фигуры в выбранной вспомогательной системе координат. Сумми-
рование производится по количеству фигур разбиения ( i = l, ..., n). 

Необходимо понимать, что суммирование алгебраическое, т.е. для фи-
гур, изображающих отверстие и выемки, площади считаются отрицатель-
ными. 

5. Провести через найденный центр тяжести всего сечения оси cz и cy  – 
центральные оси заданного сечения. 

6. С помощью зависимости о параллельном переносе осей вычислить 
осевые моменты инерции сечения относительно центральных осей cz и cy , 
а именно: 

∑
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

n

i
iizz AaJJ

icc
1

2
, ( )2

1
c ci

n
y y i i

i
J J b A

=
= +∑ , 
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где ia  – расстояние между параллельными горизонтальными осями cz  и 

icz ; ib  – расстояние между параллельными вертикальными осями cy и icy . 

Расстояния  вычисляются относительно центральной системы коорди-
нат, т. е. величины ia , ib  определяются со знаками (это важно, так как ре-
альные знаки величин ia , ib  учитываются в дальнейшем в случае несим-
метричной задачи). 

Для симметричного сечения одна главная центральная ось совпадает с 
осью симметрии, а другая ей перпендикулярна и проходит через центр тя-
жести поперечного сечения. Следовательно, найденные в п. 5 центральные 
оси для симметричного сечения являются одновременно и главными цен-
тральными осями, а вычисленные в п. 6 значения осевых моментов инер-
ции есть значения главных осевых моментов инерции сечения. Необходи-
мо верно определить, какая из осей является осью максимума, а какая – 
осью минимума, а также верно представить значения maxJ и minJ . 

Так как для симметричного сечения  центробежный момент инерции 
0c cz yJ =  (если хотя бы одна из главных осей совпадает с осью симмет-

рии), то решение задачи заканчивается сделанным выводом о главных цен-
тральных осях инерции и главных осевых моментах инерции. 

Для несимметричного сечения необходимо вычислить центробежный 
момент инерции сечения 

( )
1

c c c ci i

n
z y z y i i i

i
J J a b A

=
= +∑ . 

В этом случае главные центральные оси сечения повернутся относи-
тельно центральных осей сечения на угол 0α , который находится из фор-

мулы 0
2

tg2 c c

c c

z y

y z

J
J J

α =
−

. 

Заметим, что 0α – острый угол. Известно, что ось максимума всегда со-
ставляет меньший угол ( 0α ) с той из центральных осей ( cz или cy ), отно-
сительно которой осевой момент инерции имеет большее значение. (Если 

c cz yJ J> , то угол 0α  откладывается от оси z). Положительный угол 0α  

откладывается от соответствующей центральной оси против часовой 
стрелки. 

7. Найти величины главных центральных моментов инерции uJ и vJ по 
формуле 
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( )2 2
max
min

1 4
2 2

c c
c c c c

z y
z y z y

J J
J J J J

+
= ± − + . 

Знак плюс относится к вычислению максимального момента инерции 
max uJ J= , знак минус – к вычислению min vJ J= . 

8. Выполните проверку правильности вычислений по формулам: 

c cz y u vJ J J J+ = + , 

0 0sin 2 cos 2 0
2

c c
c c

z y
uv z y

J J
J J

−
= α + α = . 

Замечание. Так как заданные сечения состоят из прокатных  профилей, 
то необходимо пользоваться данными таблиц сортамента. При определе-
нии центробежного момента инерции уголка (равнополочного или нерав-
нополочного) относительно осей, одна из которых горизонтальная, а дру-
гая вертикальная, можно пользоваться следующими формулами: 

– для равнополочного уголка 0max 0min
2

x y
zy

J J
J

−
= ± ; 

– для неравнополочного уголка min
tg

y u
zy

J J
J

−
= ±

α
. 

Знак плюс или минус определяется 
по знаку большей площади при рассмот-
рении фигуры в системе собственных 
центральных осей. Для фигуры, изобра-
женной на рис. 10, большая площадь на-
ходится в первой ( )0,  0y z> > и третьей 
четвертях ( )0,  0y z< < . Следовательно, 
в формуле имеем знак плюс. 
 

Вопросы для самоконтроля 
1. Что называется статическим моментом сечения относительно оси? 

Какова его размерность? 
2. Что называется осевым, полярным и центробежным моментом инер-

ции сечения? Какова размерность момента инерции? 
3. Как определяются координаты центра тяжести простого и сложного 

сечения? 
4. Какие моменты инерции всегда положительные? 
5. Для каких фигур и относительно каких осей центробежный момент 

инерции равен нулю? 

Рис. 10 

C 

y 

z 



 20

6. Какие оси называются центральными, главными центральными? 
7. Как определяется положение главных осей? 
8. В каких случаях без вычисления можно установить положение глав-

ных осей? 
9. Запишите зависимости для осевого и центробежного моментов 

инерции при параллельном переносе осей. 
10. В какой последовательности определяются значения главных цен-

тральных моментов инерции сложного сечения?   
 
 

ЗАДАНИЕ № 3 
 

РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ  
ПРИ ЦЕНТРАЛЬНОМ РАСТЯЖЕНИИ – СЖАТИИ И ИЗГИБЕ 

 
Задача 1. Для стержня (рис. 11) требуется: 
1) начертить схему стержня в масштабе; 
2) построить эпюры продольной силы xN ; нормальных напряжений xσ , 

возникающих в поперечных сечениях; деформаций xε ; осевых перемеще-
ний поперечных сечений xu ; 

3) из расчета на прочность определить площадь поперечного сечения 
А. Принять расчетное сопротивление стержня 160=R  МПа; 16=q  кН/м; 

2,0=l  м; 5102 ⋅=E МПа. 
Исходные данные содержатся в табл. 6. 
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Знак минус в исходных данных означает, что фактическое направление 
при расчете противоположно изображенному на рис. 11. 

Задача 2. Для шарнирно-консольной балки (рис. 12) требуется: 
1) начертить схему балки в масштабе; 
2) построить эпюры изгибающих моментов zM  и поперечных сил yQ  

методом сечений; 
3) из расчета на прочность по нормальным напряжениям определить 

размеры поперечного сечения балки в виде круга, прямоугольника, про-
катного двутавра. 

При расчете принять 210R =  МПа; 10q =  кН/м; 0,6l =  м; 
4) начертить поперечные сечения в масштабе и сравнить балки по рас-

ходу материала. Для каждого вида сечения построить эпюры нормальных 
xσ  и максимальных касательных напряжений maxτ ; 

5) из расчета на прочность подобрать размеры треугольного попе-
речного сечения балки, выполненной из хрупкого материала. Рассмот-
реть два положения треугольного сечения (основанием вниз, как             
на рис. 12, и основанием вверх). Сделать вывод о рациональном распо-
ложении сечения. 

Исходные данные содержатся в табл. 7. 
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Таблица 7 

 
При расчете принять расчетное сопротивление на сжатие 

сж 12R = МПа;  расчетное  сопротивление  на растяжение – p 8R =  МПа. 

 
Указания к выполнению задания № 3 

Цель выполнения задания – овладеть методикой расчета на прочность 
(одного из основных расчетов сопротивление материалов) при наиболее 
часто встречающихся в строительной практике видах деформирования. В 
данном задании рассматривается построение эпюр  внутренних силовых фак-
торов и расчет  на прочность по нормальным напряжениям при центральном 
растяжении (сжатии) – задача 1, при плоском поперечном изгибе –           
задача 2. В задаче 1 находятся осевые перемещения. 

Внутренними силовыми факторами являются: продольная сила xN  
(задача 1), изгибающий момент zM и поперечная сила yQ  (задача 2). По-

строение эпюр внутренних силовых факторов выполняется методом сече-
ний (см. задание № 1). 

Рекомендуется следующий порядок выполнения каждой задачи. 
1. Определить реакции опор. 
2. Разбить рассматриваемую расчетную схему на участки так, чтобы в 

пределах каждого участка разбиения характер внешней нагрузки и пло-
щадь поперечного сечения не менялись. 
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3. Для каждого участка разбиения составить выражения  xN  (задача 1),  

zM  и yQ  (задача 2) и построить соответствующие эпюры на базисных ли-

ниях, параллельных заданным расчетным схемам. 
Располагают эпюры непосредственно под расчетными схемами. 
4. В задаче 1 построить эпюру нормальных напряжений для каждого    

i-го участка разбиения: 

i
i

x
x

i

N
A

σ = , 

где iA  – искомая площадь поперечного сечения на i-м участке. 
5. Определить искомые характеристики поперечного сечения из ус-

ловия прочности по нормальным напряжениям при центральном растя-
жении – сжатии: 

| |maxmaxi
i

Nx R
A

σ = ≤ . 

Отсюда  

max| |x
i

NA
R

≥ . 

Для дальнейшего расчета принять наименьшее допустимое значение 
площади, полученное из условия прочности. 

6. Построить эпюру продольных деформаций 

i i
i

x x
x

i

N
E EA

σ
ε = = , 

где Е – модуль упругости материала. 
7. Построить эпюру осевых перемещений поперечных сечений стержня 

по правилу 

1 1
0 0

i i

i

x x
xi

i i x i
i

Nu u dx u dx
EA− −= + ε = +∫ ∫ , 

где 1iu −  – начальное перемещение, которое в общем случае является неиз-
вестной величиной. Однако в закрепленной точке заданного стержня (в 
точке 0) 00 =u , поэтому расчет заданного стержня необходимо выполнять 
рассматривая сечение слева направо. В этом случае для каждого после-
дующего расчетного участка начальное перемещение известно как конце-
вое перемещение, полученное для предыдущего участка. 



 25

8. В задаче 2 искомые характеристики поперечного сечения находятся 
из условия прочности по нормальным напряжениям при прямом изгибе: 

max
maxi

z

z

M
R

W
σ = ≤ , 

где 
maxi

z
z

JW
y

=  – момент сопротивления сечения при изгибе; maxiy  – рас-

стояние от центра тяжести поперечного сечения до наиболее удаленной 
точки контура сечения. 

Заметим, что условие прочности при изгибе записано для пластичного 
материала, одинаково хорошо сопротивляющегося и растяжению, и сжа-
тию (т. е. RRR == сжp ). 

Если материал по-разному сопротивляется сжатию и растяжению 
(хрупкий материал), то p сжR R≠ и условие прочности следует писать в виде 
системы неравенств: 

p
p max
max max p

cж
maxcж

max max сж.

,i

i

z

z

z

z

M y R
J

M
y R

J

⎫
σ = ≤ ⎪

⎪
⎬
⎪

σ = ≤ ⎪
⎭

 

За искомые характеристики принимаются значения, удовлетворяющие 
записанной системе неравенств. 

 

Вопросы для самоконтроля 
1. Что называется прочностью стержня, жесткостью стержня? 
2. Какой метод используется при построении эпюр внутренних сило-

вых факторов? 
3. Что называется нормальным напряжением? 
4. Как вычисляются нормальные напряжения при центральном растяже-

нии (сжатии), при изгибе? Какова размерность напряжений? 
5. Что называется опасным сечением балки? 
6. Запишите условие прочности при центральном растяжении (сжатии); 

объясните смысл каждой величины. 
7. Запишите условие прочности при изгибе для пластичного материала; 

объясните смысл каждой величины. 
8. Запишите условие прочности при изгибе для материала, неодинако-

во работающего на растяжение (сжатие). Как называются такие материа-
лы? 
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ЗАДАНИЕ № 4 
 

СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
 

Задача 1. Для балки, изображенной на рис. 13, требуется: 
1) начертить схему балки с соответствующей нагрузкой в каждой от-

дельной плоскости: в вертикальной плоскости ух и горизонтальной плоско-
сти zx. При этом считать, что закрепление балки в разных плоскостях одно-
го типа, шарнирные опоры приложены в одних и тех же сечениях балки; 

2) построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил в каждой 
плоскости нагружения: эпюры zM , yQ  – в плоскости ух; эпюры yM , zQ  – 
в плоскости zx; 

3) определить опасные сечения балки; 
4) найти опасные точки поперечного сечения балки; 
5) из условия прочности по нормальным напряжениям подобрать раз-

меры прямоугольного сечения (В – основание сечения; Н – высота). 
Расчетное сопротивление при растяжении и сжатии принять одинако-

вым 16R =  МПа; 
6) построить эпюру нормальных напряжений в опасном сечении балки. 
Исходные данные приведены в табл. 8. 
Задача 2. Стержень (рис. 14), изготовленный из материала, неодинако-

во работающего на растяжение и сжатие, находится под действием внецен-
тренно приложенной в точке О сосредоточенной силы F. 

Требуется: 
1) начертить поперечное сечение в масштабе. Показать полюс – точку 

О с координатами zе , ye ; 
2) найти центр тяжести поперечного сечения, главные центральные оси 

сечения и вычислить геометрические характеристики сечения: площадь 
сечения и главные осевые моменты инерции сечения; 

3) найти положение нейтральной линии; 
4) определить опасные точки поперечного сечения; 
5) из условия прочности по нормальным напряжениям определить зна-

чение сжимающей силы F; 
6) вычислить напряжения в опасных точках поперечного сечения и по-

строить эпюру нормальных напряжений. (Построить эпюры нормальных на-
пряжений по контуру поперечного сечения – по усмотрению преподавателя); 

7) построить эпюры нормальных напряжений для каждого отдельного 
вида внутреннего силового фактора: эпюры ,  ,  x z yN M Mσ σ σ ; 
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8) построить эпюры внутренних силовых факторов, возникающих в 
стержне: эпюры ,  ,  x z yN M M ; 
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9) построить ядро сечения. 
Исходные данные приведены в табл. 9. Схемы поперечных сечений 

стержня представлены на рис. 15. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 14 
 
 

Таблица  8 
 

Цифра 
варианта 

I II III IV 
Номер  
схемы а, м b, м c, м 

М,  
кН ⋅ м

q, 
кН/м

F,  
кН H/B 

1 1 0,8 2,0 1,2 20 10 12 3,0 
2 3 1,0 2,2 1,8 22  9 14 2,8 
3 5 1,2 2,4 0,6 24  8 16 2,6 
4 7 1,4 2,6 0,8 26  7 10 2,4 
5 9 1,6 2,0 1,4 28  6 11 3,2 
6 8 1,0 1,8 1,6 30 12 13 1,8 
7 6 0,9 2,5 0,8 27 11  8 3,4 
8 4 0,8 2,4 1,2 29 13  9 2,0 
9 2 0,7 2,3 1,4 25 15 10 3,6 
0 10 1,2 2,6 1,0 23 14 12 2,5 

         

у 

х 

z 

c 

F 

h ey 
ez 
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Рис. 15 
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Таблица 9 
Цифра 
вари-
анта 

I II III IV 
Номер 
схемы а, м b, м ez/c ey/h pR , 

МПа 
сжR , 

МПа 
1 10 6 2   0,1 -0,1 25 100 
2 9 5 3   0,2  0,2 30 110 
3 8 4 5   0,25 -0,3 40 120 
4 7 3 6 -0,2  0,15 20  90 
5 6 2 4   0,35 -0,3 20  80 
6 1 5 3  -0,1  0,1 45 130 
7 2 6 2  -0,2 -0,2 50 140 
8 3 2 4  -0,3  0,25 30 100 
9 4 3 5 -0,15 -0,2 25  90 
0 5 4 6  -0,2 -0,3 35 120 
Примечание. Rp – расчетное сопротивление материала при растяжении; Rсж – рас-

четное сопротивление материала при сжатии. 
 

Указания к выполнению задания № 4 
Цель задания – овладение методикой расчета на прочность при слож-

ном напряженно-деформированном состоянии: косом изгибе прямого бру-
са (задача 1) и внецентренном сжатии (задача 2). 

Задача 1. Косой изгиб в сопротивлении материалов рассматривается 
как сочетание двух прямых поперечных изгибов в вертикальной плоскости 
(ух) и горизонтальной плоскости (zx). В этом случае внутренними силовы-
ми факторами являются изгибающие моменты ,  z yM M  и поперечные си-

лы ,  y zQ Q . В каждой точке i-го поперечного сечения возникают нормаль-

ные напряжения, которые определяются по общей формуле 

z y
yi i iz

х M M
z y

MM y z
J J

σ = ±σ ± σ = ± ± , 

где z, y – координаты рассматриваемой точки в системе главных централь-
ных осей. 

Рекомендуется следующий порядок выполнения задачи 1. 
1. Рассмотреть две плоскости: yx – вертикальная плоскость, zx – гори-

зонтальная плоскость. В каждой плоскости начертить балку с соответст-
вующей нагрузкой. 

2. В каждой плоскости построить эпюры изгибающих моментов и попе-
речных сил от соответствующего действия нагрузки (в вертикальной плоско-
сти ух – эпюры zM , yQ ; в горизонтальной плоскости zx – эпюры yM , zQ ). 
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Эпюры строятся методом сечений, рассмотренным достаточно подроб-
но в указаниях к выполнению задания № 1. Для удобства и лучшего пред-
ставления изображения горизонтальную плоскость можно повернуть до 
положения вертикальной плоскости. 

3. Определить опасные сечения балки по построенным эпюрам. 
Опасными сечениями балки являются сечения, в которых изгибающие 

моменты zM  и yM  достигают наибольших по модулю значений. В боль-

шинстве расчетных случаев maxzM  и maxyM  расположены в разных сече-

ниях балки при рассмотрении плоскостей yx и zx, поэтому опасным являет-
ся сечение, в котором zM  и yM  хотя могут и не принимать одновременно 

наибольшие значения, но в своей комбинации создают наиболее невыгод-
ное сочетание. 

4. Начертить прямоугольное сечение в масштабе, показав главные цен-
тральные оси. 

5. Найти опасные точки поперечного сечения. Опасными являются 
точки поперечного сечения, наиболее удаленные от нейтральной линии. 
Нейтральная линия в случае косого изгиба проходит через центр тяжести 
поперечного сечения и составляет угол β (β – острый угол) с горизонталь-
ной центральной осью сечения. Угол β находим из соотношения 

tg y z
z y

M J
M J

β = , 

где ,  z yJ J  – главные осевые моменты инерции сечения. 

Данная формула позволяет найти угол β по величине (при правильном 
вычислении угол β – острый угол). Для проведения нейтральной линии не-
обходимо предварительно определить знаки нормальных напряжений, воз-
никающих в опасном сечении балки от изгиба в разных плоскостях. Пусть 
в опасном сечении i балки имеем: zM  растягивает нижние относительно 
оси z волокна, а yM  растягивает правые относительно оси у волокна. Так 

как эпюры изгибающих моментов строятся на растянутых волокнах, то 
там, где волокна растянуты, имеем напряжение растяжения, т. е. положи-
тельное напряжение по знаку. 

На рис. 16 показано распределение знаков нормальных напряжений в 
каждом квадранте координатной плоскости, соответствующее данному 
предположению о действии изгибающих моментов. Здесь у, z – главные 
центральные оси сечения.  
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Нейтральная линия – линия нулевых напряжений, поэтому в данном 
примере она проходит через 1-й и 3-й квадранты поперечного сечения, т. е. 
угол β в этом случае откладывается от горизонтальной оси z против часо-
вой стрелки (см. рис. 16).  

Опасные точки поперечного сечения – точка 1 (в области сжатия) и 
точка 2 (в области растяжения), так как эти точки – наиболее удаленные 
точки контура сечения от построенной нейтральной линии. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 16 
 

6. Записать условие прочности по нормальным напряжениям в виде  
сж
max Rσ ≤  или p

max Rσ ≤ , 

так как по условию задачи расчетные сопротивления на сжатие и растяже-
ние одинаковы. 

В данном примере максимальные нормальные напряжения в точках 1 и 
2 можно записать следующим образом: 

(1) (1) (1)
max z y

yz
M M

z y

MM y z
J J

σ = −σ − σ = − − , 

(2) (2) (2)
max z y

yz
M M

z y

MM y z
J J

σ = +σ + σ = + + , 

где (1) (1) (2) (2),  ,  ,  y z y z  – координаты точек 1 и 2 соответственно относи-
тельно центральной системы координат. 

Рассматривая условие прочности, можно найти параметры прямо-
угольного поперечного сечения. 

β 

уII
z yх M Mσ = −σ − σ  yz MMх σ+σ−=σI  

yz MMх σ−σ+=σIII
yz MMх σ+σ+=σIV

Нейтральная 
линия 

1 

С 

 2 

z 
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7. Необходимо окончательно вычислить напряжения в точках 1 и 2 с 
учетом найденных в предыдущем пункте значений параметров В и Н для 
прямоугольного сечения. По полученным значениям построить эпюру 
нормальных напряжений. Очевидно, значения вычисленных напряжений 
не должны превышать значения заданного расчетного сопротивления. 

Задача 2. Внецентренное сжатие (растяжение) представляет собой 
сложный вид деформации, при котором в поперечных сечениях бруса дей-
ствует не только продольная сила, но и изгибающие моменты в двух плос-
костях. От каждого внутреннего силового фактора возникает соответст-
вующее нормальное напряжение. В общем случае напряжения рассчиты-
ваются по формуле 

x z y
yi i iz

х N M M
z y

MF M y z
A J J

σ = ±σ ± σ ± σ = ± ± ± . 

Учитывая, что M Fez y= , M Fey z=  (–ey, –ez  – эксцентриситеты точки 
приложения сжимающей силы), формулу можно переписать в виде 

1 yi i iz
x

z y

e eF y z
A J J

⎛ ⎞
σ = ± + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Рекомендуется следующий порядок выполнения задачи 2. 
1. Начертить заданное поперечное сечение в масштабе. Показать точку 

О – полюс, предварительно вычислив эксцентриситеты ey, ez . 
2. Найти центр тяжести поперечного сечения, показать главные цен-

тральные оси сечения, вычислить геометрические характеристики. Задан-
ные сечения представляют собой сложные симметричные сечения, поэтому 
при выполнении данного пункта необходимо вспомнить процесс выполне-
ния задачи 1 из задания № 2 (см. указания к выполнению задания № 2). 

3. Найти положение нейтральной линии. При внецентренном сжатии 
(растяжении) нейтральная линия не проходит через центр тяжести попе-
речного сечения, а отсекает на главных центральных осях отрезки yа , zа . 

Длины отрезков находятся по формулам 
2
y

z
z

i
a

e
= − , 

2
z

y
y

ia
e

= − , 

где ey, ez  – координаты точки приложения внецентренно сжимающей си-

лы F (эксцентриситеты); 2 cz
z

J
i

A
= , 2 cy

y
J

i
A

=  – квадраты радиусов инерции 
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сечения. При этом А – площадь поперечного сечения; czJ , cyJ  – главные 

осевые моменты инерции сечения. 
На рис. 17 показано предположительное положение нейтральной линии 

в зависимости от положения полюса. Заметим, что полюс и нейтральная 
линия расположены по разные стороны от центра тяжести сечения, при 
этом нейтральная линия проходит через области разных знаков нормаль-
ных напряжений. В каждом квадранте координатной плоскости знаки на-
пряжений от каждого вида внутренних силовых факторов находятся в за-
висимости от положения полюса. Напряжение xNσ везде отрицательно, так 

как заданная сила F является сжимающей. Полюс расположен выше оси z, 
следовательно, выше оси z имеем сжатые волокна и напряжения сжатия 

( )zM−σ ; соответственно ниже оси z волокна растянуты и имеем напряже-

ния растяжения ( )zM+σ . Относительно оси у полюс расположен слева, 

следовательно, слева от оси у волокна сжаты и имеем напряжения сжатия 

( )уM−σ ; соответственно справа от оси у волокна растянуты и имеем на-

пряжения растяжения ( )уM+σ . 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 17 
 
4. Определим опасные точки поперечного сечения. Очевидно           

(см. рис. 17), опасными являются точка 1 (в области сжатия) и точка 2     

Нейтральная 
линия 
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у 

О 

С 

2 

а у
 

аz z 

II
x z yх N M Mσ = −σ − σ − σ  

I
x z yх N M Mσ = −σ − σ + σ  

III
x z yх N M Mσ = −σ + σ − σ  IV

x z yх N M Mσ = −σ + σ + σ  



 35

(в области растяжения). Они наиболее удалены от нейтральной линии. В 
этих точках возникают наименьшее (в точке 1) и наибольшее (в точке 2) 
нормальные напряжения: 

(1) (1) (1)
min

1 y z
z y

e eF y z
A J J

⎛ ⎞
σ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

(2) (2) (2)
max

1 y z
z y

e eF y z
A J J

⎛ ⎞
σ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

5. Из условия прочности по нормальным напряжениям находим сжи-
мающую силу F. Условие прочности записывается в виде системы нера-
венств: 

сж ,max сж

р .max р

R

R

⎫σ ≤ ⎪
⎬
⎪σ ≤ ⎭

 

В данном случае (см. рис. 17) будем иметь следующее: 
(1)сж ,max сжmin

(2) .max р

R

R

⎫σ = σ ≤ ⎪
⎬
⎪σ ≤ ⎭

 

Очевидно, все величины, входящие в левые и правые части неравенств, 
должны иметь одинаковую размерность: расчетные сопротивления, задан-
ные по условию в мегапаскалях, должны быть переведены в единицы изме-
рения, соответствующие вычислению величин в левых частях неравенства. 

Окончательным значением сжимающей силы принимается значение, 
удовлетворяющее каждому неравенству записанной системы. 

6. Найденное значение сжимающей силы подставляем в формулы на-
пряжений в опасных точках поперечного сечения (см. п. 4). По получен-
ным значениям строим эпюру нормальных напряжений в опасных точках 
поперечного сечения. Очевидно, полученные значения напряжений долж-
ны находиться в интервале [ ; ]сж pR R . 

7. Нормальные напряжения от каждого отдельного вида внутреннего 

силового фактора находятся по формулам: xN
F
A

σ =  – нормальные напря-

жения при центральном сжатии; z
z

M
z

M y
J

σ = , y
y

M
y

M
z

J
σ =  – нормальные  

напряжения при изгибе относительно оси z и оси у соответственно. Оче-
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видно, что zMσ  линейно меняется в зависимости от у; базисная линия 

эпюры zMσ проводится параллельно оси у. Соответственно уMσ  линейно 

зависит от z; базисная линия эпюры уMσ  проводится параллельно оси z. 

Базисная линия эпюры xNσ параллельна оси стержня, поэтому данную 

эпюру нужно показать для заданного стержня, т. е. нарисовать сжатый стер-
жень (расчетную схему), а не ограничиваться видом поперечного сечения 
стержня. 

8. Эпюры внутренних силовых факторов, возникающие в стержне, 
строим по формулам: 

x
FN
A

=  – продольная сила; 

z yM Fe=  – изгибающий момент относительно оси z (изгиб происходит в 

плоскости ху); 
y zM Fe=  – изгибающий момент относительно оси у (изгиб происходит в 

плоскости zх). 
9. Построить ядро сечения. 
Ядро сечения – область вокруг центра тяжести сечения, обладающая 

следующим свойством: если действующая сила приложена в ядре сечения, 
то нормальные напряжения во всех точках поперечного сечения имеют 
одинаковый знак. Знак нормальных напряжений определяется направлени-
ем действующей силы: если она сжимающая, то напряжения отрицатель-
ны; если сила растягивающая, то напряжения положительные. Построение 
ядра сечения основывается на свойстве нейтральной линии: если ней-
тральная линия совпадает с контуром поперечного сечения, то полюс на-
ходится на контуре ядра сечения. 

Таким образом, для построения ядра сечения необходимо задать поло-
жение нейтральной линии, совпадающей с одной из сторон контура попе-
речного сечения. При этом известны величины отрезков, которые ней-
тральная линия отсекает на координатных осях, – zа , yа . Тогда координа-

ты полюса находим из выражений 
2
y

z
z

i
e

a
= − , 

2
z

y
y

ie
a

= − . 

Положений нейтральной линии необходимо задать столько, сколько 
потребуется для получения замкнутого многоугольника для обхода конту-
ра поперечного сечения. При этом обход сечения проводится по внешним 
точкам контура сечения.  
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Например, на рис. 18 пунктирными линия-
ми показаны возможные положения нейтраль-
ной линии для построения ядра сечения: ли-
нии AB, BC, CD, DE и АЕ.  

Соединяя точки полюса, полученные для 
каждого положения нейтральной линии, полу-
чим замкнутый многоугольник – ядро сечения. 
Заметим, если сечение симметричное, то ядро 
сечения также симметрично. 
 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какой случай действия нагрузки называется сложным сопротивлением? 

Назовите известные виды сложного сопротивления. 
2. В каком случае действия нагрузки наблюдается косой изгиб? Назо-

вите внутренние силовые факторы при косом изгибе. 
3. Что называется опасным сечением балки в случае косого изгиба? 
4. Как вычисляются нормальные напряжения при косом изгибе? 
5. Какая линия называется нейтральной? Как проходит нейтральная 

линия при косом изгибе? 
6. Какие точки поперечного сечения называются опасными? 
7. В каком случае приложения нагрузки наблюдается внецентренное 

сжатие (растяжение)? Назовите внутренние силовые факторы при внецен-
тренном сжатии. 

8. Как проходит нейтральная линия при внецентренном сжатии (растя-
жении)? 

9. Как вычисляются нормальные напряжения при внецентренном сжа-
тии (растяжении)? 

10. Что такое ядро сечения? 
 
 

ЗАДАНИЕ № 5 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ В ТОЧКЕ ТЕЛА 

 
Напряженное состояние в точке упругого тела задано его компонента-

ми. Материал имеет коэффициент Пуассона 0,3.μ=  Для задач 1 и 2 необ-
ходимо определить: 

А 
В 

С 

D E 

Рис. 18 
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1) главные напряжения и проверить правильность их вычисления; 
2) положение главных площадок; 
3) главные деформации. 
Задача 1. Плоское напряженное состояние. 
Исходные данные в соответствии с заданным шифром взять из табл. 10. 

Таблица 10 

Цифра  
варианта 

I II III IV 
Напряжение, МПа 510⋅Е , 

МПа хσ  уσ  хуτ  

0  60 100 30 1,2 
1  80 -140 40 2,0 
2 -20  60              -50 1,4 
3 30 -40 60 1,6 
4 -80 120 70 2,1 
5 40  90              -80 2,2 
6 100  -80 90 1,6 
7 120 130              -60 2,1 
8  50 -120              100 1,8 
9 130 110              -70 2,2 

 

Задача 2. Объемное напряженное состояние. 
Исходные данные взять из табл. 11. 

Таблица 11 

Цифра 
варианта 

I II III IV 
Напряжение, МПа Е ⋅ 105, 

МПа хσ  уσ  zσ  хуτ  yzτ  хzτ  

0 100  80 60 40   -60   80 2,0 
1 -60  40 80 50    70 -90 2,1 
2 80 -60 100 60   -80  70 1,8 
3        50  90 110 70    90 -60 1,6 
4  90 -70 120 80  -100  110 1,4 
5  70 120 90 100   110  -90 2,0 
6 -900 100 80 90  -120   100 1,8 
7 -100  80 100 110    80  -120 2,1 
8  120  -100 90 60   -70   90 1,6 
9  -80  60 120 80    60  -100 2,0 

 
Указания к выполнению задания № 5 

Цель задания – исследовать напряженное состояние в произвольной 
точке твердого тела; показать понимание основ теории деформации. 
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1. Записать заданные компоненты напряженного состояния в виде тен-
зора напряжений. Показать графически заданное напряженное состояние. 

Для этого в окрестности исследуемой точки  рассматривается выде-
ленный из тела  параллелепипед бесконечно малых размеров; грани парал-
лелепипеда параллельны координатным плоскостям выбранной системы 
координат. 

На каждой грани параллелепипеда действуют три составляющие пол-
ного напряжения: нормальное напряжение iiσ  и два касательных напряже-
ния ijτ . В обозначениях индекс i  указывает направление внешней нормали 

к рассматриваемой грани параллелепипеда, j  – направление координатной 
оси, параллельно которой действует напряжение. Одинаковые индексы 
( i j= ), как правило, заменяют одним индексом. 

Все напряжения показывают в соответствии с правилом внешней нор-
мали. Положительное нормальное напряжение совпадает по направлению 
с направлением внешней нормали к соответствующей грани параллелепи-
педа. Касательное напряжение действует параллельно соответствующей 
координатной оси (по индексу j ). При этом оно положительно (совпадает 
по направлению с положительным направлением соответствующей коор-
динатной оси), если внешняя нормаль к рассматриваемой грани совпадает 
с положительным направлением  перпендикулярной к этой грани коорди-
натной оси. На рис. 19 показаны положительные направления напряжений; 
ν – внешняя нормаль. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 19 
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2. Определить главные напряжения. 
В курсе «Сопротивление материалов» предполагается, что через лю-

бую точку тела можно провести три взаимно перпендикулярные площадки, 
на которых отсутствуют касательные напряжения, а из трех действующих 
нормальных напряжений одно является максимальным, еще одно – мини-
мальным. Такие площадки называются главными, а действующие на них 
нормальные напряжения – главными напряжениями. 

Для нахождения главных напряжений существует кубическое уравнение 
3 2

1 2 3 0I I Iσ − σ + σ − = ,                                                 (1) 

где ( 1,  2,  3)iI i =  – инварианты тензора напряжений. 
Первый инвариант 1 x y zI = σ + σ + σ . 

Второй инвариант 2 2 2
2 x y y z z x xy yz zxI = σ σ + σ σ + σ σ − τ − τ − τ . 

Третий инвариант 2 2 2
3 2 .

x yx zx

xy y zy x y z xy yz zx y xz x yz z xy

xz yz z

I

σ τ τ

= τ σ τ =σ σ σ + τ τ τ −σ τ −σ τ −σ τ

τ τ σ

 

Здесь учтено xy yxτ = τ , yz zyτ = τ , хz zхτ = τ . 

Сделаем замену переменных 1
ср3

Iy yσ = + = +σ , где ср 3
x y zσ +σ +σ

σ =  – 

среднее напряжение. 
Тогда заданное кубическое уравнение (1) принимает вид 

3 0y py q+ + = ,                                             (2) 

где
2

21
2 2 ср3

3
Ip I I= − = − σ ; 

3 2
1 1 2 3 ср ср 2 3

2 1 2
27 3

q I I I I I I= − + − = − σ + σ − . 

Из математики известно, что число действительных решений уравне-

ния (2) зависит от знака дискриминанта 3 2D p q= + . Если 0D < , то урав-
нение имеет три действительных различных корня: 0iσ ≠ , 1,  2,  3i = . Ис-
пользуем тригонометрический способ решения уравнения (2). 

Для удобства вводится вспомогательный параметр 0,5774
3
p

r p= ± = ± , 

причем знак принимается в соответствии со знаком величины q .  
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Тогда  3cos
2
q
r

ϕ = , 3arccos
2
q
r

⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Окончательно корни уравнения (2) находим по правилу  

1

2

3

2 cos ;
3

2 cos 60 ;
3

2 cos 60 .
3

y r

y r

y r

ϕ= −

ϕ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

o

o

 

Проверкой найденного решения является выполнение равенства 

1 2 3 0.y y y+ + =  
Возвращаясь к исходному уравнению (1), находим величины напряже-

ний с учетом сделанной ранее подстановки:  
/ 1

ср3i i i
Iy yσ = + = +σ ;   1, 2, 3.i =  

Полученные значения должны удовлетворять соотношению 

1 2 3σ ≥σ ≥σ , поэтому необходимо выполнить переобозначение найденных 
значений напряжений, чтобы выполнялось следующее: 

( )/
1 max iσ = σ ; ( )/

3 min iσ = σ ; 1, 3.i=  

Проверкой может служить вычисление инварианта тензора напряжений 
через найденные значения главных напряжений, именно:  

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

;
;

.

I
I
I

= σ +σ +σ
= σ σ +σ σ +σ σ
= σ σ σ

 

При правильном решении значения инвариант тензора напряжений, 
вычисленные через заданные напряжения и через найденные главные на-
пряжения, должны совпадать. 

3. Определить положение главных площадок. 
Ориентацию главной площадки определяет нормаль ν, направляющие 

косинусы которой принято обозначать 

( ),cosl x∧= ν ; ( ),cosm y∧= ν ; ( ),cosn z∧= ν . 

Очевидно, определив значения l, m, n, можно считать известным поло-
жение соответствующей главной площадки. 
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Рассмотрим уравнения, связывающие компоненты данного напряжен-
ного состояния (действуют по площадкам, параллельным координатным 
плоскостям) с напряжениями, взятыми по наклонной площадке: 

,

,

,

x yx zx

xy y zy

xz yz z

X l m n

Y l m n

Z l m n

⎫=σ +τ +τ
⎪⎪= τ +σ +τ ⎬
⎪

= τ +τ +σ ⎪⎭

                                         (3) 

где , ,X Y Z  – проекции полного напряжения на координатные оси. 

Если полные напряжения совпадают с главными, то X l= σ , Y m= σ , 
Z n= σ , причем σ – главное напряжение, действующее на рассматриваемой 
площадке с нормалью ν . 

Направляющие косинусы должны удовлетворять геометрическому со-
отношению 

2 2 2 1l m n+ + = .                                                      (4) 

Найдем направляющие косинусы 1 1 1,  ,  l m n  углов наклона нормали к 
площадке с главным напряжением 1σ . Тогда уравнения (3) будут иметь 
вид 

1

1

1

,

,

.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

l m n l

l m n m

l m n n

⎫σ +τ +τ =σ
⎪⎪τ +σ +τ =σ ⎬
⎪τ +τ +σ =σ ⎪⎭

                                     (5) 

Преобразуя данную систему уравнений, получим 

( )
( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0,

0,

0.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

l m n

l m n

l m n

⎫σ −σ + τ +τ =
⎪⎪τ + σ −σ +τ = ⎬
⎪

τ +τ + σ −σ = ⎪⎭

                               (6) 

Разделим все члены системы (6) на 1n  ( 1 0n ≠  по условию) и рассмот-
рим, например, первые два уравнения системы. Будем иметь 

1 1
1 ,

1 1

1 1
1

1 1

( )

( ) .

x yx zx

xy y zy

l m
n n

l m
n n

⎫σ − σ + τ = −τ ⎪⎪
⎬
⎪τ + σ − σ = −τ
⎪⎭

                                 (7) 
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Очевидно, из системы двух уравнений можно найти два неизвестных 

отношения 1

1

l
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1

1

m
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, причем оставшееся третье уравнение преобразо-

ванной системы (6) может служить проверкой вычислений. Подставим 

найденные отношения 1

1

l
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 1

1

m
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 в соотношение (4) (предварительно 

разделим все члены этого соотношения также на 1 0n ≠ ). Находим сначала 
величину 1n , а затем 1l , 1m . 

Аналогично определяем направляющие косинусы 2 2 2, ,l m n  и 3 3 3, ,l m n , 
соответствующие нормалям к площадкам с главными напряжениями 2σ  и 3σ . 

Направляющие косинусы 1 1 1,  ,  l m n  
можно рассматривать как координаты 
некоторой точки А, лежащей на норма-
ли ν  к соответствующей главной пло-
щадке с напряжением 1σ . Графически 
можно построить параллелепипед, реб-
ра которого равны найденным значени-
ям 1 1 1,  ,  l m n , а диагональ является от-
резком прямой, совпадающей с норма-
лью ν  (рис. 20).  

4. Определить главные деформации. 
Деформированное состояние в производной точке твердого тела опре-

деляется девятью компонентами, образующими тензор деформаций. Он 
записывается аналогично тензору напряжений, причем линейные дефор-
мации соответствуют нормальным напряжениям, а угловые деформации – 
касательным напряжениям. 

Существуют три взаимно перпендикулярных направления таких, что 
проходящие по ним волокна только удлиняются или только укорачивают-
ся (деформация сдвига при этом отсутствует). Такие направления назы-
ваются главными осями деформации, а соответствующие им удлинения 
(укорочения) – главными деформациями. Главные деформации и главные 
оси деформации находятся аналогично главным напряжениям и их на-
правлениям. 

v 

y 

   z                     Рис. 20 

x 

A 

l1 n1 

m1 
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По условию не задано деформированное состояние в рассматриваемой 
точке, поэтому главные деформации находим из соотношений обобщенно-
го закона Гука 

1 1 2 3

2 2 3 1

3 3 1 2

1 ( ( )),

1 ( ( )),

1 ( ( )).

Е

Е

Е

⎫ε = σ −μ σ + σ ⎪
⎪
⎪ε = σ −μ σ + σ ⎬
⎪
⎪ε = σ −μ σ + σ ⎪⎭

 

Для плоского напряженного состояния рассматривается тензор напря-
жений второго порядка, существует два главных напряжения: 

( )2 2
1,2

1 4 .
2 2

x y
x y xy

σ +σ
′σ = ± σ −σ + τ  

Полученные величины необходимо переобозначить с учетом известной 
зависимости ( )1 2 3σ ≥σ ≥σ . 

Если одно из найденных главных напряжений окажется положитель-
ным, а другое отрицательным, то обозначим их 1σ  и 3σ  соответственно. 
Если оба главных напряжения будут положительными (отрицательными), 
то их обозначают 1σ  и 2σ  ( 2σ  и 3σ ) соответственно. 

Положение главных площадок определяется по формуле 

1,2
1,2

tg xy

y

τ
α =

σ −σ
, 

где α  – угол наклона нормали главной площадки к горизонтальной оси 
координат (оси х). В зависимости от того, какое из главных напряжений  

( 1σ  или 2σ ) подставляют в 
эту формулу, получают тан-
генс угла наклона нормали к 
площадке с главным напря-
жением 1σ  или 2σ . 

Для плоского напряжен-
ного состояния можно нари-
совать площадку главных 
напряжений (рис. 21), а не 
нормаль к площадке, подоб-
но изображенной на рис. 20. 

                                  Рис. 21 
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Вопросы для самоконтроля 
1. Что такое нормальные и касательные напряжения? Каково правило 

показа напряжений? 
2. Чем характеризуется напряженное состояние в произвольной точке 

тела? Напишите тензор напряжений и его составляющие – шаровой тензор 
и девиатор напряжений. 

3. Какие существуют виды напряженного состояния материала? 
4. Что называется главной площадкой? Какие напряжения действуют 

на главной площадке? 
5. Напишите уравнение для нахождения главных напряжений. Напишите 

выражение для инвариантов напряженного состояния. 
6. Как определяют положение главных площадок? Дайте определение 

понятию направляющих косинусов. 
7. Что такое линейные и угловые деформации? 
8. Чем характеризуется деформированное состояние в произвольной 

точке тела? Напишите тензор деформаций. 
9. Что называется главными осями деформаций? Каковы особенности 

главных осей деформации? 
 10. Напишите уравнение обобщенного закона Гука.  

 
 

ЗАДАНИЕ № 6 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ  
С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ 

Дана прямоугольная балка-полоса, для которой известна длина l, высо-
та h, толщина t.  

Требуется: 
1) проверить, можно ли заданную функцию ( , )х уϕ  принять для реше-

ния плоской задачи теории упругости; 
2) определить неизвестные постоянные, входящие в выражение функ-

ции напряжений ( , );х уϕ  
3) построить эпюры нормальных и касательных напряжений в трех по-

перечных сечениях заданной балки-полосы. В каждом сечении рассматри-
вать не менее пяти точек по высоте сечения; 

4) сравнить величины напряжений, найденные с помощью функции 
напряжений, с величинами, найденными по формулам сопротивления ма-
териалов. 
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Объемными силами следует пренебречь. 
Выражения функции напряжений содержатся в табл. 12, исходные 

данные – в табл. 13; схемы балки-полосы представлены на рис. 22. В каче-
стве сечений (см. п. 3) необходимо принять крайнее левое сечение, сечение 
посередине балки и крайнее правое сечение. 

 

    

 
Рис. 22 

 
Таблица 12 

Номер 
функции Функция напряжений ϕ (х, у) 

1 
5

2 3 3 2 3
2 6 6 6 5
b с d k yaxy х у у ху x y

⎛ ⎞
ϕ = + + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 
5

2 2 3 2 3
2 2 6 6 5
а b с d yх х у у x y

⎛ ⎞
ϕ = + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

3 3 3 3 5 3 3
6 6 10 6 6
b с с d kaxy у х у х у х у хуϕ = + + − + +  

4 2 3 5 2 2 31
6 5 2 2 6
а b с dx y y ху у х⎛ ⎞ϕ = − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5 ( ) ( )3 2 3 5 53
5
kay bx c xy dxy x y xyϕ = + + − + −  

6 2 2 2 3 5 31
2 2 6 30 6
а b d kх х у х у dу уϕ = + + − +  

O

2 1 3 
у 

q1 

 O 

2l 

q2 

  Q1 

M1 

x 

у 

q1 

O 

2l 

q2 

Q2 

M2 

x 

у 

q1 

l 

  q2 

Q1 

M1 

x 

l 

  Q2 

M2 

h 
h 

t 
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                                         Таблица 13 
Цифра 
вари-
анта 

I II III IV 
Номер 
схемы 

Номер 
ϕ (х, у) 1q ql  2q ql 2

1М ql 2
2М ql 1Q qh 2Q qh q, кH/м l h  h, м t, м

1 1 6 0 2 0 1   -1 0 20 2,5 0,4 0,1 
2 2 5 1   -1    -1 0 0 1 22 3,0 0,5 0,15
3 3 4 2 0 2 3 1 0 24 3,0 0,6 0,2 
4 2 3 3 1 0 2 0   -2 26 2,8 0,4 0,2 
5 3 1   -1 2    -2 0 0 2 28 2,6 0,5 0,3 
6 1 2   -2 0 1 0 3 0 21 3,2 0,6 0,15
7 2 6 0 3    -1 2   -2 0 23 3,2 0,6 0,2 
8 1 5 0   -2 0    -1 1 3 25 2,6 0,5 0,1 
9 3 2 2   -1 2 0 3 0 27 3,0 0,4 0,1 

10 2 1 3 0 0    -2   -1 0 30 3,0 0,6 0,3 
 

Указания к выполнению задания № 6 
Цель выполнения задания – получить практическое представление о 

решении плоской задачи теории упругости в напряжениях. Выполнение 
задания позволяет понять, что решение указанной задачи существенно уп-
рощается, если объемные силы считать постоянными или равными нулю. 
В этом случае можно перейти от трех неизвестных функций хσ , ,у хуσ τ  к 

одной ( ),х уϕ = ϕ  – функции напряжений, или функции Эри (по имени 
английского математика и астронома Эри (Airy)). 

1. Заданную функцию ( ),х уϕ = ϕ  можно принять для решения пло-
ской задачи теории упругости только в том случае, если она является 
гармонической. Тогда функция ( ),х уϕ = ϕ  должна удовлетворять бигар-
моническому уравнению 

4 4 4

4 2 2 42 0
х х у у

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

. 

Следовательно, необходимо вычислить частные произведения за-
данной функции ( ),х уϕ = ϕ  и убедиться, что бигармоническое уравне-
ние удовлетворяется тождественно, или найти условия, при которых 
уравнение выполняется. 

Выражения для напряжений хσ , ,у хуσ τ записываются по следующим 

формулам: 
2

2 ;х
у

∂ ϕσ =
∂

 
2

2у
х

∂ ϕσ =
∂

; 
2

ху х у
∂ ϕτ = −
∂ ∂

. 
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2. Неизвестные постоянные, входящие в выражение ( ),х уϕ = ϕ  можно 
определить из граничных условий для заданной балки-полосы. Необходимо 
рассмотреть два вида граничных условий: вдоль длинной стороны балки-полосы 
и по торцам. 

Вдоль длинных сторон (при у h= +  и при у h= − ) в качестве гранич-
ных условий рассматриваются условия на поверхности 

,

,
x xy x

yx y y

l m p

l m p

σ + τ = ⎫⎪
⎬τ + σ = ⎪⎭

 

где l, m – направляющие косинусы нормали к поверхности (к рассматри-
ваемой стороне балки-полосы). Компоненты поверхностной нагрузки рх, 
ру находятся в зависимости от действующей по условию нагрузки вдоль 
длинных сторон балки. 

По торцам балки-полосы граничные условия записываются в виде вы-
ражений для внутренних силовых факторов через напряжения, именно: 

h

x x
h

N t dy
−

= σ∫ , 
h

y xy
h

Q t dy
−

= − τ∫ , .
h

z x
h

M t ydy
−

= − σ∫  

Значения Nx,  Qy,  Mz определяются в соответствии с заданной нагруз-
кой, действующей по боковым граням балки-полосы, или в соответствии с 
опорными реакциями (их нужно предварительно найти). Правило знаков – 
общепринятое в курсе «Сопротивление материалов». 

Таким образом, граничные условия позволяют не только найти неиз-
вестные постоянные функции напряжений, но в некоторых случаях и вы-
полнить проверку найденных значений. 

3. Построить эпюры нормальных и касательных напряжений. 
Очевидно, окончательные выражения для напряжений с учетом най-

денных констант должны быть функциями координат х, у, поэтому эпюры 
строят для конкретного сечения балки (известна ордината у) не менее чем 
в пяти точках по высоте сечения (известны абсциссы х). 

4. Сравнить полученные выражения напряжений с напряжениями, най-
денными по формулам сопротивления материалов. Для этого необходимо 
рассмотреть балку (шарнирно закрепленную или консольную), соответ-
ствующую по размерам и внешней нагрузке заданной балке-полосе. По 
известным из курса сопротивления материалов формулам запишем вы-
ражение для нормального и касательного напряжений: 
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;i iz
x

z

M y
J

σ =     
отс

max ( )
y z

z

Q S
J b у

τ = , 

где хσ  – нормальное напряжение в i-й точке опасного сечения балки      
(см. задание № 3); maxτ – максимальное касательное напряжение в опасном 
сечении балки. При вычислении касательных напряжений по указанной 
формуле (формуле Журавского) нужно определить из эпюры поперечных 
сил maxy yQ Q=  величину поперечной силы в опасном сечении балки; вы-

числить J – осевой момент инерции поперечного сечения и найти ( )b у  – 
ширину поперечного сечения балки на уровне, для которого вычисляются 
касательные напряжения (в данном задании ( )b у t= ). В формуле отс

zS  – 
статический момент отсеченной части площади поперечного сечения. Ка-
сательные напряжения вычисляют для определенного уровня y, поэтому 
любая часть сечения (относительно данного уровня) может рассматривать-
ся как отсеченная. В данном задании имеем балку-полосу прямоугольного 
поперечного сечения постоянной ширины, для которого 

( )2 2
отс

0,25

2z
t h y

S
−

= . 

Построив эпюры нормальных и касательных напряжений, необходимо 
сформулировать выводы, полученные из анализа эпюр, построенных мето-
дом теории упругости и сопротивления материалов. 

 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какая совокупность уравнений существует для решения задач теории 

упругости? Что может приниматься в качестве неизвестных? 
2. В чем заключается способ решения задач теории упругости в напря-

жениях? Назовите последовательность действий при решении задач в на-
пряжениях. 

3. Что называется оператором Лапласи? 
4. Какая функция называется бигармонической? 
5. Чему равна наивысшая степень полинома, при которой тождественно 

удовлетворяется бигармоническое уравнение плоской задачи теории упру-
гости? 

6.  Как выражаются напряжения (нормальные и касательные) с помо-
щью функции напряжений? 

7.  Сопоставьте напряжения, полученные по формулам теории упруго-
сти и сопротивления материалов: какие напряжения отличаются и почему?  
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Приложение 2 
МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ФИГУР ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРАЛЬНЫХ ОСЕЙ 
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