
Ëåêöèÿ 8, ÒÔÊÏ, ÏÌ

Èíòåãðèðîâàíèå ô.ê.ï.

1. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà âäîëü êó÷î÷íî-ãëàäêîé êðèâîé. Ïóñòü
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ èìååò ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå z = z(t) = x(t) +
iy(t), ãäå ïàðàìåòð t èçìåíÿåòñÿ îò α ê β, ãäå α è β � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîå
è êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Áóäåì ýòîò ôàêò çàïèñûâàòü â âèäå t ∈ −−−→[α, β].
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñè, ÷òî α < β.

Íî âîîáùå äîïóñêàåòñÿ è α < β, è α > β.
Òåì ñàìûì íà êðèâîé çàäàíà îðèåíòàöèÿ (ïîðÿäîê îáõîäà): òî÷êà z1 ∈ γ

ïðåäøåñòâóåò òî÷êå z2 ∈ γ, åñëè z1 = z(t1), z2 = z(t2) ïðè t1 < t2. Äëÿ êðàòêî-
ñòè óêàçàííûé ïîðÿäîê òî÷åê áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì z1 ≺ z2 íà γ. Çäåñü
åñòü îäíà òîíêîñòü: åñëè êðèâàÿ èìååò òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, òî ïðåäøåñòâó-
þùàÿ òî÷êà ìîæåò ãåîìåòðè÷åñêè ñîâïàñòü ñ ïîñëåäóþùåé. Äëÿ èçáåæàíèÿ
ýòîãî íåóäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîé, ñîñòîÿùåé èç
íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1 = z(t1), z2 = z(t2),. . . , ò.å.
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà. Äðóãèìè ñëîâè, ìû áóäåì
ðàçëè÷àòü òî÷êè íà êðèâîé íå òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêè, íî è ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåò-
ðà, êîòîðîìó îíè ñîîòâåòñòâóþò. Òåïåðü óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàìåòðîì t è òî÷êàìè z = z(t) íà êðèâîé.

Êðèâîé ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé ìû áóäåì íàçûâàòü êðèâóþ γ− ñ
òåì æå óðàâíåíèåì z = z(t) = x(t) + iy(t), ãäå ïàðàìåòð t èçìåíÿåòñÿ â ïðî-
òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè îò β ê α, òî åñòü t ∈ ←−−−[α, β]. Òîãäà z1 ≺ z2 íà γ
ðàâíîñèëüíî z2 ≺ z1 íà γ−.

Åñëè z(α) = z(β), òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.
Ïóñòü íà êðèâîé γ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy.

Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íåêîòîðûé íàáîð tk çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà

α = t0 < t1 < · · · < tn = β.

Ðàçîáüåì êðèâóþ γ íà n äóã γk òî÷êàìè zk = z(tk), ò.å. ïîëîæèì

γk = {z = z(t), t ∈ [tk−1, tk]}, k = 1, . . . , n. (1)

Òî÷êè zk = z(tk) íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî íà êàæ-
äîé äóãå γk ïðîèçâîëüíî ïî ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå ck ∈ γk, k = 1, . . . , n è ïîëî-
æèì

S = S(f, {zk}, {ck}) =
n∑

k=1

f(ck)(zk − zk−1) =
n∑

k=1

f(ck)∆zk. (2)

Âûðàæåíèå (2) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé. Âåëè÷èíà

λ = λ({zk}) = max
k=1,...,n

|∆zk|, (3)

íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ. Ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ ðàâåí äëèíå íàèáîëü-
øåé èç õîðä, ñòÿãèâàþùèõ ñîñåäíèå òî÷êè ðàçáèåíèÿ.
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Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (âòîðîãî ðîäà) îò ôóíê-
öèè f âäîëü êðèâîé γ. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñóìì (2) êîãäà ïàðàìåòð ðàçáè-
åíèÿ (3) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) èíòåãðèðóåìà âäîëü
êðèâîé γ, à ñàì ïðåäåë íàçûâàþò èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(z) âäîëü êðèâîé γ.
Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ:

∫

γ
f(z) dz = lim

λ({zk})→0
S(f, {zk}, {ck}). (4)

2. Èíòåãðàë îò ïîñòîÿííîé. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì
∫

γ
C dz = C

∫

γ
dz = C(B − A), (5)

ãäå A = z(α), B = z(β) � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êðèâîé γ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè êðèâàÿ γ çàìêíóòà, òî èíòåãðàë (5) ðàâåí íóëþ.

3. Âûðàæåíèå èíòåãðàëà ÷åðåç êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî
ðîäà. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è î ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (4) ñâîäèò-
ñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó âîïðîñó äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó (2) â âèäå

S =
n∑

k=1

(u(ak, bk) + iv(ak, bk))(∆xk + i∆yk) =

=
n∑

k=1

(u(ak, bk)∆xk − v(ak, bk)∆yk)+

+i
n∑

k=1

(v(ak, bk)∆xk) + u(ak, bk)∆yk), (6)

ãäå ck = ak+ibk. Âèäèì, ÷òî ïîëó÷èëîñü ÷åòûðå èíòåãðàëüíûõ ñóììû äëÿ ôóíê-
öèé u(x, y, v(x, y) ïî êîîðäèíàòàì x è y. Åñëè ôóíêöèè u(x, y è v(x, y) íåïðå-
ðûâíû íà γ, òî, êàê èçâåñòíî èç êóðñà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ôóíêöèé
äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ýòè ñóììû èìåþò ïðåäåë ïðè λ({zk}) → 0 è
îïðåäåëÿþò êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ýòèõ ôóíêöèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èç (6) è èç îïðåäåëåíèÿ (4) ïîëó÷àåì

∫

γ
f(z) dz = lim

λ({zk})→0
S(f, {zk}, {ck}) =

= lim
λ({zk})→0

n∑

k=1

(u(ak, bk)∆xk − v(ak, bk)∆yk)+

+i lim
λ({zk})→0

n∑

k=1

(v(ak, bk)∆xk) + u(ak, bk)∆yk) =

=
∫

γ
u dx−

∫

γ
v dy + i

(∫

γ
v dx+

∫

γ
u dy

)
. (7)

4. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà. Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ôîð-
ìóëàìè èç óêàçàííîãî êóðñà, èç (7) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà:

∫

γ
f(z) dz ==

∫

γ
u dx−

∫

γ
v dy + i

(∫

γ
v dx+

∫

γ
u dy

)
=
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=
∫ β

α
(u(x(t), y(t))ẋ− v(x(t), y(t))ẏ) dt+

+i
∫ β

α
(v(x(t), y(t)) ẋ+ u(x(t), y(t))ẏ) dt =

=
∫ β

α
(u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t)))(ẋ+ iẏ) dt =

∫ β

α
f(z(t))ż dt. (8)

5. Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà (àääèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè è ìíîæåñòâà). Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ èç îïðåäåëå-
íèé (2) è (4). Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èç ñâÿçè (7) ñ õîðîøî èçó÷åííûìè
èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà äëÿ ôóíêöèé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

∫

γ
(C1f1(z) + C2f2(z)) dz = C1

∫

γ
f1(z) dz + C2

∫

γ
f2(z)) dz,

ãäå C1, C2 � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå.
∫

γ1∪γ2

f(z) dz =
∫

γ1

f(z) dz +
∫

γ2

f(z) dz, γ1 ∩ γ2 = ∅,

à äàæå åñëè γ1, γ2 � êðèâûå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ íå èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê.
∫

γ
f(z) dz = −

∫

γ−
f(z) dz

ãäå γ, γ− � êðèâûå ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé.
6. Îöåíêà èíòåãðàëà. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣
∫

γ
f(z) dz

∣∣∣∣ ≤
∫

γ
|f(z)| |dz| =

∫

γ
|f(z)| ds, (9)

ãäå äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà åñòü êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà (ïî
äëèíå äóãè) îò âåùåñòâåííîçíà÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè |f(z)| =

√
u2(x, y) + v2(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó (2). Òîãäà, ïîëüçóÿñü
íåðàâåíñòâîì ìíîãîóãîëüíèêà äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

|z1 + · · ·+ zn| ≤ |z1|+ · · ·+ |zn|,

ïîëó÷èì
|S| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ck)∆zk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|f(ck)||∆zk| = S ′, (10)

ãäå S ′ � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïî äëèíå äóãè îò ôóíêöèè |f(z)|. Ïðåäåë S ′ ïðè
λ({zk})→ 0 ðàâåí êàê ðàç èíòåãðàëó ñïðàâà â (9), à ïðåäåë |S| ïî îïðåäåëåíèþ
(4) ðàâåí ìîäóëþ èíòåãðàëà, çàïèñàííîìó ñëåâà â (9). Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî çíàê
íåðàâåíñòâà â (10) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.
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