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Ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè òî÷êè.
Ôóíêöèè Áëÿøêå.

Ïðèìåðû äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè òî÷êè. Åñëè îêðóæíîñòüγ ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò èìååò êîíå÷íûé ðàäèóñ r (åå óðàâíåíèå |z| = r), òî òî÷êè a è a∗ = r2

a
íàçûâàþòñÿ

ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè a è
a∗ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç öåíòðà îêðóæíîñòè, è ïðîèçâåäåíèå èõ ðàññòîÿíèé
äî öåíòðà ðàâíî r2: |a∗||a| = r2.

Àíàëîãè÷íî ãåîìåòðè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûå òî÷êè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé
îêðóæíîñòè γ: |z − z0| = r êîíå÷íîãî ðàäèóñà r, îíè ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç
öåíòðà z0 îêðóæíîñòè, è èõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà z0 óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó |a∗−z0||a−
z0| = r2. Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷íûå òî÷êè a è a∗ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

a∗ − z0 =
r2

a− z0

.

Äëÿ öåíòðà z0 îêðóæíîñòè γ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî γ íàçûâàåòñÿ òî÷êà z∗0 =∞.
Åñëè îêðóæíîñòü γ èìååò áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ (ïðÿìàÿ), òî ñèììåòðè÷íûìè îòíîñè-

òåëüíî γ íàçûâàþòñÿ ëþáûå äâå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåð-
ïåíäèêóëÿðîì. Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðè÷íîé òî÷êè â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü ïðÿìàÿ γ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0 è çàäàíà òî÷êà a = α + iβ. Òîãäà
âåêòîð (A,B) ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé ïðÿìîé è óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê γ è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç a, èìååò âèä σ : (x, y) = (α, β) + t(A,B). Ïàðàìåòð t, ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ γ è σ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ A(α+At)+B(β+Bt)+C = 0.
Îòñþäà

t0 = −Aα +Bβ + C

A2 +B2
.

Ïðè t1 = 2t0 ïðÿìàÿ σ ïðîõîäèò ÷åðåç a∗ = (α∗, β∗), òî åñòü

(α∗, β∗) = (α, β)− 2
Aα +Bβ + C

A2 +B2
(A,B).

α∗ = α− 2
Aα +Bβ + C

A2 +B2
A, β∗ = β − 2

Aα +Bβ + C

A2 +B2
B.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü γ1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòè γ òî÷êè a è a∗ îðòîãîíàëüíà ýòîé îêðóæíîñòè. Â ñëó÷àå êîãäà γ èëè γ1 èìåþò
áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ ýòî î÷åâèäíî. Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ðàäèóñîâ r è r1 óòâåðæäåíèå ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè γ1, ïðîâåäåííîé èç öåíòðà
îêðóæíîñòè γ, êàê èçâåñòíî èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ðàâåí

|a∗ − z0||a− z0| = r2, (1)

ò.å. äëèíà êàñàòåëüíîé ðàâíà r. Ïîýòîìó â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé γ è γ1 óãîë
ìåæäó íèìè ïðÿìîé.
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Ëåãêî äîêàçàòü è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (íà îñíîâàíèè òîé æå ôîðìóëû (1)): åñëè
äâå îêðóæíîñòè (êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ ðàäèóñîâ) γ1 è γ2 îðòîãîíàëüíû îêðóæíîñòè
γ (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà) è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ a è a∗, òî ýòè òî÷êè
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ïàðó ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ òî÷åê a è a∗
ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ îêðóæíîñòåé γ1 è
γ2, îðòîãîíàëüíûõ îêðóæíîñòè γ.

Òåîðåìà. Ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè

w = w(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0,

ñèììåòðè÷íûå òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ ïåðåõîäÿò â ñèììåòðè÷íûå òî÷êè
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè w(γ) (ò.å. îòíîñèòåëüíî îáðàçà îêðóæíîñòè γ ïðè óêàçàí-
íîì îòîáðàæåíèè).

Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ, êðóãîâîãî ñâîéñòâà è èç
êîíñåðâàòèçìà óãëîâ (w′(z) 6= 0 âñþäó). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæå-
íèè îðòîãîíàëüíûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â îðòîãîíàëüíûå îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè òî÷êè a è a∗ îïðåäåëåíû êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé γ1 è γ2 (íå ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç ïîëþñ z = −d/c îòîáðàæåíèÿ), îðòîãîíàëüíûõ îêðóæíîñòè γ, òî òî÷êè
òî÷êè w(a) è w(a∗) îïðåäåëåíû êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé w(γ1) è w(γ2),
îðòîãîíàëüíûõ îêðóæíîñòè w(γ).

Ïðè ïîñòðîåíèè îáðàçîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ (îáëàñòåé, ãðàíèöà êîòîðûõ ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà äóã îêðóæíîñòåé êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ ðàäèóñîâ) ïðè äðîáíî ëèíåé-
íûõ îòîáðàæåíèÿõ

w =
az + b

cz + d
= A+

B

z − z0

, ad− bc 6= 0,

èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
1. Îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò γ â îêðóæíîñòü Γ.
2. Â öåíòð îêðóæíîñòè Γ ïåðåõîäèò òî÷êà z∗0 , ñèììåòðè÷íàÿ ïîëþñó z0 äðîáíî ëèíåé-

íîãî îòîáðàæåíèÿ.
3. Óãëû ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ñîõðàíÿþòñÿ.
Ïðèìåðû. Ïîëóîêðóæíîñòü, êâàäðàò,....
Îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà åäèíè÷íûé êðóã. Ôóíêöèÿ Áëÿøêå. Ôóíêöèåé Áëÿøêå

íàçûâàåòñÿ
w =

z − z0

1− zz0

, |z0| < 1. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå (2) ïåðåâîäèò çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã |z| ≤ 1 íà ñåáÿ
(âçàèìíî îäíîçíà÷íî), ïðè ýòîì ãðàíèöà ïåðåõîäèò â ãðàíèöó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z =
eiϕ, z0 = reiϕ0 . Òîãäà äëÿ îáðàçà òî÷åê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîëó÷àåì

v =
eiϕ − reiϕ0

1− reiϕe−iϕ0
=

1

eiϕ
eiϕ − reiϕ0

e−iϕ − re−iϕ0
=

=
1

eiϕ
Z

Z̄
, Z = eiϕ − reiϕ0 = ρeit.

Ïîýòîìó,
v = e−iϕe2ti = e(2t−ϕ)i, (3)
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à ìîäóëü ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâåí åäèíèöå. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Áëÿøêå ïåðåâîäèò åäèíè÷-
íóþ îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ â ñèëó (3) èìååò åäèíè÷íûé ðàäèóñ. Ëåãêî òàêæå
ïîêàçàòü, ÷òî |w| < 1 ïðè |z| < 1, è ÷òî |w| > 1 ïðè |z| > 1.

Äàëåå, ðàçðåøèâ ðàâåíñòâî (2) ïðè |w| ≤ 1 îòíîñèòåëüíî z, ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå

z =
w + z0

1 + wz0

,

ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî, |z| < 1. Ýòî äîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ Áëÿøêå îòîá-
ðàæàåò îäíîëèñòíî çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã íà çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã.

Îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà åäèíè÷íûé êðóã. Ôóíêöèÿ Áëÿøêå. Âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòüþ C+ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Im z > 0. Ôóíêöèåé Áëÿøêå äëÿ âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ

w =
z − z0

z − z0

, z0 ∈ C+. (4)

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå (4) ïåðåâîäèò C+ íà åäèíè÷íûé êðóã |z| < 1 (âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî), ïðè ýòîì ãðàíèöà y = 0 ïåðåõîäèò â ãðàíèöó |z| = 1. Äåéñòâèòåëüíî,

|w| =
∣∣∣∣
z − z0

z − z0

∣∣∣∣ =
|z − z0|
|z − z0| =

=

√
(x− x0)2 + (y − y0)2

√
(x− x0)2 + (y + y0)2

,

ãäå z = x+ iy, z0 = x0 + iy0, y0 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
|w| < 1, åñëè z ∈ C+, ò.å. ïðè y > 0,
|w| > 1, åñëè z ∈ C−, ò.å. ïðè y < 0,
|w| = 1, åñëè z = x+ 0y = x.
Òàê ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ïåðåõîäèò â ãðàíèöó |z| = 1.
Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðóãà, |w| < 1 Ðàçðåøèâ ðàâåíñòâî (4) îòíîñèòåëüíî z,

ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z=z(w):

z =
z0 − z0w

1− w .

Ïîñêîëüêó |w| < 1 òîëüêî ïðè z ∈ C+, òî ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Áëÿøêå îòîáðàæàåò
îäíîëèñòíî C+ íà åäèíè÷íûé êðóã.

ÏÐÈÌÅÐÛ äëÿ ëåêöèè è ïðàêòèêè.
1. Íàéòè îáðàç ïîëóêðóãà |z| < 1, Im z > 0 ïðè îòîáðàæåíèè w = 1

z−1
.

2. Íàéòè îáðàç òðåóãîëüíèêà x = 0, y = 0, x+y = 1 ïðè îòîáðàæåíèè w = (z−1)/(z+1).
3. Íàéòè îáðàç ïîëîñû 0 < x < 1 (ïîëóïîëîñû 0 < x < 1, y > 0) ïðè îòîáðàæåíèè

w = (z − 1)/(z + 1).
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