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Ôóíêöèè. Ïîíÿòèÿ îäíîçíà÷íîñòè, îäíîëèñòíîñòè. Ïðåäåë, íåïðåðûâíîñòü îä-

íîçíà÷íîé ô.ê.ï. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïðèìåðû íåîäíîçíà÷íîñòè.
Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (ô.ê.ï.).

Îäíîçíà÷íîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé f(z) îò ê.ï. z = x+iy îïðåäåëåí-
íîé íà ìíîæåñòâå E ⊂ C ìû áóäåì íàçûâàòü êàêîå-ëèáî îïðåäåëåííîå ïðàâèëî
(íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêîå äåéñòâèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé), â ðåçóëüòàòå ïðè-
ìåíåíèÿ êîòîðîãî âåëè÷èíå (òî÷êå) z ∈ E ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ
åäèíñòâåííàÿ êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà (òî÷êà) w = u+iv. Äåéñòâèå ôóíêöèè (èëè
ïðîñòî � ôóíêöèÿ) îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ òàê: w = f(z). Ïðè ýòîò ìíîæåñòâî E
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f .

Ìû áóäåì èìåòü äåëî òàêæå ñ ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå
ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ôóíêöèè w = f(z) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà, à öåëîå ìíîæåñòâî (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) w êîìïëåêñíûõ
âåëè÷èí.

Çàäàíèå ôóíêöèè w = f(z), z = x+iy, ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ äåéñòâèòåëüíûõ
è ìíèìûõ çíà÷åíèé u = u(x, y), v = v(x, y) âåëè÷èíû w â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèÿ z = x + iy. Ïîýòîìó ôóíêöèþ w = f(z) òàêæå çàïèñûâàþò â ðàçâåðíóòîì
âèäå w = u(x, y) + iv(x, y). Ôóíêöèè u, v íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâè-
òåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ ôóíêöèè f . Ýòî äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ x, y. Ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

u = u(x, y) = <f(z), v = v(x, y) = =f(z), z = x+ iy.

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè ÷àñòî áóäåì ïèñàòü u âìåñòî u(x, y) è v âìåñòî
v(x, y).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè f ñèìâîë w = u+iv îáîçíà÷àåò
åäèíñòâåííîå êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå (òî÷êó), à â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
ïîä w ñëåäóåò ïîíèìàòü öåëîå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) = z2. Íàéäåì åå äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì z = x+iy....Èòàê, <z2 = x2−y2, =z2 = 2xy.

Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ïðàêòèêà)
1)w = zn, n ∈ Z,
2)w = azn + bzn−1 + ...+ c;
3)w = azn+bzn−1+...+c

Azm+Bzm−1+...+C ;
4)w = ez;
5)w = sin(cos)z;
6)w = tg(ctg)z;
7)w = ch(sh)z.

Ïðåäåë îäíîçíà÷íîé ô.ê.ï.
Íåïðåðûâíîñòü îäíîçíà÷íîé ô.ê.ï.

Ñêàæåì, ÷òî ïðåäåë îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = z0 ñóùåñòâóåò è
ðàâåí ÷èñëó A, åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
0 < |z − z0| < ε òî÷êè z0 è

|f(z)− A| → 0 ïðè |z − z0| → 0.

1



Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññòîÿíèå |f(z) − A| ìåæäó òî÷êàìè f(z) = u + iv è A =
a+ ib ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà ðàññòîÿíèå |z − z0| ìåæäó òî÷êàìè z = x+ iy è
z0 = x0 + iy0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ñòðåìëåíèå |z − z0| → 0 ðàâíîñèëüíî äâóì ñòðåìëåíèÿì |x −
x0| → 0 è |y − y0| → 0 îäíîâðåìåííî, ò.å. (x, y) → (x0, y0). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà. Åñëè íåêîòîðîå êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî èìååò âèä Z = X + iY , òî

max{|X|, |Y |} ≤ |Z| =
√
X2 +X2 ≤ |X|+ |Y |. (1)

Èç (1) ïîëó÷àåì

max{|x− x0|, |y − y0|} ≤ |z − z0| ≤ |x− x0|+ |y − y0|. (2)

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè |z − z0| → 0, òî max{|x − x0|, |y − y0|} → 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, îáà âûðàæåíèÿ |x− x0 è |y− y0| ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. È íàîáîðîò,
åñëè îáà âûðàæåíèÿ |x− x0 è |y − y0| ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî èõ ñóììà |x− x0|+
|y−y0| òàêæå ñòðåìòòñÿ ê íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî âòîðîìó íåðàâåíñòâó â (2),
èìååì |z − z0| → 0.

Êàê îáû÷íî, óêàçàííûé ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà è åãî ðàâåíñòâà ÷èñëó
A çàïèñûâàåòñÿ â âèäå A = limz→z0 f(z).

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà êîìïëåêñíîé ôóíê-
öèè ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ ïðåäåëîâ äëÿ åå êîìïîíåíò u, v. Òî÷íåå,
åñëè çàïèñàòü âåëè÷èíû â ðàçâåðíóòîì âèäå: f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), A = a+ ib,
òî ñòðåìëåíèå A = limz→z0 f(z) ðàâíîñèëüíî äâóì ñòðåìëåíèÿì:

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = a; lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = b.

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèè f(z) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå z = z0, åñëè
limz→z0 f(z) = f(z0). Èç ïðåäûäóùãî âûòåêàåò, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
f ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè êàæäîé èç åå âåùåñòâåííûõ êîìïîíåíò u(x, y) è
v(x, y), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Êðî-
ìå òîãî, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0 ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü åå
ìîäóëÿ |f(z)| â òîé æå òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî,

||f(z)| − |f(z0)|| ≤ |f(z)− f(z0)| → 0, z → z0.

Îáðàòíîå íåâåðíî. Ïðèìåð: f(z) = r ïðè Im z ≥ 0, è f(z) = −r ïðè Im z < 0,
z = reiϕ.

Íåîäíîçíà÷íûå ôóíêöèè
Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ìû ðàññìàòðèâàëè îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè f(z), êî-

òîðûå êàæäîé òî÷êå z (çíà÷åíèþ) èç ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ ñòàâÿò â ñîîòâåò-
ñòâèå ðîâíî îäíî çíà÷åíèå w = f(z).

Íî ÷àñòî â ÒÔÊÏ âîçíèêàþò è íåîäíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Îñòàíîâèìñÿ íà
íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ.

Ôóíêöèÿ Ln z, ãäå íàçâàíèå ôóíêöèè íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîïèñíîé áóêâû L. Ïî
îïðåäåëåíèþ ýòà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ýñïîíåíåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè w = ez, ââåäåííîé âûøå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ w = Ln z
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ìû äîëæíû ðàçðåøèòü óðàâíåíèå z = ew îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé w = u+ iv,
ñ÷èòàÿ z = x + iy èçâåñòíîé (çàäàííîé) âåëè÷èíîé. Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ ìû
èìååì

w = Ln z ⇔ z = ew.

Ðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî w. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì z â ïîëÿðíîé
ôîðìå z = |z|eiϕ. Ïóñòü èñêîìîå çíà÷åíèå w = u + iv. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä

|z|eiϕ = eu+iv = eu eiv,

îòêóäà, ñðàíèâàÿ ìîäóëè è àðãóìåíòû, íàõîäèì eu = |z|, ò.å. u = ln z è v =
ϕ+ 2πk, k = 0,±1, .... Ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå

Ln z = u+ iv = ln |z|+ i(ϕ+ 2πk), z = |z|eiϕ,

ãäå ln îçíà÷àåò îáû÷íûé äåéñòâèòåëüíûé ëîãàðèôì. Î÷åâèäíî, ïðèâåäåííûå
âûêëàäêè èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè z 6= 0. Ïîýòîìó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè Ln z åñòü C \ {0}.

Ïðèìåð.

Ln 3i = Ln 3eiπ/2 = ln 3 + i(π/2 + 2πk) = ln 3 + iπ(1/2 + 2k), k = 0,±1, ...

Ëîãàðèôì Ln äàåò íàì ïðèìåð áåñêîíå÷íîíà÷íîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó êàæ-
äîìó îòëè÷íîìó îò íóëÿ çíà÷åíèþ z ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé
Ln z.

Ïðèìå÷àíèå. Îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ln z, ãäå íàçâàíèå ôóíêöèè íà÷èíà-
åòñÿ ñ ìàëîé áóêâû, îïðåäåëÿþò îáû÷íî òàê

ln z = ln |z|+ iϕ, ϕ ∈ (−π.π], z = |z|eiϕ.

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìà.
Ôóíêöèÿ w = n

√
z òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé. Êàê ìû çíàåì, êàæäîìó

îòëè÷íîìó îò íóëÿ çíà÷åíèþ z = reiϕ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîð-
íåé n-é ñòåïåíè. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè
ÿâëÿåòñÿ n-çíà÷íîé ôóíêöèåé:

w = n
√
z = |z|eϕ+2πk

n
i, k = 0, n− 1.
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