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Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ôîðìû ïóòè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ îáëàñòü. ×åðåç γ : z = z(t), t ∈ −−−→[α, β],
áóäåì îáîçíà÷àòü îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå (ïóòè), ëåæàùèå â G. Ïóñòü f(z) �
íåêîòîðàÿ ô.ê.ï., çàäàííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè G.

Ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ∫γ f(z)dz íå çàâèñèò îò ôîðìû êðèâîé (ïóòè) γ ⊂ G,
åñëè îí çàâèñèò ëèøü îò íà÷àëà è êîíöà êðèâîé γ, òî åñòü ÿëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îò A = z(α) è B = z(β). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èìååòñÿ äâå êðèâûõ γ1,2 : z =

z1,2(t), t ∈ −−−−−−→[α1,2, β1,2], ëåõàùèõ â G, ïðè÷åì z1(α1) = z2(α2) è z1(β1) = z2(β2), òî
∫

γ1

f(z)dz =
∫

γ2

f(z)dz.

Òåîðåìà. Èíòåãðàë ∫
γ f(z)dz íå çàâèñèò îò ôîðìû ïóòè γ ⊂ G òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàë ∮γ f(z)dz ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó γ,
ëåæàùåìó â G ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü γ ⊂ G � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, åå
íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò, A = z(α) = z(β). Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ êðèâóþ
γ1 : z = A, îíà èìååò òå æå ñîâïàäàþùèå íà÷àëî è êîíåö A, ÷òî è êðèâàÿ
γ. Èíòåãðàë ïî γ1, î÷åâèäíî, ðàâåí íóëþ. Íî èíòåãðàëû ïî γ è γ1 ñîâïàäàþò.
Çíà÷èò, è èíòåãðàë ïî γ ðàâåí íóëþ.

(⇐) Ïóñòü γ1 ⊂ G, γ2 ⊂ G � ïðîèçâîëüíûå êðèâûå, ó êîòîðûõ íà÷àëà è
êîíöû ñîâïàäàþò: z1(α1) = z2(α2) è z1(β1) = z2(β2). Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ
êðèâóþ, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõ êðèâûõ γ1 ∪ γ−2 . Òîãäà

0 =
∮

γ1∪γ−2
f(z) dz =

∫

γ1

f(z) dz +
∫

γ−2
f(z) dz =

∫

γ1

f(z) dz −
∫

γ2

f(z) dz.

Òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà
â G. Òîãäà èíòåãðàë ∮γ f(z)dz ðàâåí íóëþ ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó γ,
ëåæàùåìó â G.

Òåîðåìà Êîøè. (äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà) Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü,
ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â G. Òîãäà èíòåãðàë ∫γ f(z)dz íå çàâèñèò îò ôîðìû
ïóòè, ëåæàùåãî â G.
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