
Ëåêöèÿ 4, ÒÔÊÏ, ÏÌ
Ôóíêöèè. Âûäåëåíèå îäíîçíà÷íûõ âåòâåé. Ïîíÿòèå îäíîëèñòíîñòè.

Âûäåëåíèå îäíîçíà÷íûõ âåòâåé íåîäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
Ðàñìîòðèì ñíà÷àëà ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé âåòâè fγ(z) ôóíêöèè f(z) íà êðè-

âîé γ. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè G. ×åðåç γ îáîçíà÷èì íåêîòîðóþ
(çàìêíóòóþ èëè ðàçîìêíóòóþ) êðèâóþ, ëåæàùóþ â G è èìåþùóþ ïàðàìåòðè-
÷åñêîå óðàâíåíèå z = z(t) = x(t) + iy(t), ãäå ïàðàìåòð t èçìåíÿåòñÿ îò α ê β. Â
íà÷àëüíîé òî÷êå z0 = z(α) ýòîé êðèâîé âû÷èñëèì âñå çíà÷åíèÿ w0(z0), w1(z0),...
ôóíêöèè f(z0) è ïîëîæèì fγ(z0) ðàâíûì îäíîìó èç ýòèõ çíà÷åíèé, íàïðèìåð
fγ(z0) = W0 = w0(z0). Çíà÷åíèå W0 ìû áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè f . Âî âñåõ äðóãèõ òî÷êàõ z ∈ γ ìû òàêæå âû÷èñëèì âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ w0(z), w1(z),... ôóíêöèè f(z) è ïîëîæèì fγ(z) ðàâíûì îäíîìó èç ýòèõ
çíà÷åíèé, ò.å. fγ(z) = ws(z), s = s(z). Åñëè âûáîð çíà÷åíèé óäàëîñü ñäåëàòü
òàê, ÷òî íà êðèâîé ïîëó÷èëàñü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ fγ(z(t)) ïàðàìåòðà t, òî
ãîâîðÿò, ÷òî

íà êðèâîé γ âûäåëåíà íåïðåðûâíàÿ âåòâü fγ ôóíêöèè f , èëè, ÷òî íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå W0 ôóíêöèè f íåïðåðûâíî è îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ âäîëü êðèâîé
γ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî íåïðåðûâíûõ ïðîäîëæåíèé
îäíîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ W0 âäîëü γ (íåñêîëüêî íåïðåðûâíûõ âåòâåé). Íî
ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü íè îäíîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü â îáëàñòè G ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà z0, è â ýòîé òî÷êå
çàäàíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå W0 ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f . Ïóñòü z1 � ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà îáëàñòè G (âîçìîæíî, z1 = z0). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ êðèâûõ γ,
ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè z0 è z1 è ëåæàùèõ â îáëàñòè G (åñëè z1 = z0, òî âñå êðèâûå
çàìêíóòû). Åñëè âäîëü âñåõ òàêèõ êðèâûõ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå W0 ôóíêöèè f
ïðîäîëæàåòñÿ íåïðåðûâíî è âñå ïðîäîëæåíèÿ äàþò îäíî è òî æå êîíå÷íîå çíà-
÷åíèå fγ(z1), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèåW0 = fγ(z0) íåïðåðûâíî
è îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó z1. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû âèäèì, çíà÷åíèå
fγ(z) â òî÷êå z1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f è
íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé γ.

Íàêîíåö, åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êå z0 è ôèêñèðîâàíîì íà-
÷àëüíîì çíà÷åíèè W0 ýòî çíà÷åíèå íåïðåðûâíî è îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ â
ëþáóþ òî÷êó z1 ∈ G, òî ãîâîðÿò, ÷òî

â îáëàñòè G âûäåëåíà íåïðåðûâíàÿ îäíîçíà÷íàÿ âåòâü F (z) ôóíêöèè f(z)
(ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì W0), èëè, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå W0 ïðîäîëæàåòñÿ
îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî íà âñþ îáëàñòü G.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

w = Ln z = Ln reϕ = ln r + i(ϕ+ 2πk), z 6= 0. (1)

Âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó èç åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ z0 = 3, à â ýòîé òî÷êå
âûáåðåì êîíêðåòíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà W0 = ln 3 + 0i = ln 3. Äëÿ
ýòîãî â (1) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ϕ òî÷êè z = reϕ âûáåðåì
ϕ0 = 0 è ïîëîæèì k = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîå çíà÷åíèåW0 ìû âû÷èñëèëè
ïî ôîðìóëå ln r + iϕ, ïîäñòàâèâ ñþäà r = r0 = 3, ϕ = ϕ0 = 0.
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Îòìåòèì, ÷òî âûáîð êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ êàñàåòñÿ òîëüêî àðãóìåíòà, ò.ê.
ìîäóëü r = |z| è âìåñòå ñ íèì äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ln r ìíîãîçíà÷íîãî ëîãà-
ðèôìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì íà÷àëüíîé òî÷êè îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü z1 � êàêàÿ-ëèáî òî÷êà îòëè÷íàÿ îò 0, íàïðèìåð, z1 = 2i. Ñîåäèíèì
òî÷êè z0 è z1 îòðåçêîì γ1 ïðÿìîé è îïðåäåëèì íà γ1 íåïðåðûâíóþ âåòâü Lnγ1 z.
Ïðè äâèæåíèè òî÷êè z = reiϕ âäîëü γ1 åå ìîäóëü r íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò 3
äî 2, à âûáðàííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ϕ íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò
= 0 äî π/2. Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè âñå âðåìÿ ïî îäíîé è òîé æå ôîðìóëå
Lnγ1 z = ln r + iϕ, ïîëó÷èì íåïðåðûâíîå åå èçìåíåíèå âäîëü îòðåçêà γ1. Ïðè
ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè Lnγ1 z èçìåíÿåòñÿ îò íà÷àëüíîãî = ln 3 äî ln 2 + πi/2.
Îòìåòèì, ÷òî ïî õîäó äâèæåíèÿ âñå âðåìÿ k = 0; ìû íå ìîæåì èçìåíèòü k = 0
íà äðóãîå öåëîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ïîëó÷èòñÿ ñêà÷îê ìíèìîé ÷àñòè).

Ñîåäèíèì òåïåðü òî÷êè z0 è z êàêîé-ëèáî êðèâîé γ2, äâèãàÿñü â îáõîä íà÷àëà
êîîðäèíàò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïðè òàêîì äâèæåíèè òî÷êè z = reiϕ åå ìîäóëü
ñíîâà íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò 3 äî 2, íî àðãóìåíò íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ
èíà÷å � îò 0 äî −3π/2. Òåïåðü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Lnγ2 z = ln r + iϕ
ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò ln 3 äî ln 2− 3πi/2.

Ïî äâóì ðàçíûì êðèâûì ïîëó÷èëîñü äâà ðàçëè÷íûõ íåïðåðûâíûõ ïðîäîë-
æåíèÿ. Çíà÷èò îäíîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé âåòâè âûäåëèòü â óêàçàííîé îáëàñòè
íåëüçÿ.

Òåïåðü ñäåëàåì ðàçðåç ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè è ïîëó-
÷èì îáëàñòü G0 = C \ [−∞, 0]. Ðàññìîòðèì òî æå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå. Ñíîâà
ñîåäèíèì òî÷êè 3 è 2i êàêîé-ëèáî êðèâîé γ. Òåïåðü â îáëàñòè G0 íèêàêàÿ êðè-
âàÿ γ íå ìîæåò îáîéòè íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîýòîìó àðãóìåíò ϕ ïåðåìåííîé z
âñåãäà íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π/2, à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå W0 ôóíêöèè
Lnγ z = ln r + iϕ ñîîòâåñòâåííî íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò ln 3 äî îäíîãî è òî-
ãî æå çíà÷åíèÿ ln 2 + πi/2. Èòàê, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå W0 = ln 3 ëîãàðèôìà â
îáëàñòè G0 íåïðåðûâíî è îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó 2i. Âìåñòî òî÷êè
2i ìû ìîæåì âçÿòü ëþáóþ äðóãóþ, ëåæàùóþ â G0 è àíàëîãè÷íûìè ðàññìîòðå-
íèÿìè ïîêàçàòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå W0 = ln 3 íåïðåðûâíî è îäíîçíà÷íî
ïðîäîëæàåòñÿ â ýòó òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèëè îäíîçíà÷íóþ âåòâü
ëîãàðèôìà â îáëàñòè G0. Ýòà âåòâü ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé, êîòîðóþ
ìû ðàíåå íàçâàëè ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì 2-çíà÷íóþ ôóíêöèþ

w =
√
z2 − 1 =

√
(z − 1)(z + 1) =

√
r1eiϕ1r2eiϕ2 , (2)

ãäå r1 = |z − 1|, r2 = |z + 1|, ϕ1 è ϕ2 � àðãóìåíòû ÷èñåë z − 1, z + 1. Ìû ìîæåì
ïåðåïèñàòü ôóíêöèþ (2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì èçâëå÷åíèÿ êîðíåé òàê:

w =
√
r1r2ei(ϕ1+ϕ2) =

√
r1r2e

i(ϕ1+ϕ2
2

+πk), k = 0, 1. (3)

Âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó z0 = 2, à â ýòîé òî÷êå âûáåðåì êîíêðåòíûå íà÷àëü-
íûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ ϕ(0)

1,2 = 0 ÷èñåë z − 1, z + 1 è ïîëîæèì k = 0. Çäåñü,
êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âûáîð êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé êàñàåòñÿ òîëüêî àð-
ãóìåíòîâ, ò.ê. ìîäóëè r1 = |z − 1| è r2 = |z + 1| îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì
íà÷àëüíîé òî÷êè z0 îäíîçíà÷íî, îíè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî r(0)

1 = 1 è r
(0)
2 = 3.
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Ïî ôîðìóëå
w =

√
r1r2e

i(ϕ1+ϕ2
2 ), (33)

ïðè ϕ1,2 = ϕ
(0)
1,2, r1,2 = r

(0)
1,2 âû÷èñëÿåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèèW0 = 1·3e0 =

3.
Ïðîâåäåì çàìêíóòóþ êðèâóþ γ èç z0 â z0, îáõîäÿùóþ òî÷êó 1, íî íå îáõî-

äÿùóþ òî÷êó −1. Âûäåëèì íåïðåðûâíóþ âåòâü fγ(z) ôóíêöèè (3) âäîëü ýòîé
êðèâîé. Áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ fγ(z) ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå, ò.å. ïî (33). Ïðîñëåäèì íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â
ôîðìóëó (33). Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà √r1r2 â ðåçóëüòàòå îáõîäà êðèâîé γ íå èç-
ìåíèòñÿ (îíà â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè, êàê óæå ñêàçàíî, îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-
çíà÷íî). Âåëè÷èíà ϕ1 ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ðàäèóñà-âåêòîðà z−1 è â ðåçóëüòàòå
ïîëíîãî åãî ïîâîðîòà âîêðóã òî÷êè 1 íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ 0 äî 2π (ãîâîðÿò, ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå 2π). Âåëè÷èíà ϕ2 ÿâëÿåòñÿ
àðãóìåíòîì ðàäèóñà-âåêòîðà z + 1, à îí íå ñîâåðøàåò ïðè óêàçàííîì îáõîäå íè
îäíîãî ïîâîðîòà âîêðóã ñâîåãî íà÷àëà −1. Ïîýòîìó íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ϕ2 ïî-
ñëå íåïðåðûâíûõ èçìåíåíèé âîçâðàùàåòñÿ ê ñâîåìó æå çíà÷åíèþ 0 (ãîâîðÿò, íå
ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèÿ).

Èòàê, ïðè óêàçàííîì îáõîäå âåëè÷èíà ϕ1+ϕ2

2
ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå 2π/2 = π

è èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π, è ìû ïðèõîäèì ê íîâîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè w =√
3eiπ = −3, îòëè÷àþùåìóñÿ îò íà÷àëüíîãî, ðàâíîãî 3. Ïîñêîëüêó íåò îäíî-

çíà÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ èç òî÷êè z0 â òî÷êó z1 = z0 ïî çàìêíóòûì êðèâûì, òî
íà âñåé ïëîñêîñòè íåëüçÿ âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ âåòâü.

Ñäåëàåì òåïåðü ðàçðåç ïî îòðåçêó [−1, 1] è ïîëó÷èì íîâóþ îáëàñòü G1. Òå-
ïåðü íà ëþáîì çàìêíóòîì êîíòóðå, îáõîäÿùåì èëè íå îáõîäÿùåì òî÷êè ±1 îáà
àðãóìåíòà îäíîâðåìåííî ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ 2πk, k ∈ Z, (k = 0 îçíà÷àåò,
÷òî êðèâàÿ íå îáõîäèò óêàçàííûé ðàçðåç), à çíà÷èò è âåëè÷èíà ϕ1+ϕ2

2
ïîëó÷àåò

òàêîå æå ïðèðàùåíèå 2πk. Ýòî îçíà÷àåò (ñì. (33)), ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â
êîíöå ïóòè ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå w = 3e2πki = 3.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó z ∈ G1. Òåïåðü íà ëþáûõ äâóõ êðèâûõ, ñî-
åäèíÿþùèõ z0 è z è ëåæàùèõ â G1 ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòîâ (ϕ1 + ϕ2)/2 ìîãóò
îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà 2πk, è ïîýòîìó ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ
âåòâåé â z. Âûäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü â G1.

Îäíîëèñòíûå, íåîäíîëèñòíûå ôóíêöèè (ÏÐÀÊÒÈÊÀ)
Îïðåäåëèì ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå â ÒÔÊÏ ïîíÿòèå îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé íà ìíîæåñòâå E, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1 è z2 èç ýòîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèÿ f(z1) è f(z2) òàêæå ðàç-
ëè÷íû. Òî åñòü

z1 6= z2 ⇒ f(z1) 6= f(z2).

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî îáðàòíûå ôóíêöèè äëÿ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé âñåãäà
îäíîçíà÷íû, äðóãèìè ñëîâàìè, óðàâíåíèå w = f(z) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z
ðàçðåøàåòñÿ îäèíñòâåííûì îáðàçîì: êàæäîìó çíà÷åíèþ w ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî
îäíî çíà÷åíèå z (íà ìíîæåñòâå E).

Çàäà÷à î âûäåëåíèè ìíîæåñòâ îäíîëèñòíîñòè, î ðàçáèåíèè íà ìíîæåñòâà
îäíîëèñòíîñòè.
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Ðàññìîòðåòü ÏÐÈÌÅÐÛ. w = z2, w = z2 + iz + 4, w = z3, w = 1
2

(
z + 1

z

)
,

w = ez, w = sin z, w = tg z, w = cos2 z, w = az+b
cz+d

, w = z4+1
z4−1

.
Ñàìûìè ïðîñòûìè è óäîáíûìè ïðè èçó÷åíèè ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îäíî-

çíà÷íûå è îäíîëèñòíûå ôóíêöèè íà E, êîòîðûå íàçûâàþò òàêæå ãîìåîìîðô-
íûìè îòîáðàæåíèÿìè.
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