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Äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Àíàëèòè÷íîñòü.
Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè G è z0 = x0 + iy0 ∈

G. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 â êîìïëåêñíîì ñìûñëå
(ìîíîãåííà â òî÷êå z0), åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
∆ z→0

∆ f

∆ z
. (1)

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäèì, ÷òî èç ìîíîãåííîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå z0 ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå

∆ f(z0) = f(z)− f(z0) = f ′(z0) · (z − z0) + ε(z, z0) · (z − z0), (2)

ãäå âåëè÷èíà ε(z, z0) → 0 ïðè z → z0, òî åñòü ε(z, z0) = o(1). Ïðåíåáðåãàÿ
ìàëûìè âåëè÷èíàìè ε(z − z0) · (z − z0), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (2) â âèäå

∆f(z0) = f(z)− f(z0) ≈ df(z0) = f ′(z0)dz, dz = ∆ z = z − z0. (3)

Âûðàæåíèå df(z0) = f ′(z0)dz ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ
ôóíêöèè f(z) è íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå
z0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ïðèðàùåíèå f(z) − f(z0) ôóíêöèè f ïðèáëèæåííî
ðàâíî äèôôåðåíöèàëó df ôóíêöèè f . Îòìåòèì âàæíûé ôàêò, íåÿâíî ñîäåðæà-
ùèéñÿ â äàííîì îïðåäåëåíèè. Èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà
ïðè ñòðåìëåíèè z → z0 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ò.å. òî÷êà z ìîæåò ïðèáëèæàòü-
ñÿ ê òî÷êå z0 ïî ïðîèçâîëüíîìó ïóòè èëè ïî ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê zk è îò ýòîãî çíà÷åíèå ïðåäåëà íå èçìåíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè G, åñëè îíà
ìîíîãåííà âî âñåõ òî÷êàõ G. Äàëüíåéøèé íàø êóðñ áóäåò ïîñâÿùåí ïî ñóùåñòâó
àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà
Ïðèçíàêîì àíàëèòè÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà. Ïóñòü f(z) =

u(x, y) + iv(x, y), è åå äåéòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y. Óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà â òî÷êå z0 = x0 + iy0

íàçûâàþòñÿ äâà ðàâåíñòâà:
∂ u

∂ x
=
∂ v

∂ y
;

∂ v

∂ x
= −∂ u

∂ y
, (4)

ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå (x0, y0).
Òåîðåìà.Àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè f , ò.å. ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(z)

âî âñåõ òî÷êàõ z = x+ iy ∈ G ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà
âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ êðàòêîñòè,

A =
∂ u

∂x
, B =

∂ u

∂y
, C =

∂ v

∂x
, D =

∂ v

∂y
,
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ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå z0 =
x0 + iy0 ∈ G. Èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëíûõ ïðèðàùåíèé â òî÷êå z0 èìååì

∆u := Adx+Bdy + ε1, ∆ v = Cdx+Ddy + ε2,

ãäå ∆u := u(x, y) − u(x0, y0), dx = x − x0, |ε1| = |ε1(x, y, x0, y0)| = o(|dz|) ïðè
(x, y)→ (x0, y0) (êîðî÷å, ïðè z → z0), ò.å.

lim
z→z0

ε1(x, y)

dz
= lim

z→z0
|ε1(x, y)|
|dz| = lim

z→z0
|ε1(x, y)|√

(x− x0)2 + (y − y0)2
= 0. (5)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âåðíû è äëÿ v, dy, ε2. Çàïèøåì ïîëíîå ïðèðàùåíèå
ôóíêöèè w = f(z) â òî÷êå z0

∆w = ∆u+ i∆ v = Adx+Bdy + i(Cdx+Ddy) + ε1 + iε2. (6)

Ó÷òåì, ÷òî ∆ z = dz = z − z0 = dx+ idy. Òîãäà dz = dx− idy è, ñëåäîâàòåëüíî,

dx =
1

2
(dz + dz), dy =

1

2i
(dz − dz) = − i

2
(dz − dz).

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (6) è ïîëó÷èì

∆w =
A

2
(dz + dz)− Bi

2
(dz − dz) + i(

C

2
(dz + dz)− Di

2
(dz − dz)) + ε1 + iε2 =

=
1

2
(A+D + i(−B + C)) dz +

1

2
(A−D + i(B + C)) dz + ε1 + iε2.

Òîãäà

∆w

dz
=

1

2
(A+D + i(−B + C)) +

1

2
(A−D + i(B + C))

dz

dz
+
ε1 + iε2

dz
. (7)

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f(z) ìîíîãåííà â òî÷êå z0. Ýòî çíà÷èò äîëæåí ñóùå-
ñòâîâàòü ïðåäåë (1), ò.å. ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè â (7). Íî çäåñü ïî ñâîéñòâó (5)
èìååì

lim
z→z0

ε1 + iε2

dz
= lim

z→z0
ε1

dz
+ i lim

z→z0
ε2

dz
= 0 + 0 = 0,

è, çíà÷èò, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâî-
âàíèå ïðåäåëà âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Íî âûðàæåíèå

dz

dz
=
re−iϕ

reiϕ
= e−2iϕ

íå ìîæåò èìåòü íèêàêîãî ïðåäåëà, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè íåì äîëæåí áûòü
ðàâíûì íóëþ. Çàïèøåì ýòî óñëîâèå

A−D + i(B + C) = 0 ⇔ A = D, B = −C.
Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà â òî÷êå z0.

Èòàê, èç óñëîâèÿ ìîíîãåííîñòè â òî÷êå z0 ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Êîøè-
Ðèìàíà â äàííîé òî÷êå z0. À èç óñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè â îáëàñòè G ñëåäóåò
âûïîëíåííèå óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âñþäó â G.
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Íàîáîðîò, ïóñòü óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíåíû âñþäó â G. Òîãäà èç (7),
ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå îáðàòèòñÿ â íóëü, ïîëó÷èì

lim
z→z0

∆w

dz
=

1

2
(A+D + i(−B + C)) + lim

z→z0
ε1 + iε2

dz
.

Ïîñêîëüêó ïðåäåë ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ðàâåí íóëþ, òî ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâó-
åò è

f ′(z0) =
1

2
(A+D + i(−B + C)) .

Íà ïðàêòèêå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà (1) âçÿòü dz = dx+ i0 = dx.
Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïóíêòà ñäåëàåì íåñêîëüêî âàæíûõ çàìå÷àíèé.
1. Ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå, îòíîøåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êàæäîé îáëàñòè, ãäå îíà îïðåäåëåíà. Ïðè ýòîì äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè âñå õîðîøî èçâåñòíûå ôîð-
ìóëû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñóìì, ðàçíîñòåé, ïðîèçâåäåíèé, îòíîøåíèé. Ñïðà-
âåäëèâûì îñòàåòñÿ è ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé. Âñå ýòî
äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ âåùåñòâåííûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîé è âåùåñòâåííîé ïðîèçâîäíîé ôîð-
ìàëüíî íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ.

2. Âñå îïðåäåëåííûå íàìè ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè òèïà sin z, tg z, è ò.ä.
ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â êàæäîé îáëàñòè, ãäå ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû. Ýòî
íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà. Òàáëèöà ïðî-
èçâîäíûõ äëÿ êîìïëåêñíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ôîðìàëüíî îñòàåòñÿ ïðåæ-
íåé. Ïðè÷åì íà äåéñòâèòåëüíîé îñè êîìïëåêñíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èõ
ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò ñ îäíîèìåííûìè âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíê-
öèÿìè è èõ ïðîèçâîäíûìè.

3. Ïðèìåðàìè íåàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîãóò ñëóæèòü òàêèå: w = x, w =
z̄, w = cos z̄, w =| z |, w = <z,... Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûå íåàíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ: w = z + 3z̄2, w = =z sin iz, w = ze|z|...

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé,
äèôôåðåíöèàëà. Êîíôîðìíîñòü, ñâÿçü ñ àíàëèòè÷íîñòüþ.

Òåîðåìà Ðèìàíà.
Âåðíåìñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé è êîìïëåêñíîãî äèôôåðåíöèàëà. Ìû

çíàåì, ÷òî èç àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f ïðè ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ dz ñëåäóåò

∆ f = f(z)− f(z0) ≈ d f,

ãäå df = f ′(z0)dz � êîìïëåêñíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â çàäàííîé òî÷êå
z0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàëûå âåêòîðû dz = reiϕ ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z) (ñ
òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîðÿäêà áîëåå âûñîêîãî, ÷åì dz) ïåðåõîäÿò â
íåêîòîðûå ìàëûå âåêòîðû df = Reiϑ è ïðè ýòîì èç îïðåäåëåíèÿ df íàõîäèì

Reiϑ = f ′(z0)reiϕ,
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R = r | f ′(z0) |, arg df = arg dz + arg f ′(z0).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè f ′(z0) 6= 0 îòîáðàæåíèå w = f(z) âáëèçè äàííîé òî÷-
êè z0 ñîâåðøàåò ëèøü ïðîñòåéøèå äåôîðìàöèè îáëàñòè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê
ñëåäóþùåìó:

a) ïîñòîÿííîå ðàñòÿæåíèå âåêòîðîâ dz ñ êîýôôèöèåíòîì | f ′(z0) |;
b) êîíñåðâàòèçì óãëîâ, îçíà÷àþùèé, ÷òî âñå âåêòîðû dz ïîâîðà÷èâàþòñÿ íà

îäèí è òîò æå óãîë ðàâíûé arg f ′(z0).
Óêàçàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà a), b) íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíîñòüþ îòîá-

ðàæåíèÿ f â äàííîé òî÷êå z0. Èòàê, åñëè ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà, òî îíà ñîâåðøàåò
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå â êàæäîé òî÷êå, ãäå åå ïðîèçâîäíàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, âåðíî ëè îáðàòíîå, ò.å. ñëåäóåò ëè èç êîíôîðìíîñòè â
òî÷êå z0 îòîáðàæåíèÿ w = f(z) åãî äèôôåðåíöèðóåìîñòü â óêàçàííîì êîì-
ïëåêñíîì ñìûñëå. Îòâåò óòâåðäèòåëüíûé. À â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà f èìååò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ýòî ëåãêî äîêàçàòü.

Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèé
Äëÿ ô.ê.ï. f(z) ãðàôèê, ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà (z, f(z)), ëåæèò â 4-õ ìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå, è ïîýòîìó íàðèñîâàòü åãî íåâîçìîæíî. Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
èëëþñòðàöèè îòîáðàæåíèé w = f(z) îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä.

Ïóñòü ìû õîòèì èçó÷èòü îòîáðàæåíèå w = f(z) íåêîòîðîé îáëàñòè Gz, ãäå
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(z), íà äðóãóþ îáëàñòü Gw, ÿâëÿþùóþñÿ îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè f(z). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ýêçåìïëÿðà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè (z) è (w). Íà ïåðâîì ýêçåìïëÿðå íàðèñóåì îáëàñòü Gz è â ýòîé îáëàñòè
íåêîòîðóþ õàðàêòåðíóþ ñåòêó Sz, ñîñòîÿùóþ èç ïåðåñåêàþùèñÿ êðèâûõ. Íà
âòîðîì ýêçåìïëÿðå èçîáðàçèì îáðàçû ýòèõ êðèâûõ ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z).
Ïîëó÷èòñÿ äðóãàÿ ñåòêà Sw, ëåæàùàÿ â Gw. Ñîïîñòàâëåíèå ñåòîê Sz è Sw äàåò
íàì êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Æåëàòåëüíî â êà÷åñòâå Gz áðàòü îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè f(z), â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â óùåðá íàãëÿäíîñòè, â îáëàñòè Gw áóäóò ïîëó÷àòüñÿ êðàò-
íûå òî÷êè (íàëîæåíèÿ).

Ïðè ðèñîâàíèè ñåòêè Sw ïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâàìè óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè
êîíôîðìíîñòè.

ÏÐÈÌÅÐÛ: w = z2, w = ez, w = 1
2

(
z + 1

z

)
.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è â òåîðèè
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ðèìàíà, äîêàçàííàÿ â 1851 ãîäó.

Òåîðåìà Ðèìàíà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé D è G, ãðàíèöà
êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà âñþ îáëàñòü G.

Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ â ãèäðîäèíàìèêå, àýðîäèíàìèêå, â òåîðèè óïðó-
ãîñòè âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé Ðèìàíà äëÿ êîíêðåòíûõ
îáëàñòåé. Íàïðèìåð, â ãèäðîäèíàìèêå çàäà÷à îá îáòåêàíèè èäåàëüíîé æèäêî-
ñòüþ çàäàííîãî êîíòóðà îáû÷íî ðåøàåòñÿ ïîñòðîåíèåì îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè èëè íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñû íà âíåøíîñòü êîíòóðà.
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