
Ëåêöèÿ 2, ÒÔÊÏ, ÏÌ
Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ: êðèâûå, îêðåñòíîñòü òî÷êè, îòêðûòûå ìíîæåñòâà, îá-

ëàñòè. Ïîïîëíåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äî ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Ïîíÿòèå ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè.

1. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé ëåê-
öèè àðèôìåòè÷åñêîé è ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C. Òàê æå
îáîçíà÷àåòñÿ è ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ ÷èñëà. Ìíîæåñòâî C ÷àñòî
íàçûâàþò îòêðûòîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.

2. Êðèâûå. Íåïðåðûâíîé êðèâîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî, çàäàâàåìîå ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β],

ãäå x(t), y(t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà t. Ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå óäîáíî çàïèñàòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå

x+ iy = x(t) + iy(t), èëè z = z(t).

Ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå, èõ äëèíà. Îðèåíòàöèÿ êðèâûõ (íàïðàâëåíèå îáõîäà).
3. Îïðåäåëèì òîïîëîãèþ îòêðûòîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ò.å. îïðåäå-

ëèì îòêðûòûå ìíîæåñòâà (îêðåñòíîñòè) íà C. Ïðîñòåéøåå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî � îòêðûòûé êðóã |z − z0| < ε êîíå÷íîãî ðàäèóñà ε, êîòîðûé íàçûâàþò
òàêæå ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè z0 (öåíòðà). Îòêðûòûì ìíîæåñòâîì òàêæå ñ÷è-
òàåòñÿ îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü Ax + By + C > 0, êîòîðóþ â ÒÔÊÏ óäîáíî
ñ÷èòàòü îòêðûòûì êðóãîì áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà. Óêàçàííûå ìíîæåñòâà âìåñòå
íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè îòêðûòûìè êðóãàìè (èëè îáîáùåííûìè êðóãîâûìè
îêðåñòíîñòÿìè).

Îïðåäåëåèå. Îòêðûòûì ìíîæåñòâîì íà C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå
âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ε-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè.
Çàìêíóòûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó z ∈ C íàçûâà-
þò òàêæå îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

Ãðàíè÷íîé òî÷êîé ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E íà C íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òà-
êàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, â ëþáîé, ñêîëü óãîäíî ìàëîé, ε-îêðåñòíîñòè êîòîðîé íà-
õîäÿòñÿ òî÷êè êàê ïðèíàäëåæàùèå, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó E.
Ãðàíèöåé ∂E ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.
Ìîæíî äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî çàìêíó-
òî, åñëè îíî ñîäåðæèò ñâîþ ãðàíèöó: ∂E ⊂ E.

4. Îáëàñòü. Âàæíåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé îòêðûòîãî ìíîæåñòâà � îáëàñòü.
Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ, åñëè îíî, âî-ïåðâûõ, îòêðûòî, à âî-âòîðûõ
ñâÿçíî. Îòêðûòîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî G ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó
z, òî îíî ñîäåðæèò è íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè (ò.å. íåêîòîðóþ äîñòà-
òî÷íî ìàëóþ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè z). Ñâÿçíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî G
ñîäåðæèò íåêîòîðûå äâå òî÷êè z1 è z2, òî ýòè òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåêîòîðîé
êðèâîé, öåëèêîì ëåæàùåé â G.

Ãðàíèöû îáëàñòåé ìîãóò èìåòü ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, íî ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî òàêèå îáëàñòè, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íå
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èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ � êîìïîíåíò ãðàíèöû. Â ÷àñò-
íîñòè â ðîëè êîìïîíåíò ãðàíèöû ìîãóò áûòü îòäåëüíûé èçîëèðîâàííûå òî÷êè,
ðàçðåçû (ðàçîìêíóòûå êðèâûå), çàìêíóòûå êðèâûå. ×èñëî ðàçëè÷íûõ êðèâûõ,
ñîñòàâëÿþùèõ ∂G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ñâÿçíîñòè îáëàñòè G.

ÏÐÈÌÅÐÛ. |z − z0| < R, = z > 0, r < |z − z0| < R,...
5.Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷-

êà. Â ÒÔÊÏ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðóþ ïðèíÿòî
íàçûâàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì z = ∞. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, îòêðûòàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C ïîïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîé òî÷-
êîé z = ∞ è ïîëó÷àåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé
(çàìêíóòîé) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C̄.

Ãåîìåòðè÷åñêè òî÷êó z = ∞ èçîáðàçèòü íåâîçìîæíî, îäíàêî ìîæíî ââå-
ñòè è èçîáðàæàòü îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Êðóãîâîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ∞
íàçûâàåòñÿ âíåøíîñòü ëþáîãî çàìêíóòîãî êðóãà |z − z0| ≤ r, r > 0, z0 ∈ C.
r-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ∞ íàçûâàåòñÿ âíåøíîñòü çàìêíóòîãî êðóãà |z| ≤ r. ×åì
áîëüøå r, òåì ìåíüøåé ñ÷èòàåòñÿ r-îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè.
Îêðåñòíîñòþ òî÷êè ∞ íàçûâàåòñÿ òàêæå ëþáîå îòêðûòîå íåîãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî íà C, ñîäåðæàùåå íåêîòîðóþ r-îêðåñòíîñòü òî÷êè ∞ (ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì r).

Ïðè ýòîì àðèôìåòè÷åñêàÿ è ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà êîíå÷íûõ òî÷êàõ
(÷èñëàõ) ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè òà æå, ÷òî è íà C. À äëÿ òî÷êè ∞ àðèôìåòè-
÷åñêèå îïåðàöèè è ðàññòîÿíèÿ ìû îïðåäåëÿòü íå áóäåì.

Ñôåðà Ðèìàíà. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè-
äàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå îïðåäåëåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàññìîò-
ðèì îäèí ñïîñîá èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ñôåðå. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñôåðó S äèàìåòðà 1, êàñàþùóþñÿ êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè XOY â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ.). Âûñøàÿ òî÷êà P (0, 0, 1) íà ñôåðå
íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì. Ïðîåêöèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z = x+iy íà ñôåðó ïîëó÷à-
åòñÿ òàê. Íóæíî ïðîâåñòè èç ïîëþñà P ëó÷ ê òî÷êå z è âçÿòü ïåðåñå÷åíèå ýòîãî
ëó÷à è ñôåðû S. Ïîëó÷åííàÿ òî÷êà Z ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷å-
ñêîé ïðîåêöèåé òî÷êè z íà ñôåðó S. ßñíî, ÷òî òàêîå ïðîåêòèðîâàíèå ïðèâîäèò
âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷êè ïëîñêîñòè è òî÷êè ñôåðû. Ò.å. êàæ-
äîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî èìååò ðîâíî îäíî èçîáðàæåíèå íà ñôåðå S è, íàîáîðîò,
êàæäîé òî÷êå íà ñôåðå, çà èñêëþ÷åíèåì ïîëþñà, ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà íà C. Ïîëþñó P íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé êîíå÷íîé òî÷êè íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè, äëÿ íåãî ìû è ââåäåì íà ïëîñêîñòè óñëîâíóþ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííóþ òî÷êó ("çà ãîðèçîíòîì") z = ∞. Îêðåñòíîñòÿìè ýòîé òî÷êè íàçîâåì
ïðîîáðàçû ïðè óêàçàíîì ïðîåêòèðîâàíèè îêðåñòíîñòåé ïîëþñà P íà ñôåðå (ò.å.
"êðóãîâûõ"îêðåñòíîñòåé òî÷êè P íà ñôåðå, è îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ñôåðû,
ñîäåðæàùåå òî÷êó P ). "Êðóãîâîé"îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M íà ñôåðå ìû áóäåì
íàçûâàòü âñÿêèé îòêðûòûé ñåãìåíò, êîòîðûé îòñåêàåòñÿ ïëîñêîñòüþ îò ñôå-
ðû è ñîäåðæèò òî÷êó M . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî "êðóãîâûì"îêðåñòíîñòÿì íà ñôåðå
Ðèìàíà ñîîòâåòñòâóþò óêàçàííûå ðàíåå êðóãîâûå îêðåñòíîñòÿì íà C̄.

Îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè áóäåì
íàçûâàòü îêðóæíîñòü êîíå÷íîãî ðàäèóñà èëè ïðÿìóþ (îêðóæíîñòü áåñêîíå÷íî-
ãî ðàäèóñà). Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé îáîáùåííîé îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ñîîò-
âåòñòâóåò îêðóæíîñòü íà ñôåðå Ðèìàíà. Ïóñòü z = x+ iy � òî÷êà íà ïëîñêîñòè,

2



åé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà Z(α, β, γ) (ñ îáû÷íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäè-
íàòàìè α, β, γ â R3) íà ñôåðå S. Íàéäåì ñâÿçü êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì
óðàâíåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè P è z. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êî-
îðäèíàòû ýòèõ òî÷åê òàêîâû: P (0; 0; 2) è z(x; y; 0). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
èñêîìîé ïðÿìîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå èìååò âèä

l :
α− 0

x− 0
=
β − 0

y − 0
=
γ − 1

0− 1
;
α

x
=
β

y
= 1− γ.

Îòñþäà íàõîäèì
x =

α

1− γ , y =
β

1− γ . (2)

Êðîìå òîãî, èìååì óðàâíåíèå ñôåðû

S : (α− 0)2 + (β − 0)2 +
(
γ − 1

2

)2

=
1

4
; α2 + β2 = γ − γ2. (3)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ èñïîëüçóåì ýòî è (2). Òîãäà

x2 + y2 =
α2 + β2

(1− γ)2
= γ

1− γ
(1− γ)2

; x2 + y2 =
γ

1− γ . (4)

Ïîëüçóÿñü (2) è (4), ïîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò îêðóæ-
íîñòü íà ñôåðå. Äåéñòâèòåëüíî, îáùåå óðàâíåíèå îáîáùåííîé îêðóæíîñòè íà
ïëîñêîñòè XOY èìååò âèä A(x2 +y2) +Bx+Cy+D = 0. Òî÷íåå, åñëè A 6= 0, òî
ïîëó÷àåì îêðóæíîñòü êîíå÷íîãî ðàäèóñà, à åñëè A = 0, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
ïðÿìîé (îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà).

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèÿ èç (2) è (4), òîãäà

A
γ

1− γ +B
α

1− γ + C
β

1− γ +D = 0;Aγ +Bα + Cβ +D − γD = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî (α, β, γ):

τ : Bα + Cβ + γ(A−D) +D = 0.

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, çíà÷èò, êîãäà òî÷êà z = x + iy ïðîáåãàåò
îáîáùåííóþ îêðóæíîñòü, òî÷êà (α, β, γ) ïðîáåãàåò íåêîòîðûé ïóòü ïî ñôåðå,
îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ â îäíîé ïëîñêîñòè τ . Ò.å. ýòîò ïóòü åñòü ïåðåñå÷åíèå ñôåðû
è ïëîñêîñòè τ � îêðóæíîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå A = 0 ïðîåêöèÿ ïðÿìîé íà ñôåðó ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-
íîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîëþñ P . Â ñâÿçè ñ ýòèì è ãîâîðÿò (ñì. âûøå), ÷òî
ïðÿìàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ýòî (îáîáùåííàÿ) îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó è èìåþùàÿ áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ.

Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Óãëû ìåæ-
äó êðèâûìè ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ñîõðàíÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç
(2) è (4) ïîëó÷àåì

α =
x

y2 + x2 + 1
, β =

y

y2 + x2 + 1
, γ =

x2 + y2

y2 + x2 + 1
.
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Îòñþäà, ñ÷èòàÿ x = x(t), y = y(t), ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü êîîðäèíàòû âåêòîðà
êàñàòåëüíîé ê êðèâîé

(α, β, γ) = (α(x(t), y(t)), β(x(t), y(t)), γ(x(t), y(t)),

ëåæàùåé íà ñôåðå Ðèìàíà. Ïîýòîìó ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñòàí-
äàðòíîìó âû÷èñëåíèþ óãëà ìåæäó êàñàòåëüíûìè â îáùåé òî÷êå äâóõ êðèâûõ.
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