
Ëåêöèÿ 1
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêàÿ è ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìû çàïèñè. Èçâëå÷åíèå êîðíåé. Ñâîéñòâà ìî-
äóëÿ. Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé.

1. Îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà (ê.÷.) ýòî
äâóìåðíûå âåêòîðû z = (x, y) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè x, y, íàäåëåí-
íûå îïðåäåëåííîé àðèôìåòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ñì. ï.2). Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
çàïèñûâàþò äëÿ óäîáñòâà â âèäå z = x + iy, ãäå ñèìâîë i â äàííîì ñëó÷àå èã-
ðàåò ðîëü ðàçäåëÿþùåé çàïÿòîé. Ýòîò ñèìâîë íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé.
Îáîñíîâàííîñòü òàêîãî íàçâàíèÿ áóäåò âèäíà èç äàëüíåéøåãî.

Îáîçíà÷åíèÿ: Re z, Im z (imaginary), |z|, z̄.
2. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.
Îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2:

z1 = z2 ⇔ x1 = x2, y1 = y2.

Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ïîêîîðäèíàòíîå: åñëè z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2, òî
z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i (y1 ± y2).

Óìíîæåíèå äâóõ ê.÷. z1 è z2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ äâó÷ëåíîâ, íî ïðè ýòîì âûðàæåíèå i2, ïîëó÷àþùååñÿ â ïðîèçâåäåíèè,
çàìåíÿåòñÿ íà −1, ò.å. i2 = −1:
(x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 + i2y1y2 + i(x1y2 + y1x2) = (x1x2− y1y2) + i(x1y2 + y1x2).

Ïðàâèëî äåëåíèÿ:
x1 + iy1

x2 + iy2

=
x1 + iy1

x2 + iy2

· x2 − iy2

x2 − iy2

=
x1x2 + y1y2 + i(x2y1 − x1y2)

x2
2 + y2

2

=

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

Èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü, äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðàöèé.
Ìíîæåñòâî ê.÷., íàäåëåííîå óêàçàííîé àðèôìåòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îáðàçóåò
ïîëå. Ðîëü íóëÿ çäåñü èãðàåò 0 + i0, ðîëü åäèíèöû èãðàåò 1 + i0.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñëåäóåò, ÷òî ê.÷. âèäà x+i0 âåäóò ñåáÿ êàê îáû÷íûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x. Íàïðèìåð, åñëè z1 = x1 + i0 è z2 = x2 + i0, òî z1 + z2 =
(x1 + x2) + 0i, z1z2 = x1x2 + i0, z1/z2 = x1/x2 + 0i. Ïîýòîìó òàêèå ÷èñëà òàêæå
íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíûìè è îáîçíà÷àþò êðàòêî x = x+ i0. ×èñëà âèäà 0 + iy
íàçûâàþò ÷èñòî ìíèìûìè, èõ îáîçíà÷àþò êðàòêî: iy.

Îòìåòèì ÷àñòî ïðèìåíÿåìîå íà ïðàêòèêè ñâîéñòâî, ÷òî åñëè z1 = x1 � äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî óìíîæåíèå è äåëåíèå íà ýòî ÷èñëî ïðîâîäèòñÿ ïîêîìïî-
íåíòíî:

(x2 + iy2) x1 = x2x1 + iy2x1,
x2 + iy2

x1

=
x2

x1

+ i
y2

x1

.

Îòìåòèì îäíî âàæíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñâîéñòâî ê.÷., íå ïðèñóùåå äåéñòâè-
òåëüíûì ÷èñëàì, êîòîðîå ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé. Ðåøàÿ óðàâ-
íåíèå z2 = −1, âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå êîðíè z = ±i = ±(0 + 1i),
à â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë óðàâíåíèå íåðàçðåøèìî.
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Îòìåòèì åùå ñîîòíîøåíèÿ

zz̄ = |z|2; x =
z + z̄

2
; y =

z − z̄
2i

.

4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ è ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè ê.÷. Ðàññìîò-
ðèì òåïåðü òàê íàçûâàåìóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè ÷èñëà z.

z = x+ iy = |z|
(
x

|z| + i
y

|z|

)
= r(cosϕ+ i sinϕ). (1)

Çäåñü r = |z| � äëèíà ðàäèóñà-âåêòîðà z, ϕ � óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñà-âåêòîðà z.
Ýòî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè z. Çà êîîðäèíàòîé ϕ çàêðåïëåíî îáîçíà÷åíèå
Arg z = ϕ è íàçâàíèå "àðãóìåíò"÷èñëà z. Î÷åâèäíî, Arg z îïðåäåëÿåòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî 2π. Òî çíà÷åíèå Arg z, êîòîðîå ëåæèò â äèàïàçîíå îò (−π, π],
îáîçíà÷àþò ÷åðåç arg z è íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà. Èìååò ìåñòî
îáû÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè:

x = r cosϕ, y = r sinϕ;

r =
√
x2 + y2, tgϕ =

y

x
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò àðãóìåíò ñ òî÷íîñòüþ äî π.
ϕ = arctg y

x
ïðè x > 0, ϕ = arctg y

x
± π ïðè x < 0.

Ââåäåì îäíî âàæíîå îáîçíà÷åíèå

cosϕ+ i sinϕ = eiϕ. (2)

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà. Òîãäà (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå z = reiϕ. Ýòî ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè. Âûðàæåíèå eiϕ áóäåì íàçûâàòü
ýêñïîíåíòîé Ýéëåðà. Îòìåòèì, ÷òî

∣∣∣eiϕ
∣∣∣ = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1.

×åì âûçâàíî îáîçíà÷åíèå (2)? Êîððåêòíî ëè îíî? Íà ýòè âîïðîñû â êàêîé-òî
ìåðå îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) = r1e
iϕ1 ,

z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2) = r2e
iϕ1 .

Òîãäà
z1z2 = r1r2e

i(ϕ1+ϕ2);
z1

z2

=
r1

r2

ei(ϕ1−ϕ2). (3)

Ò.å. ïðè óìíîæåíèè ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ.
Ïðè äåëåíèè ìîäóëè äåëÿòñÿ, à àðãóìåíòû âû÷èòàþòñÿ.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ÷èñëà z = |z|eiϕ èìååì ôîðìóëó âîçâåäåíèÿ â öåëóþ ñòå-
ïåíü n:

zn = z · z · · · z = |z|neinϕ. (4)
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Èòàê, ýêñïîíåíòà Ýéëåðà ââåäåíà êîððåêòíî, ïî êðàéíåé ìåðå ïî îòíîøåíèþ
ê àðèôìåòè÷åñêèì îïåðàöèÿì óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, ò.å. îíà âåäåò ñåáÿ êàê
îáû÷íàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî ôîðìóëó
(2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê óäîáíîå îáîçíà÷åèå, íî è êàê èñòèííîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïëåñíûìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïî ïðèâåäåííîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ïîëó-
÷àåì

z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i(cosϕ1 sinϕ2 + sinϕ1 cosϕ2)) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2).

Ïåðâàÿ ôîðìóëà â (3) äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ôîðìóëà.
Ôîðìóëó (3) ÷àñòî ïðèìåíÿþò ïðè óìíîæåíèÿõ è äåëåíèÿõ ÷èñåë.
ÏÐÈÌÅÐ. Ïóñòü z1 = 1− i, z2 = 1−√3i.

Íàéòè |z1|, |z2|;
Íàéòè Arg z1, Argz2;
Ïðèâåñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ïîêàçàòåëüíûå ôîðìû çàïèñè ÷èñåë.
Âû÷èñëèòü z10

1 /z
5
2 .

4. Èçâëå÷åíèå êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êðîìå óêàçàííîãî, ïîêà-
çàòåëüíàÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ò.å. ðåøàòü
äâó÷ëåííûå óðàâíåíèÿ âèäà

wn = z,

ðåøåíèÿ êîòîðûõ îáîçíà÷àþò ÷åðåç n
√
z. Âûâåäåì ôîðìóëó. Ïóñòü

w = |w|eiα; z = |z|eiϕ.

Íàéäåì èç óðàâíåíèÿ |w| è α. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå |w|neiαn = |z|eiϕ. Íàïèñàíî
ðàâåíñòâî äëÿ äâóõ âåêòîðîâ. Äîëæíû ñîâïàäàòü èõ äëèíû: |w|n = |z| è óãëû
ïîâîðîòà (ñ òî÷íîñòüþ äî 2πk): αn = ϕ + 2πk. Ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå:
|w| = n

√
|z|; α = ϕ+2πk

n
, k = 0, 1, ..., n− 1. Ò.å.

n
√
z = n

√
|z|eiϕ = n

√
|z|eiϕ+2πk

n , k = 0, 1, ..., n− 1. (5)

Èç ôîðìóë (4),(7) âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèÿ êîðíåé ñëåäóåò íà
ïåðâûé âçãëÿä ïàðàäîêñàëüíîå ñîîòíîøåíèå êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè òîëüêî
÷èñëà m è n íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè:

(zm)1/n 6= (z1/n)m, z 6= 0, m ≥ 2, n ≥ 2,

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè z = |z|eiϕ ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì íàõîäèì

(zm)1/n = n

√
|z|meimϕ+2πk

n = n

√
|z|meimϕn eik 2π

n , k = 0, 1, ..., n− 1.

(z1/n)m = n

√
|z|meimϕ+2πk

n = n

√
|z|meimϕn eik 2πm

n , k = 0, 1, ..., n− 1.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå âòîðûì ðàâåíñòâîì ìîæåò ñîäåðæàòü ìåíüøå
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå. Ýòî èìååò ìåñòî â òîì ñëó÷àå,
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êîãäà m è n èìåþò íåêîòîðûé îáùèé ìíîæèòåëü p > 1, ò.å. m = m1p, n = n1p.
Íàïðèìåð, åñëè m = n, òî ïî ïðåäûäóùèì ôîðìóëàì

(zn)1/n = |z|eiϕe 2π
n
ki, k = 0, 1, ..., n− 1.

(z1/n)n = |z|eiϕe2πki = |z|eiϕ, k = 0, 1, ..., n− 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì n ðàçëè÷íûõ êîðíåé, à âî âòîðîì � âñåãî îäèí.
5. Ñâîéñòâà ìîäóëÿ. Ñëåäóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïðîâåðèòü:

|z| = 0⇔ z = 0.

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà arg z1 = arg z2.
Ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû (3)

|z1z2| = |z1||z2|,
∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2| .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðîñòûå íåðàâåíñòâà.

max{|x|, |y|} ≤ |z| =
√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y|, z = x+ iy.

ÏÐÈÌÅÐÛ, ñâÿçàííûå ñ ìîäóëåì.
a) Ïîêàçàòü, ÷òî ìîäóëü ýêñïîíåíòû Ýéëåðà ðàâåí åäèíèöå, ò.å. |eiϕ|.
b) Îïðåäåëèì ýêñïîíåíòó îò ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy

òàê
ez = exeiy = ex(cos y + i sin y) = ex cos y + iex sin y.

Âû÷èñëèòü |ez|.
ñ) Ïîêàçàòü, ÷òî zz̄ = |z|2.
d) Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

∣∣∣ez2−2z
∣∣∣ = 1, |z + i| = |z − 1|.

6. Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî

reiϕ = re−iϕ. (6)

Äåéñòâèòåëüíî,

reiϕ = r(cosϕ+ i sinϕ) = r(cosϕ− i sinϕ) =

= r(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)) = re−iϕ. (7)

Ïðèâåäåì åùå îäíî (ñëåäóþùåå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ) ñâîéñòâî

z = z ⇔ z ∈ R.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

z1 ± z2 = z1 ± z2, (8)
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z1 z2 = z1 z2,
(
z1

z2

)
=
z1

z2

. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà (8) î÷åâèäíû. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (9).
Èñïîëüçóåì (7) è òåîðåìó 1:

z1 z2 = r1eiϕ1r2eiϕ2 = r1r2ei(ϕ1+ϕ2) = r1r2e
−i(ϕ1+ϕ2) =

= r1e
−iϕ1r2e

−iϕ2 = r1eiϕ1 r2eiϕ2 = z1 z2.

Âòîðîå ðàâåíñòâî â (9) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (z) = anz

n +
. . . + a1z + a0 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ak (ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ
ìíèìîé ÷àñòüþ) ñîñòîèò èç ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé (ñ îòëè÷-
íîé îò íóëÿ ìíèìîé ÷àñòüþ), à òàêæå èç äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

7. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû è åå ñëåäñòâèÿ.
Òåîðåìà. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí P (z) = cnz

n + . . .+ c1z + c0 ñòåïåíè n (cn 6= 0)
èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé z1, z2, . . . , zn, ïðè ýòîì íåêîòîðûå êîðíè â
ýòîé çàïèñè ìîãóò ñîâïàäàòü (êðàòíûå êîðíè).

Ñëåäñòâèå î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè. Ëþáîé ìíîãî-
÷ëåí P (z) = cnz

n + . . .+ c1z + c0, (cn 6= 0), ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå:
P (z) = cn(z − z1) · · · (z − zn),

ãäå íåêîòîðûå ìíîæèòåëè ìîãóò ñîâïàäàòü. Â ÷àñòíîñòè ìíîãî÷ëåí ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè :

P (z) = an
∏

(z − xk)
∏

(z2 − 2<zs · z + |zs|2).

Ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ:
z2 + 16 =

(
z2 + 2

√
2 z + 4

) (
z2 − 2

√
2 + 4

)
.

8. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è àëãåáðàè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé.

a) Óäîáíî èçîáðàæàòü ê.÷. z = x + iy êàê âåêòîð (èëè òî÷êó) â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò XOY ñ êîîðäèíàòàìè x, y. Òîãäà |z| =

√
x2 + y2 åñòü äëè-

íà âåêòîðà, èçîáðàæàþùåãî ê.÷. Ïëîñêîñòü XOY , òî÷êè êîòîðîé èçîáðàæàþò
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C.

b) Ñëîæåíèþ ê.÷. ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîå ñëîæåíèå âåêòîðîâ (ïî ïðàâèëó
ïàðàëëåëîãðàììà, ðèñ.). Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà |z1 + z1| ≤ |z1| + |z2| èìååò
òàêæå ïðèâû÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (ðèñ.).

c) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

|z1 − z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, èçîáðàæàþùèìè ÷èñëà z1, z2 íà ïëîñêîñòè.
d) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ ê.÷.
e) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ.
f) Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíåé.
g) Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ìíîæåñòâ âèäà

|z| < r, |z| = r, Im z > 0, |z = z1| = |z − z2|.
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