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1. ЦЕЛИ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ
Щелью освоения дисциплины кЩифференциЕrльные уравнения) является освоение

0снOВных теOрем базовых разделOв теории дифференциtlльных уравнениЙ (теорем
существованияи единственности, теории линейньтх систем, теория устойчивости).

Задачей дисциплины явдяется освоение основньж Ldетодов решония и качественных
методов исследования обыкновенньD( дифференциаJIьных уравнений.

2. МЕСТО ДИСЦИПЛИНЫ В СТРУКТУРЕ ОПОП
,Щисциплина кЩифференциttJIьные уравнения) относится к обязательной части учебного

плана.

3. ПЛАНИРУЕМЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОБУЧЕНИЯ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

)езультатами освоения ОПОП (компетенциями и достижения компетенrlйй

Формируемые компетенции

Планируемые розультаты обучения по дисциплине, в соответствии с
наименование

оценочного средстваИндикатор достижениrl компетенции Результаты обучения по дисциплине

оПк-1. Способен
применять
фундаментальные знаниrI,
поJýценные в области
математшIеских и (или)
остественных наук, и
использовать их в
профессионаrrьной
деятельности

ОПК-1.1. 3нает принципы
использованиrI

фундаментальных з наний,
пол)ленных в области
математшIеских и (или)
естественных наук.
оПк-1.2. Умеет
использовать базовые знания
из области математшIеских и
(шlи) естественных наук в
профессиональной
деятельности.
ОПК-1.3. Владеет навыками
выбора методов решениrI
задач профессионшIьной
деятельности на основе
теоретшIеских знаний.

Знать базовые навыки,
поJryченные в области
математическш< и (ши)
естественньж наук.
уметь использовать базовые
знания lв области
математш{ескюt и (ши)
естественньD( наук в
профессиональной
деятеJъности,
Владеть навыками выбора
методов решениrI задач
профессиональной
деятеJБности на основе
теоретшIескю( знашй.

Типовой расчет,
контрольные

вопросы к

рейти нг-
КОНТРОЛIО И \

промел<уточ llой
аттестации

ti L1

опк_2. Способен
использовать и
адаптировать
существующие
математшIеские методы и
системы
программированиrI для
разработки и реализации
аJIгоритмов решеншI
прикладных задач

оПК_2.1. Знает
математшIеские основы,
основные положенLш и
концепции в области
программированиrL
опк-2.2. Умеет
осуществлять обоснованный
выбор математшIеских и
компьютерных методов, а
также необходимого
программного обеспечения
цри решении задач
профессиональной
деятельности.
ОПК-2.3. Владеет навыками
применения математшIеских
и компьютерных методов и
программного обеспечения
при решении конкретных
задач.

Знать:
. расширенные навыки в

области математики;
о математшIескиеосновы,

основные положения и
концепции в области
программирования;

. архитектура языков
проrраммирования;

основнм терминологиrI в
области проtраммного
обеспечения.
Уметь осуществJIять
обоснованrшй выбор
MaT€MaTI,FI9CKIID( и
компьютерных методов, а
также необходимопо
програN{много обеспечения при
решении задач
профессиона.пьной
деятельности.
владеть навыками применения
данных методов и
программною обеспечения при
решении конкретных задач.

Типовой расчет,
контрол ьt{ые

вопросы I(

рейтинг-
l(онтролlо и

промежуточllой
аттестации



4. ОБЪЕМ И СТРУКТУРА ДИСЦИПЛИНЫ
Трудоемкость дисциплины составrrяет 3 зачетньIх единицы, 108 часов.

тематический план
я - очная

м
п/п

наименование тем иlпли разделов/тtм
дисциплины
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l
Обыкновенrше дифференциальные
уравнения (ОДУ). Общие понrIтия.
Пршr,Iеры из физики.

J 1 2 2 2 J

2
Простейшие методы отыскания
решений.

J 2 2 2 2 J

J

Нормальшlе системы ОДУ и
сведение уравнения п-го порядка к
нормалтlьной системе. Существование
и единственность решений дlя
норм€шьных систем ОДУ.

J з-4 4 2 6

,

4

Продолжение решений.
Непрерывная зависимость решений
от начальных данных и правой
части.

J 5 2 l J

5

Линейные уравнения и системы
линейных ОДУ. Фундаментaльная
матрица и ее свойства,

J 6 2 l з Рейтинг-контроль

6

Линейные неоднородные системы.
Общее и частное решение. Принцип
суперпозиции. Формула вариации
постоянных.

з 7-8 4 2 6

7

Линейные уравнения п-го порядка и
их свойства. Фундаментальная
система решений. Общее решение.

J 9 2 l J

8

Определитепь Вронского системы
решений линейного уравнения и его
свойства, Формула Лиувшrля-
Остроградского.

J l0 2 2 2

9
Линейшlе уравнение п-го порядка с
постоянными коэф фициентами.

J ll z 2 2 3 Рейтинг-контроць 2

10
Линейrше неоднородные уравнениrI
п-го порядка с постоянными
коэффициентами. Частное решение,

J l2 2 2 2 J

ll
линейные системы с постоянными
коэффициентами,
ХарактеристиrIеское уравнение и
представпение решений.

J lз 2 2 2 J

l2
Линейные неоднородные системы с
постоянными коэффициентами
Формула вариации постоянных.

J 14 2 2 2 J

1з Автономные системы. Устойчивость. J l5 4 2 J 6

\4 Особые точки. Фазовый портрет
двумерных линейных систем.

J lб 2 1 1,5 J

15 Щифференчируемость решений по
параметру. J l7-18 2 1 1,5 J Рейтинг-контроль 3

Всего за 3 семестр: зб 18 54 зачет с оценкой
Итого по дисциплине зб 18 54 зачет с оценкой



Содержание лекционных занятий по дисциплине

l

:l
I
I

I

l

l

Тема 1. ОбьпrновенIIые дифференциЕlльныо уравнения (ОДУ). Общие понятиJI. Решение ОДУ и
его своЙства. Гоомотрическое представление графиков решониЙ. Начапьные дtlнные и задача Кошh

'|щя ОДУ.ПрIлrлеры из физики.
Тема 2. УравнениJI с разделяюшшмися переменными. Однородlые уравнения. Линейньiе

уравненцrI. Уравнения в поJIньD( дифференциалах. Метод понижения порядка. 
:

Тема 3. Нормальные системы О,ЩУ и сведение уравнениrI п-го порядка к нормttJъной системе.
СуществовЕlние и единственность решения задачи Коши дIя нормaпьньж систем ОДУ. i

Тема 4. Продопжение решений. УсловиrI подлинейного роста. НепрерывнсuI зависимость
решений от начаJБньж данньD( и правой части. Уравнения п-го порядка, рЕLзреIценные отЕосительцЬ
старшеЙ цроизводноЙ и их сведение к нормаJъной системе дrфференциzlJБньж уравнений. TeopeMiI
о существовzlЕии и единственности решениJ{ задачи Коши дIя урtlвIIения п-го порядка. Теоремы Р
продолженйи и непрерывной зависимости решений от начаJБньD( данньD(. Теорема о стец9нй
гладкости решения. i'," tt

Тема 5. Линейные уравненчм и системы линейньп< .ЩУ. Свойства решений линейньо< сисtёifil
Линейная независимость решений. Определитель Вронского системы решений линейного уравнения
и его свойства. Формула Лиувипля-Острогралского. i' !Cl{ltb'i:'

Тема б. Линейные неоднородные системы. Общее и частное решение. Принцип суtIерпозиции.
Представление решения с помощью фундаментаrrьной матрицы. Формула вариации постоянньfi.е'ii,

Тема 7. Линейные уравнения п-го порядка и их свойства. ФундаrчrентаJIьнtuI система решений.
Общеерешение. i,,,\ll}{;[j.L,

Тема 8. Опредеrп.rтепь Вронского системы решений линейного уравнения и его своfrСtiЫ
Формула Лиувиллrя-Острогралского. 't bi

ТеМа 9. Линейные уравнение п-го порядка с постоянными коэффициентамйl

i. 
,'i;

ентапdи. ЧастлQg
Метод вариац*h

постоянньD(.
ТеМа 11. Линейные системы ДУ с постоянными коэффициентами. ХарактеристичесltЙ

многочпен. Представление общего решения. illljii.

Тема 12, IIл:неiтные неоднородные системы .ЩУ с постоянными коэффициентами. Отысit#Йё
частного решения методом неопредепенньD( коэффициентов. Формула вариации
РеШеНИrI З4ДаtМ Коши. Краевые задатIи длlя линеЙного уравнениrI второго порядка. Функция Грица,,;,

Тема 13. Автономные системы. Фазовое пространство. Векторное поле. ТраекториЙ|i';
свойства. Устойчивость по Ляпунову. Устойчивость нулового i]
с постоянными коэффициентаIчlи. Функция Ляпунова. TeopeMa'll

Теорема об устойчивости по первому приближению. ;;
Тема 14. Особые точки. Фазовый портрет двумерных пинейньтх систем. Особые точки,iЦ

линейньгх систем второго порядка с постоянньrми коэффициентами. Грубость особьrх ,or.n iiT
автономных нолинейЕьIх систем второго порядка.

ТеМа 15. Щифференцируемость решений нормальной системы по параметру. Систем'аl]';
УРаВНениЙ в Вариациях. Разложение решения в ряд по степеням мilлого параметра. I\4етод
изоклин. Уравнения с разделяющимися переменными. 'l:iii'.

l:,i.;

Содержание практических занятий по дисциплине ":

Тема 1. Обыкновенные дифференцичlльные уравнения (ОДУ), Примеры из физики. PerшeHlte
задач.

Тема 2. Простейшие методы отыскания решений. Решение задач.
тема 3. Определитель Вронского системы решений линейного уравнения и его свойства,

Формула Лирилля-Остроградского. Решение задач.
ТеМа 4. Линейные уравнение п-го порядка с постоянными коэффициентами. Репrение зада.1. '



:(i 
:

Тема 5. Линейные неодЕородные уравнениrI п-го порядка с постоянными коэффициентаJчIцj
Часпrое решение. Решение задач.

Тема б. Линейные системы с постоянньа{и коэффициентами. Харакгористическоо уравненйе и
предстaвлениерошений. Решениезадач. ],i 1,

Тема 7. Линейные неоднородные системы с постоянньпли коэффициенftшчIи Формула вариацил
постоянньD(. Решение задач. 

:

Тема 8. Автономные системы. Устой.ш,Iвость. Решение задач.
Тема 9. Особые точки. Фазовьй портрет друмерньD( лпrнейньтх систем. Решение задач. ' il*

Тема 10. ЩиффереЕцируемость решений по параметру. Решение задач.

5. ОЦЕНОЧНЫЕ СРЕДСТВА ДЛЯ ТЕКУЩЕГО КОНТРОЛя УСПЕвдЕмости, :.:

ПРОМЕЖУТОЧНОЙ ДТТШСТАЦИИ ПО ИТОГАМ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ
и учЕБно_мЕтодичЕскоЕ оБЕспЕчЕниЕ сАмостоятЕльноЙ рАБотБl) i,t,, t i i.

СТУДЕНТОВ
5.1. Текущий контроль успеваемости

Рейтинг-контроль }{Ь1

<<ЭЛементарные методы интегрирования уравнений первого порядка и ypaBHeriиff;jrlttlTa
ДОпУскающих понижение порядка. Интегрирование линейных уравнений и систем . ,

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ)> .. iiii.]
1. Решить уравнение ху' cosl : } соýI - r.
2. Решить задачу Коши Z(x * y4)dy : ydx, у(0) : 1.
3. Решить уравнение у' : ху - IуЗ. ]:,

4. Найтп частный интеграл уравнения (2х t |la" + (ln х - y3)dy : 0, удовлетворяющий '

условию у(1) : 1. ,- l,i,iit,,

5. Найти общее решение, используя метод подбора: у'' - Zy'- Зу : -4ел * 3.
6.Найтиобщеерешениеметодомвариации:у''*у-:_', 

" ,ii'l'I: -Б;;;ffi
7.РешитьзадачуКоши: у' :-2ylz-e2*,z' --Зу *2z*6e?*,y(0):z(0):1 , .llil,]t!

8. Построить линейное однородное дифференциальное уравнение (возмоrкно более
низкого порядка) с постоянными коэффициентами, для которого функция }r :хеХ соý2.Е -,,_
частное решение.

Рейтинг-контроль ЛЪ2
<<Зависимость решений ОЩУ от начальных данных и параметров. основы

математической теории устойчивости>>
1. При у(0) : 0, у'(0) : 1 * дr, найти 

fr no" 1l : 0, если 1rl/ - З), + sinдry : дх.

2.ПРИу(2) : з,о найти # "or.)I0 
: 0, если зr/ - ), : 2у' + 4кl,З.

з. при х(0) : },(0) : 0 найти 
# no" /l : 0, ..n" 

[* ; 1;rУ''
4. Решить краевую задачу у" : 4у * 2, у(0) : 1, у(х) ограничено при х -+ *оо. :.е
5. Пользуясь опроделением устойчивости по Ляпунову, выяснить устойчивость решения

задачи Коши 4xt * {Zt + 1)х'- 0, х(0) : t.
6. По теореме об устойчивости по 1-му приближению исследовать устойчивость нулевого

решениясистемы * - ytgx- у, i - -2lп(1 *х *у2) - 3у.
7. Прп каких значениях _парапdетров fi и D асимптотически устойчиво нулевое

системы * : х- 2sinay *хЗ, у : -2еЬх - 3у * Z.
8. Пользуясь известIIыми условиями гурвицевости

решение

асимптотическую устойчивость
полинома, исследовать

решения уравненид.

li i,;:

у5 +у4 * бу"' * 4у" * 8у'* зу: g.
нулевого



. . i ,.1':i

9. Начертить на плоскости Оху эскиз траекторий системы вбпизи точки (0,0) и о
ПОМОЩЬЮ фУнКции JIяпунова либо Четаева исследовать устойчивость нулевого решениlя

Рейтинг-коптроль N3
<<Элементы качественного анализа динамических систем. Уравнения с частными

производными первого порядка).
1. Для заданного линейного векторного поля изобразить фазовый портрет вблизи особой

точки (0;0). Определить тип особой точки.
2. Определить тип особой точки заданного нелинейного векторного поля. , , !,

3. Методом характеристик построить общее решение линейного однородного либр
квЕLзилинейного уравнения в частных производных первого порядка.

4. Методом характеристик построить интегральную поверхность линейного однородного
либо квазилинейного уравнения в частных производньж первого порядка, проходящую чеilеt
данное начальное многообразие.

.Щля вьцачи конкретных заданий используются материапы сборника: Сборник задач по
дифференциальным уравнениям и вариационному исчислению : учебное пособие / В.К,
РОМаНКО, Н.Х. Агаханов, В.В. Власов, Л.И. Ковшrенко. - 6-е изд. - Москва : Лаборатория
ЗНаНИЙ, 2020. -222 с. - ISBN 978-5-00101-799-8. - https://e.lanbook.com/book/l3ý52ý

5.2. ПРомеil(уточная аттестация по итогаN,I освоения дисциплины (зачет с оценкой) 't:

Вопросы к зачету с оценкой
1. основные понятия: дифференциальное уравнение п-го порядка, решение

дифференциального уравнения. Интегралlьные кривые. Геометрический смысл уравtrdния
У':(х,У).

2. Уравнения с разделяющимися переменными. Однородные уравненияи свойства р
однородного уравнения.

3. Линейные уравнения первого порядка. Уравнения в полньIх дифференциалах.
4. Нормальная система дифференциальньж уравнений и ее решения. Задача

системы дифференциальньD( уравнений. Условие Липшица.
Itоши для

5. Сведение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений к интегральнЬму
уравнению. Теорема существования и единственности решения задачи Коши для системы
дифференциальньIх уравнений.

6. Теорема о существовании и единственности рошения для уравнения п-го порядка.
7. Система линейньтх дифференциальньж уравнений. Свойства решений однородНýfi

СИСТемы дифференциальньIх уравнений. Линейная нЪзаu"""rость решений. ' , j'ilUЯ

8. Определитель Вронского системы решений. Фундаментztльная система решений. Перqход
ОТ ОДНОРОДНОЙ фУндаментальной матрицы к другой. Формула Лиувилпя-Остроградского.' ,:1-iltИI'

10. Общее решение линейной неоднородной системы дифференциальньD( уравнений. Метод
вариации постоянньIх. 

]

11. Линейные уравнения п-го порядка. Частное решение. l.ilЯ

12. Линейные уравнения с постоянными коэффициентап{и. Характеристический многочлен и
собственные значения. Решения, отвечающие собственным значениям (все случаи).

13. Линейные система дифференциЕrльньтх уравнений с постоянными коэффициента#ft,l
Решения, отвечающие рвличньтм собственным значениям. Случай комплексных корней.

14. Линейные системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентад4и,т
Случай кратных корней. :,. , ,i,!lj{il)l

)-] . !i ,]
15. особые точки и фазовый портрет линейньтх систем на плоскости.
16. Устойчивость по Ляпунову. Асимптотическая устойчивость. Устойчивость нулевого
длялинейньж систем с постоянными коэффициентами. ]

17. Исследование устойчивости с помощью функции Ляпунова.
18. Устойчивость по первому приближению.

5.3. Самостоятельная работа обучающегося.
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5.1.

5.з .

Задания к типовому расчету
1. Решить задачу:

а) ху' = 2у(х + 1);

Ь) (х + у)у' - 2х * у:0;
с)у'+2у:х+1;
d) (3х2 + 3у sin х + 1)dx + (2у - cos x)dy = g.

2. Решить задачу Коши:
а) у' * 2ylx= 3; у(0): 1;

Ь) у' + ху = х2 + 1; у(0) =_2;
с) у' * 4у -- 4х+ 5; у(1): 1;

d)xy'*y=4x;y(1)=0.
3. Решить задачу Коши:

а) У" -2у' - Зу:0; у(1):0; у'(1):2;
Ь) У". *2у' - 3у:0; у(_1): 1; у'(_1):0,
С) У" * 2у' - 8у:0; у(0):0; у'(0):2;
d) 2У" * 3у' * у: 0; у(2) : 2;у'(2): _2..

4. Решить уравнения:
а)2у" - у' _ у: х;
Ь)у"'12у,: cosx;
С) У" - у' - |2у:2*,
d) у"' - у" - 2у0: l;
е)2у" -| 2у' * у: х _ 1;

0 У"' -2у" - у' + 2у = зх.

5. Решить систему уравнений:
(:i:-2x2_,!t_z 5,2.

; l,) l,',:r,_"
[; : З." - ll -2z
(:i : l: - 2у + 2z 5.4,

; l,){зi:r, )-4!]_2z
[: : ,. + 5!l -:rz

Фонд оцоночных материалоВ (Фом) для проведения аттестации уровня сформированности
компетенций обучающшхся по дисциплине оформляется отдельным документом,

6. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКОЕ И ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ
дисциплины

, [:ri : а,*2у +t 
( i :2l: - ll _ ,i

") t;: ,,.,!i'iri' ' " tl: i,,l, _ r.

, [,t: 2а,*2у ( i":,," -2tt +2,с

")t; = ^iii,i*,, '' til: 'i 1l_;;

6.1. Книгообеспеченность

Наименование литсратуры: автOр, нцlвание, вид издания, издатсльство Год
издания

КНИГООБЕСПЕЧЕIJНО
сть

Наличие в элекlро}lllоllt
катмоге ЭБС

Основная литература
l, Филиппов А. Ф. Введение в теориIо дифференциаJlьныхуравнений : Учебник.
Изд. 2-ео испр. М.: КомКнига, 2007, -240 с, - ISBN 978-5-484-00786-8.

2007 https ://al len q. оrg/d/m at
h-stud/math-st879.htm

2. Сборник задач по дифференци€lльным уравнениям / Филиппов А. Ф.. - М.:
Книжный дом ЛИБРОКОМ, 20 l l - 240 с. - ISBN 978-5-397 -01632-2.

201 l httр;//kчщ.quЬkiп.ru/пu,
b/uok/FilipoovDU.odf

3. Ибрагимов, Н. Х. Пракгический курс дифференци.шьных уравнений и
математического моделирования. Классичоские и новые методы. Нелинейные
математические модели. Симметрия и принципы инвариантности / Ибрагимов Н.
Х. ; Пер. с англ. И. С. Емельяновой. - 2-е изд. , доп. и испр. - Москва:
ФИзМАтлИТ,2012. -ЗЗ2 с. - ISBN 978-5-9221-1з77-9.

20|2 hцрдlrуцвдtцdаrrl!rьr
аIуJцф_о!ЦIýВN2785

9221.1З779.html

Дополнительная литература
1, Петровский, и. г. Лекции по теории обыкновенных дифференциЕцьных 2009 https ://www.studentlibl



уравнений / Петровский И. Г. - Москва : ФИЗМАТЛИТ, 2009. - 208 с. - ISBN 978-
5-9221-1l44-7.

б.2. Периодические издания
1. Успехи математических наук, журнiш РАН (корrryс 3, аул. 414)
б.3. Интернет_ресурсы
1. http://window.edu.ru/
2, http://www.expoлenta.ru/ ] ,;3. http://allmath.com/ ,.; i

7. мАтЕриАлъно-тЕхниtIЕскоЕ оБЕспЕчЕниЕ дIсщ{плины ,_

,Щля реалlизации данной дисциплины имеются специалЬные помещения дIя проведения занятий
лOкционного и практического типа, Практические работы проводятся в лаборатории численных
методов (405-3).

Перечень использУеМого лицензионного ПрограММного обеспечения: Microsoft Excel, Maple. .

Рабочую программу составил:
доцент каф. ФАиП, к.ф.-м.н. Мастерков Ю.В.
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