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Предисловие 

 

Исследование механизма кристаллообразования является важной задачей 

кристаллографии практически с момента ее возникновения. Кристалл пред-

ставляет собой, с одной стороны, совокупность правильно расположенных ато-

мов или молекул, с другой, - многогранник, имеющий совершенную форму с 

достаточно строго определенным набором граней. Возникновение кристалла 

происходит самопроизвольно из окружающей исходную затравку неупорядо-

ченной хаотичной среды. Какие физические факторы определяют неизбежность 

роста кристаллических структур, если в среде достигнуты определенные усло-

вия? Каков механизм (необходимый и достаточный), обеспечивающий сохра-

нение углов в процессе роста? С помощью какого физического фактора ско-

рость роста одной грани согласована со скоростью роста другой? Эти и другие 

вопросы не получили полного разрешения и на сегодняшний день. 

В настоящей работе рассмотрена модель послойного координационного 

роста разбиений, упаковок и графов связности, которые, в частности, могут яв-

ляться моделями кристаллических или квазикристаллических структур. Эта 

модель позволяет исследовать наиболее общие свойства процесса кристаллооб-

разования и других ростовых процессов.  

В главе 1 приведены некоторые литературные данные о ростовых моде-

лях. Отдельно рассмотрены физические модели на примере ступенчатого роста 

косселевского кристалла и абстрактные математические модели роста, в том 

числе приведены примеры глобальных и локальных вероятностных, детерми-

нированных моделей роста, модели First Passage Percolation и модели порогово-

го роста.  

В главе 2 дана аксиоматика модели послойного роста разбиений и упако-

вок, вводится математически строгое понятие формы роста. Обсуждается от-

ношение соседства фигур в разбиениях и упаковках. Модель послойного роста 

обобщается на графы связности.  

Глава 3 посвящена исследованию послойного роста периодических 

структур. Сформулирована и доказана теорема о многогранной форме роста 

периодических структур, исследуются свойства многогранников послойного 

роста. Рассмотрены алгоритм построения многогранника роста и вопрос о том, 

какие многогранники могут являться формами  роста  периодических  графов. 

В главе 4 рассмотрен послойный рост разбиений пространства на молеку-

лярные полиэдры Вороного-Дирихле, построенных для реальных кристалличе-

ских структур. В качестве интегральных характеристик молекулярных упаковок 

рассмотрены спектры многогранников роста, полученные накладыванием огра-

ничений на граф связности или кластеризацией. 

В главе 5 рассмотрен пример послойного роста случайных графов. При-

водится пример семейства плоских случайных графов, имеющих форму роста, 

которая содержит как прямолинейные, так и криволинейные грани. Получены 

формулы расчета формы роста через вероятность случайных ребер графа. 

Глава 6 посвящена исследованию послойного роста графов, имеющих 

решетку трансляций на 1 меньшую размерности самого графа. В  плоском  слу-
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чае  это  приводит  к  1-периодическим графам. Для ряда семейств таких 1-

периодических графов строго доказана многоугольная форма роста. 

В главе 7 приведены результаты исследования послойного роста квазипе-

риодических разбиений на примере обобщенных разбиений Рози и разбиений 

Ито-Оцуки. Рассмотрена связь послойного роста квазипериодических разбие-

ний с поведением их функции сложности. 

Глава 8 посвящена исследованию координационных последовательно-

стей. В периодическом случае для них удается получить точные формулы. В 

квазипериодическом случае получены асимптотические формулы и исследова-

но поведение отклонений координационных чисел от рассчитанных по ним 

значений. 
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Глава 1. Введение 

 

1.1. Физические модели роста 

Кристаллография зародилась как наука о форме кристаллов, поэтому во-

просы, связанные с процессами кристаллообразования, всегда находились в 

центре внимания кристаллографов. "Нет кристаллографии без кристаллов"- от-

мечал академик А.В. Шубников, основатель Института Кристаллографии РАН. 

С другой стороны, невозможно целенаправленно вырастить кристалл без кри-

сталлографии, физики и химии. Основой современной кристаллографии можно 

считать триаду: рост кристаллов, кристаллическая структура, свойства кристал-

лов.  

Несмотря на настоятельную потребность электроники и титанические 

усилия кристаллографов, потребовались годы, чтобы разработать удовлетвори-

тельные методики выращивания достаточно больших чистых бездислокацион-

ных кристаллов кремния из расплава, или полуметровых кристаллов 
2 4KH PO  

(KPD) из раствора, или искусственного кварца и слюды длиной в десятки сан-

тиметров. Сложность проблемы отражает тот факт, что мы до сих пор вынуж-

дены использовать природные кристаллы кальцита для оптических систем.  

Наряду с задачей выращивания больших качественных кристаллов по-

следнее время все активнее развиваются исследования ростовых процессов на 

нанометровом уровне. Миллиарды долларов вкладываются в создание нано-

размерных полупроводников, магнитных пленок, квантовых точек, колодцев, 

проводников. Несмотря на некоторый прогресс в этой области, очевидно, что 

впереди предстоит еще долгий путь к практической реализации уникальных 

потенциалов заложенных в этих объектах. В этой связи становится важным 

структурный аспект исследований, который позволяет обратиться к процессам 

роста на молекулярном уровне.  

Большинство моделей кристаллообразования позволяют на качественном 

уровне объяснять процессы фазовых переходов. Задача определения формы 

растущего кристалла по известной кристаллической структуре остается нере-

шенной. Новые методики поверхностной и жидкостной дифракции, силовой 

микроскопии в ряде случаев позволяют экспериментально проследить характер 

перехода атомов или молекул из свободного состояния в расплаве, растворе 

или газе в связанное состояние на поверхности растущего кристалла. Все еще 

отсутствует схема корректной оценки энергии взаимодействия молекул с кри-

сталлом, учитывающая тепловые колебания и другие кинетические факторы.  

В этом параграфе кратко рассмотрены основные физические модели ме-

ханизма кристаллообразования, а также абстрактные математические модели 

роста, исследование которых, возможно, позволит выявить наиболее общие 

фундаментальные закономерности ростовых процессов. 

 

1.1.1. Термодинамика процесса образования кристалла 

Рассмотрим однокомпонентную систему, содержащую две фазы, напри-

мер кристалл и пар или кристалл и расплав [
1
]. Если обе фазы обмениваются 

частицами, то между ними с течением времени наступает равновесие, которое 
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характеризуется равенством химических потенциалов кристалла и среды (пара 

или расплава) ( , ) ( , )к к c cP T P T  . Если пренебречь действием поверхностной 

энергии и считать, что к границе не приложено других сил, то 
к cP P P  , а хи-

мический потенциал определяется формулой 
i i i iTs P     , где 

i  - потен-

циальная энергия, 
is  - энтропия, а 

i  - удельный объем фазы в расчете на одну 

частицу; ,i к с  (кристалл или среда). 

Оценки показывают, что при давлениях порядка атмосферного или мень-

ших решающую роль в химическом потенциале играют первые два слагаемых. 

Превращение фаз определяется различием величин потенциальной энергии, а 

не их абсолютными значениями. Так из условия равенства химических потен-

циалов 
к к с сTs Ts     следует, что ( )с к с кT s s H      , где H  - теплота 

плавления или испарения. 

Очевидно, что условие равновесия фаз ( , ) ( , )к к c cP T P T   определяют 

давление и температуру, при которых фазы не меняются в объеме. При нару-

шении этого равновесия появляется сила для фазового превращения, мерой ко-

торой является разность химических потенциалов  . В частности, для фазо-

вого превращения пар – кристалл  ( , ) ( , )п кP T P T     , для превращения 

расплав – кристалл ( , ) ( , )ж кP T P T     . Если пересыщение пара создается 

повышенным (по сравнению с равновесным 
0P ) давлением P , то 

0

ln
P

kT
P

  , 

а при небольших относительных пересыщениях 
0

P
kT

P



  . Если пересыще-

ние создается переохлаждением пара, насыщенного при 
0T T , то, поскольку 

0P  , разность химических потенциалов выражается через переохлаждение 

0

T
H

T



   , где 

0( )п кH T s s    - теплота испарения при температуре 
0T . 

При росте кристаллов из раствора следует рассмотреть равновесие в 

двухкомпонентной (бинарной) системе. Если компоненты обозначить A  и B , 

условия равновесия имеют вид  

( , , ) ( , , )Aк Aк Aж AжP T X P T X  ;  ( , , ) ( , , )Bк Bк Bж BжP T X P T X  , 

где 
AiX  и 

BiX  - относительные молярные концентрации компонентов в фазе 

 ( , )i i ж к  определяются как доля молекул одного компонента по отношению к 

общему числу молекул в фазе i , поэтому 1Ai BiX X  . 

Отклонение от равновесия в бинарной системе описывается двумя вели-

чинами 
A Aж Aк      и B Bж Bк     . В частном случае, когда раствори-

тель ( B ) практически не входит в состав кристалла, т.е. 0BкX  , из двух ука-

занных соотношений остается только первое, определяющее равновесие пере-

хода вещества кристалла ( A ) в раствор и обратно. Концентрацию вещества в 

растворе в этом случае обозначают через C . Отклонение 0C C C    концен-

трации от равновесного значения 
0C  называют абсолютным пересыщением. 
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Для идеальных (разбавленных) растворов удается показать, что разность хими-

ческих потенциалов 
0

ln
C

kT
C

  . 

С точки зрения механизма роста кристалла важным является понятие 

равновесной формы кристалла, впервые сформулированное Гиббсом [
2
]. Со-

гласно его представлениям, кристалл в равновесном состоянии принимает фор-

му с минимальной  поверхностной энергией из всех форм того же объема: 

mini iS   при constV  . Кюри [
3
] дополнил понятие равновесной формы, 

указав, что если в условиях равновесия кристалл не имеет равновесной формы, 

то он должен стремиться ее приобрести путем растворения материала одних 

частей и отложения его на других. Геометрически равновесную форму описал 

Вульф [
4
]: кристалл равновесной формы образован такими гранями, расстояние 

от которых до центра кристалла пропорционально поверхностным энергиям 

этих граней. 

 

1.1.2. Модели роста кристалла 

Монокристаллы из паров растворов, как правило, растут в форме много-

гранников. Очевидно, что форма многогранника определяется в первую оче-

редь внутренним строением кристалла – его кристаллической структурой. Пер-

вой попыткой связать эти понятия была идея Бравэ [
5
] о том, что в кристалле 

реализуются в первую очередь грани, соответствующие простым кристалло-

графическим плоскостям, в которых поверхностная плотность (число атомов 

или молекул на единицу площади) самая высокая. Доннэй и Харкер [
6
] обобщи-

ли закон Бравэ в том смысле, что оценку поверхностной плотности недостаточ-

но проводить только по межплоскостному расстоянию. Необходимо учитывать 

еще наличие в кристаллической структуре и ориентацию относительно рас-

сматриваемой плоскости таких элементов симметрии как винтовые оси и плос-

кости скольжения. Так, например, если перпендикулярно плоскости располага-

ется винтовая ось n-го порядка, фактическая поверхностная плотность в этой 

плоскости в n раз меньше по сравнению с плотность, рассчитанной только по 

межплоскостному расстоянию. 

 

1.1.2.1. Косселевская модель растущего кристалла 

Простейшая геометрическая модель кристалла представляет собой гипо-

тетический кристалл, состоящий из атомов, которым приписана форма кубиков. 

Кубики сложены так, что два соседних кубика имеют общую грань. Таким об-

разом, внутри кристалла каждый атом-кубик имеет ровно шесть соседей. Слабо 

отклоненные от кристаллографических плоскостей грани называют вециналь-

ными. Вециналь на поверхности такого кристалла состоит из плотно упакован-

ных плоских участков – террас, торцы которых называют ступенями. В силу 

существования тепловых колебаний при 0T   атомы или молекулы могут по-

кидать ступень либо, возвращаясь в маточную среду, либо перемещаясь по сту-

пени. В результате ступень становится не прямолинейной, на ней возникают 

изломы. Представление о такой структуре поверхности кристалла было введено 
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Косселем [
7
] и Странским [

8
]. Сама модель получила названия кристалла Кос-

селя или косселевского кристалла. 

Наиболее вероятно присоединение строительных элементов к изломам, 

так как в этом случае число образующихся связей совпадает ровно с половиной 

связей внутри кристалла. Присоединение строительного элемента к излому 

воспроизводит начальную конфигурацию и не меняет числа нескомпенсиро-

ванных связей, а значит и поверхностную энергию. 

Сами ступени образуются либо в результате спонтанного образования  

так называемых двумерных зародышей – островков новых атомных (молеку-

лярных) плоскостей на гладких участках грани. Альтернативой такому двумер-

ному зарождению является генерация ступеней дислокациями решетки с от-

личной от нуля компонентой смещения вдоль нормали к грани кристалла. В 

первом случае ступени имеют форму замкнутых контуров, во втором – спира-

лей с центром в точке выхода дислокации. 

Таким образом, грань растет только в результате генерации и распростра-

нения ступеней, на которых возникают изломы. Причем окончательное присое-

динение строительных элементов к поверхности граней происходит в изломах. 

Поэтому скорость роста граней определяется плотностью изломов на ее по-

верхности ( 21/м ), которая в свою очередь равна произведению плотности сту-

пеней на поверхности (1/м )  на плотность изломов на ступенях (1/м ).  

Энергетическое преимущество приложения строительных единиц к изло-

мам на ступенях роста распространяется на макроскопическое расстояние. Это 

означает, что существует механизм макроскопического дальнодействия, кото-

рый содействует построению правильного макрокристалла и обеспечивает 

транспорт строительных элементов на поверхность кристалла к местам наибо-

лее прочного их встраивания. В качестве такого механизма выступает диффу-

зия атомов или молекул в открытом Фольмером [
9
,
10

] адсорбционном слое, ко-

торый возникает вблизи поверхности растущего кристалла. 

В развитие идеи Фольмера, сначала Френкель [
11

], а затем Бартон и Каб-

рера [
12

,
13

] дополнили модель Косселя-Странского в том смысле, что попадаю-

щие на поверхность грани адсорбированные атомы участвуют в двумерной и 

одномерной диффузии. Они предположили, что эти флуктуации достаточно 

быстры, чтобы даже в условиях роста их концентрация не слишком отличалась 

бы от равновесной, подчиняющейся распределению Гиббса. Если температура 

и концентрация раствора или пара близки к равновесным, то на ступенях уста-

навливается равновесная концентрация изломов пропорциональная 

1
exp

a kT

 
 
 

, где   - энергия излома, a  - размер молекулы или параметр ре-

шетки. 

Альтернативой ступенчатому росту является нормальный рост. В случае 

большой концентрации ступеней, а на ступенях большой концентрации изло-

мов поверхность грани называют атомно шероховатой. С макроскопической 

точки зрения присоединение строительных единиц к шероховатой грани равно-

вероятно в любом месте, так что поверхность растет по нормали к самой себе. 
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Такой рост грани называют нормальным. Атомно гладкие поверхности, напро-

тив, растут путем последовательного отложения слоев, т.е. тангенциального 

перемещения ступеней. Такой рост называют тангенциальным или послойным. 

 

1.1.2.2. Периодические цепи связей 

Дальнейшим развитием методов предсказания формы роста явилось вве-

дение понятия периодических цепей связей [
14

]. Каждому парному взаимодейст-

вию атомов (молекул) в кристаллической структуре ставится в соответствие от-

резок, направление которого совпадает с направлением связи, а длина пропор-

циональна энергии связи. Отрезки, определяющие все взаимодействия кон-

кретного атома, располагают своими серединами в центре этого атома. В силу 

периодичности кристаллической структуры все связи в кристалле можно раз-

бить на группы, представленными отрезками одинаковой длины и лежащими на 

одной прямой с определенными кристаллографическими индексами. Такие це-

пи одинаковых отрезков и получили название периодических цепей связей 

(ПЦС).  

Величина поверхностной энергии определяется энергией тех связей, ко-

торые принадлежат ПЦС, пересекающим данную поверхность. Таких ПЦС, во-

обще говоря, бесконечно много, однако вклады от ПЦС все более далеких сосе-

дей быстро уменьшаются. В первом приближении можно ограничиться первы-

ми членами этой бесконечной суммы, соответствующими наиболее близким 

соседям. Позднее понятие периодических цепей связей было естественно рас-

ширено до понятия связанных сетей [
15

]. 

Простое физическое обоснование подхода ПЦС можно проиллюстриро-

вать на модели ступенчатого послойного роста граней кристалла Косселя. Если 

ограничиться связями кубиков соседних по грани (первые соседи), по ребру 

(вторые соседи) или по вершине (третьи соседи),  то на гладкой поверхности 

террасы произвольную точку пересекает 9 ПЦС: одна – первых соседей, и по 

четыре – вторых и третьих. Кратко структуру связей можно записать 1 4 4. 

Аналогично, точка, находящаяся на поверхности ступени, характеризуется 12 

ПЦС со структурой 2 6 4, в изломе – 13 ПЦС (3 6 4). Наиболее вероятно при-

соединение строительных элементов к изломам, так как в этом случае число 

образующихся связей совпадает ровно с половиной связей внутри кристалла 

(для точки внутри структура ПЦС 6 12 8). Присоединение строительного эле-

мента к излому воспроизводит начальную конфигурацию и не меняет числа не-

скомпенсированных связей, а значит и поверхностную энергию.  

 

1.1.2.3. Сложности ступенчатой концепции роста 

Оценки концентраций ступеней и изломов основаны на предположении, 

что флуктуации на поверхности грани достаточно быстры, чтобы даже в усло-

виях роста их концентрация не слишком отличалась бы от равновесной, подчи-

няющейся распределению Гиббса. Отчасти это предположение косвенно под-

тверждается существованием округлых спиралей и островков новых слоев на 

гранях. Эти исследования, а также изучение геометрии изломов на ступенях 

стали доступны, благодаря атомно-силовой микроскопии. Однако в ряде случа-
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ев, обычно для слаборастворимых кристаллов, наблюдаются ступени не округ-

лые, а многогранные  [
16

], что свидетельствует об ограниченности предположе-

ния о быстроте флуктуаций [
17

]. 

Скорости генерации ступеней на грани и изломов на ступени определяют 

скорость распространения ступеней вдоль грани, а, в конечном счете, и ско-

рость роста грани. Однако количественная оценка этих скоростей затруднена, 

как правило, неизвестными энергиями активации и энропийными барьерами. 

Так некоторые экспериментальные измерения [
18

,
19

] показывают, что скорости 

распространения ступеней для разных граней одного и того же кристалла суще-

ственно не отличаются, если примеси не участвуют в процессе роста.  

При кристаллизации из раствора в структуре ПЦС кроме взаимодействия 

молекул с кристаллом необходимо учитывать взаимодействие молекул с ма-

точным раствором. Возникает зависимость кристаллической формы от темпе-

ратуры маточной среды, что можно объяснить кинетикой распространения сту-

пеней и зависимостью скорости образования двумерных островов-зародышей 

от температуры, которая не возникает в структуре ПЦС. 

Другой проблемой классической молекулярной теории является приме-

нение понятий ступеней и изломов к некосселевским кристаллам [
20

,
21

,
22

], со-

держащим несколько неэквивалентных  по отношению к симметрии грани мо-

лекул в элементарной ячейке. К таким кристаллам относится большинство мо-

лекулярных органических кристаллов, все ионные кристаллы, диссоциирующие 

при испарении или растворении. В этом случае имеется несколько типов изло-

мов, а значит, поверхностная энергия кристалла не меняется только при добав-

лении к излому целой элементарной ячейки, поэтому строительными единица-

ми в косселевской модели таких кристаллов выступают целые элементарные 

ячейки. Однако наличие в маточной среде таких блоков экспериментально не 

подтверждается. 

 

1.2. Абстрактные математические модели роста 

Рассмотренные модели роста кристалла опираются, с одной стороны, на 

законы термодинамики, с другой, на экспериментальные сведения о растущем 

или выросшем кристалле. Однако учесть все факторы, приводящие к самопро-

извольному возникновению упорядоченной кристаллической структуры из не-

упорядоченной, хаотичной среды, практически не представляется возможным. 

Поэтому возникает необходимость абстрагироваться от природы взаимодейст-

вия строительных элементов, из которых складывается кристалл. Это абстраги-

рование приводит к возникновению чисто математических моделей ростовых 

процессов. Такие чисто абстрактные модели могут помочь выявить и исследо-

вать наиболее общие закономерности кристаллического роста. 

В математике существует большое направление теории вероятностей, на-

зываемое моделированием роста, которое помогает решать разнообразные за-

дачи теории просачивания, распространения эпидемий и пожаров, возникнове-

ния и развития биологических объектов и т.п. Во всех этих моделях под ростом 

понимается некоторый повторяющийся процесс, ставящий в соответствие неко-

торой конфигурации объектов другую конфигурацию, рассчитываемую по оп-



 13 

ределенному набору ростовых правил. Другими словами модель роста – это по-

вторяющийся алгоритм. В простейшем случае в качестве объектов берутся уз-

лы решетки 
d  в d-мерном случае. В двумерном случае кроме квадратной ре-

шетки 
2  иногда используют гексагональные сетки, образованные правильны-

ми треугольниками или шестиугольниками.  

Если ростовые правила включают в себя элемент случайности, модель 

роста является вероятностной или стохастической. В противном случае – мо-

дель называют детерминированной. Среди вероятностных моделей роста раз-

личают глобальные и локальные. В глобальных моделях ростовые правила ос-

нованы на общих свойствах активных элементов роста, в локальных – опреде-

ляются конечным окружением активного элемента. Рассмотрим несколько наи-

более распространенных моделей роста, заданных на двумерной квадратной 

решетке 
2 . Если это не будет оговорено особо, будем считать, что начальная 

конфигурация представляет собой узел решетки, распложенный в начале коор-

динат. 

 

1.2.1. Примеры глобальных вероятностных моделей роста 

Модель Идена [
23

]. На каждом временном шаге к растущей структуре 

(кластеру 
1nC 
) добавляется один узел, который выбирается случайным образом 

из совокупности узлов, являющихся соседними по отношению к кластеру, но не 

принадлежащие кластеру. Соседними в данном случае считаются узлы 
1 1( , )P x y  

и 
2 2( , )Q x y , находящиеся на расстоянии 1 в 

4d -метрике, т.е.  

4 1 2 1 2( , ) 1d P Q x x y y     . Несмотря на то, что с ростом числа шагов n  чис-

ло теоретически возможных различных кластеров 
nC  растет экспоненциально 

(
22 n ), для числа *

nC  реально встречающихся в эксперименте кластеров от-

ношение 
*

nC

n


 стремится к 0 при n  . Этот результат в виде гипотезы был 

высказан Иденом  [
24

] и доказан Ричардсоном [
25

]. При больших n  растущий 

кластер приобретает форму круга, т.е. в каком-то смысле рост в модели Идена 

является изотропным. Однако в [
26

] показано, что участки границы роста в диа-

гональных направлениях более гладкие по сравнению с участками в вертикаль-

ных и горизонтальных направлениях.  

В качестве разновидностей модели роста Идена можно выделить две. В 

первой вместо случайного выбора узла из совокупности соседних к кластеру, 

выбирается случайным образом ребро из совокупности ребер, соединяющих 

кластер со своими соседями [
23

], и только затем присоединяется узел, соответ-

ствующий выбранному ребру. В этом случае вероятность присоединения узла 

тем выше, чем больше ребер идет к нему от кластера. Во второй разновидности 

сначала случайным образом выбирается один узел из границы кластера (сово-

купность узлов кластера, среди соседей которых есть хотя бы один узел не из 

кластера), а затем добавляется наугад один из четырех соседей выбранного узла 

[
27

]. 

Модель Вильямса-Бьеркнеса [
28

]. На каждом шаге роста к кластеру с веро-
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ятностью p  добавляется случайным образом узел из окружения кластера, и с 

вероятность (1 p ) удаляется выбранный наугад узел из кластера. Эту модель 

можно назвать моделью обратимого роста, так как при некоторых условиях 

растущий кластер может вернуться к исходному состоянию. В процессе роста 

от основного кластера могут отделиться другие кластеры. При 1p  модель 

Вильямса-Бьеркнеса стремится к модели Идена. Можно было бы ожидать, что 

при уменьшении p  граница кластера должна становиться более изрезанной, 

однако эксперимент показал [
28

], что граница имеет фрактальную размерность 

около 1.1, независимо от p . 

 DLA (Diffusion Limited Aggregation) модель [
29

]. Достаточно далеко от на-

чала координат случайным образом выбирается узел, который методом случай-

ного блуждания перемещается до тех пор, пока не коснется растущего кластера. 

После чего узел добавляется в месте касания, и процедура случайного блужда-

ния повторяется для следующего узла. Главной особенностью DLA кластеров 

является их фрактальность. В двумерном случае фрактальная размерность со-

ставляет 1.68 0.05 , что хорошо согласуется с общепринятым аналитическим 

результатом 2( 1) /( 1) 5/3d d   . Фрактальная природа кластера может быть 

объяснена тем, что в процессе роста возникает ветвистая структура, в результа-

те чего вероятность заполнения узлов вблизи затравки становится все меньше, 

чем дольше происходит рост. 

  

1.2.2. Примеры локальных вероятностных моделей роста 

В локальных моделях роста будущее присоединение узла к кластеру оп-

ределяется принадлежностью к кластеру его окружения. В этом случае акт при-

соединения называют контактным процессом или контактом. Контактные про-

цессы были достаточно подробно исследованы [
30

,
31

,
32

]. 

Эпидемические модели (случайная перколяция) были созданы для модели-

рования распространения инфекционных болезней, протекания химических ре-

акций, распространения огня при пожарах. На каждом временном шаге сосед-

ние с растущим кластером узлы присоединяются к нему с вероятностью p  или 

блокируются с вероятностью 1 p . Блокированные узлы больше не участвуют 

в росте. Как контактный процесс случайная перколяция характеризуется крити-

ческой вероятностью. Если значение p  ниже критического значения, растущий 

кластер имеет конечные размеры. Если  p  выше критического значения, кла-

стер почти наверное бесконечен. Критическое значение пока не известно. Сам 

растущий кластер представляет собой фрактал с фрактальной размерностью 

91/48 [
27

,
33

]. 

Другой разновидностью эпидемических моделей является модель перко-

ляции связей. В ней с вероятностью p  открываются, а с вероятностью 1 p  за-

крываются связи, идущие от кластера к соседним узлам. Присоединяются к 

кластеру все узлы на концах открытых связей, а остальные соседние с класте-

ром узлы блокируются. Как и для предыдущей модели, для модели перколяции 
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связей существует критическое значение вероятности p , однако в данном слу-

чае известно, что оно составляет 0.5 [
34

]. В этой же работе Гримметта можно 

найти другие перколяционные модели роста. 

 

1.2.3. Примеры детерминированных моделей роста 

Примеры моделей детерминированных моделей параллельного роста 

появились в литературе по клеточным автоматам, математической морфологии, 

L-системам и фракталам.  

Клеточные автоматы [
35

] описываются состоянием ячейки и функциями 

перехода. Функция перехода определяет новое состояние ячейки, исходя из ее 

текущего состояния и, возможно, состояния соседних ячеек. В общем случае 

это может привести к конечному или бесконечному, периодическому или хао-

тичному процессу роста. Исследование таких процессов [
36

] показало возмож-

ность возникновения довольно сложных и интересных структур роста. В каче-

стве общеизвестного примера роста на клеточных автоматах можно упомянуть 

игру "Жизнь" Конвэя [
37

]. В математической морфологии [
38

] используются 

структурные элементы для выполнения расширения и разрушения формы или 

структуры. В L-системах и фракталах [
39

,
40

] отдельные ячейки рекурсивно за-

меняются структурой ячеек. Такие процессы производят самоподобные мас-

штабно-инвариантные структуры. 

Рассмотрим несколько примеров детерминированных ростовых моделей. 

Детерминированное 4/8 смешивание. Простейшие модели роста на дву-

мерной решетке сводятся к добавлению к растущей структуре всех узлов, i -

смежных с узлами структуры ( 4 или 8i  ), т.е. узлы, находящиеся от узлов рас-

тущей структуры на расстоянии 1id  . Для узлов 
1 1( , )P x y  и 

2 2( , )Q x y   

4 1 2 1 2( , )d P Q x x y y    , а 8 1 2 1 2( , ) max( , )d P Q x x y y   . Определим 
4D - и 

8D -шаги роста как преобразования, переводящие любую форму S  в 

4 4( ) { : ( , ) 1 для некоторых Q S}D S S P d P Q     и    

8 8( ) { : ( , ) 1 для некоторых Q S}D S S P d P Q    , соответственно. 

Таким образом, 
4D  вызывает рост только в горизонтальных и вертикальных на-

правлениях, а 
8D  еще и в диагональных направлениях. Если использовать толь-

ко 
4D  рост, форма роста представляет собой квадрат, повернутый на 45º, отно-

сительно базиса решетки. Если использовать только 
8D  рост, форма роста – 

квадрат, параллельный базису. Комбинация 
4D  и 

8D  роста дает восьмиуголь-

ник, смежные стороны которого образуют углы 135º. Если t  шагов 
8D  прихо-

дятся на s  шагов 4D , а в качестве затравки взять начало координат, то форма 

роста представляет собой восьмиугольник с вершинами  

{( ( ), ),( ( ), ),( ,( )),( , ( ))}s t t s t t t s t t s t          , 

причем порядок следования 4D  и 8D  шагов не имеет значения. 

Модель дискретного диффузионного роста. Модель основана на уравне-

нии диффузии [
41

], которое на решетке 
2  может быть аппроксимировано ре-
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куррентной формулой 1

, , , 1 , 1 1, 1, ,2
( 4 )m m m m m m m

i j i j i j i j i j i j i j

c t
u u u u u u u

h



   


      , где через 

,

m

i ju  обозначено аппроксимационное решение в узле ( , )ih jh  в момент времени 

t m t  . Для того, чтобы локальная ошибка дискретизации стремилась к нулю, 

должно выполняться условие стабильности: 
2

4

h
t

c
  . Поэтому если положить 

1h t   , то 1/ 4c  . Число возможных значений, которые может принимать 

каждая ячейка в процессе роста, ограничивается значением 2k
, где k  число бит, 

приходящихся на ячейку. Рост начинается из ячейки в начале координат, на-

чальное значение которой 
0

0,0 2 1ku   . Для остальных ячеек начальные значе-

ния 0

, 0i ju  . Последующий рост осуществляется по следующим правилам. 

1. 0,0 2 1m ku    для всех 0m  . 

2.  1

, , , 1 , 1 1, 1, ,

1
4

4

m m m m m m m

i j i j i j i j i j i j i ju u u u u u u

   

 
      

 
. 

3. Ячейка ( , )i j  становится активной (и остается активной), когда , 0i ju  . 

В непрерывной среде использование уравнения диффузии приводит к 

изотропному росту, однако из-за дискретизации, используемой в рассматри-

ваемой модели, в некоторых направлениях происходит замедление роста, кото-

рое приводит к полигональной форме роста. Экспериментальное исследование 

[
42

] показало, что стабилизация формы наступает на шаге 22km  . Там же от-

мечено, что с ростом k , во-первых, стабилизация формы происходит позже, во-

вторых, форма становится ближе к кругу. 

Рост с временной задержкой. Каждой активной ячейке, не являющейся 

внутренней в растущей структуре, ставится в соответствие набор из 8-ми поло-

жительных целых чисел, определяющих времена задержки роста 
1 2 8, ,...,t t t  в 

восьми направлениях от этой ячейки к ее соседним ячейкам. Эти наборы назы-

вают TDK (Time Delay Kernels). Первоначально активной является только ячей-

ка, находящаяся в начале координат. Для нее задается определенный TDK на-

бор  ( 1,..,8)it i  . На каждом временном шаге 1) для каждой ячейки, являющейся 

смежной к растущей структуре, определяется время присоединения, как мини-

мальное из времен, определяемых соседними для  этой ячейки активными 

ячейками; 2) у всех активных ячеек наборы TDK уменьшаются на единицу; 3) 

смежные с растущей структурой ячейки, времена присоединения которых рав-

ны 1, становятся активными; 4) в направлениях неактивных ячеек присоеди-

няемым ячейкам приписывается либо исходный набор TDK  (RC-модель), либо 

уменьшенный TDK набор ячеек "родителей" в момент активизации (CC-

модель). 

 

1.2.4. Модель роста FPP (First Passage Percolation) 

Модель роста FPP была предложена Хаммерслеем и Велшем [
43

] в каче-

стве модели просачивания жидкости сквозь пористую среду. На d-мерной ку-
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бической решетке 
d задается граф, вершины которого совпадают с узлами 

этой решетки, а ребра соединяют вершины, соответствующие узлам, находя-

щимся на кратчайшем расстоянии, равном периоду решетки. Каждому ребру 

( , )e x y  этого графа, соединяющему вершины x  и y , ставится в соответствие  

неотрицательная случайная величина ( )T e , которую можно рассматривать как 

время прохождения по ребру e . Последовательность ребер 

0 1 1 2 1( ( , ), ( , ),..., ( , ))n nr e x x e x x e x x  называется путем из 
0x  в 

nx . Каждый путь r  

характеризуется своим временем просачивания 1

1

( ) ( ( , ))
n

i i

i

T r T e x x



 . Время 

прохождения ( , )T x y  из вершины x  в вершину y  определяется как минималь-

ное время ( )T r  для всех возможных путей, ведущих из x  в y . 

Главным объектом исследования модели FPP является множество узлов 

решетки, до которых пройдет просачивание из начала координат 0 к моменту 

времени t : ( ) { : (0, ) }dB t x T x t     или множество B , представляющее собой 

множество d -мерных единичных кубов, центры которых совпадают с B . Наи-

более часто рассматривают случай, когда все случайные величины ( )T e  явля-

ются независимыми. Тогда удается (для случая 2d   в работе [
44

], для случаев 

2d   в [
45

]) доказать следующую теорему. 

Пусть F  –  функция распределения для независимых одинаково распреде-

ленных случайных величин ( )T e , и математическое ожидание всех этих вели-

чин конечно. Тогда либо 

а)  существует компактное выпуклое множество 
0B  с непустой внут-

ренней областью такое, что для любого 0   с вероятностью 1 для всех дос-

таточно больших t  выполняется условие  

0 0

( )
(1 ) (1 )

B t
B B

t
     ,  

либо 

б) для любого 0M   с вероятностью 1 для всех достаточно больших t  

( )B t

t
 содержит шар радиуса M . 

Первый случай отвечает существованию формы роста, совпадающей с 

0B , второй – отсутствию формы роста. Бовин [
46

] получил аналогичный резуль-

тат о существовании формы роста для некоторых классов моделей FPP в слу-

чае, когда случайные величины ( )T e  не являются независимыми. В работе [
45

] 

определены необходимое и достаточное условие, при котором имеет место слу-

чай (а) теоремы, т.е. когда форма роста существует:  

(0) ( , )d

cF p bond  , 

где ( , )d

cp bond  - критическая вероятность в задаче перколяции по ребрам на 

решетке 
d . 

Еще один интересный результат получен в работе [
47

], в которой доказа-

но, что для любого компактного выпуклого центросимметричного множества 
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0B  существует такая модель роста FPP, что 
0B  является для нее формой роста. 

Краткий обзор различных моделей FPP приведен в работе Кестена [
45

]. 

Наиболее известным частным случаем моделей FPP является модель Ри-

чардсона [
25

]. Для нее функция распределения случайных величин ( )T e  опреде-

ляется следующим образом. Просачивание из произвольной точки в соседнюю 

точку происходит за время 1t   с вероятностью p , за время 2t   с вероятно-

стью (1 )p p ,…, за время t n  с вероятностью 1(1 )np p  , т.е. соответствую-

щая случайная величина подчиняется распределению Бернули. 

Наглядно модель Ричардсона как модель роста можно представить сле-

дующим образом. В начальный момент времени активным является вершина 

графа в начале координат. На каждом временном шаге любая вершина, связан-

ная хотя бы с одной активной вершиной, становится активной с вероятностью 

p , а остается неактивной с вероятностью (1 )p . Главный результат получен-

ный Ричардсоном [
25

] состоял в том, что при n   растущая структура имеет с 

вероятность 1 устойчивую форму роста для любого (0;1)p . 

В работе [
48

] для формы роста модели Ричардсона были получены сле-

дующие результаты. Во-первых, при значениях p  достаточно близких к 1 гра-

ница формы роста содержит линейные участки. Во-вторых, при сколь угодно 

больших 1p   форма роста не становится полным квадратом. В-третьих, форма 

роста меняется непрерывно с изменением p . 

Другой интересной разновидностью моделей FPP является модель, пред-

ложенная Сеппалайненом [
49

]. В двумерном случае на модель FPP накладыва-

ются следующие ограничения. Во-первых, допускаются только пути, не 

уменьшающие абсолютные величины координат (ориентированная модель 

FPP). Во-вторых, только горизонтальные переходы являются случайными, в 

вертикальном направлении времена просачивания одинаковы и равны некото-

рой константе 
0 . В горизонтальном направлении время просачивания прини-

мает одно из двух значений: значение   с вероятностью p , значение   с веро-

ятностью 1q p  . В этом случае удается не только доказать существование 

формы роста, но и точно вычислить ее. Доказано [
49

], что форма роста имеет 

вид ( , ) 1x y  , где 

 
0

2

0

,                                        если ,

( , )
( ) ,  если .

x py qx

x y
x qx py py qx

 


   

 


 
    

 

 

1.2.5. Модель порогового роста 

Еще одна ростовая модель, для которой удается рассчитать форму роста, 

получила название модель порогового роста (threshold growth) [
50

,
51

,
52

]. На дву-

мерной квадратной решетке 
2  вводится понятие окрестности. Окрестность 

определяется как множество узлов, попадающих в шар фиксированного радиу-

са в некоторой метрике. В качестве исходной конфигурации рассматривается 

узел в начале координат. На очередном временном шаге узел становится актив-
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ным, если его окрестность содержит не меньше   активных узлов.  

Для этой модели роста удается предложить строгий критерий существо-

вания формы роста и разработать алгоритм вычисления этой формы, если она 

существует. Показано, что всегда форма роста представляет собой многоуголь-

ник. Более того, множество узлов, являющихся активными в момент времени t  

находится в ограниченной окрестности увеличенной в t  раз границы формы 

роста.  

В работе [
53

] был изучен также случайный вариант модели порогового 

роста и доказан ряд результатов о форме роста в этом случае. 

 

1.3. Координационные последовательности 

Понятие координационных последовательностей (КП) было формально 

введено в работе [
54

] для исследования топологической идентичности кристал-

лических структур или отдельных атомов в структуре. В простейших атомных 

кристаллах КП – это числовая последовательность, в которой k -ый член совпа-

дает с числом атомов в k -ой координационной оболочке (координационной 

сфере, координационном окружении), состоящей из атомов, связанных с ато-

мами ( 1k  )-ой оболочки. Нулевая оболочка содержит отдельный атом, поэто-

му число атомов в первой оболочке совпадает с координационным числом это-

го атома.  

Для молекулярных кристаллов рассматривается упаковка молекул в кри-

сталле. В качестве нулевой оболочки выбирается отдельная молекула, а коор-

динационные связи определяются либо энергетически (энергия парного меж-

молекулярного взаимодействия составляет долю больше некоторого выбранно-

го значения) [
55

], либо геометрически (например, используя разбиение Вороно-

го-Дирихле кристаллической структуры) [
56

, 
57

,
58

]. 

В настоящее время КП используется как некоторая интегральная тополо-

гическая характеристика кристаллической структуры [
59

,
60

,
61

,
62

], или даже упа-

ковок сфер в пространствах высокой размерности [
63

,
64

]. Другим приложением 

КП является их использование для расчета топологической плотности, которая 

может быть получена из частичных сумм членов КП. Эта плотность коррелиру-

ет с некоторыми другими характеристиками, такими как энергия кристалличе-

ской решетки [
65

], распределение специфических элементов [
66

], каталитическая 

активность [
67

], а также может быть использована, например, для предсказания 

свойств синтетических цеолитов [
68

]. 

Последовательное присоединение к затравке координационных оболочек 

можно рассматривать как простую модель роста кристалла. Поэтому КП перво-

начально были названы ростовыми последовательностями [
69

] и, в этом смысле, 

отражают наиболее общие закономерности процесса кристаллообразования. 

Проведенные для ряда реальных кристаллических структур исследования 

[
70

,
71

,
72

,
73

] показывают, что члены КП растут с ростом номера квадратично, ана-

логично тому, как растет площадь поверхности сферы с ростом ее радиуса.  

Как отмечено в [
74

], все исследованные координационные последователь-

ности реальных кристаллических структур и гипотетических периодических 

графов удается представить периодическим набором квадратных уравнений  
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2

k i i iN a k b k c   , 

где k Mn i  , 0,1,2,...n   и 1,2,...,i M .  Число этих уравнений M  называется 

периодом. Уравнениям удовлетворяют все члены координационной последова-

тельности 
kN , начиная с некоторого стартового значения: 

0k k . В работе [
73

] 

вводится понятии точной топологической плотности как среднее значение ко-

эффициентов 
ia , деленное на размерность d  пространства структуры (для кри-

сталлических структур 3d  ): 
1

1
TD

M
i

i

i

a
a

d Md 

   . Так как с ростом k  вклад 

линейного и постоянного слагаемых уменьшается, при k   члены последо-

вательности 2TDkN d k . 

Другой подход к описанию координационных последовательностей был  

предложен в [
74

]. Он основан на использовании производящей функции [
75

], ко-

торая имеет вид бесконечного ряда GF k

k

k o

N x




 , коэффициенты которого сов-

падают с членами координационной последовательности. Производящая функ-

ция GF  может быть представлена в виде отношения двух конечных многочле-

нов 

 

( ) 1

0

( ) 1
( )

0

( )

1

O IT
i

i

O PL
PL i

i

IT i x

GF

x
















, где IT  - набор начальных членов (initial terms), со-

стоящий из ( )O IT  элементов, PL  - набор степеней, состоящий из ( )O PL  эле-

ментов. Производящие функции и специальные алгоритмы из преобразования 

позволяют оценивать точные значения топологической плотности для структур, 

для которых непосредственный расчет по определению практически невозмо-

жен.  

Строгие алгоритмы получения производящих функций для некоторых 

простых структур, основанные на геометрическом подходе, приведены в рабо-

тах [
64

, 
76

]. Более общий алгебраический подход реализован в [
77

]. 

Другим приемом исследования координационных последовательностей 

является расчет их вторых разностей [
74

]. Для непрерывной квадратичной 

функции вторая производная является величиной постоянной. Для последова-

тельностей аналогом второй производной является вторые разности. Первые 

разности – это последовательность 
1k k kF N N  . Соответственно вторые раз-

ности – последовательность 
1k k kS F F  . Для координационных последова-

тельностей вторые разности представляют собой периодическую последова-

тельность с периодом M , совпадающим с числом квадратных уравнений, опи-

сывающих координационную последовательность. 

В одномерном случае простейший периодический граф дает координаци-

онную последовательность 1,2,2,... , для которой {1,1}IT   и {1}PL  . В дву-

мерном случае похожие параметры дает гексагональная сетка 36 , для которой 

координационная последовательность имеет вид 1,3,6,9,12,15,... ; {1,1,1}IT   и 
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{1,1}PL  . В трехмерном случае аналогичный граф дает структура содалита. 

Для него координационная последовательность характеризуется наборами 

{1,1,1,1}IT   и {1,1,1}PL  . В работе [
78

] обобщены содолитоподобные структу-

ры до любой размерности d  и проанализированы координационные последова-

тельности для 6d  . 

Для правильных решетчатых графов, построенных на основе решеток 

корней размерности 8d  , координационные последовательности рассмотрены 

в работе [
79

]. В [
80

] проведено исследование координационных последователь-

ностей квазипериодических разбиений типа мозаик Пенроуза и Аммана-

Бинкера. В работе [
81

] нами предложен новый подход к получению и строгому 

доказательству формул для координационных последовательностей, основан-

ный на геометрии геодезических в периодических графах. Как следствие были 

получены точные формулы для координационных последовательностей всех 

плоских сеток Лавеса и их ориентированных аналогов.  
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ГЛАВА 2. Модель послойного роста в разбиениях, упаковках и графах 

 

2.1. Понятие послойного роста разбиений и упаковок 

 Анализ геометрических особенностей координационных сфер в структу-

рах монокристаллов органических и гетерокомплексных соединений, а также 

модельных периодических и непериодических разбиений пространства на мно-

гогранники позволил предложить простой, чисто метрический подход к иссле-

дованию механизма кристаллообразования. Этот подход основан на построении 

следующей конструкции [
82

].  

Пусть в пространстве задана упаковка многогранников или, в частном 

случае, разбиение пространства на многогранники. В качестве таких много-

гранников могут выступать, например, поликубы (в двумерном случае полими-

но), используемые в методе дискретного моделирования упаковок в молеку-

лярных кристаллах, или полиэдры Вороного-Дирихле [
56

,
83

]. Выберем один или 

несколько многогранников в качестве исходного множества - затравки. На пер-

вом шаге добавим к затравке ее первое координационное окружение - совокуп-

ность многогранников, являющихся соседними хотя бы для одного из много-

гранников затравки. Например, соседними можно считать многогранники, 

имеющие хотя бы одну общую грань. Затем описанная процедура повторяется 

многократно, используя на каждом новом шаге в качестве затравки построен-

ную на предыдущем шаге совокупность многогранников.  

Условно назовем присоединяемые координационные окружения слоями 

роста, тогда сам алгоритм естественно назвать послойным ростом упаковки или 

разбиения. В рамках метода дискретного моделирования [
84

] разработаны алго-

ритмы и соответствующие компьютерные программы послойного роста в пе-

риодических разбиениях плоскости на полимино и пространства на поликубы. 

С использованием этих программ проведены исследования ряда модельных пе-

риодических разбиений с целью выявления влияния размера и формы исходной 

затравки, параметров и симметрии решетки трансляций, а также особенностей 

самого разбиения на геометрию слоев. Во всех случаях при увеличении номера 

слоя обнаруживается общая закономерность: постепенное формирование неко-

торого феноменологического многогранника (многоугольника в плоском слу-

чае), дальнейшее увеличение размеров которого происходит с сохранением его 

формы. Динамика этого процесса в двумерном случае демонстрируется на рис. 

2.1, где в качестве затравки выбрано одно из 14 трансляционно-независимых 

полимино разбиения (код разбиения 3132033223332203232122111132231133223 

0123220111221322313 в упаковочном пространстве 714 4P ), и показаны этапы 

формирования феноменологического восьмиугольника с четко выраженным 

свойством самоподобия. Аналогичные закономерности модельного роста на-

блюдаются и в трехмерном варианте, представленном на рис. 2.2, где в упако-

вочном пространстве S32 21 1
2

 (код разбиения 753667345767) образовался фено-

менологический многогранник в виде 14-гранника. 
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С целью более строгого математического описания и дальнейшего иссле-

дования послойного роста введем несколько определений. Так как разбиение 

является частным случаем упаковки, в дальнейшем выделять особо разбиения 

не будем.  

 

2.2. Отношение соседства фигур упаковки 

Во-первых, определим понятие соседства фигур упаковки. В двумерном 

случае существует два естественных способа определения соседства много-

угольников: 1) многоугольники считаются соседними, если они имеют общую 

границу ненулевой длины; 2) многоугольники считаются соседними, если они 

имеют хотя бы одну общую точку. 

В трехмерном пространстве существует, по крайней мере, три естествен-

ных понятия соседства, а с точки зрения кристаллохимии имеет смысл рассмат-

ривать еще большее число понятий соседства. Естественным выходом из этой 

ситуации является аксиоматическое задание требуемых свойств соседства.  

Отношение соседства – это бинарное отношение на множестве фигур 

упаковки Pack , удовлетворяющее следующим аксиомам [
85

]: 

А1. Симметричность – если 
1M  и 

2M  - соседние фигуры, то 
2M  и 

1M  - 

5n   10n   15n   Pol  

Рис. 2. 1. Формирование многоугольника роста в разбиении плоскости на 

полимино 

Рис. 2. 2. Формирование многогранника роста в разбиении плоскости на 

поликубы 

5n   10n   15n   Pol  
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тоже соседние. 

А2. Конечность – для любой фигуры существует только конечное число 

соседних с ней фигур. 

А3. Кристаллографичность – для любого автоморфизма Aut( )g Pack  

из группы автоморфизмов упаковки и любых двух соседних фигур 
1M  и 

2M  фи-

гуры 
1( )g M  и 

2( )g M  - соседние.  

Последовательность из соседних фигур упаковки называется цепью. Упа-

ковка называется связной, если любые две фигуры из этой упаковки можно со-

единить цепью. Будем предполагать также выполнение аксиомы  

А4. Связность – упаковка является связной. 

Отношение соседства позволяет ввести метрику на множестве фигур упа-

ковки. Если k – число фигур, входящих в цепь, то длиной цепи назовем число k-

1. Расстоянием 
1 2( , )d M M  между фигурами 

1M  и 
2M  назовем длину кратчай-

шей из соединяющих их цепей. Саму такую цепь будем называть геодезиче-

ской. Легко проверить, что функция 
1 2( , )d M M  обладает всеми свойствами рас-

стояния. 

Назовем n-ым координационным кругом с центром в фигуре M множест-

во  ( , ) ' : ( , ')Eq M n M d M M n  . Множество  ( , ) ' : ( , ')eq M n M d M M n   на-

зывается n-ым координационным окружением фигуры M. 

Аналогично можно определить координационные круги и окружения для 

совокупности фигур M  упаковки. Расстояние от фигуры M упаковки до мно-

жества M  определяется по правилу 
'

( , min ( , ')
M

d M d M M
M

M)= . При этом 

 ( , ) ' : ( ', )Eq n M d M n M M ,  ( , ) ' : ( ', )eq n M d M n M M . 

 

2.3. Форма послойного роста упаковки 

Выберем в упаковке Pack  произвольную фигуру M  и зададим произ-

вольную точку O. Пусть a  - вектор, соединяющий точку O с некоторой фикси-

рованной точкой фигуры M. Рассмотрим последовательность множеств 

( , )eq M n

n

 
 
 

a
, где деление на n означает гомотетию с центром в точке O и ко-

эффициентом 
1

n
. Если существует предел 

( , )
lim
n

eq M n

n




 
  

 

a
,     (2.1) 

то он называется формой роста упаковки. При этом сходимость понимается в 

смысле метрики Хаусдорфа:  ( , ) max{supinf ,supinf }
B AA B

A B
  

  
y yx x

x y x y . 

Из неравенства треугольника 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )d M M d M M d M M  легко сле-

дует, что если для некоторой фигуры M Pack  существует предел (2.1), то  

1) для любой другой фигуры 
1M Pack  предел 1 1( , )

lim
n

eq M n

n




 
 

 

a
, 
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2) для любого множества фигур  другой фигуры PackM  также предел 

1( , )
lim
n

eq n

n




 
 

 

aM
. 

Эти свойства означают, что форма роста не зависит от выбора начального 

множества послойного роста (затравки). 

Непосредственным следствием определения формы роста является то, что 

( , ) ( )
nceq M n n   , 0nc

n
  при n  , где ( )cX  – c-окрестность множества X, 

то есть  ( ) : ( , )c eX x d x X c  , 
ed  - обычная эвклидова метрика. Это свойство 

означает самоподобный рост последовательных координационных окружений и 

объясняет возникновения термина "форма роста".  

Теорема 2.1. Пусть упаковка Pack  имеет самоподобный рост с формой 

роста  . Пусть ( )g Aut Pack  – автоморфизм упаковки. Пусть g  имеет не-

подвижную точку, совпадающую с началом координат O  (т.к. не зависит 

от выбора О, то это не ограничительно). Тогда ( )g   . 

Приведѐм набросок доказательства. Всегда существует фигура M Pack  

такая, что ( )g M M  (следует из существования неподвижной точки). Авто-

морфизмы g  и 1g   – переводят цепи упаковки Pack  в цепи той же длины. По-

этому ( , ( ')) ( , ')d M g M d M M . Отсюда следует, что если  ( , )M eq M n , то 

( ')g M  и 1( )g M  также принадлежат ( , )eq M n , то есть ( , ) ( ( , ))eq M n g eq M n , 

что и равносильно утверждению теоремы. 

Можно получить также аналогичный результат для автоморфизмов упа-

ковки, не имеющих неподвижных точек. Пусть ( )g Aut Pack  – автоморфизм 

упаковки, не имеющий неподвижных точек. Тогда g  можно представить как 

композицию 
0g t g  , где t – параллельный перенос, а 

0g  – движение, имею-

щее неподвижную точку, совпадающую с началом координат. Если преобразо-

вание g  не является параллельным переносом, то преобразование 
0g  не являет-

ся тождественным. 

Теорема 2.2. Пусть упаковка Pack  имеет самоподобный рост с формой 

роста  . Пусть 
0 ( )g t g Aut Pack   – автоморфизм упаковки, не имеющий 

неподвижных точек и отличный от параллельного переноса. Тогда 
0( )g   . 

Для доказательства теоремы достаточно доказать, что 0( , ( ))
1

( , )

d a g b

d a b
  при 

( , )d a b  . Мы докажем более сильное неравенство 

0( , ) ( , ( )) ( , )d a b C d a g b d a b C     

с константой C , зависящей только от a  и g . 

 Вначале докажем, что 0( , ( )) ( , )d a g b d a b C  . Пусть   – геодезическая, 

ведущая из a  в b . Тогда мы можем построить цепь 
1  из a  в 

0( )g b , имеющую 

вид: 
( )

0( ) ( ) ( )ga g a g b g b   , где участки ( )a g a  и 0( ) ( )g b g b  явля-
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ются геодезическими, а участок ( )( ) ( )gg a g b  получается применением 

преобразования g  к геодезической  . Отсюда получаем, что 

0 1 0( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ( )) ( ( ), ( ))d a g b d d a g a d g d g b g b      . Ясно, что 

( ( )) ( , )d g d a b   и 
1( , ( ))d a g a C , где константа 

1C  зависит только от a  и g . 

Учитывая, что 
0g t g  , где t – параллельный перенос, замечаем, что евклидово 

расстояние 
0( ( ), ( ))ed g b g b  между точками ( )g b  и 

0( )g b  не превосходит некото-

рой константы 
2C , зависящей только от t . Из теоремы о существовании формы 

роста следует существование константы 
3C , зависящей только от a  такой, что 

1

3 3( , ) ( , ) ( , )e eC d x y d x y C d x y   . Отсюда получаем, что 
0 4( ( ), ( ))d g b g b C , где 

4C  зависит только от a  и t . Выбирая 
1 4C C C  , получаем требуемый резуль-

тат. 

 Второе неравенство 
0( , ) ( , ( ))d a b C d a g b   доказывается аналогично. 

Приведем только общую схему рассуждений: 

0 0

1 0 4

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ) ( , ( )) ( ( ), ( ))

( , ( )) .

d a b d g a g b d g a a d a g b d g b g b

C d a g b C

    

  
 

 

2.4. Граф связности упаковки и его послойный рост 

Отношение соседства позволяет поставить в соответствие каждой упа-

ковке Pack  ее граф связности G. Для этого внутри каждой фигуры упаковки 

выберем по точке – вершине графа. Вершины 
1a  и 

2a , соответствующие фигу-

рам 
1M  и 

2M  соединим ребром графа тогда и только тогда, когда фигуры 
1M  и 

2M  являются соседними.  На полученном графе G существует естественное от-

ношение соседства между вершинами: две вершины называются соседними, 

если они соединены ребром. Понятие соседства автоматически переносит на 

графы все определения, касающиеся формы роста. Почти очевидным следстви-

ем определений является следующая теорема. 

Теорема 2.3. Упаковка Pack  и ее граф связности ( )G Pack  имеют одина-

ковые формы роста, при условии, что хотя бы одна из них существует. 

Можно также определить рост не по вершинам, а по ребрам графа, считая 

два ребра соседними тогда и только тогда, когда они имеют общую вершину. 

Другими словами, для каждого графа G однозначно определен его реберный 

граф ( )L G . При условии существования формы роста справедлива следующая 

теорема. 

Теорема 2.4. Форма роста графа G при росте по вершинам совпадает с 

формой роста его реберного графа ( )L G  при росте по ребрам. 

Поэтому в дальнейшем будем рассматривать рост графов по вершинам. 

В определении отношения соседства можно отказаться от аксиомы сим-

метричности А1. Тогда функция ( , )i jd M M  уже не будет метрикой, однако оп-

ределения ( , )Eq M n  и ( , )eq M n  сохраняют свой смысл. Соответствующий упа-

ковке Pack  граф связности в этом случае будет ориентированным. При этом 
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условие связности, даваемое аксиомой А4, часто оказывается недостаточным и 

его нужно заменить на условие сильной связности соответствующего орграфа, 

то есть существования как цепи из 
1M  в 

2M , так и цепи из 
2M  в 

1M . В даль-

нейшем, за исключением специальных оговоренных случаев, будем считать, 

что аксиома А1 выполнена, или же соответствующий орграф сильно связан.  

В силу теоремы 2.3 рост упаковок можно свести к росту графов и наобо-

рот. Таким образом, рост упаковок и рост графов связности – это два эквива-

лентных языка для описания ростовых процессов. Мы будем использовать оба 

языка, обращаясь к тому, который представляется более удобным для конкрет-

ной задачи. Но основным все же будет язык графов. 
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ГЛАВА 3. Рост периодических структур 

 

3.1. Многогранник послойного роста периодических графов 

Рассмотрим задачу роста для периодического графа G в пространстве m . 

При этом будем считать, что граф G неориентирован и его фундаментальная 

область содержит конечное число вершин. Сформулируем несколько определе-

ний. 

Пусть L – решетка трансляций графа G. Вершины a и a' называются срав-

нимыми по модулю L (записывается '(mod )a a L ), если ' L a a , где  и 'a a  - 

радиус-векторы вершин a и a'. 

По аналогии с цепью в упаковке, цепью в графе G называется множество 

его вершин, последовательно соединенных ребрами. Если цепь p содержит k 

вершин, то длиной цепи ( )d p  называют число k-1. Цепь 0 1: ... ng a a a    

называется геодезической, если любая другая цепь, начинающаяся в 0a  и за-

канчивающаяся в na , имеет длину не меньше чем ( )d g . 

Цепь 
1 1: ... 'i s ip a b b a     называется лучом, если она является гео-

дезической и не содержит пар вершин, сравнимых по модулю L, кроме пары 

 , 'i ia a , для которой справедливо ' (mod )i ia a L . Определим и вектор 

i i
 p a a . 

Пусть 
GP  - множество всех лучей графа G с вершинами в фундаменталь-

ной области. Назовем множество  :G G GSt P p P p  звездой графа G, а 

:
( )

G Gst p P
d p

 
   
 

p
v  нормированной звездой ( ( )d p  - длина цепи p).  

Нормированная звезда 
Gst  представляет собой конечное число векторов, 

поэтому ее выпуклая оболочка является многогранником. Обозначим границу 

этого многогранника 
GPol . Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 3.1. Многогранник 
GPol  является формой роста графа с огра-

ниченной окрестностью, зависящей только от самого графа G. То есть для 

любого периодического графа G существует постоянная ( )c c G  такая, что 

для любой вершины a G  справедливо ( , ) ( )G ceq a n n Pol  a . 

Доказательство этой теоремы для двумерного случая предложено 

В.Г.Журавлевым [
86

]. Приведем доказательство теоремы в общем случае. 

 

3.2. Доказательство теоремы о форме роста 

Данное доказательство разбивается на две части. 

1) Нижняя граница. Введем ряд вспомогательных обозначений. Пусть fn  – 

наименьшее общее кратное длин всех лучей, входящих в 
GSt  . Заметим, что 

НОК(1,2,..., )fn f   поскольку ( ) Gd p f p P   . Здесь f  – число вершин в 

фундаментальной области графа относительно решетки трансляций. Пусть 
Gvst  
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– множество векторов, ведущих из начала координат в вершины многоугольни-

ка роста. Множество 
Gvst  задает выпуклую оболочку нормированной звезды 

Gst  и называется вершинной звездой графа. Пусть G f GCst n vst  – когерентная 

звезда графа, с соответствующими когерентными цепями 

: ...  (  раз)s sp p p k  , где 
s Gp P , 

( )

f

s

n
k

d p
 . Для ,..., Gvst

1 t
u u  определим 

многогранный угол ( ,..., )sec 1 tu u , называемый сектором роста. Пусть, наконец, 

( )G cn Pol   – объединение частей ( )cn sec   всех секторов роста sec , ограничен-

ных боковыми гранями и сдвинутыми внутрь на расстояние с гранями много-

гранника 
GPol  (внутренняя окрестность).  

Граф G называется Cst -однородным, если из каждой вершины графа  вы-

ходят все когерентные цепи. Примерами Cst -однородных графов являются 

графы связности правильных разбиений. 

Рассмотрим произвольный сектор роста ( ,..., )sec sec 1 tu u , которому со-

ответствуют когерентные цепи 
1
,...,

tu up p  . Пусть m – размерность объемлющего 

графа G пространства. Без ограничения общности можно считать, что t=m, по-

скольку каждый сектор роста можно разрезать на конечное число таких секто-

ров. Пусть геодезическая  p длины n соединяет вершину 
1a  с вершиной  

1( , ) ( )a eq a n sec+ 1a . 

Идея доказательства нижней границы состоит в построении аппроксима-

ционных цепей 
аппp , ведущих из 

1a  в a  и имеющих длину, близкую к  n. 

Аппроксимационную цепь 
аппp  будим строить с помощью когерентных 

цепей 
1
,...,

mu up p  в виде 

1 1 2 2

 раз  раз
1 2

1 2 2 3 1

апп 1 2 2 3 3 1: ....... ....... ...
u u u u

k ku u

p p p p
m

mp a a a a a a a
 



          

Для Cst -однородных графов цепь 
аппp  имеет вид: 

1 1

 раз
1

1 1

апп 1 2 1: ....... ...
u u

ku

p p

mp a a a a




      

При этом выбирается цепь с минимальной суммой 
1

...
mu uk k    так, чтобы вер-

шина a попала в фундаментальную область решѐтки  
1 ,.., mu uL  с вершиной 1

ma  и 

образующими векторами ,...,
1 m

u u . В общем случае в аппроксимационную цепь 

добавляются геодезические переходы 
1

1 2a a   и 1

i i

i ia a  . 

Замечание: Можно построить не только аппроксимационную цепь, но и 

геодезическую, имеющую такой вид, но это не требуется для доказательства 

нижней границы.  

 По свойству геодезической,  выполняется неравенство:  

1 1 2 2

1 2 2

апп 1 2 2 3

3 3 1

3 4 1 1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ... ( , ) ( ) ( , ).
m m

u u u u

m m m

m m u u m

n d p d p d a a k d p d a a k d p

d a a d a a k d p d a a

 

       

    
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Положим 
1

...
mu uk k k    , где ( )

m i iu u uk k d p . Тогда  

1 2 2 3 3 1

1 2 2 3 3 4 1 1( ) ( , ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( , )m m m

m m mn d p k d a a d a a d a a d a a d a a

         . Пусть 

( )F sec  – фундаментальная область сектора  sec  и решѐтки 
1 ,.., mu uL , 

( ) ( )i iF sec F sec a , где 
i Fa  – фундаментальной области графа G. При этом 

1
,

( ) max ( ( ,..., ))G i m f
i sec

d Cst d F n u u . Расстояния 1( , )i i

i id a a   - измеряются между 

вершинами фундаментальных областей 
iF . Поэтому ( 1) ( )Gk n m d Cst   .  

Оценим теперь снизу целое значение коэффициента гомотетии 
1n , при 

котором 1 1( )G cn Pol   a a . Для этого положим 
muk k  и рассмотрим уравнение  

11

1 1 11
( ) ( ) ( )

m

m

m u m i i m mi
k n 



 
      a a u u u u  

где 
ii uu p , 1 i

i

in


u
u , 0 i , 1  . Пусть 1

1 1 1
( )

m

m i ii
 

  a a u  с 0 1i   и 

1

1 1 1( ) ( ,..., )m mF    a a u u . Тогда 
11 1 1 1

11 1
( ) ( )

m

m m

i f i u f m i f i m mi i
n k n n n  



 
      u u u u u  

 Так как '
m mu f uk n k k  , это равносильно системе 

1 1

11 1 1 1

11

0, 1,..., 1

( )

i f i i f i

m

m f m m i f m mi

n n i m

n k n n

 

  




     

     

u u

u u u u
 

Отсюда 
i i  , 1,..., 1i m    и тогда 1 11

( 1)
m

ii
n k mn 


     . 

Отсюда следует, что 

1 ((2 1) ( ) 1)Gn n m d Cst    ,  

что обеспечивает включение 

1 1( , ) ( )
inG ceq a n n Pol   a  

с константой 

((2 1) ( ) 1) | |in G mc m d Cst   u  

Обозначив ( ) max | |
G

G
vst

r vst



u

u , можно положить 

((2 1) ( ) 1) ( )in G Gc m d Cst r vst    

2) Верхняя граница. Внешняя окрестность ( )G cn Pol   состоит из пересечения 

полупространств ( )G cn sec  , содержащих 
Gn Pol , и ограниченных сдвинутыми 

на расстояние c от многогранника Gn Pol  гиперплоскостями, параллельными 

его граням. 

Рассмотрим произвольную геодезическую p с длиной ( )d p n f  . Еѐ 

можно представить в виде 1 2jq p q   со средней цепью jp , в которой только 

крайние вершины сравнимы с mod L . Цепь jp  является лучом из 
aP . Пусть 

: ...j j jp a a   . Вырезанием цепи jp  получим из цепи  

1: ... ... ...i j j kp a a a a a a            

укороченную цепь  
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1: ... ( ) ... ( )i j k j jp a a a a a          p p . 

Вторая часть цепи p  представляет собой участок начальной цепи p , сдвину-

тый на вектор jp , принадлежащий решѐтке L. Поэтому p  - снова цепь. С це-

пью p  поступаем аналогично до тех пор, пока ( )d p f  . В результате получим 

векторное разложение 

j

j

 p p p
 

с цепью p  длиной ( )d p f f   . 

Возьмѐм теперь сектор роста ( ,..., )sec sec 1 mu u  и рассмотрим проекцию 

mupr – проекцию на вектор 
m

u  вдоль гиперплоскости, натянутой на векторы 

,...,
1 m-1

u u . Заметим, что все цепи jp  в полученном разложении являются геоде-

зическими (иначе, заменяя их таковыми, получим противоречие с геодезично-

стью исходной цепи p). Поскольку j Gp P , по определению выпуклой оболоч-

ки 
Gvst  выполняются неравенства 1

( )m m

j

u u m

j

pr pr
d p


p

u , или 1( )
m mu j u j mpr pr d pp u . 

Отсюда получаем неравенство  
1 1( )

m m m m mu u m u u m upr pr n j pr pr n pr      p u p u p , 

которое и доказывает верхнюю границу 

1 1( , ) ( )
extG ceq a n n Pol   a ,  

где 

( 1)extc f e    

и е - наибольшая длина графа G. 

Таким образом, теорема полностью доказана.  

Замечание: Приведенное доказательство показывает, что для доказа-

тельства многогранной формы роста достаточно уметь строить цепи в 

вершины многогранника роста и раскладывать произвольную геодезическую в 

сумму таких цепей. 

Понятия послойного роста и формы роста без каких-либо изменений пе-

реносятся на случай ориентированных графов (орграфов). Возникает вопрос о 

форме роста периодического орграфа. 

Орграф называется сильно связным, если для любой пары вершин a  и 
1a  

существует как цепь, ведущая из a  в 
1a , так и цепь, ведущая из 

1a  в a . Приве-

дѐнное доказательство без каких-либо изменений применимо к сильно связан-

ным орграфам, для которых теорема 3.1 справедлива без каких-либо измене-

ний. 

В случае отказа от сильной связности многогранник 
GPol  может содер-

жать начало координат. Возникают вырожденные секторы роста, содержащие 

внутри себя целое полупространство. В этом случае форма роста состоит из тех 

граней 
GPol , которые не содержат начало координат. Условие сильной связно-

сти можно заменить на условие секторной связности (выполняющееся, в част-
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ности, для графов всех кристаллографических групп): существует цепь из 
1a  в 

а, если только, а принадлежит какому-нибудь невырожденному сектору роста с 

вершиной 
1a . Соответствующим образом изменив понятие с-окрестности для 

вырожденного сектора в плоском случае можно доказать аналог теоремы 3.1 

для периодических орграфов с условием секторной связности. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только случай неориентирован-

ных графов.  

Из приведенного доказательства можно извлечь ряд полезных следствий. 

Рассмотрим, например, геодезическую 
1 2

1 2

1 1 1: u ukp lp     , где 1

1 , 2

1  - 

участки геодезической, 
1up  и 

2up  - когерентной цепи. Поскольку 

1 2
( ) ( )u u fd p d p n  , то цепь 

1 2

1 2

2 1 1: ( 1) ( 1)u uk p l p        – имеет туже 

длину, и соответствующая вершина – принадлежит тому же координационному 

окружению. Таким образом, если рассмотреть пересечение 

11 1( , ) ( ( ,..., ))
mu ueq a n sec p pa , то попавшие в него вершины 

1( , )eq a n  будут 

распределены периодически. При этом в качестве решѐтки периодов можно 

взять 
2 1 1

[ ,..., ]
mu u u uL  p p p p  (однако, эта решѐтка может не быть наименьшей 

решѐткой периодов). 

 

3.3. Свойства многогранника послойного роста периодических графов 

Непосредственно из определений следует, что многогранник роста 
GPol  

является выпуклым.  

Легко показать, что он является ценросимметричным. Действительно, ес-

ли 
1 1: ... 'i s ip a b b a     – луч в неориентированном графе G, то 

1 1' : ' ...i s ip a b b a     - тоже является лучом в G.  Так как 
ia  и 'ia  транс-

ляционно идентичны, то существует и луч ' ( ' )i ip p   a a , выходящий из 

вершины 
ia . Следовательно, звезды 

GSt  и 
Gst  - центросимметричны, а значит 

центросимметричен и многогранник 
GPol . 

Все грани многогранника 
GPol  параллельны некоторым кристаллографи-

ческим плоскостям решетки трансляций L периодического графа G. Это следу-

ет из того, что векторы звезды 
GSt  по определению являются векторами решет-

ки трансляций L, а значит векторы  нормированной звезды 
Gst  в целое число 

раз меньше векторов решетки трансляций. Так как любая грань многогранника 

GPol  определяется векторами из 
Gst , а значит точками с рациональными коор-

динатами в базисе решетки L, то эта грань параллельна некоторой кристалло-

графической плоскости.  

 

3.4. Алгоритм построения многогранника послойного роста периодических 

графов  

 

В отличие от произвольного графа связности, периодический граф можно 

задать во всем пространстве. Пусть в фундаментальную область решетки 
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трансляций L попадает f  вершин графа G. Зададим координаты только этих n 

вершин { ( ) 1,2,..., }i i fr  в базисе решетки L. Тогда любая вершина графа G бу-

дет определяться номером трансляционно-идентичной ей вершины из фунда-

ментальной области (назовем его типом вершины  1,2,...,t f ) и целочислен-

ным вектором индексов трансляции ( , , )h k lh . Для каждой из этих вершин 

фундаментальной области определим число выходящих из нее ребер 

{ ( )  1,2,..., }nr i i f . Вершины, с которыми эта вершина соединена ребрами, оп-

ределяются их типами { ( , )  1,2,..., ; 1,.., ( )}t i j i f j nr i   и индексами трансляций 

{ ( , )  1,2,..., ; 1,.., ( )}i j i f j nr i h .  

 Алгоритм построения многогранника послойного роста 
Gpol  можно раз-

бить на два основных этапа: 1) построение звезды 
Gst ; 2) построение выпуклой 

оболочки звезды 
Gst .  

При реализации первого этапа, для каждой вершины графа G из фунда-

ментальной области решетки трансляций L строятся f  первых ее окружений 

 ( ) {( ( , ); ( , )) 1,2,..., ; 1,2,..., _ ( )}Sph i t j k j k j f k N sph j  h , где f – число вершин 

графа G в фундаментальной области решетки L. Пусть j-ое окружение i-ой вер-

шины содержит вершину i-го типа с вектором трансляции h , тогда нормиро-

ванная звезда 
Gst  содержит вектор 

j


h
v . Множество всех построенных таким 

образом векторов образует всю звезду 
Gst . 

Полученные на предыдущем этапе координаты векторов v  звезды 
Gst  за-

даны в базисе решетки трансляций L. Прежде чем перейти к построению вы-

пуклой оболочки их следует пересчитать в некотором ортонормированном ба-

зисе. Перебирая все возможные тройки векторов звезды 
Gst , строятся плоско-

сти, в которых лежат концы этих векторов, при условии, что они не лежат на 

одной прямой. Из множества этих плоскостей отбрасываются те, для которых 

концы хотя бы двух векторов из 
Gst  лежат по разные стороны от плоскости. В 

результате получаем множество плоскостей  . Концы векторов 
Gst , принад-

лежащие хотя бы трем различным плоскостям из  , являются вершинами мно-

гогранника GPol . Для дальнейшего построения этого многогранника целесооб-

разно выписать и упорядочить вершины каждой грани. 

На рис. 3.1 (а) представлены десять координационных сфер гипотетиче-

ского периодического графа связности G, содержащего три трансляционно-

независимые вершины, заданного в табл. 3.1. На рис. 3.1 (б) и (в) изображены 

увеличенные для наглядности в 10 раз нормированная звезда Gst  этого графа и 

построенный по ней многогранник роста GPol . 
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Таблица 3.1. Гипотетический периодический граф связности G 

Тип i и ко-

ординаты 

исходной 

вершины 

Число ре-

бер 
( )nr i  

Тип 

соседней 

вершины  
( , )t i j  

Индексы трансляций ( , )i jh  

h  k  l  

1 

(0,0,0) 
3 

2 0 0 0 

3 1 0 0 

2 0 1 0 

2 

(0.5,0.5,0) 
4 

1 0 0 0 

1 0 -1 0 

3 0 0 0 

3 0 0 1 

3 

(0,0.5,0.5) 
3 

1 -1 0 0 

2 0 0 0 

2 0 0 -1 

 

3.5. Рост в узком секторе и теория склейки 

Представляет интерес ситуация, когда рост периодического графа проис-

ходит не на всей плоскости, а в некотором секторе. Оказывается, что в этом 

случае форму роста можно найти как пересечение формы роста на всей плоско-

сти с рассматриваемым сектором, ограничивающим рост. Результат справедлив 

для секторов со сколь угодно малым углом. При этом следует заметить, что пе-

ресечение периодического графа с сектором не обязано быть связным, однако 

имеет единственную бесконечную компоненту связности, содержащую все 

вершины пересечения за исключением, быть может, конечного их числа. 

Теорема 3.2. Пусть G- плоский периодический граф, Sec   - сектор с про-

извольно малым углом , не обязательно являющимся сектором роста.  Пусть 

G G Sec   , 
G GPol Pol Sec   . Тогда для любой вершины 

1a  из бесконечной 

компоненты связности G  

Рис. 3.1. 30-е координационное окружение (а), нормированная звезда 

Gst  (б) и многогранник роста GPol (в) в гипотетическом периодиче-

ском графе G 

(а) (б) (в) 



 35 

1 1( , ) ( )
nG G ceq a n n Pol   a , 

где (ln )nc O n  при n  . 

Приведем набросок  доказательства теоремы. Верхняя граница очевид-

ным образом вытекает из теоремы 3.1. Поэтому достаточно доказать нижнюю 

границу то есть научиться строить  аппроксимационные цепи. Без ограничения 

общности можно считать, что сектор Sec содержится внутри  одного единст-

венного сектора роста образованного когерентными цепями 
1up  и 

2up  (в про-

тивном случае Sec разбивается на конечное число таких секторов). Аппрокси-

мационная цепь имеет вид: 
1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 2 3

1 2 2 3 3

3 4 4 5

4 4 5 5

... ...

... ... ...

u u u u

u u u u

p p p p

p p p p k

k

a a a a a

a a a a a a

      

        
 

Цепь 
1up  повторяется столько раз сколько это можно сделать, чтобы не выйти 

за границу сектора Sec. Затем повторяется цепь 
2up , затем 

1up  и так далее. Все 

переходы между цепями выбираются геодезическими. Геометрия цепи изобра-

жена на рис.3.2. 

Для доказательства нижней границы нужно оценить количество геодези-

ческих переходов 1

i i

i ia a   в аппроксимационной цепи, ведущей в n-ое коорди-

национное окружение 1( , )Geq a n  и показать, что их число равно (ln )O n . Для 

этого положим 
1A Sec  и проведем прямые 

1i i uA B p  и 
21i i uA B p  (рис.3.3). Все 

1i i iAB A  подобны между собой. Пусть 1k   – коэффициент подобия. Каждому 

треугольнику, кроме первого соответствуют 2 геодезических перехода (перво-

му – 3). Пусть l  - число переходов. Тогда ( 1) / 2l   – число треугольников. 

Пусть 0d  – длина цепи, соответствующая первому треугольнику. Тогда i-тому 

треугольнику соответствует цепь длины 0

ik d . Суммарная длина аппроксимаци-

1a  

1up  

2up  1up  

1up  
1up  

1up  2up  

2up  

2up  

1up  

1up  
1

2a  

2

2a  

2

3a  

3

3a  

2up  

3

4a  

4

4a  

4

5a  

5

5a  

5

6a  

Рис. 3.2. Аппроксимационная цепь в узком секторе. 
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онной цепи ( 1) / 2

0 0 0 1
...

ll

ii
n d kd k d c


     , где 

ic  – длина соответствующего 

геодезического перехода. Непосредственным вычислением находим, что  

( 1) / 2

0

1

1

lk
n d cl

k

 
 


, где 1 ; 1

l

ii
c

c c
l

 


. 

При больших значениях n имеем  

( 1) / 20

1

ld
n k

k




 , 0 ( 1)

ln ln ln
1 2

d l
n k

k





 , 0( 1)

ln ln ln
2 1

l d
k n

k





 , 

0

1
2(ln ln )

1
ln

k
n

d
l

k




 , то есть (ln )l O n , что и доказывает теорему. 

Граф G называется Cst - устойчивым, если существует хотя бы одна вер-

шина, из которой выходят все когерентные цепи. Существуют Cst -устойчивые, 

но не Cst -однородные графы. В случае Cst- устойчивых графов  все геодезиче-

ские переходы кроме первого и последнего – отсутствуют, из чего следует 

справедливость теоремы с абсолютной постоянной c. Более того для Cst- ус-

тойчивых графов можно доказать аналог теоремы 3.2 не для сектора, а для по-

лосы достаточно большой ширины. Аппроксимационная цепь будет иметь вид 
1 2 1 2 1 11 2 1 2 1 1

1 2 2 3 3 1

апп 2 2 3 3 4: ...
u u u u u uk p k p k p k p k p k p

k k

n k kp a a a a a a a a a        . 

Доказанная теорема является основой для исследования послойного роста 

графов, полученных склейкой периодических графов. 

Ограничимся склейкой плоских разбиений и графов. Пусть
 
Til  – некото-

рое разбиение плоскости. Предположим, что из него можно удалить конечное 

число тайлов так, что освободившеюся часть разбиения можно разделить на 

конечное число секторов (к сектору относятся все тайлы, лежащие внутри дан-

ного угла или пересекающие его стороны) и полос (полоса ограничена двумя 

параллельными прямыми и перпендикулярным им отрезкам), причем часть раз-

1A  

1B  

2A  

3A  

2B  

Рис. 3.3. Приближение аппроксимационной цепи для подсчета 

числа переходов. 
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биения, расположенная внутри сектора/полосы – периодическая (то есть может 

быть продолжена до периодического разбиения всей плоскости). В этом случае 

говорят, что Til  получено склейкой периодических разбиений. Теория  склейки 

показывает, как связана форма роста склеенного разбиения  Til  с формами рос-

та составляющих его периодических разбиений. 

Условие периодичности гарантирует самоподобный рост каждого от-

дельного сектора (полосы), если пренебречь влиянием соседних секторов (по-

лос). Будем считать, что каждому вектору склейки соответствует единственный 

сектор роста периодического разбиения (в противном случае сектор склейки – 

можно разбить на несколько более узких секторов). 

Вначале предположим, что на рост каждого сектора будут оказывать 

влияния только соседние сектора (справедливость этого предположения будет 

доказана далее). Пусть Sec  – сектор склейки, 
1 2,a a  – векторы роста, отвечаю-

щие границам сектора Sec . Согласно теореме 3.2 можно строить сколь угодно 

длинные аппроксимационные цепи в направлениях 
1a  и  

2a , лежащие внут-

ри Sec .  

Пусть  
1b  и  

2b  – сонаправленые 
1a  и  

2a  векторы роста соседних с Sec  

секторов. Если с сектором Sec  соседствуют не только сектора, но и полосы, то 

в качестве 
ib  – выберем самый длинный из соответствующих векторов роста. 

Возможны 3 принципиально различных варианта соотношений между 

длинами векторов 1 1OAa


, 2 2OAa


 , 1 1OBb


, 2 2OBb


. 

1) 
1 1| | | |a b  , 

2 2| | | |a b . Форма роста в секторе – отрезок 
1 2A A  (рис.3.4-а) 

Набросок доказательства. Для доказательства нижней границы легко 

построить аппроксимационную цепь вида 
1 2( ) ( )p a p a , где ( )ip a  - аппрокси-

мационная цепь в направлении 
ia  из сектора Sec . 

Поскольку на рост сектора влияют только соседние секторы (где рост та-

кой же, как и в периодическом случае), то часть геодезической, исходящая вне 

Sec  - состоит из цепей 
1( )p b  и 

2( )p b . Таким образом, в звезду периодического 

разбиения, отвечающего Sec  добавляются 2 вектора  1b  и  2b , не влияющие на 

выпуклую оболочку vst  (очевидно, что движение вдоль ( )ip a  – выгоднее, чем 

вдоль ( )ip b ). 

Рис. 3.4. Форма роста в секторе склейки. 
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2) 
1 1| | | |a b  , 

2 2| | | |a b . Форма роста в секторе – отрезок 
1 2A B  (рис.3.4-б) 

Набросок доказательства. Аппроксимационная цепь для доказательства 

нижней границы имеет вид 
2 1( ) ( )p b p a . 

Для доказательства верхней границы заметим, что любая геодезическая 

вновь состоит из векторов  
1 2 1 2, , ,a a b b . На этот раз выпуклая оболочка состоит 

из векторов 
1a  и  

2b . 

Случай 
1 1| | | |a b , 

2 2| | | |a b  рассматривается полностью аналогично. 

3) 
1 1| | | |a b , 

2 2| | | |a b .  Пусть C  – точка пересечения отрезков 
1 2A B  и 

2 1A B . Тогда форма роста в секторе состоит из двух отрезков 
1BC  и 

2CB  

(рис.3.4-в). 

Набросок доказательства. Для тайлов, лежащих в с-окрестности  мно-

жества 
1( )n CB  аппроксимационная цепь имеет вид

1 2( ) ( )p b p a , а для тайлов 

из c -окрестности множества 
2( )n CB  – вид 

2 1( ) ( )p b p a , что и доказывает 

нижнюю границу. 

Для доказательства верхней границы заметим, что всегда существует гео-

дезическая (отвечающая любому тайлу), в которой нет либо цепей 
1( )p b , либо 

цепей
2( )p b  (это верно и для случаев 1 и 2), но там это соображение не требует-

ся). Пусть 
1 1 2 2: ( ) ( )p p p b p p b   , 

1 1 2: ( )p p p b p    – часть геодезиче-

ской p , причем 
1 2,p p  не содержат ( )ip b . Тогда 2 2

  p a b . Поскольку p  не 

содержит 
2( )p b , еѐ можно заменить на 

2( )p a  (следует из стандартного способа 

доказательства верхних границ), а значит и на 
1( )p b . Таким образом, геодезиче-

ская имеет вид либо 
1 1 2 2 3 1 1n n n   p a a b c , либо 

1 1 2 2 3 2 2n n n   p a a b c . При 

этом длина | |ic  ограничена константой, не зависящей от n. В первом случае 

( )s

r

r
 - лежит в 

1 2OB A , во втором – в 
2 1OB A , что и доказывает верхнюю гра-

ницу. 

Заметим теперь, что соседний сектор роста влияет на рост только той час-

ти сектора склейки, которая граничит с ним, и не влияет на второй вектор роста 

сектора. Это оправдывает сделанное в начале допущение. 

Подробнее, пусть 
1 3Sec Sec  – соседние секторы склейки с естественны-

ми векторами роста 
1( )iSeca , 

2( )iSeca . По доказанному выше, реальный вектор 

роста сектора 
2Sec , коллинеарный 

1 2( )Seca  не зависит от 3( )j Seca . Реальные 

векторы роста 
1Sec  – зависят от 

1 2( )Seca , но не от остальных векторов реально-

го роста 
2Sec . Значит, рост 

1Sec  не зависит от 
3Sec . 

Отметим, что легко привести примеры разбиений (и графов), для которых 

имеет место каждая из ситуаций 1-3. 

Таким образом, мы можем найти форму роста любого разбиения Til , 

склеенного из периодических разбиений. Все такие разбиения имеют самопо-

добный многоугольный рост. Интересно, что многоугольник роста уже не обя-

зан быть выпуклым. 
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3.6. Обратная задача теории роста 

Рассмотрим теперь вопрос о том, какие многогранники могут являться 

формами роста периодических графов. Полное решение задачи дается следую-

щей теоремой. 

Теорема 3.3. Для того чтобы многогранник Pol  являлся многогранником 

роста некоторого периодического графа G  необходимо и достаточно выпол-

нения трех условий: 

1) Многогранник Pol  выпуклый 

2) Многогранник Pol  центрально симметричный 

3) Существует базис 
1{ ,..., }me e , в котором координаты всех вершин мно-

гогранника Pol  рациональны (при условии, что центр симметрии многогран-

ника совпадает с началом координат). 

Необходимость условий теоремы уже доказана в параграфе 3.3. Доказа-

тельство достаточности проводится явным построением графа G , форма роста 

которого совпадает с многогранником Pol . Приведем соответствующее по-

строение.  

Пусть 
0G  – граф, вершины которого имеют координаты 

1

,
m

i i i

i

x x


 e  . 

Вершины x  и y  графа 
0G  соединим ребром тогда и только тогда, когда 

i  x y e . Построенные ребра назовем базовыми. Пусть теперь 
1,..., tv v  – век-

торы, ведущие из центра симметрии многогранника Pol  в его вершины. Через 

in  обозначим наименьшее общее кратное знаменателей координат вектора 
iv . 

Ясно, что все векторы 
i in v  имеют целочисленные координаты в рассматривае-

мом базисе. Построим новый граф 
1G , содержащий все вершины и ребра графа 

0G . Кроме того, вершины x  и y  графа 
1G  соединим ребром тогда и только то-

гда, когда 
i in  x y v . Построенные ребра назовем дополнительными. Далее, 

построим новый граф 
2G  добавлением новых вершин на дополнительные ребра 

графа 
1G . Пусть x  и y  – две вершины графа 

1G , соединенные дополнительным 

ребром, причем 
i in  x y v . Тогда разместим на каждом таком ребре еще 

1in   вспомогательных вершин. Эти вершины имеют степень 2 и не соединены 

ни с какими другими вершинами. Иными словами, путь x y  длины 1 в графе 

1G  заменяется на путь 1 1...
inx w w y     длины 

in  в графе 
2G . Далее, за-

метим, что существует число M  такое, что все векторы 
1

i
M

 e  лежат внутри 

многогранника Pol . Построим теперь граф G , полученный из графа 
2G  добав-

лением 1M   дополнительной вершины на каждое из базовых ребер. Используя 

теорему 3.1 о форме роста периодических графов нетрудно проверить, что граф 

G  – искомый, то есть его форма роста совпадает с многогранником Pol .  

Условие 3) в доказанной теореме не очень удобно для непосредственной 

проверки. Тем не менее, оно может быть переформулировано в легко прове-

ряемых терминах. 



 40 

Следствие 3.4. Пусть Pol  – выпуклый центрально симметричный много-

гранник в m , 
1,..., tv v  – векторы, ведущие из центра симметрии многогранни-

ка Pol  в его вершины. Тогда Pol  является многогранником роста некоторого 

периодического графа G  тогда и только тогда, когда среди векторов 
1,..., tv v  

имеется ровно m  рационально независимых. 

Следствие 3.5. Пусть Pol  – выпуклый центрально симметричный много-

гранник в 
m , 

1,..., tf f  – векторы, ребер многогранника Pol . Тогда Pol  является 

многогранником роста некоторого периодического графа G  тогда и только 

тогда, когда среди векторов 
1,..., tf f  имеется ровно m  рационально независи-

мых. 

Для каждого выпуклого центрально-симметричного многогранника Pol  

можно определить так называемый двойственный многогранник *Pol , верши-

нами которого будут точки пересечения граней многогранника Pol  с лучами, 

проведенными из центра симметрии многогранника Pol  в направлении норма-

лей к этим граням. Из доказанной теоремы можно вывести следующий резуль-

тат. 

Теорема 3.6. Многогранники Pol  и *Pol  либо оба одновременно являют-

ся, либо оба одновременно не являются формами роста периодических графов. 

 Для доказательства достаточно заметить, что нормаль к гиперплоскости, 

проходящей через рациональные точки, имеет рациональные координаты и что 

точка пересечения рациональной прямой и рациональной гиперплоскости так-

же рациональна. 

 Теорема 3.7. Пусть Pol  – m -мерный многогранник, одна из ( 1)m -

мерных центрально симметричных граней которого не может являться фор-

мой роста периодического графа. Тогда и сам многогранник Pol  не может 

быть формой роста периодического графа. 

 Действительно, в условиях теоремы возможны всего два случая: либо со-

ответствующая грань невыпукла, либо среди векторов грани имеется не менее  
m  рационально независимых. В первом случае сам многогранник Pol  является 

невыпуклым. Во втором случае заметим, что любой вектор ребра многогранни-

ка Pol  не лежащий в рассматриваемой грани не может рационально выражать-

ся через ее векторы. Отсюда сразу следует, что среди векторов ребер много-

гранника Pol  имеется не менее 1m  рационально независимых. 

 Отметим, что теорема 3.7 без предположения о центральной симметрич-

ности грани становится неверной. Очевидным контрпримером является окта-

эдр. 

 Применим теперь полученные результаты к правильным многоугольни-

кам и многогранникам. 

 Теорема 3.8 Правильный n -угольник является формой роста плоского 

периодического графа только при 4n   и 6n  . 

 Заметим, что свойство многоугольника (многогранника) быть формой 

роста периодического графа не меняется при движениях и преобразованиях по-

добия. Поэтому без ограничения общности можно считать, что координаты 
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вершин рассматриваемого многоугольника есть 
2 2

(cos ,sin )k

k k

n n

 
v , 

0,1,..., 1k n  . Ясно, векторы 
0 (1,0)v  и 1

2 2
(cos ,sin )

n n

 
v  не сонаправлены, 

а, следовательно, рационально независимы. Рассмотрим теперь тройку векто-

ров 
0 1 1, , nv v v . Поскольку 1 1

2
(2cos ,0)n

n


 v + v , то данная тройка векторов бу-

дет рационально зависимой тогда и только тогда, когда число 
2

cos
n


 рацио-

нально. Это возможно только при 1,2,3,4,6n  . При 1,2n   правильных много-

угольников не существует, при 3n   правильный треугольник не является цен-

трально симметричным. Доказательство того, что квадрат и шестиугольник мо-

гут быть формами роста плоских периодических графов, проводится очевид-

ным построением. 

 Теорема 3.9 Правильный многогранник является формой роста трех-

мерного периодического графа тогда и только тогда, когда он является кубом 

или октаэдром. 

 Доказательство легко вытекает из приведенных выше результатов. 

 Отметим, что в теореме  3.9 речь идет не о комбинаторной, а о метриче-

ской правильности. Более того, из теоремы 3.3 сразу следует, что существуют 

сколь угодно близкие к правильному икосаэдру и правильному додекаэдру 

многогранники, являющиеся формами роста трехмерных периодических гра-

фов. В качестве примеров таких многогранников можно рассмотреть много-

гранники, у которых каждая координата каждого из ведущих в вершину векто-

ров есть k -ая подходящая дробь (или любое другое хорошее рациональное 

приближение) к соответствующей координате соответствующего вектора, ве-

дущего в вершину правильного икосаэдра (или додекаэдра). 

 Обратимся теперь к многогранникам роста графов, не являющихся пе-

риодическими.  

Замкнутое тело называется звездным относительно некоторой точки, если 

любой луч, проведенный из этой точки, пересекается с телом по единственному 

отрезку. Замкнутое тело называется звездным, если оно является звездным от-

носительно хотя бы одной из своих внутренних точек. 

 Гипотеза. Любая форма роста является звездным телом. 

 Теорема 3.10. Любой звездный многогранник является многогранником 

роста разбиения, полученного склейкой периодических разбиений.  

 Для простоты проведем доказательство только в плоском случае. 

Пусть 
1 2... nP A A A  – звездный многоугольник, O – точка, относительно кото-

рой он является звѐздным. Рассмотрим сектора 1i iOA A  ( 1 1nA A  ). В каждом из 

секторов построим разбиения на треугольники. Все треугольники разбиения 

сектора получаются из 
1i iOA A  и треугольника, дополняющего его до паралле-

лограмма с помощью параллельных переносов на вектора полурешѐтки 

1 1 2 2 1 2 1 2{ ,  , ,  , 0}L k OA k OA k k k k    
 

 . Полученное разбиение является склей-
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кой периодических разбиений с формой роста P (многоугольники считаются 

соседними тогда и только тогда, когда они имеют хотя бы одну общую точку). 
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ГЛАВА 4. Физические приложения 

 

4.1. Спектры многогранников роста реальных кристаллических структур, 

полученные накладыванием ограничений на граф связности  

Кристаллической структуре молекулярного кристалла можно поставить  в 

соответствие разбиение пространства на молекулярные полиэдры Вороного-

Дирихле [
56

,
83

]. Как было показано выше, разбиение пространства задает граф 

связности G. Для этого выберем произвольным образом внутри всех трансля-

ционно-независимых молекулярных полиэдров по одной вершине графа и раз-

множим полученные вершины с помощью решетки трансляций L кристалличе-

ской структуры. Вершины будем считать соединенными ребром, если соответ-

ствующие им молекулярные полиэдры имеют хотя бы одну общую грань. Так 

как граф связности G периодический, ему будет соответствовать многогранник 

послойного роста GPol . 

Если рассматривать послойный рост как модель кристаллообразования, 

то можно отметить два очевидных факта. Во-первых, присоединение очередной 

молекулы к затравке может происходить только при условии того, что соответ-

ствующая этой молекуле вершина графа G имеет ребро хотя бы с одной верши-

ной молекул затравки. Во-вторых, указанное условие является необходимым, 

но недостаточным. Молекула, соответствующая вершина графа G которой име-

ет ребро с вершинами затравки, может и не присоединиться к затравке на оче-

редном шаге. Поэтому имеет смысл рассмотреть возможные подграфы графа 

связности G и соответствующие этим подграфам многогранники роста. 

Например, можно построить подграфы графа G, вводя ограничение на 

ребра графа по величине энергии взаимодействия соответствующих молекул, 

или, учитывая, что энергия связи пары соседних молекул, как правило, пропор-

циональна суммарной площади соприкосновения полиэдров Вороного-Дирихле 

этих молекул, по величине площади соприкосновения. То есть вершины графа 

при таком подходе соединены ребром, только если суммарная площадь сопри-

косновения соответствующих молекулярных полиэдров (площадь граничной 

поверхности) больше некоторого критического значения. Варьируя величину 

этого критического значения, получаем семейство SG G  подграфов графа 

связности G, а, значит, и семейство соответствующих многогранников роста 

SGPol . Это семейство получило название спектра многогранников послойного 

роста кристаллической структуры. 

Спектр многогранников послойного роста можно рассматривать как не-

которую интегральную характеристику молекулярной упаковки кристалличе-

ской структуры. С другой стороны, сравнение спектра многогранников послой-

ного роста с реальной формой кристаллов может быть использовано для выяв-

ления структурообразующих молекулярных контактов.  

В качестве примера рассмотрим спектры многогранников послойного 

роста двух полиморфных модификаций кристаллической серы 8S . 
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Из Кембриджской Базы Структурных Данных [
87

] моноклинная кристал-

лическая модификация молекулярной серы S8 (рефкод FURHUV01) [
88

] описы-

вается структурным классом  2/ , 4(2,2)P c Z  , т.е. имеются две кристаллогра-

фически независимые молекулы (назовем их условно A и B). Молекулы A зани-

мают частные позиции на осях второго порядка, для которых 0x  . Молекулы 

B также занимают частные позиции, но на других осях второго порядка, для ко-

торых 0.5x   (см. рис. 4.1). 

 

Ромбическая модификация (рефкод FURHUV) реализована в структурном 

классе , 16(2)Fddd Z   [
89

]. В отличие от моноклинной модификации, где име-

ется две системы кристаллографически независимых молекул, в ромбической 

модификации все молекулы  кристаллографически эквивалентны. Все они рас-

полагаются на поворотных осях второго порядка, ориентированных вдоль оси 

Z. Проекции кристаллической структуры вдоль оси c и вдоль кристаллографи-

ческого направления (110) представлены на рис 4.2. 

В кристаллической структуре моноклинной серы имеются геометриче-

ские слои, состоящие либо только из молекул A, либо только из молекул B. 

Слои ориентированы параллельно координатной плоскости xOy  и состоят из 

молекулярных столбов, ориентированных вдоль оси c (рис. 4.2(а)). Так же как и 

в моноклинной модификации, все молекулы S8 ромбической модификации объ-

единяются в столбы за счѐт межмолекулярного взаимодействия. Но если, в мо-

ноклинной  модификации все столбы (и A и B типов) ориентированы парал-

лельно друг другу, то в ромбической модификации столбы параллельны друг 

другу только в пределах четных или  нечетных молекулярных слоев (рис. 

4.2(б)). 

Рис. 4.1. Проекция кристаллической структуры моноклинной серы S8 

вдоль оси b (а), вдоль оси с (б) 
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Молекулярные полиэдры Дирихле для молекул обеих модификаций, рас-

считанные по алгоритму [
83

], представлены на рис. 4.3. Основные характери-

стики этих полиэдров, включающие преобразования симметрии, которыми свя-

заны молекулы, имеющие с исходной молекулой контакт, а также суммарную 

площадь соприкосновения соответствующих соседних молекулярных полиэд-

ров, представлены в таблице 4.1 и 4.2.  Спектры многогранников роста и их то-

пологические характеристики показаны в таблице 4.3. 

Рассмотренные кристаллохимические особенности показывают, что мо-

лекулярные упаковки двух модификаций кристаллической серы не только от-

личаются симметрией (моноклинная и ромбическая), но и имеют принципиаль-

ные отличия во взаимном расположении молекул 8S . К такому же выводу при-

водит и анализ спектров многогранников роста, так как спектры моноклинной и 

Рис. 4.2. Проекции кристаллической структуры ромбической серы S8 

вдоль оси с (а) и вдоль кристаллографического направления (110) (б) 

Рис. 4. 3. Полиэдры Дирихле молекул A-типа (а) и B-типа (б) 

моноклинной модификации, а также молекулы ромбической 

модификации (в) кристаллической серы 8S  



 46 

ромбической  модификаций практически не имеют ничего общего (см. табл. 

4.2). 

 

Таблица 4. 1. Характеристики граничных поверхностей упаковочных  

полиэдров молекул
*
 моноклинной серы S8 

Базисная 

молекула 

Соседняя 

молекула 

Преобразование  симмет-

рии соседней молекулы 

Площадь 

ГП (Å
2
) 

Площадь 

ГП (%) 

A 

A 
, ,x y z           

, , 1x y z     37.8 17.8 

A 
1, ,x y z            

1, , 1x y z      
17.1 8.0 

B 
, ,x y z    

1, ,x y z   
14.2 6.7 

B 
, 1,x y z            

1, 1, 1x y z       
13.4 6.3 

B 
, ,x y z           

1, , 1x y z      8.9 4.2 

B 
, 1,x y z    

1, 1,x y z   
7.5 3.5 

A 
1, ,x y z    

1, ,x y z  
7.5 3.5 

B 

B 
1, 1,x y z             

1, 1, 1x y z       
36.7  17.3 

B 
, 1,x y z            

2, 1, 1x y z       
16.1 7.6 

A 
, ,x y z    

1, ,x y z   14.2 6.7 

A 
, 1,x y z            

1, 1, 1x y z       
13.4 6.3 

B 
1, , 1x y z     

1, , 1x y z   
9.4 4.4 

A 
, ,x y z           

1, , 1x y z      8.9 4.2 

A 
, 1,x y z    

1, 1,x y z   
7.5 3.5 

* 
- координаты атомов изменены на вектор (0,-1,0) по сравнению с координата-

ми структуры FURHUV01 из банка структурных данных. 
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4.2. Оценка устойчивости молекулярных агломератов в молекулярных 

кристаллах 

Интерес к изучению молекулярных агломератов - конечных или беско-

нечных совокупностей наиболее прочно связанных молекул - объясняется тем, 

что они или их части могут сохраняться в растворах или расплавах, а также при 

фазовых переходах или твердофазных реакциях [
90

]. Традиционно исследование 

молекулярных агломератов начинается с моделирования различных вариантов 

взаимного расположения ансамблей молекул,  

например, с использованием молекулярной динамики, метода Монте-Карло или 

генетического алгоритма [
91

,
92

,
93

,
94

]. С помощью этих методов удается рассчи-

тать возможные варианты агломераций небольших по объему жестких молекул, 

как правило, с целью исследования на этой основе особенностей строения и 

свойств жидкостей. 

 

Таблица 4. 2. Характеристики граничных поверхностей упаковочных  

полиэдров молекул
*
 ромбической серы S8 

Преобразование симметрии сосед-

ней молекулы 

Площадь 

ГП (Å
2
) 

Площадь 

ГП (%) 
, ,x y z           

0.5, 0.5,x y z      37.9  17,8 

0.5, 0.25, 0.25x y z      

0.5, 0.25, 0.25x y z      
15.8 7,5 

, 0.75, 0,75x y z      

, 0.25, 0,75x y z     

, 0.75, 0,25x y z      

, 0.25, 0,25x y z    

12.4 5.9 

, 0.25, 0.25x y z     10.4 4.8 

, 0.25, 0.25x y z     

, 0.75, 0.25x y z     
9.8 4.6 

0.5, 0.5,x y z   

0.5, 0.5,x y z   
9.1 4.3 

1, ,x y z            

0.5, 0.5,x y z      
3.3 1.6 

 

* 
- координаты атомов изменены на вектор (-1,0,0) по сравнению с координата-

ми структуры FURHUV из банка структурных данных.    

 

Для больших и конформационно подвижных молекул моделирование аг-

ломератов в рамках этих традиционных подходов сталкивается с рядом прин-

ципиальных трудностей. Так, например, возможность конформационных под-

вижек требует учета не только межмолекулярного, но и внутримолекулярного 

взаимодействия, что предъявляет высокие требования к точности используемо-
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го силового поля и корректности в учете взаимодействий. Это приводит к су-

щественному увеличению трудоемкости процесса моделирования с точки зре-

ния компьютерного времени.  

Таблица 4.3. Спектры многогранников роста моноклинной и ромбической мо-

дификаций кристаллической серы 8S  

Моноклинная модификация 

minS (Å
2
) 7.5 8.9 9.4 13.4 14.3 

Спектр 

     

Число 

граней 
10 14 20 20 9 

Число 

вершин 
20 30 40 44 18 

Число 

ребер 
12 18 22 26 12 

Ромбическая модификация 

minS (Å
2
) 3.3 9.1 9.8 10.4 12.4 

Спектр 

     

Число 

граней 
16 18 22 28 14 

Число 

вершин 
33 28 48 48 30 

Число 

ребер 
19 12 28 22 18 

 

С другой стороны, при исследовании процессов растворения, плавления 

или кристаллизации нет необходимости исследования устойчивости всех воз-

можных для заданных молекул агломератов. Интересным представляется рас-

смотрение молекулярных агломератов (конечных или бесконечных), которые 

реализуются в кристаллической структуре, и могут, при определенных услови-

ях, сохраняться в растворах или расплавах. Кроме того, моделирование агломе-

ратов, обладающих определенной симметрией, может быть использовано как 

один из этапов генерации кристаллических структур, например, в рамках мето-

да дискретного моделирования молекулярных упаковок [
84

]. В связи с этим, ин-

терес представляет исследование распространенности и устойчивости тех или 

иных типов агломератов в различных структурных классах, начатое в работах 
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П.М.Зоркого с соавторами (см. например [
95

,
96

,
97

]).  

Существование в кристалле молекулярного агломерата предполагает на-

личие в нем сильного взаимодействия соседствующих молекул, которое вносит 

значительный вклад в общую энергию кристаллической структуры, называемое 

эффективным контактом молекула-молекула (М-М) [
98

]. Однако сильное меж-

молекулярное взаимодействие в агломерате не всегда свидетельствует о его ус-

тойчивости вне кристаллической структуры. В большей степени эту устойчи-

вость характеризует жесткость контакта [
96

], определяемая не столько величи-

ной энергии взаимодействия М-М, сколько наличием достаточно высоких по-

тенциальных барьеров, препятствующих существенному изменению взаимного 

расположения и ориентации молекул, образующих контакт, в отсутствии взаи-

модействия молекул этой пары с другими молекулами кристаллической струк-

туры. Очевидное существование глобального или локального минимума энер-

гии межмолекулярного взаимодействия кристаллической структуры в целом не 

всегда свидетельствует о существовании аналогичных минимумов энергии 

парного взаимодействия М-М даже для эффективных контактов. 

Для оценки жесткости контактов М-М в уже исследованных кристалли-

ческих структурах в работе [
99

] предлагается алгоритм, основанный на оценке 

степени геометрических изменений взаимного расположения контактирующих 

молекул, возникающих при минимизации энергии их взаимодействия. Сущест-

вование в кристаллической структуре жесткого контакта или системы жестких 

контактов означает существование соответствующего устойчивого агломерата.  

Взаимное расположение контактирующих молекул в кристалле определя-

ется зачастую не столько взаимодействием этих молекул, сколько их общим 

окружением другими молекулами. В изолированном состоянии, без учета влия-

ния кристаллического поля, при минимизации энергии такая пара молекул мо-

жет претерпевать значительные изменения взаимного расположения по сравне-

нию с кристаллом. Будем считать контакт М-М в кристалле жестким, если ми-

нимизация энергии взаимодействия этих молекул путем изменения положения 

и ориентации одной из молекул не приводит к существенному изменению вза-

имного расположения этих молекул.  

Набор межмолекулярных контактов исходной молекулы, которые целе-

сообразно проверять на жесткость, очевидно, ограничен первой координацион-

ной сферой этой молекулы. Координационное окружение молекулы можно оп-

ределить либо анализируя кратчайшие межмолекулярные расстояния всех ато-

мов этой молекулы, либо построением молекулярного полиэдра Вороного-

Дирихле этой молекулы [
83

]. Однако если учесть, что жесткий контакт должен 

быть достаточно сильным, можно ограничиться расчетом и сравнительным 

анализом энергий парного взаимодействия исходной молекулы со всеми моле-

кулами в кристалле, попадающими в некоторую окрестность исходной молеку-

лы. Например, можно рассчитать энергию взаимодействия со всеми молекула-

ми, геометрические центры которых находятся в той же элементарной ячейке, 

что и исходная молекула, а так же во всех ячейках, имеющих с этой ячейкой 

хотя бы  одну общую точку. Если абсолютная величина энергии межмолеку-

лярного взаимодействия меньше некоторого заданного значения, то контакт не 
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исследуется на жесткость. 

Для вычисления энергии взаимодействия М-М в рассматриваемом алго-

ритме используется атом-атомное приближение, согласно которому 

,
M M ij

i j
U    , где атом-атомный потенциал 6 exp( )ij ij ij ij ij ijA r B C r     , ijA , 

ijB , ijC  – параметры взаимодействия i-го атома первой молекулы с j-ым атомом 

второй молекулы, определяемые типами этих атомов. Следует отметить, что 

приведенный потенциал не учитывает специфические взаимодействия (водо-

родные связи, галоген-галоген взаимодействия и т.п.), однако при необходимо-

сти он может быть дополнен другими потенциалами, например, потенциалом, 

отвечающим за электростатическое взаимодействие остаточных зарядов на 

атомах.  

При минимизации энергии взаимодействия молекул считаем, что исход-

ная молекула остается неподвижной, а вторая имеет шесть степеней свободы, 

то есть взаимное расположение молекул описывается шестью параметрами: 

, ,c c cx y z  - координаты вектора, соединяющего геометрические центры молекул, 

и , ,    - эйлеровы углы, определяющие ориентацию второй молекулы. Таким 

образом, энергия взаимодействия для двух молекул является функцией шести 

переменных ( , , , , , )c c cU U x y z    . Минимизация энергии межмолекулярного 

взаимодействия производится методом наискорейшего спуска. 

Количественное сравнение геометрии уточненной и исходной пар моле-

кул фактически является количественной оценкой жесткости контакта. В каче-

стве такой количественной оценки выступает критерий Зоркого [
100

]. Он пред-

ставляет собой, в нашем случае, минимизированное среднеквадратичное откло-

нение соответствующих атомов уточненной и исходной пар молекул 

' 2 1/ 2

1

((1/ ) ( ) )
N

i i
i

N


  r r , где N – общее число атомов в паре молекул, ir  и i
r  - 

радиус-векторы i-ых атомов. Минимизация   проводится методом наискорей-

шего спуска, при этом геометрические центры исходной и уточненной моделей 

совмещаются. 

 

4.3. Примеры молекулярных агломератов, определяемых жесткими моле-

кулярными контактами 

На основе рассмотренного алгоритма разработан комплекс компьютер-

ных программ для ПЭВМ типа IBM PC. Апробация программы проведена на 

кристаллических структурах, исследованных ранее методом рентгенструктур-

ного анализа. Кристаллографические данные о структурах взяты в Кембридж-

ской базе структурных данных (КБСД) [
87

]. 

Анализ жесткости всех эффективных контактов исходной молекулы в 

кристалле позволяет выявить возможные устойчивые агломераты. Рассмотрим 

примеры таких молекулярных агломератов, выявленных с использованием рас-

смотренного алгоритма. В таблице 4.4 приводятся результаты исследования 

жесткости межмолекулярных контактов трех кристаллических структур. Пер-
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вый столбец таблицы содержит краткие сведения о кристаллических структу-

рах: рефкод структуры в КБСД, структурный класс и ссылка на рентгенострук-

турное исследование. Далее указаны преобразования симметрии, связывающие 

исходную молекулу со вторыми молекулами в контактах. Для каждого иссле-

дованного контакта М-М начальная 0E  и минимизированная E  энергии меж-

молекулярного взаимодействия приведены в 4-ом и 5-ом столбцах. Далее при-

веден критерий различия σ исходной и уточненной пар молекул. Заметно 

меньше этот критерий для тех контактов, которые участвуют в агломерации 

молекул (в табл. 4.4 такие значения критериев выделены жирно). В последнем 

столбце таблицы указаны выявленные в данных кристаллических структурах 

молекулярные агломераты, номенклатура которых дается по [
95

]. 

 

Таблица 4.4. Результаты исследования жесткости молекулярных контактов трех 

кристаллических структур 

Рефкод, 

структурный 

класс, ссылка 

Операция сим-

метрии 

E0,  

ккал

моль
 

E,  

ккал

моль
 

Крите

рий
*
  

σ, Å 

Агломерат 

CMCDCN, 

1, 2(1)P Z  ,  

[
101

] 

 

1+x, y, z -4.38 -4.82 0.50 

Димер 

1, 2(1)z   

x-1, y, z -4.38 -4.82 0.50 

1-x,1-y,1-z -9.66 -10.68 0.13 

1-x,2-y,-z -3.22 -5.98 1.65 

1-x,2-y,1-z -8.43 -10.52 0.67 

2-x,1-y,1-z -3.18 -10.64 2.45 

2-x,2-y,-z -3.24 -5.98 1.71 

BERLIT, 

12 / , 4(1)P c Z  , 

 [
102

] 

-1+x, y, z -3.95 -5.53 1.37 

Цепь 

( ) 12 , 2(1)c YP Z   

1+x, y, z -3.95 -6.81 2.16 

1-x,-0.5+y,0.5-z -8.43 -8.64 0.08 

1-x,0.5+y,0.5-z -8.43 -8.64 0.08 

1-x,-y,1-z -8.61 -9.09 0.41 

BUHDUD,  

1 1 12 2 2 , 4(1)P Z  , 

[
103

] 

x, y, -1+z -5.05 -12.81 2.21 

Слой 

( ) 12 , 2(1)l XZP Z 

 

X, y, 1+z -5.05 -13.03 2.17 

-0.5+x,0.5-y,-z -5.28 -14.12 2.10 

0.5+x,0.5-y,-z -5.28 -14.08 1.89 

0.5-x,1-y,-0.5+z  -8.17 -8.30 0.14 

0.5-x,1-y,0.5+z  -8.17 -8.30 0.14 

1.5-x,1-y,-0.5+z  -12.45  -13.39 0.22 

1.5-x,-y,1.5+z  -12.45 -13.39 0.22 

*
 - критерий несовпадения рассчитан только по неводородным атомам. 

 

Жесткость контакта двух молекул, связанных центром инверсии, равно-

сильна наличию устойчивого димера 1, 2Z  . Так в кристаллической структуре 

CMCDCN  малое значение σ=0,13 Å для контакта двух молекул, связанных 
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центром инверсии с координатами (1/2,1/2,1/2) указывает на жесткость этого 

контакта. На рис. 4.4 представлен перспективный вид устойчивого димера, оп-

ределяемого этим контактом. 

В кристаллах, обладающих винтовой осью симметрии 2-го порядка, до-

вольно частым явлением можно считать наличие цепей 12 , 2cP Z  . Так, напри-

мер, в структуре BERLIT два симметрически эквивалентных контакта молекул, 

связанных осью 12 , характеризуются значением σ=0,08 Å. Определяемый этой 

парой контактов агломерат представляет собой бесконечную цепь 

( ) 12 , 2c YP Z  . На рис. 4.5  представлена проекция этой цепи вдоль кристалло-

графической оси c, изображены только неводородные атомы. 

В кристаллической структуре BUHDUD удается выделить две пары жест-

ких контактов молекул, связанных соответственно двумя осями 12 , параллель-

ными оси c кристалла (σ=0,14 Å и σ=0,22 Å соответственно). Каждая из этих 

пар контактов определяет цепь ( ) 12 , 2c ZP Z  , аналогичную цепи, рассмотрен-

ной выше. Так как оси 12 , соответствующие этим цепям, отстоят друг от друга 

на половину трансляции вдоль a, возникает устойчивый слой ( ) 12 , 2l XZP Z  . 

Перспективный вид этого слоя представлен на рис. 4.6, в молекулах, образую-

щих слой, изображены только неводородные атомы. Сплошной и штриховой 

замкнутыми линиями выделены две устойчивые цепи ( ) 12 , 2c XP Z  , образую-

щие указанный молекулярный слой.  Антипараллельное наложение слоев 

( ) 12 , 2l XZP Z   дает кристаллическую структуру BUHDUD в целом, реализо-

ванную в структурном классе 1 1 12 2 2 , 4(1)P Z  . 

Рис. 4.4. Перспективный вид устойчивого димера 1, 2Z  , вы-

явленного в кристаллической структуре CMCDCN 
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4.4. Многогранники послойного роста, полученные кластеризацией  

Как отмечено выше, зачастую раствор, расплав или газообразная фаза, из 

которых формируется кристалл, могут содержать достаточно жестко связанные 

молекулярные агломераты. Будем называть эти агломераты кластерами, если 

они могут участвовать в процессе кристаллообразования как единые образова-

ния. Объединение в кристаллической структуре отдельных молекул в кластеры, 

очевидно, приводит к необходимости перезадания графа связности и, как след-

ствие, пересчета соответствующего многогранника роста.  

Рассмотрим предложенный подход (назовем его кластеризацией) на при-

мере моноклинной и ромбической модификаций кристаллической серы, рас-

смотренных выше. 

Анализируя площади граничных поверхностей полиэдров Дирихле моно-

клинной модификации (табл. 4.1), можно предположить, что кластер могут об-

разовывать две молекулы типа A, имеющие один из двух эквивалентных кон-

тактов с площадью граничной поверхности 37.8 Å
2
 (например, исходная моле-

кула A с молекулой, полученной из нее преобразованием , ,x y z   ). Второй 

кластер образуется аналогично из молекул типа B, имеющих контакт, соответ-

ствующий площади граничной поверхности 36.7 Å
2
 (например, исходная моле-

кула B с молекулой, полученной из нее преобразованием 1, 1,x y z     ). 

Многогранник роста упаковки таких кластеров представлен на рис. 4.7 (а). 

Рис. 4. 5. Проекция цепи 

( ) 12 , 2c YP Z   вдоль оси c в 

кристаллической структуре 

BERLIT; изображены только 

неводородные атомы 

Рис. 4. 6. Кристаллическая структура 

BUHDUD. Перспективный вид слоя 

( ) 12 , 2l XZP Z   вдоль оси c; изображе-

ны только неводородные атомы 



 54 

В ромбической модификации можно построить аналогичный кластер из 

молекул, имеющих контакт с площадью граничной поверхности 37.8 Å
2
 (на-

пример, исходная молекула с молекулой, полученной из нее преобразованием 

, ,x y z   ). Соответствующий многогранник послойного роста, представлен на 

рис. 4.7 (б). 

В качестве другого примера применения кластеризации рассмотрим ион-

ный кристалл поваренной соли [
104

].  

Исследования геометрии свободных кластеров, проведенные группой ав-

торов [
105

], показывают, что в свободном состоянии может существовать отно-

сительно малый незаряженный кластер 4(NaCl)  с формой, близкой к кубиче-

ской, устойчивость которого подтверждена на основе теоретических расчетов, 

проведенных методом молекулярной динамики. Методы газовой электроногра-

фии, примененные к простейшим соединениям галогенидов щелочных метал-

лов, показали (см., например, [
106

]), что в их парах содержатся как двухатомные 

( NaCl  – мономерные диполи), так и димерные элементарные  кластеры 

2(NaCl) , представляющие собой искаженный квадрат. Авторами работ [
105

,
106

] 

также указывается, что в случае высокосимметричной фазы, кристаллическое 

поле, действуя на искаженные кластеры,  может «исправить» их форму до обра-

зования элементарной кубической ячейки.   

В работе [
105

] также приводятся экспериментальные рентгеновские спек-

тры поглощения  хлора для свободных кластеров разного размера { NaCl , 

2(NaCl) , 3(NaCl) , 4(NaCl) }, которые неявно указывают на то, что до разделения 

в пучке газовой фазы вещества поваренной соли присутствуют все обсуждае-

мые выше кластерные формы.  

В работе [
104

] проведен анализ послойного роста для нейтральных класте-

ров m(NaCl)  ( =1,2,3,4m ), а также для отдельных ионов Na  и -Cl . В случае 

1m   в качестве кластеров выступают диполи NaCl . При 2m   кластером яв-

ляется димер 2(NaCl) , составленный из двух диполей, ионы которых образуют 

квадрат. Дипольный тример с формулой 3(NaCl)  образует плотную упаковку, 

соответствующую структуре поваренной соли только, если в качестве второго 

независимого кластера добавить диполь NaCl . И наконец, кластер 4(NaCl)  

(а) (б) 

Рис. 4. 7. Многогранники послойного роста упаковки кластеров, со-

стоящих из центросимметричных димеров, для моноклинной (а) и ром-

бической (б) модификаций кристаллической серы 8S  
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представляет собой куб, сторона которого вдвое меньше параметра кристалли-

ческой решетки поваренной соли. Для каждого случая был рассчитан граф 

связности, а по нему - многогранник роста. В таблице 4.5 представлены все эти 

многогранники. 

Учитывая, что реальная форма кристаллов поваренной соли представляет 

собой куб, с точки зрения рассмотренного подхода, наиболее вероятной кла-

стерной формой, приводящей к реальному полиэдру в виде куба, является пло-

ский димер 2(NaCl) .  

 

Таблица 4. 5. Многогранники послойного роста кристаллической структуры 

поваренной соли, полученные методом кластеризации 

m 
Формула класте-

ра 

Геометрия кла-

стера 

Многогранник 

роста 

0 
Отдельные ионы 

+Na  и -Cl  
 

 

1 NaCl   

 

2  
2

NaCl  
 

 

3  
3

NaCl NaCl  

 
 

4  
4

NaCl  
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ГЛАВА 5. Рост случайных графов 

 

5.1. Общие сведения о росте случайных графов. 

Если рассматривать послойный рост в качестве простейшей, чисто гео-

метрической модели кристаллообразования, естественным расширением этого 

подхода является включение в процесс формообразования элементов случайно-

сти. Фактор случайности, очевидно, присутствует в любом реальном процессе 

роста кристаллов. Например, габитус кристалла зависит от концентрации и ха-

рактера примесей в среде (в паре, растворе или расплаве) в которой происходит 

кристаллизация. Оказывает влияние на скорости роста граней, а значит и на 

форму роста, вероятности появления на гранях роста дефектов. Для того чтобы 

попытаться смоделировать формообразования в условиях наличия случайных 

факторов, мы исследовали процесс послойного роста в случайных графах связ-

ности. Рассмотрим сначала, как можно построить случайный граф. 

Каждый периодический граф perG  порождает семейство случайных гра-

фов irrG . Множество вершин любого графа irrG G  совпадает с множеством 

вершин графа perG , а каждое ребро l графа perG  может, как присутствовать, 

так и отсутствовать в графе G . Вероятность появления ребра l равна ( )p l . Рас-

пределение вероятностей предполагается периодическим, то есть достаточно 

задать ( )p l  на множестве ребер из фундаментальной области графа perG .  

Отметим, что при рассмотрении роста случайных графов мы фактически 

должны говорить не о росте конкретного графа, а о случайной величине, при-

нимающей те или иные значения с той или иной вероятностью.  

При исследовании случайных графов необходимо различать 2 случая: 

1) Несвязный случай: граф irrG G  может быть несвязным при ненуле-

вых значениях вероятностей появления ребер. 

2) Связный случай: при любых ненулевых значениях вероятностей появ-

ление ребер с вероятностью 1 граф irrG G  является связным. 

 Начнем с рассмотрения несвязного случая. В этом случае граф распадает-

ся на бесконечное число компонент связности (кластеров). Из результатов тео-

рии просачивания [
107

,
108

,
109

] известно, что может существовать не более одного 

бесконечного кластера. Если все кластеры конечны, то все окружения ( , )eq a n  

пусты при достаточно больших n , то есть рост останавливается. Если сущест-

вуют как конечные так  и бесконечный кластеры, то рост может как останавли-

ваться так и бесконечно продолжаться, в зависимости от выбора начальной 

вершины. Таким образом, форма роста зависит от начальной вершины. Тем не 

менее, остается вопрос имеет ли место быть самоподобный рост, или начальная 

вершина принадлежит бесконечному кластеру? Какая вероятность самоподоб-

ного роста? Проведенные компьютерные эксперименты показывают, что при 

вероятностях ( )p l  достаточно близких к единице в бесконечном кластере мо-

жет наблюдаться самоподобный рост. При этом экспериментальная форма рос-

та содержит ряд отрезков (длины которых растут при приближении ( )p l  к еди-
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нице), а также ряд криволинейных участков. Однако строгий математический 

анализ данной задачи представляется крайне сложным. 

 Перейдем к рассмотрению связного случая. В этом случае методами, ана-

логичными методам FPP-модели роста (глава 1) удается доказать что для любо-

го распределения вероятностей ( )p l  существует кривая   (зависящая от исход-

ного периодического графа и распределения вероятностей) с вероятностью 1 

являющаяся формой роста всех соответствующих графов irrG . 

 К сожалению, точное вычисление формы роста и в этом случае представ-

ляет собой крайне сложную задачу. 

 В оставшейся части главы будут подробно рассмотрены результаты ком-

пьютерного и математического изучения роста одного модельного случайного 

графа на плоскости (связный случай). 

 

5.2. Построение модельного случайного графа.  

В качестве простейшего модельного примера случайного графа G в дву-

мерном случае возьмем семейство графов, вершины которого образуют обыч-

ную квадратную решетку 2 , в которой любые две соседние по вертикали или 

горизонтали вершины соединены соответствующим ребром с вероятность 1, а 

вершины соседние по диагоналям квадратных элементарных ячеек соединены 

ребром с вероятность p. Вершины построенного таким образом графа могут 

иметь одно из 42 16  возможных первых окружений с вероятностями 
4(1 ) ,  0 4k kp p k   . Такому  графу G можно поставить в соответствие апе-

риодическую упаковку замкнутых фигур на плоскости. На рис. 5.1 представлен 

фрагмент упаковки, соответствующей случайному графу G с 0.3p  . Вершины 

графа – точки внутри фигур. Границы фигур изображены жирными линиями, 

ребра графа G – тонкими линиями. Была разработана программа послойного 

роста случайного графа G.  Серия компьютерных экспериментов, проведенных 

с помощью этой программы для различных вероятностей p, позволила предпо-

ложить [
110

], что для случайного графа G координационная окружность ( )eq n  

при n   растет самоподобным образом: ( ) peq n n . В первой четверти 

граница роста p  состоит из двух прямолинейных отрезков 1 , 3  и дуги эл-

липса  2  (рис.5.2). Будем обозначать границу роста в первой четверти через 

p
 . На остальные четверти p  распространяется осью четвертого порядка, про-

ходящей через начало координат.  

Для надежной проверки полученных в компьютерных экспериментах ре-

зультатов ниже проведем достаточно подробный математический анализ как 

постановки задачи исследования формы роста предложенных случайных гра-

фов, так и ее решения.  
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Чтобы исследовать границу роста p , оказалось достаточно рассмотреть 

ее часть, попадающую в первую четверть, что объясняется симметрией p . 

Кроме того, нетрудно убедиться, что форма роста в первой четверти зависит 

Рис. 5. 1. Фрагмент апериодичской упаковки замкнутых фигур в плос-

кости (границы фигур изображены жирными линиями; заштрихован-

ные квадраты - пустоты) и соответствующий ей случайный граф с ве-

роятностью 0.3p   (вершины графа – точки внутри фигур; тонкие ли-

нии – ребра графа). 

Рис. 5. 2. Структура границы роста p


 в первой четверти, состоящей из 

двух линейных отрезков 1 , 3  и дуги эллипса 2  
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только от наличия в графе G ребер между вершинами ( , )i j , ( 1, 1)i j   и не за-

висит от наличия ребер другого типа: между вершинами ( , )i j , ( 1, 1)i j  . По-

этому все дальнейшие рассуждения будут проведены только для вершин графа 

G в первой четверти, причем учитываться будут только диагональные ребра 

первого типа.  

 

5.3. Вероятностная мера случайных графов 

Рассмотрим счетно-мерную случайную величину )( ij  . Ее компонен-

ты ij  нумеруются целыми точками положительного квадранта 

2 {( , ) : , 0,1,2,...}i j i j    и являются независимыми одинаково распределен-

ными бернуллиевскими случайными величинами с распределением 

pP ij  )1( , qP ij  )0( , 1qp .           (5.1) 

По определению, случайная величина   принимает значения из пространства  

всех числовых последовательностей )( ij  , состоящих из элементов ij =0 

или 1. Бернуллиевскую меру, т.е. меру-произведение вероятностных мер (5.1) 

на пространстве , также обозначим P [
111

]:  

 nqpjijijijiP
nnnn

),...,:(
1111

 , 

где 
1 1

...
n n

i j i j     . 

Рассмотрим множество 2( )Gr Gr    графов G. Каждый граф G имеет 

множество вершин 2V  , и любые две соседние по вертикали или горизонта-

ли вершины соединены соответствующим ребром. Вершины (i,j) и (i+1, j+1) 

могут быть соединены или не соединены ребром – это зависит от выбора графа 

G. Графы из Gr  нумеруются точками )( ij   пространства  с помощью 

отображения  GrG
G

 )( . В графе G=G() вершины (i,j) и (i+1, 

j+1) соединены диагональю тогда и только тогда, когда 1ij . Это отображе-

ние позволяет перенести меру P на множество Gr  случайных графов ( )G G   

и, тем самым, задает изоморфизм вероятностных пространств ),(),( PPGr  . 

 

5.4. Кривая роста  

С помощью вероятностной меры P удается распространить определенное 

в главе 2 понятие формы роста графа связности на случайные графы Gr . Фор-

мой роста p


 графов из Gr  назовем кривую, к которой стремится   

( , )eq n G

n
 при n      (5.2) 

для почти всех графов G Gr , где ( , )eq n G  - n-е координационное окружение, 

определенное в главе 2. Для простоты в качестве затравки роста будем брать 

вершину (0,0) графа G, расположенную в начале координат. Используя метрику 
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Хаусдорфа утверждение (5.2) можно сформулировать в ви-

де
( , )

lim , 0p
n

eq n G

n
  



 
 

 
. 

Компьютерный эксперимент, проведенный многократно для различных 

значений вероятности p, показал, что  граница 1 2 3p        (рис. 5.2) состо-

ит из вертикального отрезка 1  с концами (1,0) , (1, )p , горизонтального отрезка 

3  с концами (0,1) , ( ,1)p  и дуги эллипса 2 , заключенной между точками (1, )p , 

( ,1)p . Уравнение эллипса имеет вид 
2 2

1
d

p q


  , где 1x y    , d x y  . 

 

5.5. Оценки снизу и сверху формы роста p


 

Рассмотрим теперь подходы к получению математически строгих оценок 

сверху и снизу для формы роста p


 [
110

,
112

]. 

К каждой вершине графа G, принадлежащей координационному окруже-

нию ( , )eq n G  идет, по крайней мере, одна геодезическая цепь длиной n. Если 

цепь, составленная из вершин графа G, не является геодезической, то ее конеч-

ная вершина лежит внутри области, ограниченной ( , )eq n G . Поэтому для оцен-

ки снизу формы роста p


 можно использовать разработку алгоритмов построе-

ния цепей, для которых удается определить координаты конечных вершин этих 

цепей. Сами такие алгоритмы будем называть стратегиями. 

Например, стратегией 1S  назовем следующий алгоритм построения цепи. 

Начинаем цепь из точки (0,0) и будем двигаться по правилу: если из текущей 

вершины - выходит диагональ, то сдвигаемся на вектор (1,1)d . В противном 

случае сдвигаемся на вектор 1 (1,0)e . Число диагоналей, через которые прой-

дет цепь длины n с вероятностью 1, будет больше, чем 2 lnlnnp pqn n  (это 

следует из известных в теории вероятностей законов больших чисел и повтор-

ного логарифма). Учитывая что 
2 ln ln

lim 0
n

pqn n n

n
 , получаем, что точка 

(1, )p  либо лежит на кривой роста p


, либо находится внутри области ограни-

ченной p


. С другой стороны, очевидной оценкой границы p


 сверху является 

единичный квадрат, натянутый на базисные векторы 1e  и 2e , который является 

кривой роста графа G в случае 1p   (т.е. когда присутствуют все возможные 

диагонали). Поэтому делаем вывод, что (1, ) pp   .  

Для доказательства принадлежности кривой роста точки (1,0) используем 

более простую стратегию 01S : (0,0) (1,0) ... ( ,0)n   . Если для всех k n  на 

первых k шагах использовать стратегию 01S , а на оставшихся n-k шагах страте-
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гию 1S  получим стратегии, с помощью которых удается доказать, что весь от-

резок 1  принадлежит кривой роста p


. 

Аналогично доказывается, что 3 p   . Для этого используется стратегии 

2S  и 02S . Согласно стратегии 2S  сдвиг осуществляется на вектор (1,1)d , если 

в текущей вершине есть диагональ, и на 2 (0,1)e , если диагонали нет. Страте-

гия 02S : (0,0) (0,1) ... (0, )n   . 

В настоящие время не удается найти локальные стратегии, определяющие 

точки эллиптического сектора 
2 , более того, весьма вероятна гипотеза о том, 

что таких стратегий не существует.  Рассмотрим один из методов, дающих 

нижнюю границу на главной диагонали, то есть для точки  0 0( , ) ( )y x     .  

Зададим на множестве 2
  вершин графа G в первой четверти координат-

ной плоскости линейный порядок 1 1( , ) ( , )i j i j  двумя условиями: 

1) 1 1i j i j   ; 2) если 1 1i j i j   , то 1j j . 

Начальная  -последовательность имеет вид: 
(0,0) (1,0) (0,1) (2,0) (1,1) (0,2) ...       

Рассмотренный линейный порядок определяет  -стратегию: находим в 

 -последовательности первую вершину ( , )i j , в которой есть диагональ, и 

строим цепь:  

1 1 2 2(0,0) ... ( ,0) ... ( , ) ( 1, 1)i i j i j      
e e e e d

. 

Далее этот шаг стратегии многократно повторяется для ближайшей в  -

последовательности вершины, в которой есть диагональ. Следует отметить, что 
 -стратегия нелокальная, так как допускает цепи сколь угодно большой длины, 

однако с помощью нее удается рассчитать координаты конечной вершины, что 

позволяет оценить значение 0  снизу:  

1
0

1 1
( )

2 2
M p   , где ( 1) / 2

1

( ) (1 )n n

n

M p p






  . 

Перейдем к методу получения верхней границы. Выберем произвольную 

вершину 1 2 2( , )x x x    и рассмотрим ведущие к ней цепи длиной n . В мак-

симальном графе maxG , отвечающем значению 1p  , их число равно: 

1 2 1 2

!

( )!( )!( )!

n

n x n x x x n   
. При этом число диагоналей в цепи равно 

1 2x x n  . Поэтому для случайного графа математическое ожидание ( , )x n  

числа путей равно:  

1 2

1 2 1 2

!
( , )

( )!( )!( )!

x x nn
x n p

n x n x x x n
  


   

 

В единичном квадрате, натянутом на векторы 1e  и 2e  выделим верхний 

треугольник T, состоящий из точек 1 2( , )    с координатами 10 1  ; 

20 1  ; 1 2 1   . Введем функцию энтропии:  



 62 

1 2
1 1 2 2 1 2

1
( , ) (1 )ln(1 ) (1 )ln(1 ) ( 1)lnH p

p

 
      

 
          . 

Неравенства ( , ) 0H p   и ( , ) 0H p   задают в треугольнике T области ( )T p  

и ( )T p , разделяемые кривой 2( )p  с уравнением ( , ) 0H p  . Если вершина 

1 2( , )x x x  имеет вид  1 2[ ],[ ]n n  , то функция энтропии позволяет вычислить 

математическое ожидание числа путей в вершину x:  

 ( , ) exp ( , ) ( )x n nH p o n   .   (5.3) 

Для доказательства нужно вычислить предел 
ln ( , )

lim
n

x n

n




, воспользо-

вавшись равенствами 1 1(1 ) (1)n x n O    , 2 2(1 ) (1)n x n O    , 

1 2 1 2( 1) (1)x x n n O        и укороченной формулой Стирлинга 

ln ! ln (ln )n n n n O n   .  

Из доказанной формулы (5.3) следует,  что если ( )x T p , то существуют 

зависящие от   положительные постоянные N  и C  такие, что  

( , ) exp( )x n C n   , для n N . 

Таким образом, кривая 2( )p  дает верхнюю границу в эллиптическом секторе 

(см. рис.5.2).  

Следует заметить, что ни при 0p , ни при 1p  полученные нижняя и 

верхняя границы асимптотически не эквивалентны точному значению 

0

1

2

p



 . В  настоящее время неизвестно как получить более точные грани-

цы для эллиптического сектора 2 .  

Далее рассмотрим динамику формирования эллиптического сектора 2 . 

Для этого введем случайную величину: 
( ) max{ :( , ) ( , )}S n x x x eq n G   

Компьютерное моделирование приводит к гипотетической предельной 

теореме: 

( ) ( )
( )

( )
quasi

S n MS n
p x Ф x

DS n

  
  

  

, 

где ( )quasiФ x  в первом приближении можно считать нормальным распределени-

ем ( )Ф x . Другим возможным кандидатом на функцию ( )quasiФ x  является так 

называемое распределении Трейси-Видома [
113

,
114

,
115

]. При этом  

0( ) ( )MS n n n  , где ( )n - нелинейная функция сдерживания, 
( )

0
n

n


  и 

( ) ( ( ))n O DS n  . Гипотетическая формула для дисперсии ( )DS n  имеет вид: 

( )DS n = ( )p n , 
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где 
1

3
  , а ( )p – положительная постоянная, зависящая только от p . Нали-

чие функции сдерживания ( )n  и степени 
1

3
   указывает на неразложимость 

( )S n  в сумму независимых случайных величин и наличие связей дальнего по-

рядка в процессе формирования ( , )eq n G .  

 



 64 

ГЛАВА 6. Рост 1-периодических графов 

 

6.1. 1-периодические графы 

Следующая по степени сложности задача возникает, когда размерность 

решѐтки периодичности разбиения (графа) на 1 меньше размерности объемлю-

щего пространства. В плоском случае это приводит к 1-периодическим разбие-

ниям и графам. Отказ от одного вектора периодичности привносит элемент 

случайности и требует введения вероятностной меры на множестве разбиений и 

графов. Для разбиения введение соответствующей меры представляет собой 

сложную задачу. Наоборот, для графов соответствующая мера лѐгко получается 

«навешиванием» вероятностей на рѐбра графа из фундаментальной области. 

Рассмотрим эту задачу для одного модельного класса графов, аналогичного 

случайным графам из предыдущей главы [
116

,
117

]. 

Рассмотрим множество графов ,L pG , вершины которых совпадают с точ-

ками целочисленной решѐтки 
2 . Любые 2 вершины, соседние по вертикали 

или горизонтали – соединены рѐбрами. Пусть { : }L k k l   – 1-мерная решѐт-

ка периодов, 2 /F L   – ее фундаментальная область. Аналогично предыду-

щей главе, введѐм счѐтномерную случайную величину ( )ij  , компоненты 

которой нумеруются целыми точками из F и являются независимыми бернул-

левскими случайными величинами с распределением ( 1)ijP p   , 

( 0)ijP q   , 1p q  . Пусть   – множество событий для  . На   вводится 

вероятностная мера P , являющаяся произведением мер для ij . На цилиндрах 

она принимает значения  

1 1 1 1

1 1 1 1

... ...
( : ,..., ) i j i j i j i jn n n n

n n n n

n

i j i j i j i jp p q
   

    
    

   , 

где все ij  равны 0 или 1. Графы из ,L pG  нумеруются точками из   с помощью 

отображения ,( ) L pG G     . В графе ( )G   вершины ( , )i j  и ( 1, 1)i j   из 

фундаментальной области F  соединены ребром тогда и только тогда, когда 

1ij  . Задание части графа, расположенной в F очевидным образом задаѐт весь 

граф. Рассмотренное отображение переносит меру P  на множество 1-

периодических графов ,L pG  и задает изоморфизм вероятностных пространств 

,( , )L pG P  и ( , )P . Кривая ,L p  называется формой роста для множества ,L pG , 

если она является формой роста для почти всех графов ,L pG G . 

Графы ,L pG G отличаются изолированностью роста по координатным 

четвертям. Во второй и четвѐртой координатных четвертях ни одна геодезиче-

ская, выходящая из начала координат не проходит по диагонали. Отсюда сле-

дует, что в этих четвертях граф ,L pG  растѐт периодически: соответствующие 

участки кривой ,L p  – отрезки (–1,0) – (0,1) и (0,–1) – (–1,0). Если ,L pG  растѐт 

самоподобным образом в первой четверти, то с вероятностью 1 он растѐт само-

подобным образом и в третьей четверти, причѐм соответствующие части кри-
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вой ,L p  будут симметричными относительно начала координат. Поэтому мож-

но рассматривать только часть  , расположенную в первой четверти. Будем 

обозначать еѐ 
,L p  . 

Заметим, что при р=0 и р=1 множества ,L PG  – содержат по одному пе-

риодическому графу. При этом ,0L


 – отрезок (0,1) – (1,0), а ,1L


  состоит из двух 

отрезков (0,1) – (1,1) и (1,1) – (1,0). 

Компьютерное моделирование роста графов ,L pG  позволило установить 

следующие результаты: 

1) С вероятностью 1 существует форма роста ,L p , зависящая только от 

вектора периодичности l  и вероятности p . 

2) Форма роста ,L p  представляет собой выпуклый центрально симмет-

ричный многоугольник. 

3) При (0;1]p  форма роста ,L p  непрерывно зависит от p . При 0p   

возможен фазовый переход. 

4) При (0;1)p  число сторон многоугольника роста ,L p  зависит только 

от вектора периодичности 
1 2( , )l ll  и вычисляется по формуле 

1 2 1 2

1 2 1 2

2 | | 6,  если 0

2 | | 4,  если 0

l l l l
s

l l l l

  
 

  
 

5) При фиксированном [0;1]p  и 
1 2| |l l   справедливо равенство 

,lim L p p   ,  

где 
p


 – форма роста случайного графа из предыдущей главы в первой четвер-

ти. 

 Перейдем далее к рассмотрению ситуаций, когда форму роста графа ,L pG  

удается точно вычислить и строго доказать. При этом мы ограничимся рас-

смотрением только первой координатной четверти. 

 

6.2.  Случай 
1 2| | 0l l   

Введѐм обозначения 
1 (1;0)e , 

2 (0;1)e  и (1;1)d . Кроме того буди пи-

сать 
,L pa   , если а находится внутри области, ограниченной 

,L p   и осями ко-

ординат. Ясно, что если 
1 20 1p p   , то 

1 2, ,L p L p   (если обе формы сущест-

вуют). 

Теорема 6.1. Пусть ( , )k kl . Тогда при 0p    с вероятностью 1 форма 

роста 
,L p   существует и состоит из двух отрезков 1 : (1;0) (1;1)    и 

2 : (1;1) (0;1)   . 

Поскольку 
,L p   – многоугольник, для доказательства нижней границы 

достаточно построить аппроксимационные цепи, ведущие в его вершины. На-

чальную вершину можно выбирать произвольно. В качестве начальной выбе-
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рем вершину ( , )i j  такую, что в вершинах ( , )i j , ( 1, 1)i j  ,…,( 1, 1)i k j k     

есть диагонали. Так как 0p  , то с вероятностью 1 такая вершина существует. 

Из неѐ выходит цепь вида kd . Так как kd = l  – вектор периодичности, то цепь 

из векторов d   можно продолжать неограниченно. Аппроксимационные цепи, 

ведущая в вершины ( ,0)n , ( , )n n  и (0, )n  имеют вид n
1

e , nd  и n
2

e  соответст-

венно. 

Доказательство верхней границы очевидным образом следует из того, что 

, ,1L p L   . 

 

6.3. Случай 
1 2| | 1l l   

 Данный случай естественным образом разбивается на два подслучая: 

( 1, )k k l  и ( , 1)k k l . Легко проверить, что эти подслучаи переводятся 

один в другой симметрией относительно прямой y x . Более того, так как век-

торам l  и l  отвечает одна и та же одномерная решетка периодов, то без огра-

ничения общности можно считать, что 0k  . 

 Вначале рассмотрим случай 0k  . 

Теорема 6.2. Пусть (0,1)l . Тогда при 0p    с вероятностью 1 форма 

роста 
,L p   существует и состоит из двух отрезков 1 : (1;0) (1; )p    и 

2 : (1; ) (0;1)p   . 

Аппроксимационные цепи, ведущие к вершинам ( ,0)n  и (0, )n  очевидны. 

Для построения цепи в вершину (n,np) будем пользоваться следующей страте-

гией S1: 

Начинаем движение в точке (0,0) и двигаемся по правилу: если из теку-

щей вершины выходит диагональ, то сдвигаемся на вектор d , в противном слу-

чае сдвигаемся на вектор 
1

e . Число диагоналей, через которые пройдет цепь 

длины n с вероятностью 1, будет больше, чем 2 lnlnnmp pqn n   ( 1q p  ). 

Приведенная оценка легко следует из известных в теории вероятностей законов 

больших чисел и повторного логарифма. Из сказанного вытекает, что 

,(1, ) L pp   . Таким образом, нижняя граница доказана. 

Для доказательства верхней границы заметим, что если 
2

1 2 3a a a e
 – участок геодезической (  – произвольная цепь), то его 

можно без потери геодезичности заменить на участок  2

1 2 3a a a e
. В та-

ких случаях будем говорить, что диаграмма 

1 2

2 2

1 3

    

a a

a a









 e e  

коммутативна. Описанную замену будем называть перестройкой геодезиче-

ской.  
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Пусть теперь   – геодезическая, ведущая в вершину ( , )n dx y . В резуль-

тате конечного числа перестроек из нее можно получить новую геодезическую 
  вида: 

1

2 2(0,0) ... (0, ) ( , )...dx n dx y


    e e , 

где геодезическая 
1  не содержит векторов 

2e . Для того, чтобы оценить число 

векторов d  в 
1 , вводим оператор проектирования на фундаментальную об-

ласть : ( , ) ( ,0)x y x  . 

Очевидно, что диагональ в вершине a  есть тогда и только тогда, когда 

она есть в вершине ( )a . Поэтому число диагоналей в 
1  не превосходит числа 

вершин в 
1( )  , из которых выходят диагонали. Поэтому число диагоналей с 

вероятностью 1, число диагоналей в 
1  не превосходит величины 

1 1 1| ( ) | 2 | ( ) | lnln | ( ) |p pq      . Ясно, что 
1| ( ) | n dx    . Отсюда выво-

дим, что ( ) ( ln ln )y dx p n dx O n n    , что и доказывает верхнюю границу. 

Пусть теперь 0k  . 

Теорема 6.3. Пусть ( 1, ), 0k k k  l . Тогда при 0p    с вероятностью 1 

форма роста 
,L p   существует и состоит из трех отрезков 1 : (1;0) (1; )

1

k

k
  


, 

2 : (1; ) ( ;1)
1

k
p

k
  


 и 2 : ( ;1) (0;1)p   . 

Для доказательства выбираем в качестве начальной вершины ( ; )i j , та-

кую, что в вершинах  ( ; ),( 1; 1),...,( 1; 1)i j i j i k j k       есть диагональ, а в 

вершине ( , )i k j k   нет. Такая вершина существует с вероятностью 1. В этом 

случаи из вершины ( ; )i j  выходит цепь  вида 
1k d e . Поскольку 

1k d + e l  – 

вектор периодичности, то данную цепь можно продолжать неограниченно, и 

она будет аппроксимационной цепью к вершине ( ; )
1

k
n n

k 
. Цепи, ведущие в 

вершины (0; )n  и ( ;0)n  - очевидны. Заметим, что построенная цепь в вершину 

( ; )
1

k
n n

k 
 совпадает с цепью, которая строиться по описанной ранее стратегии 

1S . Для построения аппроксимационной цепи в вершину ( ; )pn n , воспользуемся 

стратегией 
1S , которая получается из стратегии 

1S  заменой вектора 
1e  на век-

тор 
2e . Аналогично, доказательству предыдущей теоремы доказываем, что 

цепь, построенная по 
1S , действительно является аппроксимационной. Цепи во 

внутренние точки 
,L p   получаются как линейные комбинации рассмотренных 

цепей. 

Прежде чем доказывать верхнюю границу, докажем лемму: 

Лемма 6.4. Пусть a  – вершина, из которой выходит диагональ. Пусть 

– геодезическая, ведущая из a  в a , содержащая диагонали. Тогда существу-

ет геодезическая, ведущая из a  в a ,  и начинающаяся с вектора d . 
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Доказательство леммы немедленно вытекает из коммутативности диа-

граммы 
1 1 2 2

1 1 2 2

1

2

             

m m

m m

a b

b a









 

e e

e e

d d  

Следствие 6.5. Стратегия 
1S  является оптимальной стратегией, среди 

всех стратегий, использующих только векторы d  и 
1e . Стратегия 

1S   опти-

мальна среди стратегий, использующих только векторы d  и 
2e .  

Следствие 6.6. Пусть ( )n S  – плотность диагоналей в цепи длины n , по-

строенной по  стратегии  S . Пусть ( 1, ), 0k k k  l , 0p  . Тогда 

1lim ( )
1

n
n

k
S

k






, 

1lim ( )n
n

S p


  . 

 Вернемся к доказательству верхней границы. 

Пусть   – геодезическая длины n  в вершину a . По лемме можно счи-

тать, что   начинается с kd . Более того, если   содержит k  диагоналей и век-

торы 
2e , то перед первым из векторов 

2e  стоит kd . Докажем, что можно 

представить в виде: 

1 2:k  d ,         (6.1) 

где 
1  не содержит 

2e , а 
2  не содержит 

1e . С учетом следствий 6.5 и 6.6 из та-

кого разложения будет следовать требуемая верхняя граница. 

Для доказательства будем применять к   перестройки, сохраняющие 

длину, начальную и конечную точки цепи. 

Перестройка П1: Замена цепи 
1 2e e  на цепь 

2 1e e  и обратно. 

Пусть 2( , )i

m e d  – цепь, состоящая из i  векторов d  и m i  векторов 
2e , распо-

ложенных в произвольном порядке. 

 Перестройка П2: Замена цепи 2 1( , )i

mk   d e d d e  на цепь 

1 2( 1) ( )k i m i    d e d e , если 1i k   и на цепь 

 1

1 2 2( , )
i k

mk k m
 

    d e d e d e , если i k . 

 Цепь 
1

2( , )
i k

m

 

 e d  получается обрезанием цепи 2( , )i

m e d  до длины m  та-

кой, чтобы число диагоналей в 
1

2( , )
i k

m

 

 e d  равнялось 1i k  . Число m  выби-

рается так, чтобы суммарная длина цепи не изменилась. 

Перестройка П1 выполнима для любых графов. Выполнимость пере-

стройки П2 следует из того, что ( 1, )k k l  – вектор периодичности.  

Легко проверить, что используя конечное число перестроек вида П1 и П2, 

а также лемму 6.4, любую геодезическую можно привести к виду (6.1). 
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6.4. Локальные стратегии 

Доказательство нижних границ для векторов ( 1, )k k l  существенно ис-

пользует алгоритмы 
1S  и 

1S  построения аппроксимационных цепей. При этом 

на каждом шаге алгоритма используется только локальная информация. В об-

щем случае локальная стратегия S  задается набором V  из s  векторов 

1{ ,..., }sv v  и набором St  из 2s
участков аппроксимационной цепи 1 2

{ ,..., }s  . 

Набор V – определяет локальное окружение, St - шаг алгоритма. 

Пусть ( , )i j  – некоторая вершина графа. Пусть 1it  , если в вершине 

( , ) ii j  v  есть диагональ и 0it   в противном случае. Определим число 

1

10
1 2

is

ir
T t




  . Тогда шаг стратегии состоит в присоединении к аппроксима-

ционной цепи участка 
T  (возможность этого присоединения должна следовать 

из локального окружения). После этого шаг стратегии повторяется для верши-

ны  ( , ) Ti j   и т. д. Будем считать, что набор V  – минимальный, то есть  нель-

зя построить локальную стратегию, с меньшим числом векторов в V , всегда 

дающую ту же аппроксимационную цепь.  

Пусть S  – локальная стратегия, ( )n S  – построенная по ней цепь длины 

n . Пусть 
rX  – случайная величина, равная номеру участка цепи, выбранного на 

r -ом шаге стратегии. Возможно два случая: 

1) Все 
rX  – независимые случайные величины. Тогда 

( ) ( )r ip X i const p S   . 

2) Случайные величины 
rX  образуют цепь Маркова. Тогда во многих 

случаях можно доказать существование пределов 

( ) lim ( )i r
r

p S p X i


  . 

Пусть | | , ( )x   и ( )y   – длина цепи   и ее проекций на координатные 

оси. 

Теорема 6.7. Пусть ( , )S V St – локальная стратегия, причем все веро-

ятности ( )ip S , 1 2si   существуют. Тогда существует предел  

( )
( ) lim n

n

S
S

n


v . 

Более того, справедливо равенство 
2 2

1 1

2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , )

( ) | | ( ) | |

s s

s s

i i i ii i

i i i ii i

p S x p S y
S

p S p S

 

 

 


 

 

 
v         (6.2). 

 Доказательство данной теоремы получается длинным, но достаточно про-

стым вычислением. Детали можно найти в работе [
117

]. 

 Локальные стратегии можно применять для получения нижних границ в 

задаче роста. 

Теорема 6.8. Пусть Lst - конечное или бесконечное множество страте-

гий, для которых выполняется формула (6.2), Vst - множество векторов, соот-



 70 

ветствующих стратегиям из Lst . Тогда форма роста содержит выпуклую 

оболочку всех векторов из Vst . 

Пусть 
1S , 

2S  – стратегии из Lst . Покажем, что существует аппроксима-

ционная цепь в любую вершину 
1 2( ( ), ( ))a Sec S S v v . Действительно, если 'a  

проекция на a  на 
2( )Sv  вдоль 

1( )Sv , то цепь 1 2(0,0) S Sa a   – искомая 

аппроксимационная цепь. 

Замечание: Если Lst  - конечное множество, то даваемая теоремой 6.8  

нижняя граница – вычислима за конечное число операций и является много-

угольником. 

 

6.5. Случай (0,2)l  

 Применим разработанную технику к случаю вектора периодичности 

(0,2)l . 

Теорема 6.9. Пусть (0,2)l . Тогда при 0p    с вероятностью 1 форма 

роста 
,L p   существует и состоит из трех отрезков 1 : (1;0) (1; )p   , 

2

2 2 2

1 3 2
: (1; ) ( ; )

1 1

p p
p

p p p p
  


   

 и 
2

2 2 2

1 3 2
: ( ; ) (0;1)

1 1

p p

p p p p
  


   

. 

Для доказательства нижней границы рассмотрим стратегии: 

0 :S  V  , 
1{ }St  e , 

0 :S  V  , 
2{2 }St  e , 

1 :S  {(0,0)}V  , 
1{ , }St  e d , 

2 :S  {(0,0),(0,1)}V  , 
1 2{ , }St  e e d,d,d . 

Непосредственное применение теорем 6.7 и 6.8 дает требуемую нижнюю гра-

ницу. 

 Для доказательства верхней границе достаточно доказать, что для 

любой вершины ( , )a eq n G  существует ведущая в нее геодезическая вида: 

0 01 2

1 2 3(0,0)
S SS Sa a a a


    .   (6.2) 

Рассмотрим произвольную геодезическую 
0 , ведущую в вершину a  и 

будем применять к ней упрощающие ее перестройки. Так как  
22e  – вектор пе-

риодичности, диаграмма 
2

2

2

1

2

2

       

a a

a a



 



 

e

e

    (6.3) 

коммутативна, а соответствующая ей перестройка – осуществима и сохраняет 

геодезичность. С помощью конечного числа таких перестроек  
0  приводиться 

к виду 
2 12k e , где 

1  не содержит цепей вида 
22e . Далее, в цепи 

1  все уча-

стки вида 
2 1e e  заменим на 

1 2e e . Возникающие при этом цепи 
22e  убира-

ем в начало геодезической с помощью перестройки (6.3). К полученной цепи 
1
  

применим лемму 6.4. В результате получим геодезическую вида 
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2 2 1 22k k   e e e , 

где   равен 0 или 1, а цепь 
2  не содержит пропусков диагоналей, а также уча-

стков вида 
2 1e e  и 

22e . Рассмотрим участок 
2 , ведущий из вершины ( , )i j  в 

вершину ( 1, )i j . Легко видеть, что 2j j j   . Возможные варианты участ-

ков приведем в таблице 6.1 (знак «+» обозначает наличие диагонали в вершин, 

знак «–» – ее отсутствие). 

 

Таблица 6.1. Варианты участков геодезической 
2  

Номер ( , )i j  ( , 1)i j   
2  

1 + + d  

2 + – d  

3 – + 1e  

4 – + 2 e d  

5 – – 1e  

 

В ситуациях (+,–), (+,+) и (–,–)  в 
2  возможен только один вариант уча-

стка геодезической, совпадающий с предусмотренным в стратегиях 
1S  и 

2S . В 

ситуации (–,+) – возможно 2 варианта. Случай 3 – предусмотрен стратегией 
1S , 

случай 4 – стратегией 
2S . 

Пусть 
1a  и 

2a  – вершины, в которых встречаются ситуация (–,+), причем 

в вершине 
1a   выбран вариант 3, а в вершине 

2a – вариант 4. Соответствующий 

участок геодезической 
2  имеет вид 1 2

1 1 2 2a a a a    e e d
. Заметим, 

что 
2 1 22 e + d e e  – вектор периодичности. Тогда 

2  можно перестроить в 

цепь вида 2 1

1 1 2 2 2 22 2a a a a      e d e
e e . Следовательно, цепь 

2  

можно привести к виду 
3 4  , где в цепи 

3  встречаются только варианты 

1,2,3,5, а в цепи 
4  – только варианты 1,2,3,4. Итак, доказано аналогичное (6.2) 

разложение 
0 02 1 2(0,0)

S SS Sa a a a a        e
. 

 Отсюда находим, что  

1 0 2 2 3 1 4 0 2| | ( ( ) ( ) ( ) ( ) )S S S S         a v v v v e , 

с 0 1i  , 1i

i

   и 1  , откуда и следует требуемая верхняя граница. 

 Замечание. Случай вектора (2,0)l  рассматривается полностью ана-

логично. 

 

6.6. Случай (1, 1) l  

Теорема 6.10. Пусть (1, 1) l . Тогда при 0p    с вероятностью 1 фор-

ма роста 
,L p   существует и состоит из трех отрезков 1 : (1;0) (1; )p   , 

2 : (1; ) ( ;1)p p    и 2 : ( ;1) (0;1)p   . 
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Сначала докажем, что вершины из ( , )eq n G  лежат на прямых 

, , , 1n nx n y n x y n k x y k n         . Доказательство проведем индукцией 

по числу слоев n . Для  n =1 утверждение проверяется непосредственно. Пусть 

утверждение верно для 
0n n . Докажем, что для 

0 1n n   возможно 6 случаев: 

1) в вершинах на прямой 
0 0 1nx y k n     есть диагональ, в вершинах на 

прямой 
0 0nx y k n    – нет.  Тогда вершины из 

0( 1, )eq n G  лежат на прямых 

00 0 01, 1, 1nx n y n x y k n         

2) в вершинах на прямых 
0 0 1nx y k n     и 

0 0nx y k n    есть диаго-

наль. Тогда вершины из 
0( 1, )eq n G  лежат на прямых 

0 00 0 0 01, 1, 1, 2n nx n y n x y k n x y k n            . 

3) В вершинах на прямой 
0 0 1nx y k n     нет диагоналей, в вершинах 

на прямой 
0 0nx y k n    - есть диагонали. Тогда вершины из 

0( 1, )eq n G  лежат 

на прямых 
00 0 01, 1, 2nx n y n x y k n        . 

4) в вершинах на прямых 
0 0 1nx y k n     и 

0 0nx y k n     нет диагона-

лей. Тогда вершины из 
0( 1, )eq n G  лежат на прямых 

00 0 01, 1, 1nx n y n x y k n        . 

5)  в вершинах на прямых 
0 0nx y k n     есть диагональ, в вершинах на 

прямой 
0 0 1nx y k n     нет вершин из 

0( , )eq n G . Тогда все вершины из 

0( 1, )eq n G  лежат на прямых  

 
0 00 0 0 01, 1, 1, 2n nx n y n x y k n x y k n            . 

6) в вершинах на прямых 
0 0nx y k n    нет диагоналей, на прямой 

0 0 1nx y k n     нет вершины из 
0( 1, )eq n G . Тогда вершины из 

0( 1, )eq n G  

лежат на прямых 
00 0 01, 1, 1nx n y n x y k n        . 

 Утверждение доказано. Заметим, что  ( , ) ( , )nn k e q n G , но 

( , 1) ( , )nn k eq n G  . Следовательно, в точку ( , )nn k  ведет цепь, построенная по 

стратегии 
1S  и 

1
( , ) (1, )nn k p

n
 . 

 

6.7. Граф без самоподобного роста 
Во всех рассмотренных примерах графы обладали свойством самоподоб-

ного роста. Однако можно доказать, что условия 1–периодичности графа не 

достаточно для существования формы роста. 

Рассмотрим произвольную последовательность { }kn  такую, что 

1 0k Ln n    или 1 и не существует предела  lim k

k

n

k
. Построим 1-периодический 

граф  
0G  с периодом (0,1)l  такой, что в вершине ( ;0)k  есть диагональ тогда и 

только тогда, когда 
1 1k kn n   . Тогда стратегия  

1S - ведет в вершину  ( ; )kk n и 
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для графа 
0G  не существует формы роста. 

 

6.8. Случай высшей размерности 

О росте непериодических графов в m - мерном пространстве, 2m   из-

вестно крайне мало [
118

]. Ограничимся графами 
,

m

L pG  с вершинами в точках m

 . 

Вершины 
1( ,..., )ni i  и 

1( ,..., )mi i   обязательно соединены ребрами, если 

1

| | 1
m

k k

k

i i


  . Вершины 
1( ,..., )ni i  и 

1( 1,..., 1)ni i   из фундаментальной области 

k - мерной решетки L ( )k m  соединены ребром с вероятностью p . В частно-

сти, если 0k   получается случайный граф. Величину m k  назовем коразмер-

ностью периодичности.  

1) Пусть 1k m  ,  
1

1

, , 0,...,0,1,0,...,0
m

i i i i

i

L m m




 
   
 
 e e  – i -ый базис-

ный вектор 
n . Пусть  1,...,1d  - диагональный вектор, { ,..., ,1}p p pd , тогда 

с вероятностью 1 существует форма роста ,L p , представляющая собой много-

гранную поверхность, натянутую на выпуклую оболочку векторов 1,..., ,m pe e d . 

Аппроксимационные цепи, ведущие к вершине 
1me  очевидны. Цепь в 

вершину pnd  - строиться в соответствии со стратегией  

: {(0;0)}, { ; }nS V St  e d . Легко проверить, что ( ) pS v d . Для доказательства 

верхней границы рассмотрим произвольную геодезическую  , ведущую в вер-

шину из ( , )eq n G . Заметим что диаграмма  

'iea a


 

                                            (6.4) 

1'' iea a


 
коммутативна при 1 1i m   . В результате конечного числа определяемых 

диаграммой перестроек получаем геодезическую вида: 

1 1 1... m mm m  
  e e ,  

где   состоит только из 
me  и d . Таким образом, геодезическая распадается в 

сумму элементарных стратегий, что и доказывает верхнею границу.  

2) Пусть 1k  , 3m  , 
3{ , }L n n e  . 

Легко видеть, что геодезическая представляется в виде 3 1 2( , , )t e e e d . 

Рассмотрим отображение проекции  : 3 2  , ( , , ) ( , ,0)x y z x y . Тогда граф 
3

,L pG  проектируется в плоский случайный граф 2

pG G  с той же вероятностью 

p . При этом диагональ проектируется в диагональ, а геодезическая в геодези-

ческую. Часть 3

,( , )L peq n G , в которую ведут геодезические вида 1 2( , , ) e e d , про-

ектируются в 2( , )peq n G . Пусть   – плоскость, проходящая через (1;0;0),(0;1;0)  

и (1;1;1)  (ее уравнение 1 0x y z     ), 2

p - форма роста плоского случайного 
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графа 2

pG G , 3

,L p - форма роста пространственного 1- периодического графа 

3

,L pG G . Тогда 3 2

,( )L p p     , где   – оператор взятия границы. Оставшаяся 

часть 3

p  - коническая поверхность второго порядка с вершиной (0;0;1)  и на-

правляющей 3

,( )L p   . 

3) Случайные графы в 3( 0, 3)k m   

Компьютерный эксперимент показывает, что имеет место самоподобный 

рост. Форма роста 3

p  имеет симметрию третьего порядка относительно прямой 

x t

y t

z t





 

  и состоит из 3 граней, лежащих на некоторых плоскостях, а также вы-

пуклой нелинейной грани. Плоские грани вновь проектируются в форму роста 

плоского случайного графа 2

p . Нелинейная грань касается всех трех плоских 

граней по эллипсам, однако ее уравнение остается неизвестным.  

4) Рассмотрим произвольный граф 
,

m

L pG G  с k - мерной решеткой перио-

дичности 
1

1

,
k

i i i

i

L m m




 
  
 
 e  . Коммутативность соответствующей диаграммы 

(2.4)  при 1 i k   приводит произвольную геодезическую к виду 

1 1... ( ,..., , )k k k mn n 
  e e e e d  

Рассмотрим проекцию : m m k    вдоль векторов 
1,..., ke e . Она проек-

тирует графы из 
,

m

L pG  в случайные графы m k

pG  , геодезические которых будут 

проекциями геодезических  . Это позволяет свести изучение k -

периодических графов в 
m  к изучению случайных графов в 

m k . 

Сформулируем общую гипотезу. Пусть ( )L k -мерная решетка в 
m . То-

гда почти все графы из  
,

m

L pG  растут самопроизвольным образом. Форма роста 

,

m

L p   состоит из конечного числа алгебраических поверхностей, степени кото-

рых ограничены константой  C m k , зависящей только от коразмерности пе-

риодичности m k . При этом  0 (1) 1C C  , (2) 2C  . Форма роста 
,

m

L p  вы-

пукла, непрерывно зависит от p  при (0,1]p  и сохраняет комбинаторную 

структуру (число граней каждой степени и порядок их соединения) при 

(0,1)p . 
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ГЛАВА 7. Рост квазипериодических разбиений 

 

7.1. Обобщенные разбиения Рози 

 Приведем одну из возможных конструкций класса квазипериодических 

разбиений, известных как обобщенные разбиения Рози [
119

]. 

Рассмотрим кубическое уравнение 
3 2 1x px qx             (7.1) 

с целыми коэффициентами, удовлетворяющими условиям 

1p q  ; ( , )p q = 3 2 2 34 4 18 27 0p p q q pq     ;   (7.2) 

1 1p q    .         (7.3)  

Условие (7.2) эквивалентно следующему свойству: 

1) Уравнение (7.1) имеет единственный действительный корень  , принадле-

жащий отрезку  [0,1]  и два комплексных корня  ,   такие, что  1   . 

Известно [
120

], что условие (7.3) эквивалентно следующему свойству: 

2) Пусть r [0,1]  и r [ ] . Тогда жадное разложение 
1

i

i

i

r  




  конечно. 

Напомним, что разложение 

1

,ii

i

r  




  
i  , 0i           (7.4) 

является жадным, тогда и только тогда, когда для любого m  выполняется нера-

венство 
1

| |
m

i m

i

i

r   


  . Известно, что коэффициенты { }i  из разложения (7.4) 

должны удовлетворять ряду ограничений, задаваемых уравнением (7.1).  

Для того чтобы описать эти ограничения, разобьем множество Q  кубиче-

ских уравнений, удовлетворяющих условиям (7.2), (7.3) на три подмножества 

3Q , 
4Q  и 

5Q . В качестве 
4Q  возьмем подмножество Q, состоящее из уравнений 

с 1p   . Переобозначив q  на a , мы можем записать уравнения из 
4Q  в виде 

3 2x x ax  =1,  ,  2a a  . 

В качестве 
5Q  возьмем подмножество Q, состоящее из уравнений с 1p q  . 

Вновь переобозначив q  на a , мы можем записать уравнения из 
5Q  в виде 

3 2( 1)x a x ax   = 1,  ,  0a a  . 

Все оставшиеся кубические уравнения, удовлетворяющие условиям (7.2), (7.3) 

отнесем к классу 
3Q .  

Для любого уравнения класса 
3Q  и любого 1i   коэффициенты { }i  удов-

летворяют неравенству 
1 2 1i i i lex qp     . Здесь 

lex  означает лексикографиче-

ский порядок. Для двух оставшихся классов уравнений соответствующие усло-

вия  на { }i  имеют вид: 1 2 3 ( 1)( 1)01i i i i lex a a          для уравнений из 
4Q  и 

любого 2i  , 1 2 3 4 ( 1)00 1i i i i i lex a a           для уравнений из 
5Q  и любого  3i  . 

Во всех случаях предполагается, что 0 0  . Доказательство описанных нера-
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венств может быть найдено, например в работе [
121

]. 

На рис. 7.1 точки ( , )p q , соответствующие уравнениям класса 
3Q  обозна-

чены треугольниками. Квадраты соответствуют уравнениям класса 
4Q , а пяти-

угольники – уравнениям класса 
5Q . 

 Рассмотрим все допустимые жадные разложения вида (7.4). Обозначим 

через A  множество последовательностей { }i , дающих допустимые жадные 

разложения. Определим множество  

( , )T T p q  = 1

1

{ :{ } }i

i i i

i

A  


 





 .       

Известно, что ( , )T p q  – компактное линейно связное множество с фрактальной 

границей. Данное множество порождает самоподобное разбиение плоскости 

( , )Til p q , называемое обобщенным разбиением Рози. В случае 1p q   говорят 

просто о разбиении Рози. Примеры обобщенных разбиений Рози для различных 

,p q  изображены на рисунке 7.2. Рассмотрим более подробно построение этих 

разбиений. 

Для получения самоподобного разбиения плоскости необходимо постро-

ить разбиение фигуры ( , )T p q  на попарно подобные фигуры (тайлы). Оказыва-

ется, что для уравнений класса 
kQ  фигура ( , )T p q  представима в виде объеди-

нения k  попарно подобных тайлов. При этом принадлежность  конкретной 

Рис 7.1. Коэффициенты p и q кубических уравнений 

классов 
3Q , 

4Q , 
4Q . 
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точки 
1

( , )i

i

i

z T p q 






   одному из этих тайлов однозначно определяется ко-

эффициентами 121 ,...,, k  разложения точки z  по степеням  . 

 Более формализовано, пусть 
kA  – множество наборов 

1 1( ,..., )k  
, которые 

можно продолжить до  последовательностей из A . 
kA  можно представить в ви-

де объединения k  непересекающихся множеств (1) (2) ( ), ,..., k

k k kA A A , которым соот-

ветствуют попарно подобные тайлы  

( ) 1 ( )

1 1

1

( , ) { :{ } ,( ) }m i k m

i i i i i k

i

T p q A A   


  

 



   , 

дающие требуемое разбиение фигуры ( , )T p q . Наборы 
( )m

kA  для классов 
kQ  

приведены в таблице 7.1. При этом знак "–" означает, что соответствующий ко-

эффициент не участвует в определении множества 
kA . Знак "*" означает, что в 

этом месте можно использовать любые коэффициенты, возможные в соответст-

вующем жадном разложении. 

Описанное разбиение фигуры ( , )T p q  порождает самоподобное квазипе-

риодическое разбиение плоскости на фигуры k  типов. 

Будем называть разбиение ( )

1

( , ) ( , )
k

k k m

m

T p q T p q 


  обобщенным раз-

биением Рози 0( , )Til p q  нулевого уровня. Множество фигур типа m разбиения 

( , )nTil p q  n-го уровня может быть записано следующим образом:  

( )

1

1

( , ) { :{ }m n k i

n i i i

i

Til p q    


  





    
1 ( )

1,( ) }n k m

i i n kA A  

   . 

Так как разбиение 0( , )Til p q  содержит начало координат, и разбиение 

( , )nTil p q  является частью разбиения 
1( , )nTil p q

, в пределе при n   получа-

ется квазипериодическое разбиение всей плоскости на фигуры k  типов. Его и 

будем называть обобщенным разбиением Рози.  

(1,2)Til  ( 1,2)Til   (1,0)Til  

Рис 7.2. Фрагменты обобщенных разбиений Рози. 
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Описанный способ построения обобщенных разбиений Рози является не 

самым удобным с точки зрения компьютерной реализации. Альтернативные 

подходы к построению разбиений, порождающие эффективные компьютерные 

алгоритмы, могут быть найдены в работе [
119

,
122

]. 

Для обобщенных разбиений Рози определено понятие послойного роста 

из главы 2. Многочисленные компьютерные эксперименты привели к следую-

щей гипотезе. 

Гипотеза.  Разбиения ( , )Til p q  имеют самоподобный рост с ограничен-

ным радиусом окрестности, то есть 

( , ( , )) ( ( , ))ceq n Til p q n Pol p q   

с константой ( , )c c p q , не зависящей от n . Форма роста ( , )Pol p q  – выпук-

лый центрально симметричный многоугольник. 

На рисунке 7.3 изображен послойный рост классического разбиения Рози 

(1,1)Til  и соответствующий восьмиугольник роста. Согласно результатам чис-

ленного моделирования [
123

], вершины восьмиугольника (1,1)Pol  задаются ком-

плексными числами 2( )   , 3 2( )    , 
3 4

1

 



 
 
 





 и 

2 2 4

21

  



 
 
 





. 

 Следующие параграфы будут посвящены математическому обоснованию 

результатов о  послойном росте классического разбиения Рози (1,1)Til . Для это-

го потребуется ряд дополнительных сведений об этом разбиении. 

 

Таблица 7.1. Наборы ( )m

kA , определяющие разбиение фигуры 

( , )T p q  на тайлы ( )( , )mT p q . 

  1  
2  

3  
4  

3Q  

(3)

3A  p  q  - - 

(2)

3A  q  0,1,..., 1q   - - 

 (1) (2) (3)

3 3 3 3\A A A A   - - 

4Q  

(4)

4A  0 1a   1a   - 

(3)

4A  1a   1a     - 

(2)

4A  1a   0,1,..., 2a     - 

 (1) (2) (3) (4)

4 4 4 4 4\A A A A A    - 

5Q  

(5)

5A  a  0 0 1a   

(4)

5A  0 0 1a     

(3)

5A  0 1a       

(2)

5A  1a         

 (1) (2) (3) (4) (5)

5 5 5 5 5 5\A A A A A A     
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7.2. Сильная параметризация разбиения Рози 

Будем обозначать разбиение Рози (1,1)Til  просто Til . Заметим, что данное 

разбиение содержит тайлы трех различных типов. 

Точкой Рози тайла разбиения называется образ начала координат при 

преобразовании подобия, переводящем тайл, содержащий начало координат, в 

данный тайл. Так как соответствующие преобразования подобия всегда имеют 

вид nz z   , где [ ]  , любая точка Рози принадлежит кольцу [ ] . 

Множество точек Рози обозначим через R . 

Два тайла разбиения Til  будем называть соседними, если они имеют об-

щий участок границы. Каждой точке Рози x R  поставим в соответствие ее 

звезду – набор векторов, соединяющих точку Рози x  данного тайла с точками 

Рози тайлов, соседних с данным. Векторы из ( )S x  очевидным образом принад-

лежат кольцу [ ] , так как все точки Рози имеют координаты из [ ] . Так как 

  является корнем кубического уравнения, любая точка из [ ]  может быть 

записана в виде 
2

0 1 2c c c   , где ic  .  

Определим операцию ' : 
2 2

0 1 2 0 1 2

2 2

0 1 2 0 1 2

( ) ,

( ) .

c c c c c c

c c c c c c

   

   

    

    
 

Рассмотренная операция представляет собой алгебраическое сопряжение в 

кольце, порожденном всеми тремя корнями кубического уравнения. Эта опера-

ция также устанавливает биекцию между кольцами [ ]  и [ ] . 

Операция сопряжения переводит множество ( )S x  во множество локаль-

ных чисел ( )S x   таких, что если x  – параметр некоторого тайла, то 

{ : ( )}x y y S x       есть множество параметров тайлов, соседних с ним. Сильная 

параметризация представляет собой описание множеств локальных чисел ( )S x   

Рис. 7.3. Первые 7 координационных окружений восьмиугольник рос-

та разбиения Рози. 

Pol  7n  6n  

5n  4n  3n  
2n  1n  
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для всех параметров x . Для дальнейших целей нам удобнее рассматривать 

цветные локальные звезды ( )CS x , в которых каждый локальный вектор имеет 

вес – число, равное типу фигуры, в которой находится конец вектора. Через 

( )CS x   обозначим соответствующее ( )CS x  множество цветных локальных чи-

сел, отвечающих параметру x . 

Оказалось, что для разбиения Рози существует 11 различных цветных 

звезд ( )CS x . Пусть 
( )i

R  – множество точек Рози, имеющих цветную локальную 

звезду i-го типа ( 1,2,...,11i  ) и  ( )( ) ii

I R


  – соответствующее множество пара-

метров. Тогда справедливо следующее утверждение [
123

,
124

].  

Теорема 7.1. Множество параметров 
( )i

I I  есть множество целых 

точек кольца [ ] , принадлежащих некоторому открытому справа полуин-

тервалу.  

Таким образом, построение сильной параметризации разбиения Til  пред-

полагает нахождение интервалов 
( )

,  1,2,...,11
i

I i   и вычисление соответствую-

щих наборов локальных чисел. На рис. 7.4 приведены 11 типов цветных ло-

кальных звезд ( )CS x  разбиения Рози с указанием соответствующих полуинтер-

валов параметров 
( )i

I . В таблице 7.2 приведены локальные числа, которые ис-

пользуются для описания сильной параметризации разбиения Рози, представ-

ленной в таблице 7.3. 

 

Таблица 7.2. Локальные числа разбиения Рози 

Локальное 

число 1s  
2s  

3s  
4s  

5s  
6s  

7s  
8s  

9s  

Значение 4  3  3 4   2  2 4   2 3     3   2   

 

Из приведенной сильной параметризации также вытекает, что множество 

параметров точек Рози тайлов первого типа есть множество точек кольца [ ] , 

принадлежащих полуинтервалу 2[0; ) . Аналогично, точкам Рози тайлов второ-

го типа соответствует полуинтервал 2[ ; )  , а точкам Рози тайлов третьего типа 

– полуинтервал 2[ ;1)  . Такая параметризация, не несущая информации о со-

седстве тайлов, называется слабой параметризацией. 

Отметим, что описанная сильная параметризация порождает эффектив-

ный компьютерный алгоритм послойного роста разбиения Рози. 

Замечание. Аналогичная сильная параметризация может быть найдена 

и для обобщенных разбиений Рози ( , )Til p q . Детали можно найти в работе 

[
119

]. 

Математическое обоснование результатов о форме роста вновь разбива-

ется на два этапа: доказательство верхней и нижней границы. 
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Таблица 7.3. Сильная параметризация разбиения Рози 

Тип ло-

кальной 

звезды 

i 

Тип 

фигуры 
( )m

nT  

Полуинтер-

вал 
( )i

I  

Локальные числа 

Тип соседней фигуры 

1m   2m   3m   

1 
(1)

1T  5[0, )  1s ,
2s ,

3s  
4s ,

5s ,
6s  

9s  

2 
(1)

2T  5 4[ , )   1s ,
2s  3s ,

4s ,
5s ,

6s  9s  

3 
(1)

3T  4 4 5[ , )    1s ,
1s ,

2s  
3s ,

4s ,
5s  

9s  

4 
(1)

4T  4 5 3[ , )    1s ,
1s  2s ,

3s ,
4s ,

5s  8s ,
9s  

5 
(1)

5T  3 3 5[ , )    1s ,
1s ,

2s  
2s ,

3s ,
4s  

8s  

6 
(1)

6T  
3 5 3 4[ , )    

 
1s ,

2s  1s ,
2s ,

3s ,

4s  8s  

7 
(1)

7T  3 4 2[ , )    1s ,
2s ,

3s  
1s ,

2s ,
3s  

8s  

8 
(2)

1T  2 2 4[ , )    1s ,
2s ,

3s ,
4s  

2s  
7s  

9 
(2)

2T  
2 4 2 3[ , )    

 

2s ,
3s ,

4s ,

5s  
 6s ,

7s  

10 
(2)

3T  2 3[ , )    3s ,
4s ,

5s ,

6s  2s  
6s  

11 
(3)

1T  2[ ,1)   8s ,
9s  

6s ,
7s   

 

7.3. Нижняя граница послойного роста разбиения Рози 

Как показано в предыдущих главах, для доказательства нижней границы 

достаточно построить цепи из фигур, ведущие в фигуры из ( )cn Pol  и имею-

щие длину, превосходящую n не более чем на константу. Такие цепи будем на-

зывать аппроксимационными. 

Вначале определим цепи, ведущие в вершины многоугольника роста.  

Параметризацию разбиения Рози, определяемую таблицами 5.1 и 5.2, 

можно рассматривать как многозначное отображение :f R R , где R –

множество точек Рози. Определим следующие четыре его сечения в терминах 

сдвигов полуинтервалов: отображение 1  определено на множестве 

2 2
1 [0, ) [0, ) [ , )P        и сдвигает полуинтервал 2[0, )  на 3s , а полуинтер-

вал 2[ , )   на 4s . Аналогично определяются отображения 2 , 3  и 4 . Опре-

деляющие  их полуинтервалы и соответствующие им сдвиги приведены в верх-

ней половине таблицы 7.4.  

Сечения i  – это однозначные отображения, изоморфные вращениям ок-
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ружности, и поэтому они являются обратимыми в своей области определения. 

Области определения отображений i  и обратных отображений i  совпадают 

ii PP  , сдвиги противоположны, а точки деления областей определения на 

полуинтервалы симметричны относительно середин полуинтервалов iP . На-

пример, обратное отображение 1  сдвигает полуинтервалы области определе-

ния 3 4 3 4
1 [0, ) [0, ) [ , )P            соответственно на 4s  и 3s . Полуин-

тервалы и сдвиги, определяющие отображения i   приведены в нижней поло-

вине таблицы 7.4. 

Отображения i , 1,..., 4i     используются для построения аппроксима-

ционных цепей i , определяющих вершины восьмиугольника роста Pol , по-

этому они и названы вершинными геодезическими отображениями. Геодезиче-

ская цепь i  представляют собой совокупность фигур, которые получены из 

фигуры T(0) многократным применением отображения i , то есть i  - это i -

орбита фигуры T(0): 

4,3,2,1,4,3,2,1 ,...},2,1,0:))0(()0({)0(  inTTT n
i

n
iii . 

Заметим, что согласно результатам компьютерного моделирования цепи 

i  на самом деле являются геодезическими. 

 

Рис. 7.4. 11 типов цветных локальных звезд )(xCS  разбиения Рози. 
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Таблица 7.4. Вершинные геодезические отображения и определяемые ими ко-

ординаты вершин восьмиугольника роста pol  

Отобра-

жение 

Полуинтервалы и соот-

ветствующие сдвиги 

Частоты попадания 

в полуинтервалы 

Координаты 

вершин  

1  
2[0, )  2[ , )   3( )s  4( )s   1v  

3s  4s    1   2   

2  
2 4[0, )   2 4[ , )    2( )s  5( )s   2v  

2s  5s  3   2  3 2    

3  

4[0, )  4 3 4[ , )    2( )s  1( )s   3v  

2s  1s  
1




 

1

1 
 

3 4

1

 






 

4  

4[0, )  4 2 4[ , )    4( )s  1( )s   4v  

4s  1s  
2

21




 2

1

1 
 

2 2 4

21

  






 

1  
2[0, )   2[ , )    4( )s  3( )s   1v  

4s  3s  1     2    

2  
3[0, )  3[ , )   5( )s  2( )s   2v  

5s  2s  2  
3   

3 2     

3  

3[0, )  3 3 4[ , )    1( )s  2( )s   3v  

1s  2s  
1

1 
 

1




 

3 4

1

 



 


 

4  

2[0, )  2 2 4[ , )    1( )s  4( )s   4v  

1s  4s  
2

21




 2

1

1 
 

2 2 4

21

  



 


 

 

Цепь 1  состоит из фигур ))0(( 1
aT  , точки Рози которых имеют коорди-

наты 1( (0))a  , определяемые рекуррентно:  

0
1( ) (0,0)   для a=0 и 

1 2
3 11

1 1
1 2

4 1

, если (0) [0, )
( (0)) ( (0))

, если (0) [ , )

a
a a

a

s

s



 






        
  

 для 1a .   (7.5) 

Преобразование 1  изоморфно повороту единичной окружности на ирра-

циональный угол 
2 3

1 1       , поэтому 1 -орбита любой точки равно-

мерно распределена на полуинтервале 
1 [0, )P  . В частности, частоты попада-
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ния точек орбиты в полуинтервалы из (7.5) равны 3( )s   , 4( ) 1s      - 

нормированным длинам полуинтервалов, определяющих отображение 1 . Ис-

пользуя аппарат теории чисел (теоремы Гекке [
125

] и Кестена [
126

]), можно пока-

зать, что координаты точек Рози  1( (0))a   разлагаются в сумму 

1 1 1( (0)) ( )a a a  v r , где consta )(1r  для a=0,1,2,…, т.е. 1( (0))a   получаются 

конечной деформацией одномерной решетки с базисом 1 3 3 4 4( ) ( )s s s s    v . 

Учитывая что 
( , )

lim
n

eq n Til
Pol

n
 , получаем, что 1 Polv . Другие вершины iv  

восьмиугольника вычисляются аналогично с использованием характеристик 

отображений i . 

Для построения аппроксимационной цепи в произвольную фигуру из 

( )cn Pol  отметим, что цепи i  разбивают все разбиение Til на 8 секторов. Пусть 

интересующая нас фигура 
1T  находится в секторе, ограниченном фигурами 

1  и 

2 . Тогда проекция вдоль вектора 2v  на цепь 
1  определяет некоторую фигуру 

1T  . Применяя к 
1T   отображение 

2 , мы получим цепь 
2
 , ведущую в фигуру 

1T . Таким образом, цепь (1)

0 1 1 2 1Til T T       будет интересующей нас ап-

проксимационной цепью. Нижняя граница в остальных секторах доказывается 

полностью аналогично. Все описанные аппроксимационные цепи изображены 

на рисунке 7.5. 

Для доказательства верхней границы роста мы будем использовать дру-

гой подход, основанный на сечении трехмерного периодического разбиения 

[
127

].  

 

7.4. Трехмерное периодическое разбиение 3DTil  

В работе [
128

] математически строго обосновывается возможность по-

строения разбиения Рози как сечения трехмерного периодического разбиения 
3DTil . В качестве элементов этого периодического разбиения выступает объе-

динение трех прямых цилиндров 
(1) (2) (3)Cyl Cyl Cyl Cyl   , основания кото-

рых лежат в одной плоскости и совпадают с фигурами 
(1)T , 

(2)T  и 
(3)T  разбие-

ния Til  (рис. 7.6а). Высоты этих цилиндров соответствуют частотам появления 

этих тайлов в разбиении Til , то есть (1) 2h  , (2) 2h    , (3) 3h  . Цилиндры 

открыты сверху, то есть верхнее основание каждого цилиндра не принадлежит 

объединению Cyl , поэтому любое сечение 3DTil  плоскостью параллельной ос-

нованиям цилиндров будет представлять собой разбиение плоскости, состоящее 

из тех же фигур, что и квазипериодическое разбиение Рози.  

Для расчета двумерных сечений трехмерного периодического разбиения 
3DTil  необходимо определить решетку трансляций 3DTil , а также ориентацию 

этой решетки относительно цилиндров Cyl . C этой целью воспользуемся мето-

дом дискретного моделирования, описанным в работах [
84

,
129

]. 
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Рис. 7.5. Аппроксимационные цепи  
i . 

Рис. 7.6. Объединение цилиндров 
)3()2()1( CylCylCylCyl   (а) и 

соответствующие им поликубы (б). 



 86 

В методе дискретного моделирования элементы разбиения или упаковки 

заменяются их дискретными моделями – в трехмерном случае поликубами. Оси 

Ox  и  Oy  системы координат, в которой целесообразно рассчитывать поликуб, 

естественно направить вдоль действительно и мнимой осей комплексной плос-

кости, в которой задаются фигуры 
( )mT  - основания цилиндров. Тогда вдоль оси 

Oz  будут отложены высоты цилиндров. Так как высоты ( )mh  рационально неза-

висимы, добиться точной пропорциональности высот поликубов высотам ци-

линдров невозможно. Достаточно хорошее приближение отношениям высот 
( )mh  удается добиться с использованием последовательности Трибоначчи. Так 

при n   отношения (1) (2) (3): :h h h  совпадают с отношениями 

1 2 1: ( ) :n n n nt t t t   . Для 6n   получаем числа 24:20:13. Эти высоты и были ис-

пользованы для расчета поликуба, аппроксимирующего цилиндры Cyl . Таким 

образом, в результате был получен поликуб, состоящий из 7270p   кубов (рис. 

7.6б). 

Очевидно, что из-за неполного соответствия поликуба и объединения ци-

линдров Cyl  вместо разбиения пространства на поликубы следует искать их 

упаковку с достаточно высоким коэффициентом упаковки. При этом порядок 

упаковочных пространств N следует подобрать таким, чтобы, с одной стороны, 

число вариантов упаковок поликуба не было слишком большим, с другой сто-

роны, чтобы вариант, соответствующий искомому разбиению 3DTil  не был про-

пущен. В результате нескольких попыток расчета упаковок выбор пал на значе-

ние 8560N  , что соответствует коэффициенту упаковки 0.85
p

k
N

  .  

Компьютерные расчеты показывают, что в этом случае существует ровно 

9 упаковок поликубов с заданным коэффициентом упаковки. Сечения восьми 

из них содержат пустоты, сопоставимые по размеру с фигурами двумерного 

разбиения. Поэтому соответствующие упаковки не могут быть использованы 

для построения двумерного разбиения Рози. В девятой упаковке пустоты рас-

средоточены по границам поликубов. Дальнейший анализ показывает, что 

именно эта упаковка топологически соответствует разбиению 3DTil . Отметим, 

что матрица упаковочного пространства соответствующей упаковки имеет вид 

4280 2445 2272

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

. 

Столбцы матрицы УП образуют один из базисов решетки трансляций 

упаковки, однако этот базис не удобен для дальнейшей работы, поэтому был 

выбран другой базис 1 ( 3,10, 24)  e , 2 (0, 16, 20)  e , 
3 (14, 4, 13)  e . Для 

дальнейшего анализа упаковки нужно перейти от системы координат, в которой 

определено УП, к исходной системе координат, в которой задано объединение 

цилиндров Cyl . Для получения третьих координат базиса воспользуемся соот-

ветствием 224  , 220    , 313  . Первые и вторые координаты удает-
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ся получить геометрическим сопоставлением соответствующих сечений упа-

ковки поликубов и разбиения Рози Til .  

Оказалось, что в этой естественной системе координат выбранный базис 

решетки трансляций запишется в виде  2 2

1 ( , )  e , 2 2

2 ( , )      e , 
3 3

3 ( , )  e . Здесь в записи вектора ( , )c z  на первом месте стоит комплексное 

число, что соответствует записи его координат в обычном виде (Re ,Im , )c c z . 

 

7.5. Верхняя граница роста разбиения Рози 

В главе 3 доказано, что периодические разбиения имеют многогранную 

форму роста. Там же рассмотрен алгоритм расчета многогранника роста по за-

данному графу соседства элементов разбиения. Как показано выше разбиение 

Рози Til  может быть получено как сечение разбиения 3DTil  координатной плос-

костью xOy . При этом две фигуры плоского разбиения являются соседними то-

гда и только тогда, когда соседними являются содержащие их трехмерные ци-

линдры. Отсюда вытекает, что многоугольник роста любого двумерного сече-

ния трехмерного разбиения 3DTil  принадлежит сечению многогранника роста 

этого разбиения. Поэтому сечение той же плоскостью xOy  многогранника рос-

та 3DPol  разбиения 3DTil  можно рассматривать как верхнюю границу много-

угольника роста разбиения Рози Til . 

Для построения многогранника роста 3DPol  необходимо выписать граф 

соседства цилиндров в разбиении 3DTil . С этой целью достаточно проанализи-

ровать конечное число слоев упаковки поликубов, соответствующей разбиению 
3DTil . В таблице 7.5 представлены для каждого из поликубов типы соседних 

поликубов и индексы их трансляций в базисе упаковочного пространства и в 

базисе решетки трансляций 
1 2 3, ,e e e . Как видно из таблицы в разбиении 3DTil  

цилиндр 
(1)Cyl  имеет 20, цилиндр 

(2)Cyl  - 12, цилиндр 
(3)Cyl  - 6 соседних ци-

линдров.  

Используя полученный граф соседства, по алгоритму, предложенному в  

главе 3, рассчитывается многогранник роста 3DPol . На рис. 7.7-а  изображена 

проекция этого многогранника вдоль нормали к плоскости сечения. Пунктиром 

выделен шестиугольник, являющийся сечением многогранника 3DPol  плоско-

стью xOy . На рис. 7.7-б  на это сечение многогранника наложен восьмиуголь-

ник роста Pol  разбиения Рози. Из рисунка видно, что восьмиугольник роста 

вписан в шестиугольник сечения. Это означает, что для шести из восьми секто-

ров роста ( 1, 2, 4i     ) граница снизу (восьмиугольник роста Pol , определяе-

мый вершинными отображениями) и граница сверху (шестиугольник сечения 

многогранника роста 3DPol ) совпали. Таким образом, в этих шести секторах 

границу роста следует считать математически строго доказанной.  Для остав-

шихся двух секторов ( 3i   ) верхняя граница остается недоказанной. 
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Таблица 7.5. Граф соседства в упаковки поликубов, соответствующей периоди-

ческому разбиению 3DTil  

№ 

Тип 

сосед-

него 

ци-

линд-

ра 

Индексы 

трансляций 

в базисе 

УП 

Индексы 

трансляций 

в базисе 

решетки 

трансляций 

№ 

Тип 

сосед-

него 

ци-

линд-

ра 

Индексы 

трансляций 

в базисе 

УП 

Индексы 

трансляций 

в базисе 

решетки 

трансляций 

Соседство цилиндра (1)Cyl  

1 1 -3, 10, -24 1, 0, 0 11 2 3, -26, 4 -1, 1, 0 

2 2 0, -16, -20 0, 1, 0 12 1 14, 12, 7 0, -1, 1 

3 3 14, -4, -13 0, 0, 1 13 2 17, -14, 11 -1, 0, 1 

4 2 0, 0, 0 0, 0, 0 14 3 17, -14, 11 -1, 0, 1 

5 3 0, 0, 0 0, 0, 0 15 1 -14, 4, 13 0, 0, -1 

6 2 14, -4, -13 0, 0, 1 16 2 -11, -22, 17 -1, 1, -1 

7 1 14, -4, -13 0, 0, 1 17 1 0, 16, 20 0, -1, 0 

8 1 0, -16, -20 0, 1, 0 18 1 3, -10, 24 -1, 0, 0 

9 1 -14, -12, -7 0, 1, -1 19 2 3, -10, 24 -1, 0, 0 

10 2 -14, -12, -7 0, 1, -1 20 3 3, -10, 24 -1, 0, 0 

Соседство цилиндра (2)Cyl  

1 1 -3, 10, -24 1, 0, 0 7 2 14, -4, -13 0, 0, 1 

2 1 0, 0, 0 0, 0, 0 8 1 14, 12, 7 0, -1, 1 

3 3 0, 0, 0 0, 0, 0 9 3 14, 12, 7 0, -1, 1 

4 1 -17, 14, -11 1, 0, -1 10 1 -14, 4, 13 0, 0, -1 

5 1 -3, 26, -4 1, -1, 0 11 2 -14, 4, 13 0, 0, -1 

6 1 11, 22, 7 1, -1, 1 12 1 0, 16, 20 0, -1, 0 

Соседство цилиндра 
(3)Cyl  

1 1 -3, 10, -24 1, 0, 0 4 1 -17, 14, -11 1, 0, -1 

2 1 0, 0, 0 0, 0, 0 5 2 -14, -12, -7 0, 1, -1 

3 2 0, 0, 0 0, 0, 0 6 1 -14, 4, 13 0, 0, -1 
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7.6. Квазипериодическое разбиение Ито-Оцуки и его рост 

В данном параграфе мы рассмотрим еще одно квазипериодическое раз-

биение, иногда называемое разбиением Ито-Оцуки.  

Конструкция, предложенная в подходе Ито и Оцуки [
130

], может быть 

представлена следующим образом. Рассмотрим нормальное трехмерное раз-

биение 3T  пространства на единичные кубы. Вершины всех кубов разбиения 

образуют целочисленную решетку с базисом )0,0,1(1 e , )0,1,0(2 e , 

)1,0,0(3 e . Выберем три числа a, b, c, линейно независимые над полем рацио-

нальных чисел и удовлетворяющие условию cba 0 , а также произвольное 

действительное число h. Для каждого куба из 3T  выделим одну его вершину, 

так что вектор, соединяющий эту вершину с центром куба, равен вектору (½, ½, 

Рис. 7.7. Сечение многогранника роста 3DPol  периодического раз-

биения 3DTil  (а) и сопоставление этого сечения с многоугольником 

роста Pol  разбиения Рози (б). 

3 4

1

 






 

3 4

1

 



 


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½). Назовем эту вершину помеченной точкой куба. Координатами куба будем 

считать координаты его помеченной точки. Так, например, целочисленные ко-

ординаты (0,0,0) имеет куб 
1 1 2 2 3 3{ :  все [0,1)}i     e e e . Рассмотрим плос-

кость P с уравнением ax+by+cz+h=0, а также множество S кубов, целиком на-

ходящихся не выше этой плоскости, то есть в полупространстве 

0 hczbyax . Граница B множества S представляет собой некоторую по-

верхность, составленную из граней кубов. Множество B называют ступенчатой 

поверхностью или дискретной плоскостью. 

Можно показать, что куб с отмеченной точкой (p,q,r) принадлежит сту-

пенчатой поверхности тогда и только тогда, когда выполняются неравенства 

cbahcrbqap 0 . Рассмотрим отображение  , представляющее со-

бой ортогональное проектирование из трехмерного пространства на плоскость 

0P  с уравнением 0 zyx . Пусть 1π , 2π , 3π  - образы базисных векторов 1e , 

2e , 3e , соответственно, при этой проекции. Тогда 0321  πππ  и пара векто-

ров 1π , 2π  порождает гексагональную решетку   в плоскости 0P . Оказывается, 

что множество отмеченных вершин из дискретной плоскости B проецируется 

во множество узлов решетки  . Более того, порождаемое проекцией соответст-

вие является взаимно-однозначным. Оно задается следующими формулами: 

 21 )()(),,( ππ rqrpBrqp , 

B
cba

hbnam
nmnm 


















 )1,1,1(1)0,,(21 ππ ,  

где  x  – наименьшее целое число, не меньшее х. Отсюда вытекает, что при 

проектировании   разные точки ступенчатой поверхности B проецируются в 

разные точки плоскости 0P . Соответственно, проекция )(B  представляет со-

бой разбиение  ),,,( hcbaTil  плоскости 0P . 

Из линейной независимости чисел a, b, c над полем рациональных чисел 

вытекает квазипериодичность разбиения ),,,( hcbaTil . 

Замечание.  Если бы числа a, b, c были линейно зависимы над полем ра-

циональных чисел, то разбиение ),,,( hcbaTil  имело бы одно- или двумерную 

решетку трансляций. 

На рис.7.8 представлен фрагмент квазипериодического разбиения плос-

кости ),,,( hcbaTil  для коэффициентов 1.0 ;3c ;2 ;1  hba .  

Теорема 7.2. Разбиения ),,,( hcbaTil  имеют самоподобный рост с огра-

ниченным радиусом окрестности, то есть 

( , ( , )) ( ( , , ))ceq n Til p q n Pol a b c   

с константой ( , )c c p q , не зависящей от n . Форма роста ( , , )Pol a b c  – выпук-

лый центрально симметричный многоугольник, не зависящий от h . Координа-

ты его вершин вычисляются по формулам 















ba

a

ba

b
, , 












ca

a
,1  и 
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









 1,

cb

b
. 

 Доказательство нижней границы, так же как и в случае разбиения Рози, 

основывается на явном построении аппроксимационных цепей при помощи 

аналога вершинных геодезических отображений. При этом используется полу-

ченная в [
131

] сильная параметризация разбиений Ито-Оцуки. 

 Доказательство верхней границы также как и для обобщенных раз-

биений Рози использует переход в трехмерное пространство. Вновь обратимся 

к нормальному разбиению 3T  трехмерного пространства на единичные кубы. 

Рассмотрим множество всех граней всех кубов, входящих в это разбиение. Две 

грани будем считать соседними, если они имеют общее ребро. Получаем пе-

риодическую структуру с отношением соседства. На ней можно определить 

процесс послойного роста, аналогично тому, как это делается для разбиения. 

Формой роста является единичный октаэдр в трехмерном пространстве, натя-

нутый на векторы 321 ,, eee  . Рассмотрим сечение этого октаэдра плоскостью 

0 czbyax  и ортогональную проекцию этого сечения на плоскость 

0 zyx . Оказывается, что построенный таким образом многоугольник в 

точности совпадает с ( , , )Pol a b c . 

 

Рис. 7.8. Фрагмент квазипериодического разбиения ),,,( hcbaTil  для коэффи-

циентов 1.0 ;3c ;2 ;1  hba . 
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7.7. Послойный рост квазипериодических разбиений и функция сложности 

Согласно одному из определений, квазикристаллом называется (r,R)-

система Делоне, не имеющая трансляционной симметрии, но дающая дифрак-

ционную картину с брэгговскими максимумами. Существование у данной сис-

темы чисто точечного спектра обусловлено  ее конечной локальной сложно-

стью, то есть наличием у нее конечного числа различных локальных конфигу-

раций [
132

]. Это в свою очередь свидетельствует, что в какой-то степени транс-

ляционный порядок в таких системах есть. Количественной характеристикой 

трансляционного порядка в непериодических структурах может выступать 

функция сложности (complexity function).  

Короной радиуса n  (n -короной) фигуры X  разбиения Til  назовем объе-

динение первых n  ее координационных окружений: 

1

( ) ( )
n

n i

i

C X X eq X


  . 

Корону ( )nC X  можно также определить как множество всех фигур разбиения, 

находящихся от данной фигуры на расстоянии, не превышающем n . Две коро-

ны ( )nC X  и ( )nC Y  будем называть эквивалентными, если существует вектор z  

такой, что ( ) ( )n nC X C Y  z . Пусть ( )c n  – число классов эквивалентности ко-

рон радиуса n . Функция ( )c n  называется функцией сложности разбиения Til . 

Очевидно, что для периодических разбиений ( )c n const  для 
0( )n n Til . 

С другой стороны, для полностью случайных разбиений функция ( )c n  имеет 

экспоненциальных рост, или даже равна бесконечности для всех n . Изучение 

функции ( )c n  мотивировано, в частности, известной гипотезой, связывающей 

порядок роста функции ( )c n  со структурой группы трансляций разбиения Til  

[
133

]. 

На основе сильной параметризации обобщенных разбиений Рози и раз-

биений Ито-Оцуки удается доказать следующую теорему. 

Теорема 7.3 Пусть Til – обобщенное разбиение Рози или разбиение Ито-

Оцуки. Тогда в нем можно эффективно определить конечное множество тай-

лов Nucl , для которого  справедливы следующие утверждения. 

1. Имеет место равенство  

( ) # ( )nc n C Nucl  для всех ,...2,1,0n , 

где правая часть есть количество фигур в n-короне ( )nC Nucl  ядра разбиения 

Рози Nucl . 

2. Разные фигуры T из n-короны ( )nC Nucl  имеют разные, с точностью до па-

раллельного переноса, n-короны ( )nC T  и, таким образом, n-корона ( )nC Nucl  

содержит представителей всех фигур T из Til , которые порождают все ( )c n  

различных n-корон ( )nC T  в разбиении Til . 

Доказательство теоремы и ее приложение к вычислению параметров раз-

личных типов n -корон может быть найдено в [
134

,
135

].  

Простейшее применение теоремы 7.3 для разбиения Рози (1,1)Til  иллюст-
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рирует рис. 7.9. Так 1-корона 
1( )C Nucl  содержит 11 фигур, поэтому при n=1 

значение функции сложности 11)1( c , а все возможные 1-короны в разбиении 

R можно построить на основе фигур, входящих в 1-корону 
1( )C Nucl . На рис. 7.9 

представлен фрагмент разбиения Рози, содержащий 2-корону 
2( )C Nucl . Белой 

линией выделена 1-корона 
1( )C Nucl . Для каждой из 11 фигур iT  этой 1-короны 

отдельно вынесена ее 1-корона 
1( )iC T .  

 

 

Рис. 7. 9. Одиннадцать различных 1-корон 
1( (1,1))C Til в разбиении Рози и 

порождающая их 1-корона )(1 NuclC   
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ГЛАВА 8. Координационные числа 

 

8.1. Асимптотические формулы для координационных чисел 

Важной характеристикой послойного роста любой структуры являются 

числа  элементов в координационных окружениях ( , )eq a n . Эти числа обычно 

называют координационными числами. Мы будем обозначать их # ( , )eq a n . 

 Вначале рассмотрим поведении координационных чисел, когда число 

слоев n  . В работе [
86

] для 2m   получена следующая теорема. 

Теорема 8.1. Пусть G - периодический граф в m , a  – некоторая его 

вершина, n   при  n  . Тогда для среднего числа вершин в п-ом коорди-

национном окружении справедлива асимптотическая формула: 
1

11
# ( , ) ( )

m
mG

n n k n

f Pol n
eq a k m n O

n F n




  

 
 

 ,     (8.1) 

где | |GPol  – площадь многоугольника роста графа G , f  и | |F  – число вершин 

графа в фундаментальной области решетки трансляций и площадь этой фун-

даментальной области. 

 Отметим, что число  

( ) Gf pol
td G

F
 , 

возникающее в формуле (8.1) совпадает с так называемой точной топологиче-

ской плотностью графа, определяемой равенством  

1
( ) lim # ( , )

mn
k n

td G eq a n
n



  . 

Перейдем к доказательству теоремы 8.1. 

Пусть G  – периодический граф в 
m . Возьмем какую либо вершину 

ia  из 

фундаментальной области /mF L  и сдвинем ее 
i iL L a  на все векторы из 

решетки периодов L . Поскольку 
iL - решетка, и полоса конечной ширены во-

круг многогранника 
Gn Pol  содержит 

1( )mO n 
 вершин 

iL , то множество 

( , ) ( )i i GS a n L n Pol a     содержит число вершин равное 

1( , ) ( )m mG

i

Pol
S a n n O n

F

  . Объединение ( , )S a n  всех множеств ( , )iS a n  для  

ia F совпадает с множеством вершин графа a  в многограннике 
Gn Pol a   и  

1( , ) ( )m maf Pol
S a n n O n

F

                                                    

Рассмотрим кольцо 
1 1( ; ; ) ( ; ) \ ( ; )S a n n S a n S a n  ограниченное многогран-

никами 
1 Gn Pol a   и 

Gn Pol a   с 
10 n n  . Тогда 

1 1( ; ; ) ( ; ) ( ) ( )
in k n

S a n n eq a k R n R n
  

     

Здесь an n c    с некоторой константой 0ac  . Множество 
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1( ) ( ( ; ) ( ; ; ))i
n k n

R n eq a k S a n n
  

    есть объединение коорди-

национных окружений, частично входящих в кольцо  
1( ; ; )S a n n . Множество 

1( )R n  определяется аналогично. Ясно, что 1( ; ) ( )meq a k O n  . Поэтому 
1

1# ( , ) | ( ; ; ) | ( )

i

m

n k n

eq a k S a n n O n
 



 

  , откуда и следует требуемый результат. 

 Можно также доказать, что для периодического графа G  точная тополо-

гическая плотность ( )td G  является рациональным числом и удовлетворяет не-

равенству ( ) 2mtd G f . 

 Для непериодических упаковок, разбиений и графов строгое доказатель-

ство аналога теоремы 8.1 требует строго доказанной теоремы о существовании 

формы роста. При этом представляет интерес тот факт, что во всех рассматри-

вавшихся выше случаях (модельные случайные графы, 1-периодические графы 

,L pG , обобщенные разбиения Рози, разбиения Ито-Оцуки) справедлив более 

сильный асимптотический результат: 

# ( , ) 2 ( ) ( )eq a n td G n o n  , 

то есть асимптотическая формула для одного координационного окружения, а 

не для усреднения по растущему числу координационных окружений. 

 Для модельных случайных графов и для 1-периодические графы ,L pG точ-

ная топологическая плотность в точности совпадает с площадью множества, 

ограниченного кривой роста. 

 В случае классического разбиения Рози можно получить формулу  

21
( (1,1)) (5 2 5 )

2
td Til     ,  

где   – единственный вещественный корень кубического уравнения 
3 2 1x x x   . 

 Для разбиений Ито-Оцуки можно доказать, что  

( ( , , , )) 2 1
( )( )( )

abc
td Til a b c h

a b b c c a

 
  

   
. 

При этом выполняется неравенство 2 ( ( , , , )) 2.25td Til a b c h   при любых a, b, c, 

h. 

 

8.2. Точные формулы в периодическом случае 

В периодическом случае координационные числа подчиняются ряду ин-

тересных закономерностей, а их поведение может быть описано в виде явных 

формул. 

Теорема 8.2. Пусть G - периодический граф в 
m , a  – некоторая его 

вершина. Тогда существуют числа , ,0 ,0ijK a i m j k     (зависящие от a ) 

такие, что если (mod )n k K ,  то  
1 2

1, 2, 2 0# ( , ) ...m m

m k m k k keq a n a n a n a n a 

     
 

для всех достаточно больших n . 
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 На рисунке 8.1(б) изображено поведение координационных чисел для 

сетки Лавеса L3C, изображенной на рисунке 8.1(а). 

 В этом случае координационные числа лежат на четырех прямых, зада-

ваемых формулами 

(5 11) / 2, 1(mod 4)

(9 30) / 4, 2(mod 4)
# ( , )

2 8, 3(mod 4)

(9 24) / 2, 0(mod 4)

n n

n n
eq a n

n n

n n

 


 
 

 
  

 

 

Для простоты, проиллюстрируем основные идеи, приводящие к теореме 
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Рис. 8.1. Сетка Лавеса L3C и ее координационные числа. 

(а) 

(б) 
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8.2 в частном случае Cst -однородных графов, то есть графов, из каждой вер-

шины которых выходят все когерентные цепи. Эти идеи впервые были изложе-

ны в работе [
81

] на примере графов кристаллографических групп. 

В этом случае любая цепь из вершины a  в вершину 

1' ( ; ) ( ,..., )ma eq a n Sec  p p  имеет вид: 

1 1 1: ... m mx p x p     ,             

где 
ip  – цепь звезды 

GSt , а 1 f  . Следовательно 

1 1 1... ,m mx p x p n i i      . Введем функцию 
1( ,..., , )mr a a n  – число решений 

уравнения 

1 1 ... m ma x a x n    

в целых неотрицательных числах 
1,..., mx x . При фиксированной цепи 

1  число 

цепей вида 
1 1 ... m mx p x p   равно 1( ,..., , )mr p p n i . Пусть 

, eca S

i  число цепей 

1  длины i f , с началом в a , ведущих в различные вершины сектора 

1( ,..., )mSec Sec p p  (равное числу вершин ( , )eq a i   в соответствующем секторе). 

Тогда: 


1

, ec

1

0

# ( , ) ( ,..., , )
f

a S

i m

i

eq a n Sec r p p n i




    

 Производя суммирование по всем секторам, получаем формулу: 

 1

1

1
, ec( ,..., )

1

,..., 0

# ( , ) ( ,..., , )
i im

n

f
a S p p

j i im

i i j

eq a n r p p n j




      (8.2) 

Однако некоторые вершины будут подсчитаны несколько раз. Это будут 

вершины находящиеся на гранях многогранника роста 
GPol , размерности 

меньшей 1m . Аналогичным методом можно подсчитать число вершин на 

этих гранях и ввести в формулу поправочный член. Данная поправка имеет вид 

нескольких сумм вида (8.2) суммируемых по известной комбинаторной форму-

ле включения-исключения. 

Для окончательного доказательства теоремы 8.2 необходимо воспользо-

ваться следующим свойством функции 
1( ,..., , )mr a a n  [

136
,
137

]: 

Пусть 
1( ,..., )mA НОК a a , тогда функция 

1( ,..., , )mr a a An b (0 )b A   

является многочленом степени 1m  относительно n . 

Отметим, что функция 
1( ,..., , )mr a a n  обладает еще рядом интересных 

свойств. В частности для ее производящей функции справедливо соотношение 

1
1

1

1
( ,..., , )

(1 )...(1 )m

n

m aa
n

r a a n t
t t






 

  

Данное соотношение позволяет получать формулы и для производящей функ-

ции 
1

# ( , ) n

n

eq a n t




  в случае периодических графов. 

8.3. Координационные числа квазипериодических разбиений 

В случае квазипериодических разбиений Рози и Ито-Оцуки представляют 

интерес отклонения ( ) # ( , ) 2 ( )r n eq a n td Til n  . Данные отклонения имеют 
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крайне нетривиальную структуру и обладают свойствами квазипериодичности 

[
131

,
138

].  

На рисунке 8.2 изображен график функции ( )r n  в случае классического 

разбиения Рози (1,1)Til . 

Многоугольник роста Pol  разбивает всю плоскость на несколько секто-

ров. При этом определены секторные координационные числа # ( , )ieq a n , рав-

ные числу тайлов из ( , ) ieq a n Sec . Для них справедливы асимптотические 

формулы вида # ( , ) ( ) ( )i ieq a n c n n o n   и определены секторные отклонения 

( ) # ( , )i i ir n eq a n c n  . Отклонения ( )ir n  ведут себя существенно более регуляр-

ным образом, чем суммарное отклонение ( ) ( )ii
r n r n . 

В случае разбиения Рози многоугольник роста разбивает плоскость на 4 

пары центрально симметричных секторов. При этом 
4| ( ) |r n C  с независящей 

от n  постоянной C . Графики функций ( )ir n  для 1,2,3i   изображены на рис. 

8.3. 

Аналогичное поведение функций ( )ir n  можно наблюдать и для обобщен-

ных разбиений Рози, а также для разбиений Ито-Оцуки. 

Причиной такого поведения секторных отклонений ( )ir n  является суще-

ствование параметризаций секторных слоев ( , )ieq a n , во многом аналогичных 

описанным в главе 7 вершинным геодезическим отображениям. При этом па-

раметризации оказываются изоморфными интегральным преобразованиям от 

поворотов окружности на углы некоторые 
i . 

Используя компьютерный эксперимент и применяя методы теории чисел, 

удается установить следующие свойства секторных отклонений ( )ir n :  

1) Неограниченный рост ( )ir n   при n . 

2) Квазипериодичность. Пусть ( )ir n  и ( )ir n  соответственно возможные 

максимальное и минимальное значения отклонений ( )ir n . Тогда существует 

бесконечная последовательность квазипериодов )(i
kP , для которых 

( )
( ) ( ) 3

i
i ikr n P r n     для всех n. Таким образом, функции ( )ir n  очень близки 

к периодическим. Однако свойство неограниченного роста исключает возмож-

ность существования чистых периодов функции ( )ir n . Квазипериоды )(i
kP  могут 

быть вычислены по формуле 
( ) ( ) ( )
i i

k ikP C Q  . Здесь ( )k iQ   - знаменатель k-ой 

подходящей дроби к углу поворота окружности i , эффективно вычисляемый 

по разложению i  в цепную дробь.  

3) Рост амплитуды. Пусть )(i
kA  разность между максимальным и 

минимальным значениями функции ( )ir n  при 
( )

1
i

kn P  . Тогда )(i
kA  растет как 

сумма неполных частных разложения i  в цепную дробь. Точнее, справедливы 
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неравенства ( ) ( ) ( )
1 2

1 1

( ( )) ( ( ))
k k

i i i
j i j ik

j j

C k q A C k q 
 

     , где ( )j iq   - j-ое не-

полное частное разложения i  в цепную дробь. Здесь )(i
jC  - некоторые величи-

ны, не зависящие от n и k. 

4) Форма графика. Если 
( )

1
i

kn P  , то точки графика функции ( )ir n  распо-

лагаются в некотором параллелограмме, одна из диагоналей которого лежит на 

ось абсцисс и совпадает по длине с квазипериодом )(i
kP . При этом точки графи-

ка сгущаются в некоторой полосе ширины ( )

1

i

kA   вдоль границы параллелограм-

ма и равномерно распределены в оставшейся части параллелограмма. 

Следует заметить, что квазипериодичность огибающих, ограничивающих 

( )ir n  сверху и снизу проявляется лишь при наличии больших неполных част-

ных ( )k iq  . Так, в случае разбиения Рози, угол поворота 
1  имеет разложение в 

цепную дробь 

1 [0; 1,  5,  4,  2,  305,  1,  8,  2,  1,  4,  6,  14,  3,  1,  13,...]  . 

В разложении выделяется большое неполное частное 3055 q , которому отве-

чает знаменатель подходящей дроби 171055 Q . Тогда, учитывая, что ( ) 1iC  , 

получаем, что заметный квазипериод для отклонений в первом секторе состав-

ляет 
(1)

5 17105P  .  
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