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Ïåðå÷åíü ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé

Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

X int � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê èç X
X = X1 ⊔X2 � ñòðîãîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X â ñëó÷àå, åñëè X1 ∩X2 = ∅
X = X1∪X2 � íåñòðîãîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X â ñëó÷àå, åñëè X int

1 ∩X int
2 = ∅

id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
[x] � öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x
||x|| � ðàññòîÿíèå îò x äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà

Ïîëÿ è êîëüöà

Z � êîëüöî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R× = R \ {0} � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ R
Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Ïðîñòðàíñòâà

Rd � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d
Pd � ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d
Cd � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d
Zd = Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸

d

� êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà ðàçìåðíîñòè d â ïðîñòðàíñòâå Rd

Td = Rd/Zd � òîð ðàçìåðíîñòè d îòíîñèòåëüíî êóáè÷åñêîé ðåøåòêè Zd

Td
L = Rd/L � òîð ðàçìåðíîñòè d îòíîñèòåëüíî ïîëíîé d-ìåðíîé ðåøåòêè

L ⊂ Rd

Ãðóïïû

GLd(R) � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà d ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R
GLd(Z) � ïîäãðóïïà óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèöM èç GLd(R) ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç Z è îïðåäåëèòåëåì detM = ±1
PGLd+1(R) � ïðîåêòèâíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àþùàÿñÿ
ôàêòîðèçàöèåé PGLd+1(R) = GLd+1(R)/R× ãðóïïû GLd+1(R)
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Ââåäåíèå

Îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Íà ìíîæåñòâå ïàð v = {v0, v1} âåùåñòâåííûõ ÷èñåë v0 > 0, v1 < 0 çàäàäèì
îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

σ : v → vσ = {vσ0 , vσ1 }, (0.0.1)

ãäå
vσ0 = v0 + v1, vσ1 = v1 (0.0.2)

èëè
vσ0 = v0, vσ1 = v0 + v1 (0.0.3)

ñîîòâåòñòâåííî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé v0 + v1 ≥ 0 èëè v0 + v1 < 0.
Âûáåðåì v0 = a0, v1 = −a1, ãäå a0, a1 � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

ïîäåéñòâóåì íà ïàðó v = {v0, v1} îòîáðàæåíèåì (0.0.1) íåñêîëüêî ðàç

v → vσ → (vσ)σ → . . . → vfin = ((vσ)σ . . .)σ (0.0.4)

è îñòàíîâèìñÿ ïðè ïîÿâëåíèè îäíîé èç ïàð âèäà vfin = (a, 0) èëè vfin = (0, a).
Ïðîäåëàåì òå æå îïåðàöèè ñ Z-ìîäóëåìM = Z[a0, a1], ïîðîæäàåìûì ÷èñëàìè

a0, a1:

M → Mσ → (Mσ)σ → . . . → Mfin = ((Mσ)σ . . .)σ, (0.0.5)

ãäå ïîñëåäíèì ìîäóëåì Mfin áóäåò

Mfin = Z[a] (0.0.6)

� ãëàâíûé ìîäóëü ñ îäíèì ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì a > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ
(0.0.1) èìååì

Z[a0, a1]σ = Z[aσ0 , aσ1 ], (0.0.7)

îòêóäà ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü

Mσ = M (0.0.8)

Z-ìîäóëåé M îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ. Ñîïîñòàâëÿÿ
(0.0.5) è (0.0.6) ñ ðàâåíñòâîì (0.0.8), ïîëó÷àåì

Z[a0, a1] = Z[a] (0.0.9)
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6 Ââåäåíèå

è, çíà÷èò, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü í.î.ä.(a0, a1) ðàâåí

í.î.ä.(a0, a1) = a. (0.0.10)

Ñîïîñòàâèì àëãîðèòì Åâêëèäà

E : {a0, a1} → í.î.ä.(a0, a1) (0.0.11)

ñ îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ èç (0.0.1). Ïîäðîáíûé àíàëèç àëãîðèòìà
Åâêëèäà ïîêàçûâàåò, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ êîìïîçèöèþ

E = σ · . . . · σ︸ ︷︷ ︸
s

(0.0.12)

îòîáðàæåíèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ ïîðÿäêà

s = q0 + q1 + . . .+ qt (0.0.13)

ãäå qi � íåïîëíûå ÷àñòíûå â àëãîðèòìå Åâêëèäà (0.0.11).

Çâåçäû è èõ ïðîèçâîäíûå.

Ïåðåõîäÿ ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ, çàìåíèì ìíîæåñòâî ïàð âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë v = {v0, v1} íà ñèñòåìû v = {v0, v1, . . . , vd}, ñîäåðæàùèå d + 1 âåêòîð vi èç
âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rd ðàçìåðíîñòè d. Ñèñòåìà âåêòîðîâ v
îáðàçóåò çâåçäó, åñëè ëþáàÿ åå ïîäñèñòåìà èç d âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà è
ãèïåðïëîñêîñòü ëþáûõ åå d− 1 âåêòîðîâ ðàçäåëÿåò äâà îñòàâøèõñÿ âåêòîðà. Èç
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññìîòðåííûå âûøå ïàðû ÷èñåë v = {v0, v1} îáðàçó-
þò îäíîìåðíóþ çâåçäó. Íà ìíîæåñòâå çâåçä v ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

σ : v → vσ = {vσ0 , vσ1 , . . . , vσd}, (0.0.14)

íóìåðóåìûå ýëåìåíòàìè σ = {k1, k2} èç ñîâîêóïíîñòè âñåõ ñî÷åòàíèé Σ èç äâóõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {0, 1, . . . , d}. Àíàëîãè÷íî (0.0.2), (0.0.3) äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå (0.0.14) òàêæå ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ âåêòîðîâ vk1 + vk2 ñ çàìåíîé
óñëîâèé v0 + v1 ≥ 0 èëè v0 + v1 ≤ 0 íà ðàçäåëåíèå âåêòîðîâ ãèïåðïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñòàâøèåñÿ âåêòîðû v \ {vk1 , vk2}. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî

äèôôåðåíöèðîâàíèé σ ∈ Σ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé ♯Σ = d(d+1)
2

. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ðàçìåðíîñòè d = 1 èìååì ♯Σ = 1 � îäíî äèôôåðåíöèðîâàíèå, êàê è áûëî îïðå-
äåëåíî â (0.0.1). Åñëè æå d ≥ 2, òî äèôôåðåíöèðîâàíèé ♯Σ = 3 è â îáùåì ñëó÷àå
σ1 ̸= σ2 îíè íå êîììóòèðóþò

(vσ1)σ2 ̸= (vσ2)σ1 . (0.0.15)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ðàçëîæåíèÿ â öåïíûå äðîáè.
Îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

Âûáåðåì α èç åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà △1 = (0, 1) è ðàññìîòðèì çâåçäó v =
{v0, v1}, ñîñòîÿùóþ èç ÷èñåë v0 = α, v1 = α− 1. Åñëè α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
òî ïðîöåññ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (0.0.5) áóäåò áåñêîíå÷íûì

v → vσ → (vσ)σ → . . . → v[σ]n → . . . , (0.0.16)

ãäå îáîçíà÷èëè

v[σ]n = ((vσ)σ . . .)σ︸ ︷︷ ︸
n

. (0.0.17)

Èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (0.0.1) ñëåäóåò, ÷òî íà n-îì øàãå çâåçäà
v[σ]n èìååò âèä

v[σ]n = {v[σ]n0 , v
[σ]n
1 }, (0.0.18)

ïðè ýòîì

v
[σ]n
0 = Q

[σ]n
0 α− P

[σ]n
0 , v

[σ]n
1 = Q

[σ]n
1 α− P

[σ]n
1 , (0.0.19)

ãäå Q
[σ]n
0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à P

[σ]n
0 è P

[σ]n
1 � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ (0.0.1) âûòåêàåò, ÷òî ðàäèóñ çâåçäû

ϱ[σ]nmax = ϱmax(v
[σ]n) = max

i=0,1
|v[σ]ni | (0.0.20)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ϱ
[σ]n
max → 0 ïðè n → +∞. (0.0.21)

Ïîýòîìó èç (0.0.19) è (0.0.21) áóäåò âûòåêàòü

P
[σ]n
i

Q
[σ]n
i

→ α ïðè n → +∞. (0.0.22)

Èç ðàçëîæåíèÿ (0.0.12) àëãîðèòìà Åâêëèäà E ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè äðîáåé
P

[σ]n
i

Q
[σ]n
i

äëÿ n = 1, 2, 3, . . . ñîäåðæèòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ îáû÷íûõ ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé

Pm

Qm
=

P
[σ]nm
i

Q
[σ]nm
i

, m = 1, 2, 3, . . . , (0.0.23)

ïîëó÷àþùèõñÿ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà (0.0.11). Îñòàâøèåñÿ æå èç äðîáåé
P

[σ]n
i

Q
[σ]n
i

îá-

ðàçóþò ïðîìåæóòî÷íûå ïîäõîäÿùèå äðîáè, ïîýòîìó ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè (0.0.35)

ïîçâîëÿåò è âñþ ðàñøèðåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
P

[σ]n
i

Q
[σ]n
i

òàêæå íàçâàòü ïîäõîäÿ-

ùèìè äðîáÿìè äëÿ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α.
Îòêðûòûé îòðåçîê èëè èíòåðâàë

T (n) = T (v[σ]n) = (v
[σ]n
1 , v

[σ]n
0 ) (0.0.24)
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îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè, ñîñòîÿùèì â ñëåäóþùåì: òî÷êà Ôàðåÿ

v
[σ]n
Farey = v

[σ]n
0 + v

[σ]n
1 = Q[σ]nα− P [σ]n , (0.0.25)

ãäå Q[σ]n = Q
[σ]n
0 +Q

[σ]n
1 è P [σ]n = P

[σ]n
0 + P

[σ]n
1 , ñîäåðæèòñÿ

v
[σ]n
Farey = Q[σ]nα− P [σ]n ∈ T (n) (0.0.26)

â èíòåðâàëå (0.0.24) è ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà

Qα− P /∈ T (n), (0.0.27)

åñëè åå êîýôôèöèåíò 1 ≤ Q < Q[σ]n .
Â ñâîéñòâå ìèíèìàëüíîñòè èíòåðâàëà T (n) íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîëü-

êî ñâîéñòâî (0.0.27), òàê êàê âêëþ÷åíèå (0.0.26) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
(0.0.19) è (0.0.24).

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ðàçëîæåíèÿ â öåïíûå äðîáè.
Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

×òîáû ïåðåéòè ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ξ = ΣN âñåõ
áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .}, ñîñòîÿùèõ èç ïðîèç-
âîëüíûõ ñî÷åòàíèé σi èç Σ; è ïóñòü [σ]n = {σ1, σ2, . . . , σn} îáîçíà÷àåò îòðåçîê èç
ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ, ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî [σ]0 = ∅. Äëÿ
ðàçìåðíîñòè d > 1 âìåñòî ÷èñëà α âûáåðåì âåùåñòâåííóþ òî÷êó α = (α1, . . . , αd)
ñ êîîðäèíàòàìè αi > 0 òàêóþ, ÷òî èíâåðñíàÿ ê íåé òî÷êà α− = (1−α1, . . . , 1−αd)
ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó d-ìåðíîìó ñèìïëåêñó △ = △d ñ âåðøèíàìè â òî÷-
êàõ e0 = (0, . . . , 0), e1 = (1, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 1) èç ïðîñòðàíñòâà Rd. Êðî-
ìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êà α ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíîé, êîãäà ÷èñ-
ëà 1, α1, . . . , αd ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Z.
Òî÷êå α îòâå÷àåò d-ìåðíàÿ çâåçäà v = {v0, v1, . . . , vd}, ñîñòàâëåííàÿ èç ëó÷åé
v0 = α− e0, v1 = α− e1, . . ., vd = α− ed.

Åñëè ïîëîæèòü

v[σ]n = ((vσ1)σ2 . . .)σn (0.0.28)

äëÿ n = 1, 2, 3, . . ., òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé (0.0.16) â ìíîãî-
ìåðíîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

v → vσ1 → (vσ1)σ2 → . . . → v[σ]n → . . . , (0.0.29)

ãäå [σ]n-ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà

v[σ]n = {v[σ]n0 , v
[σ]n
1 , , . . . , v

[σ]n
d } (0.0.30)

èìååò ëó÷è

v
[σ]n
i = Q

[σ]n
i α− P

[σ]n
i (0.0.31)
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äëÿ i = 0, 1, . . . , d. Çäåñü Q
[σ]n
i � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à P

[σ]n
i = (P

[σ]n
i1 , . . . , P

[σ]n
id ) �

d-ìåðíûå âåêòîðû ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Âìåñòî èíòåðâàëà (0.0.24) ïîÿâëÿåòñÿ îòêðûòûé ïàðàëëåëîýäð T [σ]n = T (v[σ]n),

ïîðîæäàåìûé [σ]n-ïðîèçâîäíîé çâåçäîé v
[σ]n . Íàïðèìåð, â äâóìåðíîì ñëó÷àå T [σ]n

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ øåñòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè v
[σ]n
i äëÿ i = 0, 1, 2 è v

[σ]n
i + v

[σ]n
j

äëÿ 0 ≤ i < j ≤ 2. Ïàðàëëåëîýäð T [σ]n ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ
d-ìåðíîãî òîðà Td = Rd/Zd, ãäå Zd = Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸

d

� êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà â ïðî-

ñòðàíñòâå Rd. Ïî ýòîé ïðè÷èíå T [σ]n äàëåå áóäåì íàçûâàòü ÿäðîì.
Òåïåðü ñâîéñòâî (0.0.21) çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì ñâîéñòâîì

volT [σ]n → 0 ïðè n → +∞, (0.0.32)

ãäå ÷åðåç volT [σ]n îáîçíà÷èëè îáúåì ÿäðà T [σ]n . ×òî æå êàñàåòñÿ ñõîäèìîñòè

ϱ
[σ]n
max,d → 0 ïðè n → +∞ (0.0.33)

ðàäèóñà
ϱ
[σ]n
max,d = ϱmax,d(T

[σ]n) (0.0.34)

ÿäðà T [σ]n , òî åå âûïîëíèìîñòü çàâèñèò îò âûáîðà áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äèôôåðåíöèðîâàíèé èëè ñïåöèàëèçàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèé σ èç ìíîæåñòâà
Ξ. Ïîýòîìó ñîâìåñòíîå ïðèáëèæåíèå

P
[σ]n
i

Q
[σ]n
i

=
(

P
[σ]n
i1

Q
[σ]n
i

, . . . ,
P

[σ]n
id

Q
[σ]n
i

)
→ α ïðè n → +∞ (0.0.35)

òî÷êè α = (α1, . . . , αd) ìíîãîìåðíûìè ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè
P

[σ]n
i

Q
[σ]n
i

ñ îáùèì

çíàìåíàòåëåì Q
[σ]n
i óäàåòñÿ ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî ïðè âûïîëåíèû óñëîâèÿ ñõî-

äèìîñòè (0.0.33).
Âûáðàâ çà íîðìèðóþùåå òåëî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê T [σ]n , çàäàäèì îòâå-

÷àþùóþ åìó T (n)-íîðìó
|| · ||(n) = || · ||[σ]nα , (0.0.36)

çàâèñÿùóþ îò òî÷êè α, ñïåöèàëèçàöèè σ ∈ Ξ, ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé n è ÿâëÿþ-
ùóþñÿ êâàçèíîðìîé. Îïðåäåëèì òî÷êó Ôàðåÿ

v
[σ]n
Farey = v

[σ]n
0 + . . .+ v

[σ]n
d = Q[σ]nα− P [σ]n , (0.0.37)

ãäå

Q[σ]n = Q
[σ]n
0 + . . .+Q

[σ]n
d = Qn,

P [σ]n = P
[σ]n
0 + . . .+ P

[σ]n
d = (Pn1, . . . , Pnd),

(0.0.38)

çäåñü Qn � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è Pn0, . . . , Pnd � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà â òåðìèíàõ
T (n)-íîðìû ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè ÿäðà T [σ]n ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: òî÷êà Ôàðåÿ v

[σ]n
Farey óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

||v[σ]nFarey||(n) = ||Q[σ]nα− P [σ]n ||(n) < 1, (0.0.39)
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à ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà Qα− P � íåðàâåíñòâó

||Qα− P ||(n) ≥ 1, (0.0.40)

åñëè îíà èìååò êîýôôèöèåíò 1 ≤ Q < Q[σ]n .
Ñíîâà â ñâîéñòâå ìèíèìàëüíîñòè íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåðàâåí-

ñòâî (0.0.40), òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ òî÷êè Ôàðåÿ (0.0.37) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

v
[σ]n
Farey ∈ T (n). Èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ïðèáëèæåíèÿ

∣∣∣α1 −
Pn1

Qn

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Pnd

Qn

∣∣∣ <
ϱ
[σ]n
max,d

Qn

(0.0.41)

òî÷êè α ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè P [σ]n

Q[σ]n
= Pn

Qn
=
(

Pn1

Qn
, . . . , Pnd

Qn

)
ñ îáùèì çíàìåíàòåëåì

Qn. Îöåíêà áóäåò íåòðèâèàëüíîé òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (0.0.33) íà
ðàäèóñ ÿäðà T [σ]n .

Ó íàñ ïîÿâèëèñü äâå íîðìû: ïåðåìåííàÿ T (n)-íîðìà || · ||(n), çàâèñÿùàÿ îò
ïîðÿäêà n ïðîèçâîäíîé çâåçäû v[σ]n , è 1-ìåòðèêà |x|1 = |x1| + . . . + |xd| äëÿ
x = (x1, . . . , xd) èç Rd. Â òåðìèíàõ T (n)-íîðìû ôîðìóëèðóåòñÿ ñâîéñòâî ìèíè-
ìàëüíîñòè ÿäðà T (n), à 1-ìåòðèêè � îöåíèâàåòñÿ ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîäõî-
äÿùèìè äðîáÿìè P [σ]n

Q[σ]n
= Pn

Qn
.

Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (0.0.39), (0.0.40) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà Ôàðåÿ v
[σ]n
Farey =

Q[σ]nα−P [σ]n ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê íóëþ òî÷êîé îòíîñèòåëüíî T (n)-íîðìû ñðåäè
âñåõ äðóãèõ òî÷åê âèäà Qα−P ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 ≤ Q < Q[σ]n . Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, òî÷êà Ôàðåÿ Q[σ]nα−P [σ]n äàåò íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå íóëÿ îòíîñèòåëüíî
T (n)-íîðìû. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ôàêòà áóäåò íåðàâåíñòâî (0.0.41). Îäíàêî, â îá-
ðàòíóþ ñòîðîíó íå ñëåäóåò, ÷òî äðîáü P

Q
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó (0.0.41),

áóäåò òàêæå îïðåäåëÿòü òî÷êó Qα − P, áëèæàéøóþ ê íóëþ îòíîñèòåëüíî T (n)-
íîðìû. Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî îêòàýäðàëüíóþ 1-ìåòðèêó
|x|1 ìîæíî çàìåíèòü ëþáîé äðóãîé ìåòðèêîé |x|∗, íàïðèìåð, øàðîâîé åâêëèäî-
âîé 2-ìåòðèêîé |x|2 = (|x1|2 + . . .+ |xd|2)1/2, è ïðè ýòîì ñîõðàíèòüñÿ íåðàâåíñòâî
(0.0.41), íî óæå â âûáðàííîé ìåòðèêå |x|∗.

Âîçíèêàåò äóàëüíîñòü: ñâîéñòâî áûòü íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ëó÷øå ôîð-
ìóëèðîâàòü íà ÿçûêå T (n)-íîðì, à ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ (0.0.41) ïîäõîäÿùèìè
äðîáÿìè Pn

Qn
îöåíèâàòü â òåðìèíàõ îáû÷íûõ ìåòðèêàõ |x|∗.

ßäåðíûå ðàçáèåíèÿ òîðà.

×òîáû äîêàçàòü ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (0.0.39), (0.0.40) ïàðàëëåëîýäðîâ
T [σ]n , íåîáõîäèìî ëîêàëüíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çâåçä v[σ]n , îïðåäåëåííûå â
(0.0.28), äîïîëíèòü îáúåäèíÿþùåé ãëîáàëüíîé êîíñòðóêöèåé ðàçáèåíèé d-ìåðíîãî
òîðà Td.

Ðîëü òàêîé êîíñòðóêöèè äëÿ íàñ áóäóò èãðàòü ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ

T [σ]n = T (v[σ]n) (0.0.42)
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òîðà Td, ïîëó÷àþùèåñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

v ⇒ v[σ]n ⇒ T [σ]n ⇒ T [σ]n (0.0.43)

Çäåñü v � íà÷àëüíàÿ çâåçäà äëÿ âåùåñòâåííîé òî÷êè α, v[σ]n � åå [σ]n-ïðîèçâîäíàÿ
çâåçäà (0.0.30) ïîðÿäêà n, T [σ]n = T (v[σ]n) � ïàðàëëåëîýäð, ïîðîæäàåìûé çâåçäîé
v[σ]n , è T [σ]n � ðàçáèåíèå òîðà Td, äëÿ êîòîðîãî T [σ]n áóäåò ÿäðîì

T [σ]n = Kr[σ]n = Kr(T [σ]n). (0.0.44)

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàçáèåíèå òîðà T [σ]n ñîñòîèò èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ T
[σ]n
i ,

îáðàçóþùèõ ïàðàëëåëîýäð

T [σ]n = T (v[σ]n) = T
[σ]n
0 ⊔ T

[σ]n
1 ⊔ . . . ⊔ T

[σ]n
d . (0.0.45)

Ïðè ýòîì ñàì ïàðàëëåëîýäð T [σ]n ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé íåêîòîðîãî ìàëîãî òîðà
è òàêàÿ ðàçâåðòêà áóäåò ïåðåêëàäûâàþùåéñÿ: ïàðàëëåëåïèïåäû T

[σ]n
i â (0.0.45)

ìîæíî ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè ïåðåëîæèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðåëîæåí-
íûå îíè ñíîâà ñîñòàâëÿëè âåñü ïàðàëëåëîýäð T [σ]n .

Àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè.

Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè:

ÿäåðíûé àëãîðèòì A ⇔ ñïåöèàëèçàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé σ ∈ Ξ,
(0.0.46)

îçíà÷àþùåé, ÷òî âûáðàâ íåêîòîðóþ ñïåöèàëèçàöèþ σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .} èç
ìíîæåñòâà Ξ = ΣN ìû, òåì ñàìûì, îïðåäåëèëè îòâå÷àþùèé åé àëãîðèòì A = Aσ

è îáðàòíî � êàæäûé àëãîðèòì A çàäàåò ñïåöèàëèçàöèþ σ = σA.
Ó÷èòûâàÿ ñîãëàøåíèå (0.0.46) ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé èððà-

öèîíàëüíîé òî÷êè α = (α1, . . . , αd) ëþáîé ÿäåðíûé àëãîðèòì A = Aσ ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Ôàðåÿ Q[σ]nα− P [σ]n ñ íàèëó÷-
øèì ïðèáëèæåíèåì íóëÿ îòíîñèòåëüíî T (n)-íîðìû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå d-ìåðíûå
ïîäõîäÿùèå äðîáè

P [σ]n

Q[σ]n
=
(Pn1

Qn

, . . . ,
Pnd

Qn

)
−→ α = (α1, . . . , αd) (0.0.47)

áóäåì íàçâàòü ÿäåðíûìè öåïíûìè äðîáÿìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ îäèí èç
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé îáû÷íûõ öåïíûõ äðîáåé [47].

Åñëè öåëüþ áóäåò ïîëó÷èòü õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ (0.0.41) òî÷êè α ïîäõî-

äÿùèìè ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè P [σ]n

Q[σ]n
=
(

Pn1

Qn
, . . . , Pnd

Qn

)
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé

ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêè |x|∗, òî íóæíî ñ ðîñòîì n èçáåãàòü âûòÿãèâàíèÿ ÿäðà T [σ]n ,
ñòðåìÿñü ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó óäåðæèâàíèþ ó íåãî ñôåðè÷åñêîé ôîðìû
â âûáðàííîé ìåòðèêå |x|∗, ÷òî àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óñëîâèÿ

ϱmax,d(T
[σ]n) ≍ (volT [σ]n)1/d ïðè n → +∞ (0.0.48)
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íà ðàäèóñ è îáúåì ÿäðà T [σ]n .

Áóäóò ðàññìîòðåíû òðè ñåìåéñòâà ÿäåðíûõ àëãîðèòìîâ:

1) êàëèáðîâî÷íûå àëãîðèòìû (G-àëãîðèòìû);
2) ñèìïëåêñ-ìîäóëüíûå àëãîðèòìû (SM-àëãîðèòìû);
3) ñèìïëåêñ-ÿäåðíûå àëãîðèòìû (SK-àëãîðèòìû).

Ïåðâûå äâà îáðàçóþò íàñòðàèâàåìûå íà òî÷êó α àëãîðèòìû, òðåòüå � ñâî-
áîäíûå àëãîðèòìû, ïðåäïîëàãàþùèå íà êàæäîì ñâîåì øàãå n âûáîð îäíîé èç
♯Σ = d(d+1)

2
îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ ∈ Σ. G-àëãîðèòìû ïðèìåíÿþòñÿ

äëÿ ïðèáëèæåíèé ÷èñåë Ïèçî, SM-àëãîðèòìû � äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöèî-
íàëüíîñòåé α è SK-àëãîðèòìû � äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ èððàöèîíàëü-
íîñòåé α ∈ Rd. SM-àëãîðèòìû ïðèâîäÿò ê ïåðèîäè÷åñêèì ïîäõîäÿùèì äðîáÿì
P [σ]n

Q[σ]n
è ïðåäïîëàãàþò çíàíèå õîòÿ áû îäíîé àëãåáðàè÷åñêîé åäèíèöû ïîëÿ Q(α)

= Q(α1, . . . , αd). Åñëè æå èçâåñòåí ïîëíûé íàáîð åäèíèö ïîëÿ Q(α), òî äàííûå
àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ìåòðè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ (0.0.41), ñêîëü óãîä-
íî áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ ìåòðèê |x|∗. Ýòè àëãîðèòìû è
G-àëãîðèòìû ìîæíî îòíåñòè ê òåîðåòè÷åñêèì àëãîðèòìàì, à SK-àëãîðèòìû � ê
ïðèêëàäíûì, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, ïðîñòûìè è áûñòðûìè
àëãîðèòìàìè.

ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Óêàæåì íà îòëè÷èÿ îò êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ìíîãîìåðíîé
òåîðèè öåïíûõ äðîáåé [10], [60], [61], [80], [83], [91], [93], [94], [102], [111]. Òàêæå
ïðèâåäåì ëèòåðàòóðó, ñîäåðæàùóþ ïîäðîáíûå îáçîðû àëãîðèòìîâ ðàçëîæåíèÿ â
öåïíûå äðîáè [4], [56], [57], [59], [76], [97], [107], [108], [109].

Èñõîäíûì ìîòèâîì äëÿ íàñ ñòàëè ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà [19] �
[22]. Îäíîìåðíûå ìíîæåñòâà äàâíî è õîðîøî èçó÷åíû. Èõ îòêðûòèå ïðèíàäëå-
æèò Ý. Ãåêêå [82]. Òðóäíûé øàã � íàéòè ïðàâèëüíûé ñïîñîá äåëåíèÿ ìíîãîìåð-
íûõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà [25].

Â ðåçóëüòàòå ïîÿâèëèñü ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ T [σ]n òîðà Td íà ïàðàëëåëîýäðû,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîþ ðàçâåðòêè ìàëûõ òîðîâ. ßäåðíûå ðàçáèåíèÿ � ýòî ìíî-
ãîìåðíûé àíàëîã ðàçáèåíèé Ôèáîíà÷÷è [17] è äâóìåðíûõ ðàçáèåíèé Ðîçè [104],
[16]. Êàê è ïîñëåäíèå, ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ T [σ]n ïîçâîëÿþò íàõîäèòü íàèëó÷øèå
ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÿäåðíûõ T (n)-íîðì.

Â óíèâåðñàëüíûõ SK-àëãîðèòìàõ êîíòðîëü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ðàçìåðàì ðà-
äèóñîâ ϱmax,d(T

[σ]n) ÿäåð T [σ]n ïðîèçâîäíûõ ðàçáèåíèé è òàêîé ñïîñîá îáåñïå÷èâà-
åò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü, ÷òî âñåãäà ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíûì ïðèáëèæåíèÿì
è ñíèìàåò ïðîáëåìó ñõîäèìîñòè (0.0.35) ïîäõîäÿùèõ äðîáåé P [σ]n

Q[σ]n
. Îáû÷íûé æå

êîíòðîëü ïî ðàçìåðàì ñèìïëåêñîâ ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî ñëàáóþ ñõîäè-
ìîñòü [56].



×àñòü I

ßäåðíûå ðàçáèåíèÿ òîðà
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Ãëàâà 1

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ÿäåðíûõ

ðàçáèåíèé òîðà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ èíäóöèðîâàííûå ðàçáèåíèÿ T = T |Kr òîðà Td
L = Rd/L ðàç-

ìåðíîñòè d, ïîðîæäàþùèåñÿ âëîæåííûì â íåãî ÿäðîì Kr, ÿâëÿþùèìñÿ ïåðåêëà-
äûâàþùåéñÿ ðàçâåðòêîé äðóãîãî ì�eíüøåãî òîðà Td

L = Rd/L, ãäå L è L � ïîëíûå
ðåøåòêè èç ïðîñòðàíñòâà Rd.

Äëÿ äàííûõ ðàçáèåíèé îïðåäåëåíû îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ : T −→
T σ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëèñü ñíîâà èíäóöèðîâàííûå ðàç-
áèåíèÿ T σ = T |Krσ òîãî æå òîðà Td

L, ïîðîæäàåìûå íåêîòîðûì íîâûì ÿäðîì Krσ.
Íà ÿçûêå ÿäåð Kr äèôôåðåíöèðîâàíèå σ : Kr −→ Krσ ñâîäèòñÿ ê êîìáèíàöèè
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Rd, ñîñòîÿùåé èç ïðåîáðàçîâàíèé
êîñîãî ñäâèãà è ñæàòèé âäîëü ïðÿìîé.

Óêàçàíû ñâÿçè îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ ðàçáèåíèé òîðà T ñ ìíîæå-
ñòâàìè îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà, ìíîãîìåðíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ñáàëàíñèðîâàí-
íûìè ñëîâàìè, ðîñòîì êâàçèêðèñòàëëîâ è òåîðèåé ñëîæíîñòè.

1.1 Ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ è èõ ïðî-

èçâîäíûå

1.1.1 Ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñî÷åòàíèé σ èç äâóõ ýëåìåíòîâ {k1, k2}
èç ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {0, 1, . . . , d}. Ïóñòü v0, v1, . . . , vd � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû
èç Rd è σ′ = {k′

1, . . . , k
′
d−1} = {0, 1, . . . , d} \ σ � äîïîëíèòåëüíîå ê σ ñî÷åòàíèå.

Ìåæäó σ ∈ Σ è äîïîëíèòåëüíûìè ê íèì ñî÷åòàíèÿìè σ′ ∈ Σ ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

σ ⇔ σ′. (1.1.1)

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {v0, v1, . . . , vd}.

15
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Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ïóñòü ëþáûå d−1 âåêòîðà èç {v0, v1, . . . , vd} ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Hσ′ = {λk′1
vk′1 + . . .+ λk′d−1

vk′d−1
; λk′1

, . . . , λk′d−1
∈ R} (1.1.2)

ãèïåðïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ âåêòîðû vk′j ñ èíäåêñàìè k′
j èç σ′. Òîãäà òàêîå

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v0, v1, . . . , vd} íàçîâåì ñîãëàñîâàííûì, åñëè äëÿ âñåõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ (9.9.2) ê σ′ ñî÷åòàíèé σ = {k1, k2} ∈ Σ âåêòîðû vk1, vk2 èç
{v0, v1, . . . , vd} íå ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñêîñòè (1.1.2) è ëåæàò ïî îòíîøåíèþ
ê íåé â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ H+

σ′ è H−
σ′.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå d âåê-
òîðà èç {v0, v1, . . . , vd} áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ëþáîå ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v = {v0, v1, . . . , vd}
èç Rd áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü çâåçäîé.

Îáúÿñíåíèåì íàçâàíèÿ çâåçäû ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Êðèòåðèé 1.1.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆(v) = {λ0v0 + . . .+ λdvd; λ0 + . . .+ λd ≤ 1, λ0, . . . , λd ≥ 0}, (1.1.3)

ãäå êîýôôèöèåíòû λ0, . . . , λd ∈ R, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû çâåçäû v ñèìïëåêñ, è
ïóñòü ∆int(v) � âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ñèìïëåêñà (1.1.3). Òîãäà óñëîâèå íà ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ v áûòü çâåçäîé ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

0 ∈ ∆int(v). (1.1.4)

1.1.2 Ïðîèçâîäíûå çâåçäû.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

X = X1 ⊔X2, X = X1 ∪X2 (1.1.5)

äëÿ ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X â ñëó÷àå, åñëè X1 ∩X2 = ∅ è
X int

1 ∩X int
2 = ∅ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå X int

k � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê èç Xk.
Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñî÷åòàíèÿ σ = {k1, k2} èç
Σ ñóììà âåêòîðîâ vσ = vk1 + vk2 çâåçäû v = {v0, v1, . . . , vd} íå ïðèíàäëåæèò
ïëîñêîñòè Hσ′ èç (1.1.2), ãäå σ′ � äîïîëíèòåëüíîå ñî÷åòàíèå (9.9.2) äëÿ σ. Òîãäà
ïðè ýòîì óñëîâèè òîëüêî îäíî èç ìíîæåñòâ

v(σ) ⊔ v(σ′) (1.1.6)

áóäåò ñîãëàñîâàííûì. Çäåñü

v(σ) = {vk1 , vσ} èëè v(σ) = {vσ, vk2} (1.1.7)

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå èç ïàð âåêòîðîâ vk1, vσ èëè vk2, vσ ïðèíàäëåæàò
ðàçíûì ïîëóïðîñòðàíñòâàì H±

σ′, è v(σ′) � äîïîëíèòåëüíîå äëÿ v(σ) ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ èç çâåçäû v.
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�
Çàìåòèì, ÷òî îäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ìíîæåñòâà v(σ) â (1.1.7) ãàðàíòèðîâàíà

îãðàíè÷åíèåì íà ñóììó âåêòîðîâ vσ /∈ Hσ′ .

Îïðåäåëåíèå 1.1.3 Îáîçíà÷èì ÷åðåç

vσ = v(σ) ⊔ v(σ′) (1.1.8)

òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç (1.1.6), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì. Åñëè ñó-
ùåñòâóþò ìíîæåñòâà âåêòîðîâ vσ äëÿ âñåõ ñî÷åòàíèé σ ∈ Σ, ò.å. äëÿ âñåõ
σ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 1.1.1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîãëàñîâàííîå
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v0, v1, . . . , vd} íåâûðîæäåíî èëè áîëåå êðàòêî � çâåçäà
v = {v0, v1, . . . , vd} íåâûðîæäåíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.3 äëÿ âñåõ ñî÷åòàíèé σ = {k1, k2}
èç Σ íà ìíîæåñòâå íåâûðîæäåííûõ çâåçä v = {v0, v1, . . . , vd} îïðåäåëåíî îòîáðà-
æåíèå

v
σ−→ vσ = {vσ0 , vσ1 , . . . , vσd}, (1.1.9)

ãäå

vσk1 = vk1 , vσk2 = vσ

èëè

vσk1 = vσ, vσk2 = vk2

â çàâèñèìîñòè îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ èç (1.1.7), è

vσk′ = vk′ äëÿ âñåõ k′ ∈ σ′.

Çâåçäó vσ èç (1.1.9) íàçîâåì σ-ïðîèçâîäíîé íåâûðîæäåííîé çâåçäû v. Åñ-
ëè íóæíî âûäåëèò èíäåêñû k1, k2 èç ñî÷åòàíèÿ σ = {k1, k2}, òî áóäåì äëÿ σ-
ïðîèçâîäíîé (1.1.9) èñïîëüçîâàòü åùå è äðóãîå ðàçâåðíóòîå îáîçíà÷åíèå

vσ = v{k1,k2}. (1.1.10)

Ïî îïðåäåëåíèþ (1.1.9) èìååò ìåñòî ôîðìóëà êîììóòèðîâàíèÿ

v{k1,k2} = v{k2,k1}. (1.1.11)

Ïîýòîìó äëÿ íåâûðîæäåííîé çâåçäû v ñóùåñòâóþò

C2
d+1 =

(d+ 1)d

2
(1.1.12)

åå ïðîèçâîäíûõ çâåçä vσ.
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1.1.3 Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî àôèííûõ îòîáðàæåíèé.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî èíâàðè-
àíòíîñòè çâåçä.

Åñëè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v = {v0, v1, . . . , vd} îáðàçóåò çâåçäó, òî åå îáðàçû

Av = {Av0, Av1, . . . , Avd}

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî íåâûðîæäåííîãî àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿA : Rd −→
Rd, ãäå A ïðèíàäëåæèò ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïå GLd(R), òàêæå áóäóò çâåçäàìè.

Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ëèøü ïðèâåäåííûõ çâåçä, êîãäà êàêèå-òî d âûáðàííûå âåêòîðà èç v0, v1, . . . ,
vd ðàâíû åäèíè÷íûì âåêòîðàì

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , ed = (0, 0, . . . , 1). (1.1.13)

Åñëè A � íåâûðîæäåííîå àôôèííîå îòîáðàæåíèå, òî èìååò ìåñòî êîììóòàòèâ-
íàÿ äèàãðàììà

v
σ−→ vσ

↓ A ↓ A
Av

σ−→ Avσ

Êðàòêî äèàãðàììó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû êîììóòèðóåìîñòè

A(vσ) = (Av)σ (1.1.14)

σ-ïðîèçâîäíûõ ñ àôôèííûìè îòîáðàæåíèÿìè A ∈ GLd(R).

1.2 Èíäóöèðîâàííûå ðàçáèåíèÿ òîðà

1.2.1 Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçâåðòêè òîðà.

Ïóñòü
L = Z[l1, . . . , ld] (1.2.1)

� ïîëíàÿ ðåøåòêà â ïðîñòðàíñòâå Rd ñ áàçèñîì l1, . . . , ld, ò.å. âåêòîðû l1, . . . , ld
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R; è ïóñòü T � íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî èç Rd. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé òîðà Td

L =
Rd/L, åñëè îòîáðàæåíèå

T
−→∼ Td

L : x 7→ xmodL

� áèåêöèÿ. Ðàçâåðòêà T íàçûâàåòñÿ ïåðåêëàäûâàþùåéñÿ, åñëè çàäàíî åå ðàçáèå-
íèå

T = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ Td (1.2.2)

è ïåðåêëàäûâàíèå

T
S′
−→ T : S ′(x) = x+ vcol(x) (1.2.3)
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íà âåêòîðû v0, v1, . . . , vd, ñâÿçàííûå ñ áàçèñîì (1.2.1) ðåøåòêè L ðàâåíñòâàìè

lk = vk − v0 äëÿ k = 1, . . . , d. (1.2.4)

Â ôîðìóëå (1.2.3) èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå col(x) = k äëÿ öâåòà òî÷åê x, ïðè-
íàäëåæàùèõ ïîäìíîæåñòâó Tk èç ðàçáèåíèÿ (1.2.2), ãäå k = 0, 1, . . . , d.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå (1.2.4) îò âåêòîðîâ ïåðåêëûäûâàíèÿ v0, v1, . . . , vd
ê áàçèñó l1, . . . , ld ðåøåòêè L íàðóøàåòñÿ ñèììåòðèÿ, êîãäà âûäåëÿåòñÿ âåêòîð
v0. Óäîáíî ââåñòè äëÿ íåãî äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

v0 = α′. (1.2.5)

Â ÷àñòíîñòè, èç ðàâåíñòâ (1.2.4) è (1.2.5) âûòåêàþò ñðàâíåíèÿ

vk ≡ α′ mod L

äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , d. Ïîýòîìó ïåðåêëàäûâàíèå (1.2.3) ýêâèâàëåíòíî ñäâèãó
òîðà S ′ = S ′

α′ :

T
S′
−→ T : S ′(x) ≡ x+ α′ mod L (1.2.6)

íà âåêòîð α′ modL.

1.2.2 Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ïàðàëëåëîýäðû è èõ äåôîðìà-
öèè.

Îïðåäåëèì äëÿ m = 0, 1, . . . , d çàìêíóòûå d-ìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû

Tm = {λk1vk1 + . . .+ λkdvkd ; 0 ≤ λki ≤ 1}, (1.2.7)

ãäå k1, . . . , kd � äîïîëíèòåëüíûå ê m èíäåêñû â {0, 1, . . . , d}. Åñëè ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ v = {v0, v1, . . . , vd} ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.2), òî îáúåäè-
íåíèå

T = T 0 ∪ T 1 ∪ . . . ∪ T d (1.2.8)

ïàðàëëåëåïèïåäîâ (1.2.7) îáðàçóåò ïàðàëëåëîýäð [19], [21] � ìíîãîãðàííèê, ðàç-
áèâàþùèé ïðîñòðàíñòâî

Rd =
∪
l∈L

T [l] (1.2.9)

ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ T [l] = T + l íà âåêòîðû l ðåøåòêè L. Ïðè-
÷åì ðàçëè÷íûå ìíîãîãðàííèêè T [l] èç (1.2.9) íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.
Çäåñü è äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîãëàøåíèåì (1.1.5).

Äëÿ d = 2 ïàðàëëåëîýäð T èç (1.2.7) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì øåñòèóãîëüíèêîì ñ
ïîïàðíî ðàâíûìè è ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè, äëÿ d = 3 � ðîìáîäîäåêàýäðîì
Ôåäîðîâà [44], à äëÿ d = 4 � ïàðàëëåëîýäðîì Âîðîíîãî [11].

Ïî i-àëãîðèòìó èç [19] âåðøèíû, ðåáðà è ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäîâ Tm ìîæíî
ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ñîáîþ òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëîñü ðàçáèåíèå T = T0⊔T1⊔. . .⊔Td,
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èìåþùåå âíóòðåííþþ ÷àñòü T int = (T )int òàêóþ æå, êàê è ïàðàëëåëîýäð (1.2.8),
è ðàçáèâàþùåå ïðîñòðàíñòâî

Rd =
⊔
l∈L

T [l] (1.2.10)

â ñòðîãîì ñìûñëå (1.1.5), ò.å. â (1.2.10) ìíîãîãðàííèêè T [l′] ∩ T [l
′′
] = ∅, åñëè

l′ ̸= l
′′
. Ñóùåñòâîâàíèå ðàçáèåíèÿ (1.2.10) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ íåçàìêíóòîìó

ïàðàëëåëîýäðó T áûòü ðàçâåðòêîé òîðà Td
L = Rd/L.

Èñõîäÿ èç i-àëãîðèòìà [19], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

0 ∈ T0, v0 ∈ T1, v0 + v1 ∈ T2, . . . , v0 + v1 + . . .+ vd−1 ∈ Td. (1.2.11)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (1.2.11), òî â ðå-
çóëüòàòå êàæäîé çâåçäå v = {v0, v1, . . . , vd} ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïàðàëëåëîýäð
çâåçäû

T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ Td, (1.2.12)

ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåêëàäûâàþùåéñÿ ðàçâåðòêîé òîðà Td
L ñ âåêòîðàìè ïåðåêëàäûâà-

íèÿ v0, v1, . . . , vd â (1.2.3).
Ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàçâåðòêè T íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé. Ïàðàëëåëüíûå

(d−1)-ìåðíûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäîâ T0, T1, . . . , Td èç (1.2.12) äîïóñêàþò ìàëûå
äåôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ èçìåíåííîå ìíîæåñòâî îñòàåòñÿ ïåðåêëàäûâàþùåéñÿ
ðàçâåðòêîé òîðà Td

L ñ ïðåæíèìè âåêòîðàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ.

1.2.3 Âìåùàþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Êðîìå òîðà Td
L, íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäèí òîð Td

L = Rd/L äëÿ äðóãîé ïîëíîé
ðåøåòêè L ⊂ Rd. Çàäàäèì ñäâèã S = Sα òîðà Td

L íà âåêòîð α ∈ Rd S ′ = S ′
α′ ,

ïîëàãàÿ

Td
L

S−→ Td
L : x 7→ S(x) ≡ x+ αmodL. (1.2.13)

Äàëåå òîðû Td
L áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ, êàê âìåùàþùèå ïðîñòðàíñòâà äëÿ âëî-

æåíèé ðàçëè÷íûõ òîðîâ Td
L ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ðåøåòêàìè L.

1.2.4 Âêëàäûâàþùèåñÿ â òîð ðàçâåðòêè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 ◃ Ïåðåêëàäûâàþùàÿñÿ ðàçâåðòêà T èç (1.2.2) âêëàäûâà-
åòñÿ

T
em
↪→ Td

L (1.2.14)

â òîð Td
L îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S = Sα, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ïîäìíîæåñòâî T ⊂ Rd ÿâëÿåòñÿ L-ðàçëè÷èìûì, ò.å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òîâ x, y èç T , ñâÿçàííûõ ñðàâíåíèåì x ≡ ymodL, ñëåäóåò èõ ðàâåíñòâî x = y.
Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå

T
−→∼ T modL : x 7→ xmodL (1.2.15)
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áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì; è ïîýòîìó èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå (1.2.15) ìî-
æåì ñ÷èòàòü ðàçâåðòêó T âëîæåííîé êàê ìíîæåñòâî

T ⊂ Td
L (1.2.16)

â òîð Td
L.

2. Âåêòîðû ïåðåêëàäûâàíèÿ (1.2.3) èìåþò âèä

vk ≡ mkα modL (1.2.17)

äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , d ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè mk = 1, 2, 3, . . .
3. Ïóñòü

Orb+(Tk) = {Sj(Tk); j = 1, . . . ,mk − 1} (1.2.18)

îáîçíà÷àåò îðáèòó ïîäìíîæåñòâà Tk ⊂ T . Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (1.2.16) áóäåì
ïîëàãàòü Orb+

k ⊆ Td
L. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îðáèòû (1.2.18)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Orb+(Tk) ∩ T = ∅ (1.2.19)

äëÿ k = 0, 1, . . . , D. ▹

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, íàì ïîòðåáóåòñÿ â äîïîëíåíèå
ê (1.2.18) îïðåäåëèòü åùå ïîëíûå îðáèòû

Orb(Tk) = {Sj(Tk); j = 0, 1, . . . ,mk − 1}. (1.2.20)

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü âåêòîð ñäâèãà α = (α1, . . . , αd) èç (1.2.13)
èððàöèîíàëüíûì, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

÷èñëà 1, α1, . . . , αd ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z. (1.2.21)

Çäåñü αk � êîîðäèíàòû âåêòîðà α â íåêîòîðîì áàçèñå ïîëíîé ðåøåòêè L.

Òåîðåìà 1.2.1 Ïóñòü ðàçâåðòêà T âêëàäûâàåòñÿ (1.2.14) â òîð Td
L, ðàçâåðòêà

T èìååò âíóòðåííþþ òî÷êó, è ïóñòü âåêòîð α äëÿ ñäâèãà S = Sα èç (1.2.13)
áóäåò èððàöèîíàëüíûì (1.2.21). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ìíîæåñòâà èç ïîëíûõ îðáèò Orb(Tk) íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å.

Sj1(Tk1) ∩ Sj2(Tk2) ̸= ∅ (1.2.22)

òîëüêî ïðè óñëîâèè j1 = j2 è k1 = k2.
2. Èìååò ìåñòî ðàçáèåíèå òîðà Td

L:

T = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ Td, (1.2.23)

ãäå
Tk = Tk ⊔ S1(Tk) ⊔ . . . ⊔ Smk−1(Tk)

� îðáèòíîå ðàçáèåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â ïîëíóþ îðáèòó
Orb(Tk) èç (1.2.20).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [26]. �
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1.2.5 Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ è ÿäðî ðàçáèåíèÿ.

Èç òåîðåìû 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñäâèã òîðà S ′ : T −→ T èç (1.2.6) ÿâëÿåòñÿ
èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì èëè èíà÷å � îòîáðàæåíèåì ïåðâîãî âîçâðàùå-
íèÿ, îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå � äëÿ ñäâèãà òîðà S : Td

L −→ Td
L èç (1.2.13), ÷òî

ñèìâîëè÷åñêè áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå ðàâåíñòâà

S ′ = S|T . (1.2.24)

Îáîçíà÷èì
T = T (v), T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ Td (1.2.25)

ñîîòâåòñòâåííî ðàçâåðòêó T èç (1.2.2), (1.2.12) è èíäóöèðîâàííîå ðàçáèåíèå (1.2.23)

òîðà Td
L, ïîðîæäàåìîå âêëàäûâàþùåéñÿ â òîð T

em
↪→ Td

L ðàçâåðòêîé T .
Ìíîæåñòâî T ïî îòíîøåíèþ êî âñåìó ðàçáèåíèþ òîðà T íàçûâàåòñÿ (ñð. [16],

[18]) ÿäðîì (karyon) ðàçáèåíèÿ T . ×òîáû óêàçûâàòü íà òàêóþ ñâÿçü ìåæäó T è
T áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

T = Kr = Kr(T ). (1.2.26)

ßäðî (1.2.26) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
ÿäðî � ýòî òàêîå ïîäìíîæåñòâî Kr ⊂ Td

L, äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèå ïåðâîãî
âîçâðàùåíèÿ

S ′ = S|Kr, (1.2.27)

èíäóöèðîâàííîå ñäâèãîì òîðà S = Sα èç (1.2.13), ýêâèâàëåíòíî ïåðåêëàäûâàíèþ
d+ 1 ïîäìíîæåñòâ èç ðàçáèåíèÿ

Kr = Kr0 ⊔Kr1 ⊔ . . . ⊔Krd. (1.2.28)

Â îïðåäåëåíèè ÿäðà Kr âàæíî, ÷òî êîëè÷åñòâî îáëàñòåé â ðàçáèåíèè (1.2.28)
íà åäèíèöó áîëüøå ðàçìåðíîñòè âìåùàþùåãî åãî òîðà Td

L. Îòñþäà, â ÷àñòíî-
ñòè, ñëåäóåò, ÷òî Kr ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé íåêîòîðîãî òîðà Td

L, à èíäóöèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå (1.2.27) èçîìîðôíî ñäâèãó ýòîãî òîðà.

1.2.6 Êðèòåðèé âëîæèìîñòè ðàçâåðòêè òîðà.

Òåîðåìà 1.2.2 Îïðåäåëåííàÿ â (1.2.12) ðàçâåðòêà òîðà T = T (v) âêëàäûâàåò-

ñÿ (1.2.14) â òîð T
em
↪→ Td

L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé:

1) ìíîæåñòâî T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ . . .⊔ Td èç (1.2.25) ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì
òîðà Td

L;
2) âíóòðåííÿÿ ÷àñòü T int ðàçâåðòêè T ⊂ Td

L íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç òî÷åê
xj îðáèòû

Orb+(0,m) = {xj = Sj(0); j = 1, 2, . . . ,m− 1} (1.2.29)

ïîðÿäêà
m = m0 +m1 + . . .+md. (1.2.30)
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.2.1.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî èç âëîæåíèÿ T
em
↪→ Td

L
ñëåäóåò T ∩Orb+(0,m) = ∅. Âñå òî÷êè îðáèòû Orb+(0,m) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç îðáèòíîãî ðàçáèåíèÿ

Tk = Tk ⊔ S1(Tk) ⊔ . . . ⊔ Smk−1(Tk),

ñîñòàâëåííîãî èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ, âõîäÿùèõ â îðáèòó Orb+(Tk). Îòñþäà è
ñóùåñòâîâàíèÿ (1.2.25) ðàçáèåíèÿ òîðà T = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ Td âûâîäèì T ∩
Orb+(0,m) = ∅.

Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü êàêîé-òî ïà-
ðàëëåëåïèïåä T j

k = Sj(Tk) ñ èíäåêñîì 0 < j < nk èç ðàçáèåíèÿ Tk ïåðåñåêàåòñÿ
T j
k ∩T ̸= ∅ ñ ðàçâåðòêîé T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå T j

k ∩T ñîäåðæèò âíóò-
ðåííþþ òî÷êó ðàçâåðòêè T . Òîãäà îäíà èç âåðøèí ïàðàëëåëåïèïåäà T j

k òàêæå
ïîïàäàåò â T int. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîñêîëüêó ïðè
óñëîâèè 0 < j < mk óêàçàííàÿ âåðøèíà áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â îðáèòå Orb+(0,m).

Íàêîíåö, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

T
j

k ∩ T ⊂ ∂T .

Çäåñü ÷åðåç T
j

k è T ìû îáîçíà÷èëè çàìûêàíèÿ T j
k è T , à ∂T � îáúåäèíåíèå âñåõ

(d− 1)-ìåðíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà T .

Îäíàêî, íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.2.25) ðàçâåðòêè T =
T0⊔T1⊔ . . .⊔Td ïðè ïðèêëàäûâàíèè ê íåé ïàðàëëåëåïèïåäîâ T

j
k = Sj(Tk) ïîñëåä-

íèå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ âûïóêëûì ìíîãîãðàíèêîì T . Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå

T
j

k ∩ T ⊂ ∂T íå ìîæåò èìåòü ìåñòî.

�

1.3 Ïðîèçâîäíûå ðàçáèåíèÿ òîðà

1.3.1 Ïðîèçâîäíûå âêëàäûâàþùèõñÿ ìíîæåñòâ âåêòîðîâ.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ïóñòü v = {v0, v1, . . . , vd} � çâåçäà è T = T (v) � îòâå÷à-
þùàÿ åé ðàçâåðòêà (1.2.25) òîðà Td

L ñ âåêòîðàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ v0, v1, . . . , vD.

Åñëè äàííàÿ ðàçâåðòêà T âêëàäûâàåòñÿ T
em
↪→ Td

L â òîð Td
L îòíîñèòåëüíî íåêî-

òîðîãî ñäâèãà S = Sα, òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ çâåçäà v
âêëàäûâàåòñÿ

v
em
↪→ Td

L (1.3.1)

â òîð Td
L îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó î âëîæåíèè.
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Òåîðåìà 1.3.1 Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ çâåçäà v = {v0, v1, . . . , vd} âêëàäûâàåòñÿ
(1.3.1) â òîð Td

L îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S = Sα ñ èððàöèîíàëüíûì (1.2.21) âåê-
òîðîì α. Òîãäà ëþáàÿ åå σ-ïðîèçâîäíàÿ vσ = {vσ0 , vσ1 , . . . , vσd} äëÿ σ ∈ Σ òàêæå
âêëàäûâàåòñÿ

vσ
em
↪→ Td

L (1.3.2)

â òîò æå òîð Td
L îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.3.2 ÷àñòíîãî âèäà, êîòîðàÿ áóäåò ïðè-
âåäåíà íèæå.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óêàçàííóþ òåîðåìó, íàì ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî äî-
ïîëíèòåëüíûõ ðàçúÿñíåíèé.

1.3.2 Èíâàðèàíòíîñòü âëîæåíèé çâåçä.

Îïåðàöèÿ âëîæåíèÿ (1.3.1) çâåçä v èíâàðèàíòíà

v
em
↪→ Td

L
↓ A ↓ A
Av

em
↪→ Td

AL

(1.3.3)

îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé A ∈ GLd(R). Â äèà-
ãðàììå (1.3.3) íèæíåå âëîæåíèå çâåçäû Av = {Av0, Av1, . . . , Avd} ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

SAα : Td
AL −→ Td

AL

òîðà Td
AL = Rd/AL, ò.å. âåêòîð ñäâèãà α è ðåøåòêà òîðà L ïðåîáðàçóþòñÿ òåì æå

ïðåîáðàçîâàíèåì A.

1.3.3 Ïðèâåäåííûå çâåçäû.

Ñîãëàñíî äèàãðàììå (1.3.3) äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé çâåçäû v = {v0, v1, . . . ,
vd} è ëþáîãî àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿA ∈ GLd(R) çâåçäàAv = {Av0, Av1, . . . , Avd}
ñíîâà áóäåò íåâûðîæäåííîé è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò {0, d}-ïðîèçâîäíàÿ
(ñì. îáîçíà÷åíèå (1.1.10))

{Av0, Av1, . . . , Avd}{0,d} = {(Av0)′, (Av1)′, . . . , (Avd)′}. (1.3.4)

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà (1.3.4) èìååò âåêòîðû

(Avk)
′ = Avk äëÿ k = 0, 1, . . . , d− 1 (1.3.5)

è
(Avd)

′ = Av0 + Avd.

Ïî îïðåäåëåíèþ çâåçäû âåêòîðû v1, . . ., vd ∈ v ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó
ìîæíî âûáðàòü àôôèííîå îòîáðàæåíèå A ∈ GLd(R) ñ óñëîâèåì

Av1 = e1, . . . , Avd = ed.
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×òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ (1.3.5), ìîæåì ñ ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü èñõîä-
íóþ çâåçäó v = {v0, v1, . . . , vd}, ñîäåðæàùóþ åäèíè÷íûå âåêòîðû

v1 = e1, . . . , vd = ed. (1.3.6)

Ïóñòü òåïåðü v = {v0, v1, . . . , vd} � íåâûðîæäåííàÿ çâåçäà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (1.3.6), è òàêàÿ, ÷òî åå {0, d}-ïðîèçâîäíàÿ

{v0, v1, . . . , vd}{0,d} = {v′0, v′1, . . . , v′d} (1.3.7)

èìååò âåêòîðû
v′k = vk äëÿ k = 0, 1, . . . , d− 1 (1.3.8)

è
v′d = v0 + vd.

Çäåñü â (1.3.7) ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå íà ïîñëåäíèé âåêòîð v′d = v0 + vd. Ïåðåñòàâ-
ëÿÿ ìåñòàìè âåêòîðû v1, . . ., vd â èñõîäíîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ {v0, v1, . . . , vd},
ò.å. ñíîâà äåéñòâóþ íà íåå àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì P ∈ GLd(R), ïåðåñòàâ-
ëÿþùèì ìåñòàìè óêàçàííûå âåêòîðû, âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ (1.3.8). Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö P ∈ GLd(R) ëþ-
áóþ σ-ïðîèçâîäíóþ çâåçäó vσ, ãäå σ ∈ Σ, ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ {0, d}-
ïðîèçâîäíûõ (1.3.7).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çâåçäà v = {v0, v1, . . . , vd} íåâûðîæäåíà, óñëîâèå (1.3.8) áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî âåêòîð v0 ∈ Rd èìååò â åäèíè÷íîì áàçèñå e1, . . ., ed êîîðäèíàòû

v0 = (x1, . . . , xd), (1.3.9)

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

−∞ < x1 < 0, . . . , −∞ < xd−1 < 0, −1 < xd < 0.

Åñëè ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè x1, . . ., xd−1 è âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì èððàöèîíàëü-
íîñòè (1.2.21), òî îãðàíè÷åíèÿ (1.3.9) ìîæíî íåñêîëüêî ñóçèòü:

v0 = (x1, . . . , xd), ãäå −∞ < xd−1 < . . . < x1 < 0, −1 < x3 < 0. (1.3.10)

Îïðåäåëåíèå 1.3.2 Çâåçäó v = {v0, v1, . . . , vd}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1.3.6)
è (1.3.9), íàçîâåì ïðèâåäåííîé.

Îáðàòíî, åñëè v = {v0, v1, . . . , vd} � ïðèâåäåííàÿ çâåçäà (1.3.6) è (1.3.9), òî
îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v0, v1, . . . , vd} ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì (ñì. îïðåäåëå-
íèå 1.1.1);

2) äëÿ çâåçäû v ñóùåñòâóåò åå {0, d}-ïðîèçâîäíàÿ v{0,d}, èìåþùàÿ âèä (1.3.8).

Èòàê, èç àôôèííîé èíâàðèàíòíîñòè (1.3.3) ñâîéñòâà âëîæèìîñòè v
em
↪→ Td

L
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííîé ðàíåå òåîðåìû î âëîæåíèè 1.3.1
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ñëåäóþùèé åå ÷àñòíûé ñëó÷àé.
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Òåîðåìà 1.3.2 Ïóñòü ïðèâåäåííàÿ (1.3.6), (1.3.9) çâåçäà v = {v0, v1, . . . , vd}
âêëàäûâàåòñÿ v

em
↪→ Td

L â òîð Td
L = Rd/L äëÿ íåêîòîðîé ïîëíîé ðåøåòêè L ⊂ Rd

îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S = Sα ñ èððàöèîíàëüíûì (1.2.21) âåêòîðîì α. Òîãäà åå
{0, d}-ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò, èìååò âèä

{v0, v1, . . . , vd}{0,d} = {v′0, v′1, . . . , v′d} = {v0, v1, . . . , vd−1, v0 + vd} (1.3.11)

è òàêæå âêëàäûâàåòñÿ
v′ = v{0,d}

em
↪→ Td

L (1.3.12)

â òîò æå òîð Td
L îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó. Â ï.ï. 1.4, 1.5 ñîäåð-
æèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷å÷íûõ îðáèò Orb+(0,m) îòíîñèòåëüíî
ðàçáèåíèé T = T (v) òîðà Td

L. Äëÿ òàêîãî îïèñàíèÿ â ï. 5 èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïî-
ëèýäðàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, âëîæåííûõ â ðàçáèåíèå T . Òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3.2 ñîäåðæèòñÿ â ï. 1.6.

1.4 Ñòðóêòóðà òî÷å÷íûõ îðáèò

1.4.1 Ñòðóêòóðà ïðîèçâîäíîé îðáèòû Orb+(0,m′).

Ðàññìîòðèì ïåðåêëàäûâàíèå S ′ : T −→ T ðàçâåðòêè òîðà T , ÿâëÿþùååñÿ
èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì S ′ = S|T äëÿ ñäâèãà òîðà S : Td

L −→ Td
L èç

(1.2.13). Ïîäåéñòâóåì (d + 1)-êðàòíûì ïåðåêëàäûâàíèåì S ′ íà òî÷êó x0 = 0 èç
T int. Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó

S
′d+1(0) = xm (1.4.1)

èç T , ãäå ïîðÿäîê m áûë îïðåäåëåí â (1.2.30). Îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé òî÷êîé èç
îðáèòû

Orb+
new(0,m

′) = Orb+(0,m′) \Orb+(0,m)
= {xj = Sj(0); m ≤ j ≤m′ − 1}, (1.4.2)

ïðè ýòîì
m′ = m′

0 +m′
1 + . . .+m′

d, (1.4.3)

ãäå
m′

k = mk äëÿ k = 0, 1, . . . , d− 1

è
m′

d = m0 +md.

Èç (1.4.3) ñëåäóåò ôîðìóëà ñâÿçè

m′ = 2m0 +m1 + . . .+md = m+m0 (1.4.4)

ìåæäó ïðîèçâîäíûì m′ è èñõîäíûì m ïîðÿäêàìè.
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Äëÿ îðáèòû Orb+(0,m′) ñ íîìåðîì m′ èç (1.4.4), îïðåäåëåííîé â (1.2.29),
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå

Orb+(0,m′) = Orb+(0,m) ⊔Orb+
new(0,m

′). (1.4.5)

Ïî êðèòåðèþ 2) èç òåîðåìû 1.2.2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3.2 íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

T
′int ∩Orb+(0,m′) = ∅ (1.4.6)

äëÿ ïðîèçâîäíîé ðàçâåðòêè òîðà T ′ = T ′(v), ãäå ðàçâåðòêà T ′(v) = T (v′) äëÿ
ïðîèçâîäíîé çâåçäû v′ = v{0,d} áûëà îïðåäåëåíà â (1.2.25). Â ñèëó ðàçáèåíèÿ
(1.4.5), ÷òîáû ïðîâåðèòü (1.4.6), íóæíî äîêàçàòü âûïîëíèìîñòü äâóõ óñëîâèé:

T
′int ∩Orb+(0,m) = ∅, T

′int ∩Orb+
new(0,m

′) = ∅. (1.4.7)

Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ëåììàõ 1.6.1�1.6.3.

1.4.2 Ñòðóêòóðà íà÷àëüíîé îðáèòû Orb+(0,m).

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ âàæíàÿ ñâÿçü ìåæäó òî÷êàìè
îðáèòû Orb+(0,m) è âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêîâ, âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèå T =
T (v).

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç VT ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ïàðàëëåëå-
ïèïåäîâ T j

k = Sj(Tk) äëÿ k = 0, 1, . . . , d, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðàçáèåíèå T =
T (v), îïðåäåëåííîå â (1.2.25). Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîé îðáèòû Orb+(0,m) âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

Orb+(0,m) = VT \ {x0}, (1.4.8)

ãäå x0 = 0 � íóëåâàÿ âåðøèíà â ðàçáèåíèè T = T (v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (1.2.25) ðàçáèåíèÿ T = T (v) ñëåäóåò âêëþ÷å-
íèå

VT ⊂ Orb+(0,m) ⊔ {x0}. (1.4.9)

Âñïîìèíàÿ ñîãëàøåíèå (1.2.11), ïðîñëåäèì äâèæåíèå íóëåâîé âåðøèíû x0 ∈ V0

ïîä äåéñòâèåì ñäâèãà S. Èìååì

V0 ∋ x0
S−→ x1 → . . .→ xm0−1 ∈ V j

0

V1 ∋ xm0

S−→ xm0+1 → . . .→ xm0+m1−1 ∈ V j
1

V2 ∋ xm0+m1

S−→ xm0+m1+1 → . . .→ xm0+m1+m2−1 ∈ V j
2

. . .

Vd ∋ xm0+m1+...+md−1

S−→ xm0+m1+...+md−1+1 → . . .→ xm−1 ∈ V j
d ,

(1.4.10)

ãäå äëÿ âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììîâ Tk èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ Vk = VTk
è V j

k =
Sj(Vk). Èç äèàãðàììû (1.4.10) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

Orb+(0,m) ⊔ {x0} ⊂ VT ,

èç êîòîðîãî è (1.4.9) âûâîäèì ðàâåíñòâî (1.4.8).
�
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1.4.3 Ñòðóêòóðà íîâîé ÷àñòè îðáèòû Orb+new(0,m
′).

Çàïèøåì êîîðäèíàòû xk âåêòîðà v0 = (x1, . . . , xd) èç (1.3.9) â âèäå

x1 = −a1 − α1, . . . , xd−1 = −ad−1 − αd−1, xd = −αd, (1.4.11)

ãäå a1, . . . , ad−1 = 0, 1, 2, . . . è 0 < αk < 1 äëÿ k = 1, . . . , d. Òîãäà îðáèòóOrb+
new(0,m

′)
èç (1.4.2) ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Tk0 ∋ xm
S−→ xm+1, . . . , xm+mk0

−1 ∈ T j
k0

↓ S ′

Tk1 ∋ xm+mk0

S−→ xm+mk0
+1, . . . , xm+mk0

+mk1
−1 ∈ T j

k1

↓ S ′

· · · · · ·
↓ S ′

Tkb ∋ xm+bm
S−→ xm+bm+1, . . . , xm+bm+mkb

−1 ∈ T j
kb

↓ S ′

· · · · · ·
↓ S ′

T0 ∋ xm+am
S−→ xm+am+1, . . . , xm+am+i′−1 ∈ T j

0 ,

(1.4.12)

ãäå èñïîëüçîâàíû ñîêðàùåíèÿ

bm = b1m1 + . . .+ bd−1md−1, am = a1m1 + . . .+ ad−1md−1. (1.4.13)

Â äèàãðàììå (1.4.12) ñòðîêè èìåþò íîìåðà b = 0, 1, . . . , a, ãäå a = a1 + . . .+ ad−1.
Ýëåìåíòû x∗ ñòðîêè ñ íîìåðîì

b = b1 + . . .+ bd−1 = 0, 1, . . . , a1 + . . .+ ad−1

ïðèíàäëåæàò
xm+bm+j ∈ T j

kb

ñîîòâåòñòâóþùåìó îáðàçó
T j
kb

= Sj(Tkb) (1.4.14)

ïàðàëëåëåïèïåäà Tkb ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Sj = S ◦ . . . ◦ S︸ ︷︷ ︸
j

, ãäå S � ñäâèã

èç (1.2.13) è ñòåïåíü j = 0, 1, . . . ,mkb − 1. Çäåñü èíäåêñû kb ó ïàðàëëåëåïèïåäîâ
Tkb ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

kb = 1, . . . , d− 1 äëÿ b = 0, 1, . . . , a− 1,
kb = 0 äëÿ b = a,

(1.4.15)

ïðè÷åì kb ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, . . . , d−1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî a1, . . . , ad−1 è 1 ðàç.
Ýëåìåíòû x∗ â ñòðîêàõ äèàãðàììû (1.4.12) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó x∗ 7→

S(x∗), à ïðè ïåðåõîäå ñî ñòðîêè íà ñòðîêó � ïðàâèëó x∗ 7→ S ′(x∗), ãäå S ′ �
ïðîèçâîäíûé ñäâèã (1.2.6) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, � èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
(1.2.24).
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Èíäåêñ i′ èç íèæíåé ñòðîêè äèàãðàììû (1.4.12) ðàâåí íàèìåíüøåìó ÷èñëó
i′ = 0, 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿþùåìó â ñèëó (1.4.11) óñëîâèþ

m+ am + i′ ≤m′,

ò.å. ñîãëàñíî (1.4.4) è (1.4.13) � íåðàâåíñòâó

a1m1 + . . .+ ad−1md−1 + i′ ≤ m0. (1.4.16)

Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ îðáèòû Orb+
new(0,m

′) èç (1.4.2) îïðåäåëèì åùå äîïîëíè-
òåëüíîå ðàçáèåíèå

Orb+
new(0,m

′) = Orb+
T (0,m

′) ⊔Orb+
T−(0,m

′). (1.4.17)

Çäåñü îáîçíà÷èëè

Orb+
T (0,m

′) = Orb+
new(0,m

′) ∩ T ⊂ T (1.4.18)

è
Orb+

T−(0,m
′) = Orb+

new(0,m
′) \Orb+

T (0,m
′). (1.4.19)

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2 1. Ïîä äåéñòâèåì ñäâèãà S òî÷êè îðáèòû Orb+
new(0,m

′)
äâèæóòñÿ ñîãëàñíî äèàãðàììå (1.4.12).

2. Ìíîæåñòâî (1.4.18) ñîñòîèò

Orb+
T (0,m

′) = {xm, xm+mk0
, . . . , xm+am} (1.4.20)

èç âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â ëåâîé ÷àñòè äèàãðàììû (1.4.12), ãäå am îïðå-
äåëåíî â (1.4.13).

3. Ìíîæåñòâî (1.4.19) ñîâïàäàåò

Orb+
T−(0,m′) =

= {xm+1, . . . , xm+mk0
−1, . . . , xm+am+1, . . . , xm+am+i′−1}

(1.4.21)

ñ ìíîæåñòâîì âñåõ òî÷åê èç ïðàâîé ÷àñòè äèàãðàììû (1.4.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçâåðòêà òîðà T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ TD çàìêíóòà îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîäíîãî ñäâèãà S ′. Ïîñêîëüêó xm ∈ T , òî òî÷êè èç ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (1.4.20) ïðèíàäëåæàò ðàçâåðòêå T è, çíà÷èò, ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå
Orb+

T (0,m
′) ïî îïðåäåëåíèþ (1.4.18).

Â ñèëó (1.2.11) è (1.3.6) èìååì

xm = v0 + v1 + . . .+ vd = (x1 + 1, . . . , xd + 1),

ãäå xd + 1 > 0 â ñèëó óñëîâèÿ (1.3.9). Òî÷êè æå (x, y, . . . , z) èç ïàðàëëåëåïèïåäà
Td èìåþò êîîðäèíàòó z ≤ 0, ïîýòîìó xm /∈ Td.

Åñëè xm ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ T1, . . . , Td−1, òî, äî ïåðâîãî ïîïà-
äàíèÿ â îáëàñòü T0, íà÷àëüíàÿ òî÷êà xm áóäåò ñäâèãàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðî-
èçâîäíîãî ñäâèãà S ′ íà âåêòîðû v1 = e1, . . ., vd−1 = ed−1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå åå
îáðàçû S

′j(xm) ñíîâà ïðèíàäëåæàò ïàðàëëåëåïèïåäàì T1, . . . , Td−1, ÷òî äîêàçû-
âàåò ðàâåíñòâî (1.4.20).

Ðàâåíñòâî (1.4.21) âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçáèåíèÿ T = T (v), îïðåäå-
ëåííîãî â (1.2.23) äëÿ âêëàäûâàþùåéñÿ â òîð (1.2.12) ðàçâåðòêè T .

�
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1.5 Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà

è ïîëèýäðàëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü

1.5.1 Èíäóöèðîâàííîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà.

Äàëåå, ÷òîáû èçáåæàòü âîçíèêàþùèõ ïðè ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ d âûðîæäå-
íèé, áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå

d ≥ 3. (1.5.1)

Ñëó÷àé d = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [113], à d = 2 ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí
â [?].

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçâåðòêà òîðà T = T (v) ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîì (1.2.8),
ñîñòàâëåííûì èç d+1 ïàðàëëåëåïèïåäà T0, T1, . . ., Td. Îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âëîæåíà

T = T (v)
em
↪→ Rd (1.5.2)

â ïðîñòðàíñòâî Rd è ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì T = Kr(T ) ðàçáèåíèÿ

T = T (v) =
⊔

k=0,1,...,d

⊔
0≤j<mk

Sj(Tk) (1.5.3)

òîðà Td
L, ãäå S

j(Tk) � òðàíñëÿöèîííûå êîïèè ïàðàëëåëåïèïåäîâ Tk ïîä äåéñòâèåì
ñäâèãà òîðà S èç (1.2.13).

Òåì ñàìûì ðàçáèåíèå (1.5.3) çàäàåò äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ

Sj(Tk) ▹ T

èõ ëîêàëüíûå îêðóæåíèÿ, ò.å. � ñîñåäíèå ìíîãîãðàííèêè Sj′(Tk′) ▹ T , èìåþùèå
(d − 1)-ìåðíóþ îáùóþ ãðàíü ñ Sj(Tk). Çäåñü è äàëåå çíà÷îê ▹ áóäåò îçíà÷àòü
âõîæäåíèå ôèãóðû â íåêîòîðîå ðàçáèåíèå â êà÷åñòâå îäíîãî èç åãî îáðàçóþùèõ
ýëåìåíòîâ.

Èñïîëüçóÿ òàê îïðåäåëåííûå ëîêàëüíûå îêðóæåíèÿ è âëîæåíèå (1.5.2), ìû
ìîæåì ìíîãîãðàííèêè Tk èç ÿäðà T = Kr(T ) ⊂ Rd îêðóæàòü ñëîÿìè ñîñåäíèìè ñ
íèìè ìíîãîãðàííèêàìè Tk′ . Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ T = T (v) � ðàçáèåíèå òîðà,
òî â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî ïðîöåññà ðîñòà ïîëó÷èòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðàçáèåíèå

T̂ = T̂ (v) =
⊔

k=0,1,...,d

⊔
l∈Lk

Tk[l] (1.5.4)

ïðîñòðàíñòâà Rd. Çäåñü Lk � îáúåäèíåíèå ðåøåòêè L è êîíå÷íîãî íàáîðà åå
òðàíñëÿöèîííûõ êîïèé L + w, ãäå âåêòîðû w îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè îêðó-
æåíèÿìè èç (1.5.3). Ðàçáèåíèå (1.5.4) íàçîâåì èíäóöèðîâàííûì ðàçáèåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâà Rd.
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1.5.2 Ïîëèýäðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü.

Âûäåëèì èç ðàçâåðòêè òîðà T = T (v) ïàðàëëåëåïèïåäû T0, T1, . . . , Td−1. Îáî-
çíà÷èì èõ ñîâîêóïíîñòü ÷åðåç T(d) = T(d)(v). Ïóñòü Tkk′ îáîçíà÷àåò îáùóþ (d−1)-
ãðàíü ìåæäó ñîñåäíèìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè Tk è Tk′ . Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåäû èç
ìíîæåñòâà T(d) = T(d)(v) èìåþò

C2
d =

d(d− 1)

2

îáùèõ ãðàíåé.
Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ðàçáèåíèÿ (1.5.4), áóäåì ïîñëîéíî îêðóæàòü ìíîãî-

ãðàííèêè èç T(d) = T(d)(v) èõ ñîñåäíèìè ìíîãîãðàííèêàìè, èñïîëüçóÿ ëîêàëüíûå
îêðóæåíèÿ (1.5.3) òîëüêî ñ ãðàíÿìè òèïà Tkk′ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîäìíîæå-
ñòâî

Ŝ(d) = Ŝ(d)(v) ▹ T̂ (1.5.5)

èç ðàçáèåíèÿ T̂ = T̂ (v), ñîäåðæàùåãî òîëüêî ìíîãîãðàííèêè òèïà òåõ d ìíîãî-
ãðàííèêîâ, êîòîðûå âõîäÿò â ìíîæåñòâî T(d) = T(d)(v), ò.å. èõ òðàíñëÿöèîííûå
êîïèè.

Çàäàäèì ïðîåêöèþ
pr∥ed : Rd −→ Rd−1

ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ed è ïîäåéñòâóåì åé

pr∥ed : T(d)(v)
−→∼ S(d)(v) (1.5.6)

íà ìíîæåñòâî T(d)(v). Ïî óñëîâèþ v = {v0, v1, . . . , vd} � ïðèâåäåííàÿ çâåçäà (1.3.6)
è (1.3.9), ïîýòîìó îáðàç S(d)(v) â (1.5.6) ñîñòîèò

S(d)(v) = P0 ∪ P1 ∪ . . . ∪ Pd−1

èç ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pk = pr∥edTk áåç îáùèõ âíóò-
ðåííèõ òî÷åê, ïðè÷åì P0 � åäèíè÷íûé (d − 1)−ìåðíûé êóá. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå (1.5.6) ìîæíî ïðîäîëæèòü

pr∥ed : Ŝ(d)(v)
−→∼ S(d)(v) (1.5.7)

â ïðîñòðàíñòâî Rd íà âñå ìíîæåñòâî (1.5.5), ãäå S(d)(v) = pr∥edŜ(d)(v).

Ëåììà 1.5.1 1. Ìíîæåñòâî S(d)(v) èç (1.5.7) ñîñòîèò èç ïðèëåãàþùèõ äðóã ê
äðóãó ïàðàëëåëåïèïåäîâ òèïà Pk äëÿ k = 0, 1, . . . , d − 1 è îáðàçóåò ðàçáèåíèå
ïðîñòðàíñòâà Rd−1. Îòîáðàæåíèå (1.5.7) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó d−ìåðíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè èç Ŝ(d)(v) è (d −
1)−ìåðíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè èç S(d)(v).

2. Ìíîæåñòâî Ŝ(d)(v) èç (1.5.5) ðàçäåëÿåò

Rd = Rd
− ∪ Ŝ(d)(v) ∪ Rd

+ (1.5.8)
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ïðîñòðàíñòâî Rd íà äâà íåñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâà Rd
±, ãäå

Rd
− ∪Rd

+ = Rd \ Ŝ(d)(v) è Rd
− ∩Rd

+ = ∅, ò.å. ëþáûå äâå òî÷êè èç çàìûêàíèé ìíî-

æåñòâ Rd

− è Rd

+ íåëüçÿ ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, íåïåðåñåêàþùåé ìíî-

æåñòâî Ŝ int
(d) (v).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà (1.5.4) è
áèåêöèé (1.5.6), (1.5.7).

�
Èç ëåììû 1.5.1 ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî (1.5.5) âëîæåíî

em : Ŝ(d)(v) ▹ T̂ (v) (1.5.9)

â ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà (1.5.4), ñîñòîèò èç ìíîãîãðàííèêîâ Tk, âõîäÿùèõ â ðàç-

áèåíèå T̂ (v), è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòè áåç äûð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áóäåì
íàçûâàòü Ŝ(d)(v) ïîëèýäðàëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

1.5.3 Ïîêðûòèå îáëàñòè T ′−.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.5.6) îáðàç S(d)(v) = P0 ∪ P1 ∪ . . . ∪ Pd−1 ñîñòîèò èç
ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pk = pr∥edTk áåç îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê, ãäå P0 � åäèíè÷íûé (d− 1)−ìåðíûé êóá.

Ðàçëîæèì ïðîèçâîäíóþ ðàçâåðòêó òîðà T ′ = T (v′) = T ′
0⊔T ′

1⊔ . . .⊔T ′
d íà ÷àñòè

T ′ = T ′
new ⊔ T ′

old. (1.5.10)

Çäåñü T ′
old = T ′ ∩ T � ñòàðàÿ îáëàñòü èç ðàçâåðòêè T , à íîâàÿ îáëàñòü T ′

new = T ′
−

èìååò ðàçáèåíèå
T ′
new = T ′

− = T ′
1,− ∪ . . . ∪ T ′

d−1,−, (1.5.11)

ãäå T ′
1,−, . . . , T

′
d−1,− � äàëüíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ïîëîâèíû ïàðàëëåëåïèïåäîâ

T ′
1, . . . , T

′
d−1.

Äëÿ ðàçâåðòêè T ′(v) ðàññìîòðèì åå ïðîåêöèþ

pr∥ed : T ′(v) −→ S ′
(d)(v) (1.5.12)

â ïðîñòðàíñòâî Rd−1. Îáðàç S ′
(d)(v) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçáèåíèÿ

S ′
(d)(v) = S(d)(v) ∪ P ′

−, (1.5.13)

ãäå
P ′
− = P ′

1,− ∪ . . . ∪ P ′
d−1,−

� îáëàñòü èç ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó ïàðàëëåëåïèïåäîâ P ′
k,− = pr∥ed T

′
k,−, ïðè

ýòîì P ′
k,− ïðèëåãàåò ê ïàðàëëåëåïèïåäó Pk.

Ïóñòü
S(d)(v)|P ′

−
⊇ P ′

− (1.5.14)
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� ïîêðûòèå îáëàñòè P ′
−, îáðàçîâàííîå âñåìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè P̃k èç ðàçáèå-

íèÿ S(d)(v) ïðîñòðàíñòâà Rd−1, ïåðåñåêàþùèìèñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ñ îáëà-

ñòüþ P ′
−. Åñëè êàêîé-òî ïàðàëëåëåïèïåä P̃k ñ íîìåðîì k = 1, . . . , d−1 ñîäåðæèòñÿ

â ïîêðûòèè S(d)(v)|P ′
−
, òî îí ïîðîæäàåò (d− 1)-ïîëèýäðàëüíûé äèñê

P =
∪
l′1

P1[l
′
1] ∪ . . . ∪

∪
l′d−1

Pd−1[l
′
d−1] (1.5.15)

ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç S(d)(v)|P ′
−
òèïà P1, . . . , Pd−1, ïðèëåãàþùèõ ê P̃k è äðóã ê

äðóãó ïî îáùèì (d − 2)-ãðàíÿì Pk′k′′ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pk′ è Pk′′ ñ íîìåðàìè
k′, k′′ = 1, . . . , d− 1.

Äëÿ ïîêðûòèÿ S(d)(v)|P ′
−
èç (1.5.14) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå

S(d)(v)|P ′
−
= P ∪ C, (1.5.16)

ãäå ìíîæåñòâî

C =
∪
l′0

P0[l
′
0]

ñîñòîèò èç (d− 1)-êóáîâ òèïà P0. Çäåñü â (1.5.15) è (1.5.16) âåêòîðû l′j ÿâëÿþòñÿ
pr∥eD -ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ âèäà

lj = v0 − lj1v1 − . . .− lj(d−1)vd−1 (1.5.17)

ñ êîýôôèöèåíòàìè ljk = 0, 1, 2, . . ., ïðè ýòîì l01 + . . .+ l0(d−1) ≥ 1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.5.17) çàäàäèì åùå ïðîåêöèþ

pr∥ed,...,e2 : Rd −→ R1

ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ed, . . . , e2. Îáðàç pr∥ed−1,...,e2
P ′
− = pr∥ed,...,e2T

′
− îáëàñòè (1.5.11)

ïîëíîñòüþ ëåæèò ëåâåå òî÷êè

pr∥ed,...,e2v0 + pr∥ed,...,e2v1 = x1 + 1,

ãäå x1 � ïåðâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà v0 ñîãëàñíî (1.3.9). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
l11 ≤ 0, à òîãäà ïî ñèììåòðèè è îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû â (1.5.17) òàêæå íåïî-
ëîæèòåëüíû. Êóá P0[v

′
0] íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè P ′

−, ïîýòîìó ñëó÷àé l01 = . . . =
l0(d−1) = 0 èñêëþ÷àåòñÿ â (1.5.17).

Èç ëåììû 1.5.1 ñëåäóåò, ÷òî (d−1)-ïîëèýäðàëüíîå ïîêðûòèå S(d)(v)|P ′
−
ìîæíî

îäíîçíà÷íî ïîäíÿòü â d-ïîëèýäðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü Ŝ(d)(v) äî ìíîæåñòâà

Ŝ(d)(v)|P ′
−
= P̂ ∪ Ĉ ▹ Ŝ(d)(v) (1.5.18)

÷åðåç ïðîåêöèþ

pr∥ed : Ŝ(d)(v)|P ′
−
−→ S(d)(v)|P ′

−
. (1.5.19)
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Ëåììà 1.5.2 Ìíîæåñòâî Ŝ(d)(v)|P ′
−
èç (1.5.18) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì

Ŝ(d)(v)|P ′
−
⊃ T ′

− (1.5.20)

îáúåäèíåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ T ′
− = T ′

1,− ∪ . . . ∪ T ′
d−1,−, îïðåäåëåííûõ â (1.5.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (1.5.6), ðàññìîòðèì äâå äâóìåðíûå ïðîåêöèè

pr∥ed−1,...,e2
: T (v) −→ S(1)(v),

pr∥ed−1,...,e2
: T ′(v) −→ S ′

(1)(v).
(1.5.21)

Èç óñëîâèé (1.3.6) è (1.3.9) ïðèâåäåííîñòè çâåçäû v = {v0, v1, . . . , vd} ñëåäóåò, ÷òî
îáðàç S(1)(v) ÿâëÿåòñÿ øåñòèóãîëüíèêîì, ðàçáèòûì

S(1)(v) = Q0 ∪Q1 ∪Qd

íà ïðèëåãàþùèå äðóã ê äðóãó åäèíè÷íûé êâàäðàò Q0 è ïàðàëëåëîãðàììû Q1,
Qd, ãäå Qk = pr∥ed−1,...,e2

Tk. Ýòîò æå îáðàç ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S(1)(v) = Qk

øåñòèóãîëüíîé ïðîåêöèè ïàðàëëåëîýäðîâ Tk äëÿ k ̸= 0, 1, d. Ê îáðàçó æå S ′
(1)(v)

èç (1.5.21) äîáàâëÿåòñÿ
S ′
(1)(v) = S(1)(v) ∪Q′

− (1.5.22)

ñ íàëîæåíèåì ïÿòèóãîëüíèê

Q′
− = Q′

1,− ∪Q′
k,−,

ãäå Q′
1,− = pr∥e2 T

′
1,−, Q

′
k,− = pr∥e2 T

′
k,− äëÿ k ̸= 0, 1, d.

Âîçâðàùàåìñÿ ê îïðåäåëåííîìó â (1.5.18) ìíîæåñòâó Ŝ(d)(v)|P ′
−
= P̂ ∪ Ĉ èç ïî-

ëèýäðàëüíîé ïîâåðõíîñòè Ŝ(d)(v). Ðàññìîòðèì åãî ïðîåêöèþ pr∥ed−1,...,e2
Ŝ(d)(v)|P ′

−
.

Èç ðàçëîæåíèÿ (1.5.16), ïîñòðîåíèÿ (1.5.19) ìíîæåñòâà Ŝ(d)(v)|P ′
−
è âèäà (1.5.22)

ïÿòèóãîëüíèêà Q′
− ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

pr∥ed−1,...,e2
Ŝ(d)(v)|P ′

−
⊇ Q′

−, (1.5.23)

òàê êàê â ñèëó (1.3.6) è (1.3.9) ïðîåêöèè âåêòîðîâ lj ðàâíû

pr∥ed−1,...,e2
lj = pr∥ed−1,...,e2

v0 − lj1pr∥ed−1,...,e2
v1 = (x1, xd)− lj1(1, 0), (1.5.24)

ãäå x1 < 0, −1 < xd < 0 è êîýôôèöèåíòû lj1 = 0, 1, 2, . . . ââèäó ðàâåíñòâ (1.5.17).
Ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà Q′

− êâàäðàòîì Q0 è ïàðàëëåëîãðàììîì Q1 î÷åâèäíû, äëÿ
îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ñíîâà ðàññìàòðèâàåì ïðîåêöèè (1.5.21), îòáðàñûâàÿ âåêòîðû
ed è ek äëÿ k = 2, . . . , d− 1.

Èç âêëþ÷åíèé (1.5.14) è (1.5.23) âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ŝ(d)(v)|P ′
−
ïîêðûâàåò

(1.5.20) îáúåäèíåíèå ìíîãîãðàííèêîâ T ′
− = T ′

1,− ∪ . . . ∪ T ′
d−1,−.

�



1.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âëîæåíèè 35

1.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âëîæåíèè

1.6.1 Òî÷êè îðáèòû Orb+(0,m).

Ëåììà 1.6.1 Ïóñòü T ′ = T (v′) � ðàçâåðòêà òîðà (1.2.25) äëÿ ïðîèçâîäíîé
v′ = v{0,d} ïðèâåäåííîé çâåçäû v è Orb+(0,m) � îðáèòà (1.2.29) íà÷àëüíîé òî÷-
êè x0 = 0 îòíîñèòåëüíî ñäâèãà òîðà S = Sα èç (1.2.13). Òîãäà èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

T
′int ∩Orb+(0,m) = ∅. (1.6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â (1.5.10) ïðîèçâîäíàÿ ðàçâåðòêà T ′ áûëà ðàçëîæåíà T ′ =
T ′
new ⊔ T ′

old íà ñòàðóþ ÷àñòü T ′
old = T ′ ∩ T è íîâóþ T ′

new = T ′
− = T ′

1,− ∪ . . . ∪ T ′
d−1,−,

ñîñòîÿùóþ èç äàëüíèõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ïîëîâèí T ′
1,−, . . . , T

′
d−1,− ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ T ′
1, . . . , T

′
d−1.

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå T ′
old ⊂ T è Orb+(0,m)∩T int = ∅, òî ìîæåì

çàïèñàòü
Orb+(0,m) ∩ T

′int
old = ∅. (1.6.2)

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 è ðàçáèåíèÿ (1.5.11) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà

Orb+(0,m) ∩ T
′int
new = ∅ (1.6.3)

íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ðàâåíñòâà

VT ∩ T
′int
− = ∅. (1.6.4)

Èç ëåììû 1.5.2 ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòü T
′int
− ìîãóò ïîïàñòü òîëüêî òå âåðøèíû

èç VT , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêîâ òèïà T0, T1, . . . , Td−1 èç
ðàçáèåíèÿ T .

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (1.6.4), íóæíî ðàññìîòðåòü äâóìåðíûå
ïðîåêöèè pr∥ed−1,...,e2

T è pr∥ed−1,...,e2
T ′. Ïÿòèóãîëüíàÿ ïðîåêöèÿQ′

− = pr∥ed−1,...,e2
T ′
−

ñîäåðæèò ïÿòü âåðøèí è îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó � ïðîåêöèè âåðøèí ìíîãî-
ãðàííèêà T ′

−. Èç ðàññóæäåíèé ëåììû 1.5.2 è óñëîâèÿ −1 < xd < 0 ñëåäóåò, ÷òî
âåðøèíû êâàäðàòîâ Q0[l

′′
0j] è ïàðàëëåëîãðàììîâ Q1[l

′′
1j], ãäå l′′kj = pr∥ed−1,...,e2

lkj,
ìîãóò ïîïàäàòü òîëüêî â óêàçàííûå ïÿòü ãðàíè÷íûõ âåðøèí ïðîåêöèè Q′

−. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íûå ïðîåêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíî îòáðàñûâàÿ âåêòîðû ed è ek
äëÿ k = 2, . . . , d − 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âåðøèíû îñòàëüíûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ
Qk[l

′′
kj] òàêæå ìîãóò ïîïàäàòü òîëüêî â òå æå ñàìûå ïÿòü âåðøèí ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïÿòèóãîëüíèêîâ Q′
−. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.6.4), à çíà÷èò, è (1.6.3).

Óòâåðæäåíèå ëåììû 1.6.1 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (1.5.10), (1.6.2) è (1.6.3).
�

1.6.2 Òî÷êè îðáèòû Orb+T (0,m
′).

Ëåììà 1.6.2 Ïóñòü Orb+
T (0,m

′) � ÷àñòü îðáèòû Orb+
new(0,m

′) èç (1.4.2), ñî-
äåðæàùàÿñÿ â èñõîäíîé ðàçâåðòêå òîðà T = T (v), ãäå ïîðÿäîê m′ = m+m0 áûë
îïðåäåëåí â (1.4.4). Òîãäà â óñëîâèÿõ ëåììû 1.6.1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Orb+
T (0,m

′) ∩ T
′int = ∅. (1.6.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïîñòðîåíèÿ (1.2.25) ïðîèçâîäíîé ðàçâåðòêè òîðà T ′ = T (v′)

ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (x, y, . . . , z) èç åå çàìûêàíèÿ T
′
èìåþò ìàêñèìàëüíóþ êîîðäè-

íàòó
z = z(v′d) = xd + 1 > 0. (1.6.6)

Îïðåäåëåííóþ â (1.4.1) òî÷êó xm = (x, y, . . . , z) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xm = (x, y, . . . , z) = v0 + v1 + . . .+ vd = v′1 + . . .+ v′d = (x1 + 1, . . . , xd + 1). (1.6.7)

Äàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà T
′
. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëî-

âèåì:
ñðåäè âñåõ òî÷åê èç T

′
ñ d-êîîðäèíàòîé (1.6.6) òî÷êà xm èç (1.6.7) èìååò

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ïåðâûõ d− 1 êîîðäèíàò

x+ y + . . . = x1 + x2 + . . .+ 2.

Äâèæåíèå òî÷êè xm ïî îðáèòåOrb+
T (0,m

′) ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî äèàãðàììå (1.4.12)
è ñâîäèòñÿ ê ñäâèãàì íà âåêòîðû v1 = e1, . . ., vd−1 = ed−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òà-
êîì äâèæåíèè ó îáðàçîâ òî÷êè xm ñóììà ïåðâûõ d − 1 êîîðäèíàò x + y + . . .
óâåëè÷èâàåòñÿ êàæäûé ðàç íà 1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âñå îáðàçû x∗ òî÷êè xm èç îðáèòû Orb+
T (0,m

′), êðîìå

ñàìîé íà÷àëüíîé òî÷êè xm, íå ïðèíàäëåæàò ìíîãîãðàííèêó T
′
, ÷òî äîêàçûâàåò

óòâåðæäåíèå ëåììû (1.6.5).
�

1.6.3 Òî÷êè îðáèòû Orb+T−(0,m′).

Ëåììà 1.6.3 Ïóñòü Orb+
T−(0,m′) � ÷àñòü îðáèòû Orb+

new(0,m
′) èç (1.4.17), äî-

ïîëíÿþùàÿ îðáèòó Orb+
T (0,m

′) èç ëåììû 1.6.2. Òîãäà äëÿ ýòîé ÷àñòè Orb+
T−(0,m′)

ñíîâà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Orb+
T−(0,m

′) ∩ T
′int = ∅. (1.6.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.6.2 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè x∗ îðáèòû
Orb+

T−(0,m′) ñîäåðæàòñÿ â d-ìåðíûõ êóáàõ T j
0 = Sj(T0) èëè â ïàðàëëåëåïèïåäàõ

T j
k = Sj(Tk) ñ íîìåðàìè k = 1, . . . , d − 1. Ïîýòîìó íåêîòîðàÿ òî÷êà x∗ ìîæåò
ïîïàñòü â ðàçâåòêó T ′, òîëüêî åñëè ñîäåðæàùèé åå ìíîãîãðàííèê T j

k ïåðåñåêàåòñÿ
ñ T ′.

Ïîñêîëüêó íàñ â äàííîì ñëó÷àå èíòåðåñóåò ëèøü íîâàÿ îáëàñòü T ′
new = T ′

− =
T ′
1,−∪. . .∪T ′

d−1,− èç ïðîèçâîäíîé ðàçâåðòêè òîðà T ′, ñîñòîÿùàÿ èç d−1 äàëüíèõ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò ïîëîâèí T ′

1,− ⊂ T ′
1, . . . , T

′
d−1,− ⊂ T ′

d−1 ïàðàëëåëåïèïåäîâ T ′
1, . . . ,

T ′
d−1, òî áóäåì ñëåäèòü çà ïîïàäàíèåì òî÷êè

x∗ ∈ T ′
− (1.6.9)

â óêàçàííóþ îáëàñòü T ′
−.
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Åñëè x∗ ∈ T j
k è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.6.9), òî ïî ëåììå 1.5.2 è (1.5.24) ìíî-

ãîãðàííèê T j
k áóäåò ñîäåðæàòüñÿ

T j
k ▹ Ŝ(d)(v)|P ′

−
(1.6.10)

â ïîëèýäðàíîé ïîâåðõíîñòè Ŝ(d)(v)|P ′
−
èç (1.5.18) â êà÷åñòâå îäíîãî èç îáðàçóþùèõ

åå ìíîãîãðàííèêîâ.
Ïóñòü

xm+b1m1+...+bd−1md−1
∈ Tkb (1.6.11)

� íà÷àëüíàÿ òî÷êà èç äèàãðàììû (1.4.12), èç êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãàìè òî÷êà
x∗ ∈ T j

k .

Ñëó÷àé I: Tkb = Tk äëÿ k = 1, . . . , d− 1. Ïåðåéäåì îò ìíîãîãðàííèêîâ T j
k ê

èõ pr∥ed-ïðîåêöèÿì

P j
k = pr∥ed T

j
k

� ïàðàëëåëåïèïåäàì, ñðåäè êîòîðûõ P j
0 � åäèíè÷íûå (d − 1)-ìåðíûå êóáû. Èç

(1.6.10) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåäû P1, . . ., Pd−1 è P j
k ñîåäèíåíû öåïüþ Cx∗ ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ïðèëîæåííûõ äðóã ê äðóãó êóáîâ P0[l
′
0] èç ðàçáèåíèÿ S(d)(v)|P ′

−
=

P ∪ C, ò.å.
P0[l

′
0] ∩ P ′

− ̸= ∅. (1.6.12)

Âåêòîðû l′0 èç (1.6.12) èìåþò âèä

l′0 = v′0 − lj1v
′
1 − . . .− lj(d−1)v

′
d−1 (1.6.13)

ñ êîýôôèöèåíòàìè l0k = 0, 1, 2, . . ., ïðè ýòîì l01 + . . .+ l0(d−1) ≥ 1.
Äàííàÿ öåïü Cx∗ îäíîçíà÷íî çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ íà âåêòîðû

v′0,−v′k1 ,−v
′
k2
, . . . , (1.6.14)

ïðè ýòîì kj = 1, . . . , d − 1 è v′1 = (1, . . . , 0), . . ., v′d−1 = (0, . . . , 1) � åäèíè÷íûå
âåêòîðû ðàçìåðíîñòè d−1. Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.6.14) âåêòîð v′k âñòðå-
÷àåòñÿ ck ðàç. Òîãäà äëÿ c = (c1, . . . , cd−1) òî÷êà

x′
∗ = x′

j(c) ∈ P ′
−, (1.6.15)

ãäå x′
∗ = pr∥ed x∗, èìååò ïîðÿäîê

j(c) = m′ + (b1 − c1)m1 + . . .+ (bd−1 − cd−1)md−1,

òàê êàê â ñèëó (1.4.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(m+ b1m1 + . . .+ bd−1md−1) + (m0 − c1m1 − . . .− cd−1md−1) =
= m′ + (b1 − c1)m1 + . . .+ (bd−1 − cd−1)md−1.

Îáîçíà÷èì
m(c) = c1m1 + . . .+ cd−1md−1.
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Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

m(c) < b1m1 + . . .+ bd−1md−1,
m(c) = b1m1 + . . .+ bd−1md−1,
m(c) > b1m1 + . . .+ bd−1md−1.

(1.6.16)

Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êà x′
∗ = x′

j(c) èç (1.6.15) èìååò íîìåð j(c) > m′ è ïîýòîìó

x∗ íå âõîäèò â îðáèòó Orb+
new(0,m

′).
Âî âòîðîì ñëó÷àå (1.6.16) òî÷êà

x′
∗ = x′

m′ ∈ P
′int
− (1.6.17)

� âíóòðåííÿÿ òî÷êà èç îáëàñòè P ′
−. Ó íåå áóäåò ìàêñèìàëüíûé íîìåð j(c) = m′,

çàäàþùèé ãðàíèöó äëÿ òî÷åê èç îðáèòû Orb′
new(0,m

′), è ïî îïðåäåëåíèþ òî÷êà
x∗ â íåå íå âõîäèò.

×òîáû ðàññìîòðåòü òðåòèé ñëó÷àé èç (1.6.16), âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå Rd−1

áåñêîíå÷íûé áðóñ P, ïàðàëëåëüíûé âåêòîðó v′0 = (x1, . . . , xd−1) = pr∥ed v0 è èìå-
þùèé ñå÷åíèå

T v′′1 ,...,v
′′
d−1

= pr∥v′0 (pr∥ed T0) = pr∥v′0 T
d−1
0 , (1.6.18)

ãäå T d−1
0 � åäèíè÷íûé (d− 1)-ìåðíûé êóá, ò.å. ñå÷åíèå (1.6.18) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì (d− 2)-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì

T v′′1 ,...,v
′′
d−1

= {λ1v
′′
1 + . . .+ λd−1v

′′
d−1; 0 ≤ λk ≤ 1},

íàòÿíóòûì íà ïðîåêöèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ v′′1 = pr∥v′0 v′1, . . ., v
′′
d−1 = pr∥v′0 v′d−1.

Áðóñ P âêëþ÷àåò â ñåáÿ

S ′
(d)(v) = S(d)(v) ∪ P ′

− ⊂ P (1.6.19)

âñå ìíîæåñòâî èç (1.5.13).
Ïóñòü òî÷êà

x′
∗ = x′

j(c) ∈ P
′
− (1.6.20)

äëÿ c = (c1, . . . , cd−1), óäîâëåòâîðÿþùåìó òðåòüåìó óñëîâèþ èç (1.6.16). Èìååì

x′
m′ = x′

m + v′0 (1.6.21)

è

x′
∗ = x′

j(c) = x′
m + (b1v

′
1 + . . .+ bd−1v

′
d−1)− (c1v

′
1 + . . .+ cd−1v

′
d−1) + v′0

= x′
m′ + (b1v

′
1 + . . .+ bd−1v

′
d−1)− (c1v

′
1 + . . .+ cd−1v

′
d−1).

(1.6.22)

Äëÿ òî÷åê x = (x1, . . . , xd−1) ∈ Rd−1 îïðåäåëèì óðîâåíü

l(x) = m1x1 + . . .+md−1xd−1.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (1.6.22) çàïèñûâàåì

l(x′
∗) = l(x′

j(c)) = l(x′
m′) + l(b1v

′
1 + . . .+ bd−1v

′
d−1)− l(c1v

′
1 + . . .+ cd−1v

′
d−1)

= l(x′
m′) + (b1m1 + . . .+ bd−1md−1)− (c1m1 + . . .+ cd−1md−1).
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå íåðàâåíñòâî èç (1.6.16), òî

l(x′
∗) = l(x′

j(c)) < l(x′
m′) (1.6.23)

è, çíà÷èò, òî÷êà (1.6.20) ëåæèò íèæå ãèïåðïëîñêîñòè

m1x1 + . . .+md−1xd−1 = l(x′
m′), (1.6.24)

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x′
m′ .

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.6.22), ïðåäñòàâèì òî÷êó x′
∗ = x′

j(c) èç (1.6.20) â âèäå
ðàçíîñòè

x′
j(c) = x′

m′ −∆c (1.6.25)

ñ âåêòîðîì îòêëîíåíèÿ

∆c = (c1v
′
1 + . . .+ cd−1v

′
d−1)− (b1v

′
1 + . . .+ bd−1v

′
d−1) = (c1 − b1, . . . , cd−1 − bd−1),

èìåþùèì öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.6.23) óðîâåíü âåê-
òîðà ∆c óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

l(∆c) > 0. (1.6.26)

Ââåäåì ôóíêöèþ p(∆c), ðàâíóþ −1 èëè 0, åñëè õîòÿ áû äâå êîîðäèíàòû âåê-
òîðà ∆c èìåþò ðàçíûå çíàêè èëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà íóëåâàÿ, è ðàâíóþ 1 â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ p(∆c) ðàçáåðåì òðè âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, äàëåå áóäåì ñëåäèòü çà ïåðâûìè äâóìÿ êîîðäè-
íàòàìè (d− 1)-ìåðíîãî âåêòîðà ∆c, ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòàâëÿÿ èõ ìåñòàìè.

Ñëó÷àé 1:
p(∆c) < 0. (1.6.27)

Äåéñòâóÿ ïðîåêöèåé
pr∥ed−1,...,e3

: Rd−1 −→ R2

íà ìíîæåñòâà èç (1.6.19), ïåðåéäåì ê èõ äâóìåðíûì ïðîåêöèÿì

S ′
(d,...,3)(v) = S(d,...,3)(v) ∪ P ′2

− ⊂ P2, (1.6.28)

ãäå P2 = pr∥eD−1,...,e3
P � áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (1, 0)

è (0, 1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó pr∥ed−1,...,e3
v′0 = (x1, x2), à P ′2

− = pr∥ed−1,...,e3
P ′
− �

øåñòèóãîëüíèê, ðàçáèòûé íà äâà ïàðàëëåëîãðàììà.
Â ñèëó (1.6.17) òî÷êà pr∥eD−1,...,e3

x′
m′ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ïîëîñû P2.

Ïóñòü äëÿ íà÷àëà ∆c = ±(1,−1, . . .). Òîãäà òî÷êà pr∥ed−1,...,e3
x′
j(c) äîëæíà âûéòè

çà ïðåäåëû ïîëîñû P2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.6.20). Ïðè äðóãèõ âåêòîðàõ
âèäà ∆c = (∗, ∗, . . .) ñ óñëîâèåì (1.6.27) òî÷êà pr∥ed−1,...,e3

x′
j(c) òåì áîëåå âûõîäèò

èç ïîëîñû P2.
Ñëó÷àé 2:

p(∆c) = 0. (1.6.29)

Òàêîé âåêòîð ∆c íå ìîæåò íóëåâûì, ò.ê. èíà÷å áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî èç
(1.6.16). Îòñþäà è óñëîâèÿ (1.6.29) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ∆c èìååò êàê íóëåâûå, òàê
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è íåíóëåâûå êîîðäèíàòû, ïðè÷åì âòîðûå îäíîãî çíàêà. Ýòîò çíàê íå ìîæåò áûòü
îòðèöàòåëüíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.6.26) è òî÷êà
x′
j(c) ïîäíèìåòñÿ âûøå ãèïåðïëîñêîñòè (1.6.24).

Ïîýòîìó âåêòîð∆c èìååò âèä∆c = (1, 0, . . .). Ïðè òàêîì∆c ïðîåêöèÿ pr∥ed−1,...,e3

x′
j(c) òî÷êè (1.6.25) ïîïàäàåò â êðàéíþþ ëåâóþ âåðøèíó pr∥ed−1,...,e3

x′
m′−m1

, ãäå

x′
m′−m1

= pr∥ed xm′−m1 , øåñòèóãîëüíèêà P ′2
− èç (1.6.28), ò.å.

pr∥ed−1,...,e3
x′
j(c) /∈ P

′2 int
− (1.6.30)

è, çíà÷èò, xj(c) /∈ T
′int. Åñëè æå ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ó âåêòîðà ∆c áóäåò > 1, òî

ïðîåêöèÿ pr∥ed−1,...,e3
x′
j(c) âûéäåò èç ïîëîñû P2 è ñíîâà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ (1.6.30).

Ñëó÷àé 3:

p(∆c) > 0. (1.6.31)

Èç èñïîëüçîâàííûõ â ñëó÷àå 2 ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ∆c ñ óñëîâèåì
(1.6.31) äîëæåí áûòü âèäà ∆c = (1, 1, . . .). Òåïåðü ïðîåêöèÿ pr∥eD−1,...,e3

x′
j(c) ïîïà-

äàåò â êðàéíþþ ëåâóþ è íèæíþþ âåðøèíó pr∥ed−1,...,e3
x′
m′−m1−m2

øåñòèóãîëüíèêà

P ′2
− . Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè (1.6.31) òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî (1.6.30).
Èòàê, äëÿ ñëó÷àÿ Tkb = Tk, ãäå k = 1, . . . , d− 1, ëåììà 1.6.3 äîêàçàíà.

Ñëó÷àé II: Tkb = T0. Òåïåðü öåïü Cx∗ èç (1.6.14) äëÿ c = (c1, . . . , cd−1) áóäåò
ïîðîæäàòü òî÷êó

x′
∗ = x′

j(c) ∈ P ′
− (1.6.32)

ïîðÿäêà

j(c) = m′ + (b1 − c1)m1 + . . .+ (bk − ck − 1)mk + . . .+ (bd−1 − cd−1)md−1, (1.6.33)

åñëè êâàäðàò P j
0 ïðèêëàäûâàåòñÿ ê ïîñëåäíåìó (d− 1)-ìåðíîìó êóáó èç öåïè Cx∗

ïî (d− 2)-ìåðíîé ãðàíè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó v′k. Îáîçíà÷èì

m(c) = c1m1 + . . .+ (ck − 1)mk + . . .+ cd−1md−1 (1.6.34)

â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàêîå èç óñëîâèé â (1.6.33) âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå ñëåäóåò
ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ (1.6.16) ïî ñõåìå (1.6.17) � (1.6.31), çàìåíÿÿ ôóíêöèþ
m(c) íà ìîäèôèöèðîâàííóþ (1.6.34).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ Tkb = T0 ëåììà 1.6.3 òàêæå äîêàçàíà, ÷òî âìåñòå
ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò ëåììó 1.6.3.

�

1.6.4 Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3.2.

Â òåîðåìå 1.3.2 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî {0, d}-ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà v′ = v{0,d} âêëà-

äûâàåòñÿ v′
em
↪→ Td

L â òîð Td
L îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S â ïðåäïîëîæåíèè âëîæèìîñòè

v
em
↪→ Td

L èñõîäíîé ïðèâåäåííîé çâåçäû v.



1.7. ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ 41

Ïðè ïåðåõîäå íà ÿçûê ïåðåêëàäûâàþùèõñÿ ðàçâåðòîê T = T (v) òîðà Td
L ñ âåê-

òîðàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ v0, v1, . . ., vd èç çâåçäû v = {v0, v1, . . . , vd} ïðèâåäåííîå
âûøå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò âëîæèìîñòü

T ′ em
↪→ Td

L (1.6.35)

ïðîèçâîäíîé ðàçâåðòêè òîðà T ′ = T ′(v), ãäå ðàçâåðòêà T ′(v) = T (v′) áûëà îïðå-

äåëåíà â (1.2.25), ïðè óñëîâèè T
em
↪→ Td

L.
Ïî êðèòåðèþ 2) òåîðåìû 1.2.2 âëîæèìîñòü (1.6.35) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

T
′int ∩Orb+(0,m′) = ∅, (1.6.36)

ãäå Orb+(0,m′) � îðáèòà (1.2.29) íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = 0 ïîðÿäêà m′ = m+m0

èç (1.4.4). Óñëîâèå æå (1.6.36) ïîñðåäñòâîì ðàçáèåíèé (1.4.5) è (1.4.17) ñâîäèòñÿ ê
ïðîâåðêå ðàâåíñòâ (1.6.1), (1.6.5) è (1.6.8) èç ëåìì 1.6.1 � 1.6.3, ÷òî è äîêàçûâàåò
òåîðåìó 1.3.2.

�

1.7 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Èíäóöèðîâàííûå ðàçáèåíèÿ òîðà âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Æ. Ðîçè [104].
Ýòî áûëè äâóìåðíûå ñàìîïîäîáíûå ðàçáèåíèÿ ñ ôðàêòàëüíûìè ãðàíèöàìè. Ïî-
íÿòèå æå îïðåäåëåííîãî â (1.2.26) ÿäðà Kr = Kr(T ) ðàçáèåíèÿ T è åãî ðîëü áûëè
âûÿâëåíû â [16]. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ðàçáèåíèÿ
Ðîçè îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà.

Äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 1 îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ v
σ−→ vσ èç (1.1.9)

ýêâèâàëåíòíû âîçâðàòíîìó îòîáðàæåíèþ äëÿ öåïíûõ äðîáåé (backward continued
fraction map) [66], [113], à äëÿ d = 2 òàêèå îïåðàöèè áûëè îïðåäåëåíû â [24].

Èíòåðåñ ê èíäóöèðîâàííûì ðàçáèåíèÿì T = T (v) èç (1.2.25) âûçûâàåòñÿ
èõ ñâÿçÿìè ñ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà [82], [105], [16], [19], [20], [75],
[115], ìíîãîìåðíûìè ïðèáëèæåíèÿìè [23], [36], [77], [84], ñáàëàíñèðîâàííûìè ñëî-
âàìè [96], [22], ðîñòîì êâàçèêðèñòàëëîâ [18], [110], [114], è òåîðèåé ñëîæíîñòè
(complexity) [114].
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Ãëàâà 2

Ìíîãîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ íóëÿ íà d-ìåðíîì òîðå Td = Rd/Zd áåñêî-
íå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê xj ≡ jα mod Zd äëÿ j = 0, 1, 2, . . ., ãäå
α = (α1, . . . , αd)� âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè α1, . . ., αd èç àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ Q(θ)
ñòåïåíè d+1 íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ñ ýòîé öåëüþ ñòðîèòñÿ áåñêîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ ïàðàëëåëîýäðîâ T (i) ⊂ Td äëÿ i = 0, 1, 2, . . .
� ðàçáèâàþùèõ ïðîñòðàíñòâî Rd ìíîãîãðàííèêîâ � ñ îïðåäåëåííûìè äëÿ íèõ
ïîðÿäêàìè m(0) < m(1) < . . . < m(i) < . . . , ãäå m(i) � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëîýäðîâ T (i) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) íè îäíà èç òî÷åê xj íå ïîïàäàåò xj /∈ T (i) äëÿ j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1 â
ïàðàëëåëîýäð T (i), ïåðâîé ïîïàâøåé â îáëàñòü T (i) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà xj ∈ T (i) äëÿ
j = m(i);

2) äëÿ ðàäèóñà r(T (i)) ïàðàëëåëîýäðà T (i) ñ íîìåðîì i = ap+b, ãäå a = 0, 1, 2, . . .
è b = 0, . . . , p − 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r(T (i)) ≤ c ϱ(A)ar(T (b)). Çäåñü p �
íåêîòîðûé ïåðèîä, îïðåäåëÿåìûé âåêòîðîì α, è ϱ(A) îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíûé
ðàäèóñ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A, òàêæå îïðåäåëÿåìîé α;

3) ïëîùàäü s(T (i)) ïàðàëëåëîýäðà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå s(T (i)) =
|detA|as(T (b)), ãäå îïðåäåëèòåëü |detA| < 1.

Óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî îãðàíè÷åííûå ïàðàëëåëîýäðàìè T (i)

îáëàñòè íà òîðå Td âûäåëÿþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xj′}∞j′=1, íàèëó÷øèì

îáðàçîì ïðèáëèæàþùèõñÿ ê 0 ∈ Td.

2.1 Âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

2.1.1 Áàçèñíûé ñèìïëåêñ è åãî ñèììåòðèè.

Âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ � ýòî íîðìèðîâàííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (1.1.9).
Îñíîâíîé îáëàñòüþ äëÿ íàñ áóäåò çàìêíóòûé d-ìåðíûé ñèìïëåêñ △ = △d ñ âåð-
øèíàìè â òî÷êàõ (0, . . . , 0), (1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 1) èç ïðîñòðàíñòâà Rd. Îáîçíà-

43
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÷èì ÷åðåç S△ ãðóïïó åãî àôôèííûõ ñèììåòðèé. Îíà ñîïðÿæåíà ñ ãðóïïîé ìåòðè-
÷åñêèõ ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà △′

D ⊂ Rd+1 ñ âåðøèíàìè (1, 0, . . . , 0),
(0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1) èç Rd+1. ×òîáû ÿâíûì îáðàçîì îïèñàòü óêàçàííóþ
ñâÿçü, çàäàäèì âëîæåíèå

em : Rd ⊃ △d
−→∼ △′

d ⊂ Rd+1 : (2.1.1)

x = (x1, . . . , xd) 7→ x′ = (x′
1, . . . , x

′
d, x

′
d+1),

ãäå x′
i = xi äëÿ 1 ≤ i ≤ d è x′

d+1 = 1− x1 − · · · − xd.
Ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà

σ : △′
d

−→∼ △′
d (2.1.2)

çàäàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò òî÷åê

x′ → σx′ = (x′
σ(1), x

′
σ(2), . . . , x

′
σ(d+1)), (2.1.3)

ãäå σ ïðèíàäëåæàò ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê Sd+1 èç d + 1 ýëåìåíòà 1, . . . , d + 1.
Ñèììåòðèè (2.1.2) áóäóò èçîìåòðèÿìè ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà △′

d.
Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

△d ∋ x
em−→ x′ ∈ △′

d

σ ↓ ↓ σ
△d ∋ σx

pr←− σx′ ∈ △′
d

(2.1.4)

Çäåñü pr îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ

pr : Rd+1 ∋ x′ → (x′
1, . . . , x

′
d) ∈ Rd, (2.1.5)

à ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà â äèàãðàììå (2.1.4) îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå, îïðå-
äåëÿåìîå èç óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû ðàâåíñòâîì

σx = pr(σx′), (2.1.6)

ãäå σ ∈ Sd+1 è x′ = em(x). Èñïîëüçóÿ äèàãðàììó (2.1.4), ìîæåì îòîæäåñòâèòü

S△
−→∼ Sd+1 : s = sσ

−→∼ σ (2.1.7)

ãðóïïó àôôèííûõ ñèììåòðèé S△ ñèìïëåêñà △d ñ ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê Sd+1.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé S△ èìååò ïîðÿäîê

♯S△ = (d+ 1)! (2.1.8)

è âñå ñèììåòðèè s = sσ èç S△ ðàñïàäàþòñÿ íà äâà êëàññà ñîáñòâåííûõ è íåñîá-
ñòâåííûõ ñèììåòðèé

sign(s) = ±1 (2.1.9)

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà sign(σ) = ±1 ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòàíîâêè σ èç Sd+1.
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Ñîãëàñíî (2.1.6) è (2.1.1) â êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xd) ∈ △d îòíîñèòåëüíî äåêàð-
òîâà áàçèñà e1 = (1, . . . , 0), . . ., ed = (0, . . . , 1) ñèììåòðèè s = sσ èç S△ çàïèñûâà-
þòñÿ ñëåäóþùèì ÿâíûì îáðàçîì:

sσ(x1, . . . , xd) = (σx1, . . . , σxd), (2.1.10)

ãäå

σxi =

{
xσ(i), åñëè σ(i) ≤ d,

1− x1 − · · · − xd, åñëè σ(i) = d+ 1.
(2.1.11)

2.1.2 Ðàçáèåíèÿ áàçèñíîãî ñèìïëåêñà.

Âûäåëèì â ñèìïëåêñå △ = △d îòêðûòûå îáëàñòè

△kl
k , △kl

l ⊂ △ (2.1.12)

ñ öåëûìè èíäåêñàìè 0 ≤ k < l ≤ d. Çàìûêàíèÿ îáëàñòåé △ kl

k , △
kl

l ðàçáèâàþò
ñèìïëåêñ

△ = △ kl

k ∪△
kl

l (2.1.13)

è ïåðåñåêàþòñÿ △ kl

k ∩ △
kl

l = µ kl ïî ìåäèàííîé ãèïåðïëîñêîñòè µ kl, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç êîíöû âåêòîðîâ ekl = 1

2
(ek + el) è em äëÿ âñåõ 0 ≤ m ≤ d, m ̸= k, l,

ãäå e0 = (0, . . . , 0). Íèæíèå èíäåêñû â △kl
k è △kl

l óêàçûâàþò íà ïðèíàäëåæíîñòü

âåðøèí ñ íîìåðàìè k è l ñîîòâåòñòâåííî △ kl

k è △ kl

l .
Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòè (2.1.12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ îòêðûòûå ïîëóñèìïëåê-

ñû, çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ êîòîðûõ

△ kl = △ kl
k ⊔△ kl

l (2.1.14)

ñîâïàäàåò ñî âñåì ñèìïëåêñîì △ è ïðè ýòîì △ kl
k ∩△ kl

l = ∅.

2.1.3 Íîðìèðîâàííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çâåçä.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.1.4) èç êðèòåðèÿ 1.1, êàæäàÿ òî÷êà x ∈ △ kl çàäàåò çâåçäó
w = {w0, w1, . . . , wd} ñ ëó÷àìè

wm = em − x, (2.1.15)

âûõîäÿùèìè èç öåíòðà x â âåðøèíû ñèìïëåêñà△ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè
0, 1, . . . , d.

Ïðè òàêîì âûáîðå öåíòðà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà

w′ = {w′
0, w

′
1, . . . , w

′
d}. (2.1.16)

Åñëè x ∈ △ kl
k , òî ëó÷è â (2.1.16) èìåþò âèä

w′
k = wk, w′

l = wk + wl è w′
m = wm äëÿ m ̸= k, l; (2.1.17)
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åñëè æå x ∈ △ kl
l , òî � âèä

w′
k = wk + wl, w′

l = wl è w′
m = wm äëÿ m ̸= k, l. (2.1.18)

Èç óñëîâèÿ x ∈ △ kl âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû

e′1 = w′
1 − w′

0, . . . , e′d = v′d − v′0 (2.1.19)

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rd. Ïóñòü A kl � ìàòðèöà ïåðåõîäà

e′ = eA kl (2.1.20)

îò áàçèñà {e1, . . . , ed} ê áàçèñó {e′1, . . . , e′d} èç (2.1.19). Â ðàâåíñòâå (2.1.20) ñëåâà
óêàçàíà ñòðîêà e′ = (e′1 . . . e

′
d), à ñïðàâà � ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè e = (e1 . . . e2) íà

(d× d)-ìàòðèöó A kl. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò äâå ñïåöèàëèçàöèè

A kl = A kl
k èëè A kl

l (2.1.21)

â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè x îáëàñòè △ kl
k èëè △ kl

l :
äëÿ 1 ≤ k < l ≤ d �

Akl
k =



1 0 −x1 0
. . .

0 1kk 1− xk 0
. . .

0 0lk 1− xl 0
. . .

0 0 −xd 1


, (2.1.22)

Akl
l =



1 −x1 0 0
. . .

0 1− xk 0kl 0
. . .

0 1− xl 1ll 0
. . .

0 −xd 0 1


; (2.1.23)

äëÿ k = 0 è 1 ≤ l ≤ d �

A0l
0 =


1 −x1 0

. . .

0 1− xl 0
. . .

0 −xd 1

 , (2.1.24)
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A0l
l =



1 + x1 x1 x1 x1

x2 1 + x2 x2 x2

. . .

−1 + xl −1 + xl xl −1 + xl

. . .

xD xd 1 + xd


. (2.1.25)

Â êîîðäèíàòàõ ôîðìóëà ïåðåõîäà (2.1.20) ïðèìåò âèä x′
1
...
x′
d

 = A kl

 x1
...
xd

 . (2.1.26)

Çäåñü, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, îáðàòíûå ìàòðèöû (A kl)−1 äëÿ A kl îáî-
çíà÷èëè ÷åðåç A kl. Ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ìàòðèö A kl ìîæíî äëÿ ïðîèçâîäíîé
çâåçäû w′ èç (2.1.16) îïðåäåëèòü íîðìèðîâàííóþ çâåçäó

w′ = {w′
0,w

′
1, . . . ,w

′
d} (2.1.27)

c öåíòðîì x′ = (x′
1, . . . , x

′
d), âû÷èñëÿåìûì ïî ôîðìóëå x′

1
...
x′
d

 = A kl

 −w
′
01
...
−w′

0d

 , (2.1.28)

ãäå â ïðàâîì ñòîëáöå èñïîëüçîâàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà w′
0 = (w′

01, . . . , w
′
0d) èç

ïðîèçâîäíîé çâåçäû w′ = {w′
0, w

′
1, . . . , w

′
d}, îïðåäåëåííîé â (2.1.16). Åñëè âåêòîð

w′
0 ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì w′

0 = w0, òî â ôîðìóëå (2.1.26) âûáèðàåòñÿ öåíòð
x = (x1, . . . , xd) = −w0 = −w′

0 ïåðâîíà÷àëüíîé çâåçäû w. Íîðìèðîâàííàÿ çâåçäà
w′, êàê è w, èìååò ëó÷è

w′
m = em − x′ (2.1.29)

äëÿ 0 ≤ m ≤ d, âûõîäÿùèìè òåïåðü óæå èç íîâîãî öåíòðà x′ â âåðøèíû ñèìïëåêñà
△. Îïðåäåëåíèå (2.1.27) çâåçäû w′ êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ (1.1.4)
òî÷êà x′ ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè △int òðåóãîëüíèêà △.

Â ÿâíîì âèäå êîîðäèíàòû (x′
1, . . . , x

′
d) = δkl(x1, . . . , xd) öåíòðà x′ íîðìèðîâàí-

íîé çâåçäû w′ èç (2.1.27) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

äëÿ 1 ≤ k < l ≤ d �

δklk (x1, . . . , xd) = ( x1

1−xl
, . . . , xk−xl

1−xl
, . . . , xd

1−xl
),

δkll (x1, . . . , xd) = ( x1

1−xk
, . . . , xl−xk

1−xk
, . . . , xd

1−xk
),

(2.1.30)

ãäå ýëåìåíòû xk−xl

1−xl
è xl−xk

1−xk
ñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî íà k è l ìåñòàõ;

äëÿ k = 0 è 1 ≤ l ≤ d �

δ0l0 (x1, . . . , xd) = ( x1

1−xl
, . . . , xd

1−xl
),

δ0ll (x1, . . . , xd) = ( x1

x1+···+xd
, . . . , x1+···+2xl+···+xd−1

x1+···+xd
, . . . , xd

x1+···+xd
),

(2.1.31)
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ãäå â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñðåäíèé ýëåìåíò ñòîèò íà l ìåñòå.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.30), (2.1.31) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ ìíîãîìåðíûé àíàëîã

îäíîìåðíûõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé èëè îòîáðàæåíèé Ôàðåÿ [66], [113].

2.1.4 Âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.30), (2.1.31) çàäàþò

△ δkl−→ △ : x 7→ x′ = δkl(x) (2.1.32)

(d+1)d
2

îòîáðàæåíèé δkl, íóìåðóåìûõ èíäåêñàìè 0 ≤ k < l ≤ d:

δkl(x) =

{
δklk (x), åñëè x ∈ △kl

k ,
δkll (x), åñëè x ∈ △kl

l ,
(2.1.33)

ãäå △kl
k è △kl

l � îòêðûòûå îáëàñòè èç áàçèñíîãî ñèìïëåêñà △, îïðåäåëåííûå
â (2.1.12). Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ δkl ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòàÿ äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü △kl ⊂ △ èç (2.1.14) è, çíà÷èò, δkl îïðåäåëåíû ïî÷òè
âñþäó â ñèìïëåêñå △, èñêëþ÷àÿ åãî ãðàíèöû è ìåäèàííóþ ãèïåðïëîñêîñòü µ kl,
îïðåäåëåííóþ â (2.1.13).

2.2 Äðîáíî-ëèíåéíûå è ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ

2.2.1 Ìàòðèöû âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé.

Íà ÿçûêå (d+ 1, d+ 1)-ìàòðèö

M =

 a11 . . . a1,d+1

. . .
ad+1,1 . . . ad+1,d+1


äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.30), (2.1.31) óäîáíî ïåðåïèñàòü â ñâåðíó-
òîì âèäå

M⟨x⟩ =
(

λ1(M,x)

λd+1(M,x)
, . . . ,

λd(M,x)

λd+1(M,x)

)
, (2.2.1)

ãäå
λi(M,x) = ai1x1 + . . .+ aiDxd + ai,d+1 (2.2.2)

� ëèíåéíûå ôîðìû. Â äàííîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûå ôîðìû, ïîñêîëüêó ìû
çäåñü íåÿâíî èñïîëüçóåì ñïåöèàëèçàöèþ xd+1 = 1, êîòîðàÿ áóäåò îáúÿñíåíà äàëåå
â ï. 4.5. Ïîñëåäíþþ ôîðìó

λ(M,x) = λd+1(M,x) (2.2.3)

èç (2.2.2) íàçîâåì ôàêòîðîì-àâòîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ x 7→M⟨x⟩.
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Â ìàòðè÷íîé ôîðìå (2.2.1) óäîáíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîå ñâîéñòâî
òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

M1⟨M2⟨x⟩⟩ = (M1 ·M2)⟨x⟩, (2.2.4)

ãäå ÷åðåç M1 ·M2 îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö M1 è M2.

Ïîñêîëüêó Ed+1⟨x⟩ = x äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû Ed+1 ïîðÿäêà d+1, òî èç
ñâîéñòâà (2.2.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ x 7→ x′ = M⟨x⟩ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì áóäåò

x′ 7→ x = M−1⟨x′⟩. (2.2.5)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.2.1), äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.30), (2.1.31)
èìåþò ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

äëÿ 0 < k < l ≤ d �

δ̂klk =


E 0 0 0 0 0
0 1kk 0 −1kl 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0lk 0 1ll 0 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 −1 0 1

 , δ̂kll =


E 0 0 0 0 0
0 1kk 0 0kl 0 0
0 0 E 0 0 0
0 −1lk 0 1ll 0 0
0 0 0 0 E 0
0 −1 0 0 0 1

 ;

(2.2.6)

äëÿ k = 0 è 1 ≤ l ≤ d �

δ̂0l0 =


E 0 0 0
0 1ll 0 0
0 0 E 0
0 −1 0 1

 , δ̂0ll =


E 0 0 0
1 2ll 1 −1
0 0 E 0
1 1 1 0

 , (2.2.7)

ãäå 1 = (11 . . . 1) îáîçíà÷àþò åäèíè÷íûå ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèí. Âñå ìàò-
ðèöû (2.2.6), (2.2.7) èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû è åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïðèíàäëåæàò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö GLd+1(Z).

2.2.2 Îáðàòíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îòîáðàæåíèÿ δkl ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íàêðûâàþùèìè ñèìïëåêñ △, à èõ ñïåöè-
àëèçàöèè δkl∗ çàäàþò óæå áèåêöèè

δklk : △kl
k

−→∼ △int, δkll : △kl
l

−→∼ △int. (2.2.8)

Ïîýòîìó äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò îáðàòíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

∂kl
k : △int −→∼ △kl

k , ∂kl
l : △int −→∼ △kl

l . (2.2.9)

Ìàòðèöàìè äëÿ îòîáðàæåíèé (2.2.9) áóäóò îáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé (2.2.6), (2.2.7):
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äëÿ 0 < k < l ≤ d �

∂̂kl
k =


E 0 0 0 0 0
0 1kk 0 1kl 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0lk 0 1ll 0 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 1 0 1

 , ∂̂kl
l =


E 0 0 0 0 0
0 1kk 0 0kl 0 0
0 0 E 0 0 0
0 1lk 0 1ll 0 0
0 0 0 0 E 0
0 1 0 0 0 1

 ;

(2.2.10)
äëÿ k = 0 è 1 ≤ l ≤ d �

∂̂0l
0 =


E 0 0 0
0 1ll 0 0
0 0 E 0
0 1 0 1

 , ∂̂0l
l =


E 0 0 0
−1 0ll −1 1
0 0 E 0
−1 −1 −1 2

 . (2.2.11)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ δkl∗ èìåþò óíèìîäóëÿðíûå
ìàòðèöû (2.2.6), (2.2.7). Ïîýòîìó ìàòðèöû (2.2.10), (2.2.11) îáðàòíûõ îòîáðàæå-
íèé ∂kl

∗ ñíîâà áóäóò óíèìîäóëÿðíûìè ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.
×åðåç äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ ∂kl

∗ çàïèøóò-
ñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

äëÿ 1 ≤ k < l ≤ d �

∂kl
k (x1, . . . , xd) = ( x1

xl+1
, . . . , xk+xl

xl+1
, . . . , xd

xl+1
),

∂kl
l (x1, . . . , xd) = ( x1

xk+1
, . . . , xk+xl

xk+1
, . . . , xd

xk+1
),

(2.2.12)

ãäå ýëåìåíòû xk+xl

xl+1
è xk+xl

xk+1
ñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî íà k è l ìåñòàõ;

äëÿ k = 0 è 1 ≤ l ≤ d �

∂0l
0 (x1, . . . , xd) = ( x1

xl+1
, . . . , xd

xl+1
),

∂0l
l (x1, . . . , xd) = ( x1

s+2
, . . . , s−xl+1

s+2
, . . . , xd

s+2
),

(2.2.13)

ãäå â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñðåäíèé ýëåìåíò s−xl+1
s+2

ñòîèò íà l ìåñòå è s = x1+ . . .+xd.

2.2.3 Ìàòðèöû ñèììåòðèé áàçèñíîãî ñèìïëåêñà.

Ñèììåòðèè s = sσ èç ãðóïïû S△ áàçèñíîãî ñèìïëåêñà △ = △d, îïðåäåëÿåìûå
ôîðìóëîé (2.1.10), òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå (2.2.1). Äëÿ
íèõ (d+ 1, d+ 1)-ìàòðèöàìè áóäóò

ŝ = ŝσ =


. . .

0 . . . 1i,σ(i) . . . 0 0i,d+1

. . .
−1 . . . −1 . . . −1 1j,d+1

. . .
0 . . . . . . . . . 0 1d+1,d+1

 . (2.2.14)
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Çäåñü i-ñòðîêà ñîñòîèò èç 0, êðîìå ýëåìåíòà 1 = 1i,σ(i) íà σ(i) ìåñòå â ñëó÷àå
σ(i) ≤ d. Åñëè σ(j) = d + 1, òî ñòðîêà ñ íîìåðîì j ≤ d ïðèíèìàåò èíîé âèä
(−1, . . . ,−1, 1). Ïîñëåäíÿÿ (d+1)-ñòðîêà äëÿ âñåõ σ ∈ Sd+1 èìååò âèä (0, . . . , 0, 1).

Ìàòðèöû (2.2.14) ñèììåòðèé ñèìïëåêñà △d îòëè÷àþòñÿ îò ìàòðèö âîçâðàò-
íûõ îòîáðàæåíèé (2.2.6), (2.2.7) íèæíåé ñòðîêîé (0, . . . , 0, 1). Èõ îïðåäåëèòåëè
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

det(ŝσ) = sign(σ), (2.2.15)

ãäå ñïðàâà óêàçàí çíàê sign(σ) = ±1 ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòàíîâêè σ èç Sd+1.
Ïîýòîìó âñå ìàòðèöû ñèììåòðèé (2.2.14) ïðèíàäëåæàò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ
ìàòðèö GLd+1(Z).

Êðîìå ñàìèõ ìàòðèö (2.2.14) íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå èõ îäíîðîäíûå ÷àñòè �
âåðõíèå ëåâûå (d× d)-áëîêè:

š = šσ =


. . .

0 . . . 1i,σ(i) . . . 0i,d
. . .

−1 . . . −1 . . . −1j,d
. . .

 . (2.2.16)

Ìàòðèöû (2.2.16) ïîðîæäàþò ãðóïïó S△̌ àôôèííûõ (îäíîðîäíûõ) ñèììåòðèé

öåíòðèðîâàííîãî ñèìïëåêñà △̌ = △̌d, ïîëó÷àþùåãîñÿ ñäâèãîì áàçèñíîãî ñèì-
ïëåêñà △ = △d íà âåêòîð (− 1

d+1
, . . . ,− 1

d+1
). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìïëåêñ △̌ èìå-

åò öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, . . . , 0) � íåïîäâèæíîé òî÷êå âñåõ ñèììåòðèé
(2.2.16).

2.2.4 Ïîëóãðóïïà D.
Îïðåäåëèì ïîëóãðóïïó Dδ ïðåîáðàçîâàíèé áàçèñíîãî ñèìïëåêñà △, ïîðîæ-

äåííóþ âñåìè âîçâðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè δkl, ãäå 0 ≤ k < l ≤ D, à òàêæå
îïðåäåëèì ðàñøèðåííóþ ïîëóãðóïïó D, äîáàâëÿÿ ê Dδ âñå ñèììåòðèè ñèìïëåê-
ñà s ∈ S△. Êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå δ ∈ D èìååò ñâîþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
△(δ) ⊂ △.

Ïóñòü δ èìååò ðàçëîæåíèå δ = . . . δkl . . . s . . . è x � ëþáàÿ òî÷êà èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ △(δ). Òîãäà âûáðàííàÿ òî÷êà x îäíîçíà÷íî çàäàåò ñïåöèàëèçàöèþ

δ∗ = δ∗(x) = . . . δkl∗ . . . s . . . (2.2.17)

ïðåîáðàçîâàíèÿ δ, ãäå äëÿ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ δkl, âõîäÿùåãî â ðàçëîæåíèå
(2.2.17), óêàçàí íèæíèé èíäåêñ ∗ = k èëè l. Ïîñêîëüêó èíäåêñ ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáîå èç äâóõ óêàçàííûõ çíà÷åíèé, òî ôèêñèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå δ ìîæåò
ïîðîæäàòü 2p ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëèçàöèé δ∗, ãäå p � êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé
âèäà δkl èç ðàçëîæåíèÿ (2.2.17). Ëþáàÿ èç òàêèõ ðåàëèçàöèé δ∗ áóäåò, â îáùåì
ñëó÷àå, èìåòü óæå äðóãóþ ì�åíüøóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ △(δ∗)  △(δ) ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ △(δ) èñõîäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ δ.
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Ïóñòü, íàïðèìåð, ñïåöèàëèçàöèÿ (2.2.17) èìååò âèä δ∗ = δk2l2l2
δk1l1k1

. Òîãäà ïðè-
íàäëåæíîñòü òî÷êè x îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äàííîé ðåàëèçàöèè △(δ∗) îçíà÷àåò,
÷òî îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå òî÷êè:

x1 = δk1l1k1
(x), x2 = δk2l2l2

(x1),

ò.å. x ∈ △(δk1l1k1
) = △k1l1

k1
è x1 ∈ △(δk2l2l2

) = △k2l2
l2

, ãäå îáëàñòè △kl
∗ áûëè îïðåäå-

ëåíû â (2.1.12). Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö (2.2.10), (2.2.11) îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé ∂kl
k

èç (2.2.9) è äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (2.2.1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñïåöè-
àëèçàöèè δ∗ ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

△(δ∗) = △(δk2l2l2
δk1l1k1

) = ∂̂k1l1
k1
⟨∂̂k2l2

l2
⟨△int⟩⟩. (2.2.18)

Ïî àíàëîãèè ñ (2.2.18), â îáùåì ñëó÷àå ñïåöèàëèçàöèè (2.2.17) îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ △(δ∗) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

△(δ∗) = . . . ⟨ŝ −1⟨. . . ∂̂kl
∗ ⟨. . . ⟨△int⟩⟩⟩⟩, (2.2.19)

ãäå ŝ � ìàòðèöû (2.2.14) ñèììåòðèé s òðåóãîëüíèêà △.

2.2.5 Ñâÿçü ìåæäó äðîáíî-ëèíåéíûìè è ïðîåêòèâíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè.

Ïóñòü
Pd = {µ · x̂; x̂ ∈ Rd+1 \ {0}, µ ∈ R×}

� d-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Ïî îïðå-
äåëåíèþ îíî ñîñòîèò èç êëàññîâ êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ

x̃ = {µ · x̂; µ ∈ R×}. (2.2.20)

Çäåñü ÷åðåç R× = R \ {0} îáîçíà÷åíà êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà íåíóëåâûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë.

Ëþáàÿ ìàòðèöà M èç ëèíåéíîé ãðóïïû GLd+1(R) çàäàåò ïðîåêòèâíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå

M : x̃ 7→ x̃M (2.2.21)

ïðîñòðàíñòâà Pd, ãäå

x̃M = Mx̃ = {µ ·Mx̂; µ ∈ R, µ ̸= 0}

è Mx̂ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå (d+ 1, d+ 1)-ìàòðèöû M íà ìàòðèöó-ñòîëáåö

x̂ =

 x1
...

xd+1

 .

Ïðîåêòèâíàÿ ãðóïïà PGLd+1(R) ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ èç ãðóïïû GLd+1(R)
åå ôàêòîðèçàöèåé PGLd+1(R) = GLd+1(R)/R×.



2.2. Äðîáíî-ëèíåéíûå è ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 53

Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.2.1) è ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.2.21)
ïðîñòðàíñòâà Pd ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

Rd ∋ x
M⟨⟩−→ xM ∈ Rd

↓∼ ↓∼
Pd ∋ x̃

M−→ x̃M ∈ Pd,

(2.2.22)

ãäå îáîçíà÷èëè xM = M⟨x⟩, à âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè îáîçíà÷àþò îòîáðàæåíèå

∼: x 7→ x̃,

êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êó x = (x1, . . . , xd) â êëàññ x̃ èç (2.2.20), ñîäåðæàùèé ýëå-
ìåíò x̂, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå ñòîëáöà

x̂ =

(
x
1

)
=


x1
...
xd

1

 . (2.2.23)

2.2.6 Èððàöèîíàëüíûå òî÷êè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ (1.2.21) äëÿ âåêòîðîâ, òî÷êó x = (x1, . . . , xd) èç Rd

íàçîâåì èððàöèîíàëüíîé, åñëè ÷èñëà

1, x1, . . . , xd ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z. (2.2.24)

Ëåììà 2.2.1 Åñëè òî÷êà x = (x1, . . . , xd) èððàöèîíàëüíà (2.2.24) è ìàòðèöà M
ïðèíàäëåæèò öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå GLd+1(Z), òî

1) äëÿ òî÷êè x îïðåäåëåí åå îáðàç M⟨x⟩ îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ (2.2.1);

2) ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà x′ = M⟨x⟩ ñíîâà áóäåò èððàöèîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èñïîëüçóÿ äëÿ x′ = (x′
1, . . . , x

′
d) = M⟨x⟩ çàïèñü (2.2.1),

èìååì

x′
1 =

λ1(M,x)

λ(M,x)
, . . . , x′

d =
λD(M,x)

λ(M,x)
(2.2.25)

ñî çíàìåíàòåëåì

λ(M,x) = λd+1(M,x) = ad+1,1x1 + . . .+ ad+1,dxd + ad+1,d+1, (2.2.26)

ðàâíîìó ôàêòîðó-àâòîìîðôíîñòè (2.2.3) îòîáðàæåíèÿ x 7→ M⟨x⟩. Ïîñêîëüêó
x = (x1, . . . , xd) � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà è ìàòðèöà M èìååò öåëî÷èñëåííûå
êîýôôèöèåíòû aij, òî λ(M,x) ̸= 0 ïî îïðåäåëåíèþ (2.2.24), ò.ê. êîýôôèöèåíòû
â (2.2.26) íå ìîãóò âñå áûòü ðàâíûìè íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x′ = M⟨x⟩
ñóùåñòâóåò.
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2. Òàê êàê ôàêòîð-àâòîìîðôíîñòè λ(M,x) ̸= 0, òî óñëîâèå ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîñòè x′

1, . . ., x
′
d, 1 íàä Z ðàñøèðåíèÿ ÷èñåë èç (2.2.25) ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè äðóãîé ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë

λ1(M,x), . . . , λd(M,x), λ(M,x),

à ýòî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (2.2.2) è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ó ìàòðèöû
M ∈ GLd+1(Z).

�

2.3 Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè

2.3.1 Íåïîäâèæíûå òî÷êè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2.3.1 1. Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòîá-
ðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû D ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ △(δ), ò.å. âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ

x ∈ △(δ) (2.3.1)

è

δx = x. (2.3.2)

Òîãäà èìååò ìåñòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

Mx̂ = λx̂ (2.3.3)

äëÿ x̂ =

(
x
1

)
ñ âåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ̸= 0. Çäåñü

M = Mδ∗ = Ms · · ·M2M1 (2.3.4)

� ìàòðèöà ñïåöèàëèçàöèè δ∗ = δ∗(x) îòîáðàæåíèÿ δ, îïðåäåëÿåìîé òî÷êîé x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.3.1) è îïðåäåëåíèé (2.1.32), (2.1.33), (2.2.1) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî

M⟨x⟩ = x, (2.3.5)

èç êîòîðîãî âûòåêàåò ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (2.3.3) ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ =
λ(M,x), ðàâíûì ôàêòîðó-àâòîìîðôíîñòè (2.2.26) îòîáðàæåíèÿ x 7→M⟨x⟩. Â ñè-
ëó óñëîâèÿ (2.3.1) èìååì λ(M,x) ̸= 0, ÷òî âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (2.2.26) äîêàçûâàåò
òåîðåìó.

�
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2.3.2 Ñòåïåíü íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ïóñòü x = (x1, . . . , xd) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè èç R. Îáîçíà÷èì
÷åðåç

Fx = Q(x1, . . . , xd) (2.3.6)

ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q äîáàâëåíèåì ê íåìó ÷èñåë x1, . . . , xd.
Äàííîå ðàñøèðåíèå ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë âèäà f(x1,...,xd)

g(x1,...,xd)
, ãäå f è g ÿâëÿþòñÿ

ìíîãî÷ëåíàìè îò d ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Q. Ìíîæåñòâî (2.3.6)
òàêæå áóäåò ïîëåì. Îïðåäåëèì ñòåïåíü (íàä Q) òî÷êè x ðàâåíñòâîì

deg(x) = degFx, (2.3.7)

ãäå ñïðàâà â (2.3.7) óêàçàíà ñòåïåíü degFx = [Fx : Q] ïîëÿ Fx, ðàññìàòðèâàåìîãî
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîëåì Q. Åñëè deg(x) = 1, òî, î÷åâèäíî, òî÷êà x
èìååò êîîðäèíàòû èç Q.

Òåîðåìà 2.3.2 Ïóñòü òî÷êà x áóäåò èððàöèîíàëüíîé (2.2.24). Åñëè îíà ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû
D, òî åå ñòåïåíü

deg(x) = d+ 1. (2.3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.3.1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M


x1
...
xd

1

 = λ


x1
...
xd

1

 , (2.3.9)

ãäå M � ìàòðèöà èç óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû GLd+1(Z), x1, . . . , xd � êîîðäèíàòû
òî÷êè x = (x1, . . . , xd) è λ ̸= 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ (2.2.24) èððàöèîíàëüíîé òî÷êè ñëåäóåò x ̸= (0, . . . , 0), ïîýòîìó
λ èç (2.3.9) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

CharM(λ) = det(λEd+1 −M) = 0 (2.3.10)

ñòåïåíè d + 1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, à èç ðàâåíñòâà (2.3.10) ñëåäóåò, ÷òî
x1, . . . , xd ïðèíàäëåæàò ïîëþ Q(λ) ñòåïåíè

degQ(λ) ≤ d+ 1. (2.3.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà (2.3.9) äëÿ ïîëÿ Fx èç (2.3.6) âûòåêàåò âêëþ-
÷åíèå

Fx ⊆ Q(λ). (2.3.12)

Äàëåå, ïîñêîëüêó òî÷êà x èððàöèîíàëüíàÿ (2.2.24), òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (2.3.7)
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

degFx ≥ d+ 1. (2.3.13)

Òåïåðü, ñîïîñòàâëÿÿ (2.3.11) è (2.3.12), (2.3.13), âûâîäèì íóæíîå ðàâåíñòâî
(2.3.8).

�
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2.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ çâåçäû

2.4.1 Îáùèé ñëó÷àé.

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå δ èç ïîëóãðóïïû D è òî÷êà x èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ △(δ) îòîáðàæåíèÿ δ.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåöèàëèçàöèÿ δ∗, çàäàâàåìàÿ òî÷êîé x, èìååò
âèä

δ∗ = δp · · · δ2δ1, (2.4.1)

ãäå δi = δkili∗ � ïðîèçâîëüíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ (2.1.30), (2.1.31). Â îòëè-
÷èå îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ (2.3.4) èç òåîðåìû 2.3.1, îòîáðàæåíèå (2.4.1)
óæå íå ñîäåðæèò ñèììåòðèé δi = si èç ãðóïïû S△.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

w
δ1−→ w(1) δ2−→ . . .

δp−→ w(p)

↓ id ↓ A(1) ↓ A(p)

v
σ1−→ v(1)

σ2−→ . . .
σp−→ v(p).

(2.4.2)

Çäåñü èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ:
w = w(0) � íà÷àëüíàÿ çâåçäà ñ öåíòðîì â òî÷êå x = x(0);
w(1) = δ1w

(0) � çâåçäà ñ öåíòðîì â x(1) = δ1x
(0); è ò.ä., . . .;

w(p) = δpw
(p−1) � çâåçäà ñ öåíòðîì â x(p) = δpx

(p−1).

Êðàòêî öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé èç âåðõíåé ñòðîêè äèàãðàììû (2.4.2) ìîæåì
çàïèñàòü â âèäå êîìïîçèöèè

w(p) = δp(. . . (δ2(δ1v))) = δ∗w, x(p) = δp(. . . (δ2(δ1x))) = δ∗x (2.4.3)

èç p âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé δ∗. Òàê îïðåäåëåííûå w(i) äëÿ i = 1, . . . , p áóäóò,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.1.27), íîðìèðîâàííûìè çâåçäàìè.

Íèæíÿÿ ñòðîêà äèàãðàììû (2.4.2) ñîäåðæèò îáû÷íûå (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2)
èëè äèíàìè÷åñêèå çâåçäû v(i) äëÿ i = 1, . . . , p, ãäå

v = v(0) = w;
v(1) = v(0)σ1 � ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ1 =

{k1, l1}, àññîöèèðîâàííîãî ñ îòîáðàæåíèåì δ1 = δk1l1∗ ; è ò.ä., . . .;
v(p) = v(p−1)σp � ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà îòíîñèòåëüíî σp = {kp, lp}, àññîöèèðîâàí-

íîãî ñ δp = δ
kplp
∗ .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ïðåäñòàâëåíèå

v(p) = ((vσ1)σ2 . . .)σp = vσ (2.4.4)

çâåçäû v(p) ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé σ = σ1σ2 . . . σp, àññî-
öèèðîâàííóþ ñ îòîáðàæåíèåì δ∗ èç (2.4.1).

Òåïåðü îïèøåì âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè èç äèàãðàììû (2.4.2). Ïåðâàÿ ñòðåëêà
îáîçíà÷àò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id, ò.å.

v = idw = w.
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Äàëåå
A(1) = Ak1l1

∗ (x(0)) � ìàòðèöà (2.1.22)�(2.1.25), çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè
x = x(0);

A(2) = Ak1l1
∗ (x(0))Ak2l2

∗ (x(1)) � ìàòðèöà, óæå çàâèñÿùàÿ îò äâóõ òî÷åê x = x(0)

è x(1); è ò.ä., . . .;
ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà

A(p) = Ak1l1
∗ (x(0))Ak2l2

∗ (x(1)) · · ·Akplp
∗ (x(p−1)) (2.4.5)

îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè ïðåäûäóùèìè òî÷êàìè x(0), x(1), . . . , x(p−1).
Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû A(i) îïðåäåëÿþò àôôèííûå èçîìîð-

ôèçìû
A(i) : w(i) −→∼ v(i) (2.4.6)

çâåçäw(i) è v(i) èç âåðõíåé è íèæíåé ñòðîê äèàãðàììû (2.4.2) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p.

Ëåììà 2.4.1 Äèàãðàììà (2.4.2) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîììóòàòèâíîñòü ïåðâîãî ëåâîãî áëîêà äèàãðàììû (2.4.2)
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö (2.1.22)�(2.1.25).

×òîáû äîêàçàòü êîììóòàòèâíîñòü ïåðâûõ äâóõ ëåâûõ áëîêîâ äèàãðàììû (2.4.2),
ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ ëîêàëüíóþ äèàãðàììó

w(1) σ2−→ w(2) A2←− w(2)

↓ A1 ↓ A1 ↙ A1A2

v(1)
σ2−→ v(2)

(2.4.7)

ãäå w(2) = w(1)σ2 � íåíîðìèðîâàííàÿ çâåçäà è Ai äëÿ i = 1, 2 � àôôèííûå
îòîáðàæåíèÿ ñ ìàòðèöàìè Akili

∗ (x(i−1)).
Êîììóòàòèâíîñòü ëåâîãî áëîêà äèàãðàììû (2.4.7) ñëåäóåò èç àôôèííîñòè

îòîáðàæåíèÿ A1 è òîãî ôàêòà, ÷òî σ2-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çâåçä w(1) è v(1) ñâî-
äèòñÿ ê ñëîæåíèþ A1-ýêâèâàëåíòíûõ ïàð âåêòîðîâ w

(1)
k2
, w

(1)
l2
∈ w(1) è v

(1)
k2
, v

(1)
l2
∈

v(1).
Êîììóòàòèâíîñòü æå ïðàâîãî áëîêà äèàãðàììû (2.4.7) âûòåêàåò èç àôôèí-

íîñòè îòîáðàæåíèÿ A2, êîòîðàÿ ñíîâà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö (2.1.22)�
(2.1.25), è îïðåäåëåíèÿ íàêëîííîé ñòðåëêè êàê êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé A2 è A1

â óêàçàííîì ïîðÿäêå.
Òåïåðü êîììóòàòèâíîñòü âòîðîãî áëîêà äèàãðàììû (2.4.2) âûâîäèì èç êîì-

ìóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (2.4.7).
Ñëåäóþùèå áëîêè äèàãðàììû (2.4.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî òîé æå ñàìîé ñõåìå.

�

2.4.2 Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå p > 0, äëÿ êîòîðîãî íîðìèðîâàííàÿ çâåçäà
w(p) èç äèàãðàììû (2.4.2) áóäåò ñèììåòðè÷íîé

w(p) = šw (2.4.8)
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èñõîäíîé çâåçäå w = w(0) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ š èç ãðóïïû
S△̌ àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ñèììåòðèé (2.2.16) áàçèñíîãî ñèìïëåêñà △̌. Â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çâåçäà w ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ δ
èç (2.4.1), à çâåçäà v = w ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ èç
(2.4.4). Åñëè p > 0 � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì (2.4.8), òî p áóäåò ïåðèîäîì
çâåçäû v = w.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ š èç (2.2.16) äåéñòâóþò íà âåêòîðû
çâåçäûw, à ïðåîáðàçîâàíèÿ s èç ãðóïïû S△ àôôèííûõ íåîäíîðîäíûõ ñèììåòðèé
(2.2.14) äåéñòâóþò íà òî÷êè ñèìïëåêñà △. Â ôîðìóëå (2.4.8) çâåçäà w, ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü d+ 1 âåêòîðîâ w0, w1, . . . , wd.

Ïîñêîëüêó
v(p) = A(p)w(p) (2.4.9)

ïî ôîðìóëå (2.4.6), òî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (2.4.8) ïîëó÷àåì

v(p) = A(p)w(p) = A(p)šw. (2.4.10)

Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî w = v, ìîæåì çàïèñàòü

v(p) = Av, (2.4.11)

ãäå ìàòðèöà A = A(p)š îïðåäåëÿåò àôôèííîå îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå çâåçä
A

(p)
s : v 7→ v(p). Ðàâåíñòâî (2.4.11) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà v(p) èç äèà-

ãðàììû (2.4.2) àôôèííî èçîìîðôíà íà÷àëüíîé çâåçäå v. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íàçîâåì
A êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöåé ïåðèîäè÷åñêîé çâåçäû v.

Äàëåå ìû õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (2.4.11) íåñêîëüêî ðàç. Ñ ýòîé öå-
ëüþ ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ êîìáèíèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

ξ = {ξ0, ξ1, . . .} (2.4.12)

ñ ïåðèîäîì p, ãäå

ξ1 = σ1, ξ2 = σ2, . . . , ξp = σpš, ξp+1 = σ1, . . . (2.4.13)

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.4.12) îïðåäåëèì äëÿ çâåçäû v ïî èíäóêöèè
çâåçäû v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . ., ïîëàãàÿ

v(i) = (v(i−1))ξi äëÿ n ≥ 1, (2.4.14)

ãäå v(0) = v è v′ξi = š(v′σp) äëÿ i = p, 2p, 3p, . . . ×òîáû íå ââîäèòü íîâîãî òåðìèíà,
áóäåì òàê îïðåäåëåííûå çâåçäû v(i) ïðîäîëæàòü íàçûâàòü ïðîèçâîäíûìè äëÿ
çâåçäû v.

Òåîðåìà 2.4.1 Ïóñòü çâåçäà v ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
σ èç (2.4.4) ñ ïåðèîäîì p, è ïóñòü A � åå êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ
â (2.4.11). Òîãäà äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

v(i) = Aav(b), (2.4.15)

åñëè i = at+ b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (2.4.15) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ i = 0, 1, . . . , p− 1 ïî îïðå-
äåëåíèþ (2.4.14), à äëÿ i = p � ïî ôîðìóëå (2.4.11).

Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü ôîðìóëà (2.4.15) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
j < i+ 1. Ïî îïðåäåëåíèþ (2.4.14) è ïî ôîðìóëå (2.4.15) èìååì

v(i+1) = (v(i))σi+1 = (Aav(b))σi+1 . (2.4.16)

Èñïîëüçóÿ, äîêàçàííóþ â [?], ôîðìóëó êîììóòèðîâàíèÿ

(Aw)ς = A(wς) (2.4.17)

àôôèííûõ îòîáðàæåíèé A è äèôôåðåíöèðîâàíèé ς, èç (2.4.16) ïîëó÷èì

v(i+1) = Aa(v(b))σi+1 . (2.4.18)

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî b ≤ p−2. Òîãäà i+1 = at+(b+1), ãäå b+1 ≤ p−1.
Ïîýòîìó (v(b))σi+1 = v(b+1), è èç ðàâåíñòâà (2.4.18) ñëåäóåò

v(i+1) = Aav(b+1) (2.4.19)

� ôîðìóëà (2.4.15) äëÿ i+ 1.
Ïóñòü òåïåðü b = p − 1 è, çíà÷èò, (v(b))σi+1 = v(p). Ïîýòîìó â ñèëó ôîðìóëû

(2.4.11) ìîæåì çàïèñàòü (v(b))σi+1 = Av. Îòñþäà è ðàâåíñòâà (2.4.18) âûâîäèì

v(i+1) = Aa+1v. (2.4.20)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî i + 1 = (a + 1)p è,
çíà÷èò, ñîãëàñíî (2.4.20) ôîðìóëà (2.4.15) áóäåò ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïîðÿäêà i+1,
êîãäà i = ap+ (p− 1).

�

2.5 Ïðèáëèæåíèÿ íà òîðå

2.5.1 Ãåíåðàöèè âêëàäûâàþùèõñÿ ðàçâåðòîê.

Ïî îïðåäåëåíèþ (1.3.1) è òåîðåìå 1.3.1 ïðîèçâîäíûå çâåçäû v(i) èç (2.4.14)
âêëàäûâàþòñÿ

v(i)
em
↪→ Td (2.5.1)

â òîð Td. Ïî ñîãëàøåíèþ (1.2.25) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðîæäàåìûå èìè ðàçâåðòêè
òîðà èëè èíà÷å � ïàðàëëåëîýäðû �

T (i) = T (v(i)) (2.5.2)

âêëàäûâàþòñÿ â òîð

T (i) em
↪→ Td. (2.5.3)
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Èç ïîñòðîåíèÿ (2.4.14) ïðîèçâîäíîé çâåçäû v(i) = {v(i)0 , v
(i)
1 , . . . , v

(i)
d } ñëåäóåò,

÷òî åå âåêòîðû ïåðåêëàäûâàíèÿ v
(i)
k èìåþò âèä

v
(i)
k ≡ m

(i)
k α mod Zd (2.5.4)

äëÿ k = 0, 1, . . . , d ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè m
(i)
k = 1, 2, 3, . . ., êîòîðûå íà-

çîâåì ïîðÿäêàìè ëó÷åé v
(i)
k çâåçäû v(i). Çäåñü α ∈ Rd � âåêòîð ñäâèãà S = Sα

òîðà Td èç (1.2.9) è ïîðÿäêè m
(i)
k âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó (1.1.9). Ñóììó äàííûõ

êîýôôèöèåíòîâ

m(i) = m
(i)
0 +m

(i)
1 + . . .+m

(i)
d (2.5.5)

íàçîâåì ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíîé çâåçäû v(i). Ñ íèì ñâÿæåì êîíå÷íûå îðáèòû

Orb′(0,m(i)) = {xj = Sj(0) ≡ jα mod Zd; j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1}. (2.5.6)

2.5.2 Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ.

Ïóñòü λ1, . . . , λd � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåâûðîæäåííîé êîìïëåêñíîé d× d-
ìàòðèöû A è

ϱ(A) = max{|λ1|, . . . , |λd|} (2.5.7)

� åå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñïåêòðà, êîãäà λi ̸= λi′ äëÿ ëþáûõ
i ̸= i′, ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

A = MJM−1 (2.5.8)

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû J =

 λ1 . . . 0
. . .

0 . . . λd

 è íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé êîì-

ïëåêñíîé ìàòðèöû M . Ââåäåì â d-ìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
Cd ìíîãîãðàííóþ 1-ìåòðèêó

|x|1 = |x1|+ . . .+ |xd|, (2.5.9)

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì

|Mx|1 ≤ d ∥M∥max · |x|1, (2.5.10)

ãäå M = (mij) � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ d× d-ìàòðèöà,

Mx = M

 x1
...
xd

 (2.5.11)

è

∥M∥max = max
i,j
|mij| (2.5.12)
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� max-íîðìà ìàòðèöû M . Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (2.5.8) è íåðàâåíñòâî (2.5.10)
èìååì

|Ax|1 = |M(JM−1x)|1 ≤ d ∥M∥max|J(M−1x)|1 ≤
≤ d 2∥M∥max∥J∥max|M−1x|1 ≤ d 3∥M∥max∥M−1∥max∥J∥max|x|1.

(2.5.13)
Òàê êàê ||J ||max = maxi |λi| = ϱ(A), òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

|Ax|1 ≤ c1(M)ϱ(A)|x|1 (2.5.14)

ñ êîíñòàíòîé
c1(M) = d 3||M ||max||M−1||max.

Ñíîâà èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (2.5.8) ìîæåì çàïèñàòü An = MJnM−1, îòêóäà âû-
âîäèì

ϱ(Jn) = ϱ(A)n, (2.5.15)

ïîñêîëüêó ϱ(Jn) = ϱ(J)n = ϱ(A)n. Òåïåðü åùå ðàç ïðèìåíÿÿ ñõåìó (2.5.13),
(2.5.14) è ðàâåíñòâî (2.5.15) ïîëó÷àåì îáùåå íåðàâåíñòâî

|Anx|1 ≤ c1(M)ϱ(A)n|x|1 (2.5.16)

äëÿ ëþáîé ñòåïåíè n = 1, 2, 3, . . . Íåðàâåíñòâî (2.5.16) òàêæå ïåðåíîñèòñÿ è íà
åâêëèäîâó 2-ìåòðèêó

|x|2 = (|x1|2 + . . .+ |xd|2)1/2. (2.5.17)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ (2.5.13)�(2.5.16) è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

1√
d
|x|1 ≤ |x|2 ≤ |x|1, (2.5.18)

ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîã íåðàâåíñòâà (2.5.16) äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè

|Anx|2 ≤ c2(M)ϱ(A)n|x|2 (2.5.19)

äëÿ ëþáîé ñòåïåíè n = 1, 2, 3, . . . ñ äðóãîé óâåëè÷åííîé êîíñòàíòîé c2(M) =√
d c1(M).

2.5.3 Ðàäèóñû è îáúåìû ïðîèçâîäíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ.

Ïðèìåíèì äîêàçàííûå ôîðìóëû (2.5.16) è (2.5.19) ê îöåíêå ìåòðè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ïðîèçâîäíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ T (i) = T (v(i)) èç (2.5.2). Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ìåòðèêîé |x|1 è |x|2 áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ðàäèóñà r1(T

(i)) è r2(T
(i)).

Ñíà÷àëà íàéäåì ðàäèóñ èñõîäíîãî ïàðàëëåëîýäðà T (v).

Ëåììà 2.5.1 Åñëè ïàðàëëåëîýäð T (v) ïîðîæäàåòñÿ çâåçäîé v = {v0, v1, . . . , vd},
òî åãî ðàäèóñ r∗(T (v)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r∗(T (v)) =
1

2
max

ε0,ε1,...,εd
|ε0v0 + ε1v1 + . . .+ εdvd|∗. (2.5.20)
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ãäå r∗(T (v)) ìîæåò áûòü ëþáûì èç ðàäèóñîâ r1(T (v)) èëè r2(T (v)) â çàâèñèìî-
ñòè îò âûáðàííîé ìåòðèêè |x|∗ = |x|1 èëè |x|2. Ìàêñèìóì â (2.5.20) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî âñåì íàáîðàì {ε0, ε1, . . . , εd}, òàêèì ÷òî εi = ±1, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî
îòðèöàòåëüíûõ εi ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå [1, . . . , d+1

2
].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (1.2.8) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàëëåëîýäð T (v) èìååò
âåðøèíû

vk1 + . . .+ vki , (2.5.21)

ãäå 0 ≤ k1 < . . . < ki ≤ d è 1 ≤ i ≤ d. Ïîýòîìó åãî öåíòðîì áóäåò

c(T (v)) =
1

2
(v0 + v1 + . . .+ vd). (2.5.22)

Ðàäèóñ æå ïàðàëëåëîýäðà r∗(T (v)) ðàâåí ìàêñèìàëüíîé äëèíå âåêòîðîâ âèäà w−
c(T (v)), ãäå w ïðîáåãàåò âñå âåðøèíû (2.5.21). Îòñþäà âûâîäèì ôîðìóëó (2.5.20).

�
Ìíîãîãðàííèê T (i) ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé òîðà Td

L(i) = Rd/L(i) äëÿ ðåøåòêè

L(i) = Z[l(i)1 , . . . , l
(i)
d ] ñ áàçèñîì l

(i)
k = v

(i)
k − v

(i)
0 äëÿ k = 1, . . . , d, ãäå v

(i)
k � ëó÷è

çâåçäû v(i) èç (2.5.1). Ïîýòîìó îáúåì volT (i) ìíîãîãðàííèêà T (i) ðàâíà

vol (T (i)) =

∣∣∣∣det
 l

(i)
11 . . . l

(i)
1d

. . .

l
(i)
d1 . . . l

(i)
dd

∣∣∣∣ (2.5.23)

� îáúåìó ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ðåøåòêè L(i), ãäå l
(i)
kl � êîîðäèíàòû áàçèñíûõ

âåêòîðîâ l
(i)
k äëÿ k = 1, . . . , d.

Ëåììà 2.5.2 1. Åñëè êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà A çâåçäû v èç (2.4.11) èìååò
ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ̸= λi′ äëÿ ëþáûõ i ̸= i′, òî äëÿ ðàäèóñîâ
r∗(T

(i)) = r1(T
(i)) èëè r2(T

(i)) ìíîãîãðàííèêà T (i) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåí-
êè

r∗(T
(i)) ≤ c∗(M)ϱ(A)ar∗(T

(b)) (2.5.24)

äëÿ i = ap+ b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1. Çäåñü êîíñòàíòû c∗(M) ðàâíû
c1(M) èç (2.5.14) èëè c2(M) =

√
d c(M)1 è ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (2.5.7)

ìàòðèöû A.
2. Îáúåì volT (i) ìíîãîãðàííèêà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT (i) = |detA|avolT (b), (2.5.25)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì

0 < |detA| < 1, (2.5.26)

à îáúåìû volT (b) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (2.5.23).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.4.1 çâåçäû v(i) è v(b) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì v(i) =
Aav(b) è, çíà÷èò, ïîðîæäàåìûå èìè ìíîãîãðàííèêè T (i) = T (v(i)) è T (b) = T (v(b))
àôôèííî ïîäîáíû

T (v(i)) = AaT (v(b)). (2.5.27)

Îòñþäà è (2.5.16), (2.5.19) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.5.24). Ôîðìóëà (2.5.25) âûòå-
êàåò èç ïîäîáèÿ (2.5.27) è ðàâåíñòâà (2.5.23).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå íåðàâåíñòâ (2.5.26) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî ïî-
ñòðîåíèþ (2.4.5), (2.4.11) êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A îíà ñîñòîèò èç ñîìíîæèòå-
ëåé Akl

∗ , èìåþùèõ ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëèòåëè

detAkl
k = 1− xl, detAkl

l = 1− xk, detA0l
0 = 1− xl, (2.5.28)

è
detA0l

l = x1 + . . .+ xd. (2.5.29)

Ôîðìóëû (2.5.28) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ÿâíîãî âèäà (2.1.22)�(2.1.24) ìàò-
ðèö Akl

k , A
kl
l è A0l

0 . ×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2.5.29), íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàâåíñòâîì (2.1.25) è â ìàòðèöå A0l

l âñå åå ñòðîêè ïðèáàâèòü ê l-îé ñòðîêå. Èç
(2.5.28) è (2.5.29) ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

0 < |detAkl
∗ | < 1, (2.5.30)

ïîñêîëüêó òî÷êà x = (x1, . . . , xd) ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè áàçèñíîãî
ñèìïëåêñà △ = △d, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì

x1 > 0, . . . , xd > 0, x1 + . . .+ xd < 1. (2.5.31)

Òåïåðü íåðàâåíñòâà (2.5.26) ñëåäóþò èç (2.5.30).
�

2.5.4 Ïîðÿäêîâûå ìàòðèöû.

Ñîñòàâèì èç ïîðÿäêîâ ëó÷åé (2.5.4) çâåçäû v ìàòðèöó-ñòîëáåö

m = m(v) =


m0

m1
...
md

 (2.5.32)

è âûÿñíèì, êàê îíà ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèììåòðèé áàçèñíîãî ñèìïëåêñà△ =
△d è äèôôåðåíöèðîâàíèé vσ íà çâåçäó v.

Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé ïåðåñòàíîâêå σ ýëåìåíòîâ 0, 1, . . . , d
åå ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó

Sσ =


. . . 10,σ(0) . . .
. . . 11,σ(1) . . .

...
. . . 1d,σ(d) . . .

 , (2.5.33)
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ñ åäèíèöàìè 1 = 1i,σ(i) íà (i, σ(i))-ìåñòàõ. Åñëè çàìåíèòü 0 íà d + 1, òî ïîëó÷èì
ïåðåñòàíîâêó (2.1.2), îïðåäåëÿþùóþ ñèììåòðèþ áàçèñíîãî ñèìïëåêñà s = sσ èç
ãðóïïû S△.

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿì æå δklk è δkll èç (2.1.33) ñ ïðîèçâîëüíûìè èíäåêñàìè
0 ≤ k < l ≤ d ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû

Dkl
k = E + Elk, Dkl

l = E + Ekl, (2.5.34)

ãäå E = Ed+1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d+1, à ìàòðèöû Eij èìåþò íóëåâûå
ýëåìåíòû, êðîìå 1 = 1ij íà (i, j)-ìåñòå.

ÌàòðèöûM èç (2.5.33) è (2.5.34) èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû è îïðåäåëèòåëè
detM = ±1, ïîýòîìó îíè ïðèíàäëåæàò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö GLd+1(Z).

Äàííûå ìàòðèöû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ïîðÿäêè ëó÷åé mσ
0 , m

σ
1 , . . ., m

σ
D ïðå-

îáðàçîâàííîé çâåçäû vσ = (vσ0 , v
σ
1 , . . . , v

σ
d ):

mσ = m(vσ) = Mσ(v)m. (2.5.35)

Çäåñü, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé (1.1.9), èìååì

Mσ(v) = Dk1k2
∗ , (2.5.36)

åñëè σ = {k1, k2} � äèôôåðåíöèðîâàíèå, ãäå â êà÷åñòâå ñïåöèàëèçàöèè ∗ âûáè-
ðàåòñÿ k1 èëè k2 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç óñëîâèé (1.1.9) âûïîëíÿåòñÿ;
è

Mσ(v) = Mσ = Sσ (2.5.37)

â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè σ = s = sσ çâåçäû v, ãäå Sσ � ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ìàòðèöà èç (2.5.33).

Ëåììà 2.5.3 Ïóñòü v � ïåðèîäè÷åñêàÿ çâåçäà v(p) = Av ïåðèîäà p > 0 ñ êà-
ëèáðîâî÷íîé ìàòðèöåé A = A(t)š èç (2.4.11), è ïóñòü åå ïðîèçâîäíûå çâåçäû
v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (2.4.14). Òîãäà åñëè i = ap + b, ãäå
a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1, òî

m(i) = m(v(i)) = Mam(b). (2.5.38)

Çäåñü
M = SM (t) (2.5.39)

ñ ìàòðèöåé S èç (2.5.33), ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ñèììåòðèè äëÿ š, è

M (t) = Dkplp
∗ (v(p−1)) · · ·Dk2l2

∗ (v(1))Dk1l1
∗ (v(0)), (2.5.40)

ãäå ó ïîðÿäêîâûõ ìàòðèö D
kj lj
∗ (v(j−1)) = D

kj lj
∗ èç (2.5.36) ñïåöèàëèçàöèè ∗ îïðå-

äåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíîé çâåçäîé v(j−1).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.4.1 è îïðåäåëåíèÿ (2.4.11) êàëèáðîâî÷-
íîé ìàòðèöåé A, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ñ âåðõíåé íà íèæíþþ ñòðîêó â
äèàãðàììå (2.4.2) ìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé.

�
Íàçîâåì M ïîðÿäêîâîé ìàòðèöåé ïåðèîäè÷åñêîé çâåçäû v, îòâå÷àþùåé êà-

ëèáðîâî÷íîé ìàòðèöå A.
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2.5.5 Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Âàæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåííûõ ðàíåå â (2.5.2) ïðîèçâîäíûõ ïà-
ðàëëåëîýäðîâ T (i) = T (v(i)) äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷åðåç èõ
ãåîìåòðèþ õàðàêòåðèçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà òî÷åê èç áåñêîíå÷íîé
îðáèòû

Orbα(0) = {xj = Sj(0) ≡ jα mod Zd; j = 0, 1, 2, . . .}, (2.5.41)

ïîðîæäàåìîé ñäâèãîì S = Sα òîðà Td = Rd/Zd èç (1.2.13).
Îãðàíè÷åííûå ïàðàëëåëîýäðàìè T (i) îáëàñòè íà òîðå Td âûäåëÿþò èç îðáèòû

(2.5.41) íåêîòîðóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xj′}∞j′=1, íàèëó÷øèì îáðàçîì

ïðèáëèæàþùèõñÿ ê 0 ∈ Td.

Òåîðåìà 2.5.1 Ïóñòü v � ïåðèîäè÷åñêàÿ çâåçäà ïåðèîäà p > 0 ñ êàëèáðîâî÷íîé
ìàòðèöåé A èç (2.4.11), è ïóñòü åå ïðîèçâîäíûå çâåçäû v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . .
îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (2.4.14). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Íè îäíà èç òî÷åê xj ≡ jα mod Zd îðáèòû (2.5.41) íå ïîïàäàåò

xj /∈ T (i) äëÿ j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1 (2.5.42)

â ïàðàëëåëîýäð T (i) èç (2.5.2), ãäå m(i) � ïîðÿäîê (2.5.5) çâåçäû v(i), ðàâíûé ñóììå
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû-ñòîëáöà m(i) èç (2.5.38). Ïåðâîé ïîïàâøåé â îáëàñòü
T (i) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

xj ∈ T (i) äëÿ j = m(i). (2.5.43)

2. Äëÿ ðàäèóñà r∗(T
(i)) = r1(T

(i)) èëè r2(T
(i)) ìíîãîãðàííèêà T (i) ñ íîìåðîì i =

ap+ b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

r∗(T
(i)) ≤ c∗(M)ϱ(A)ar∗(T

(b)) (2.5.44)

â ñëó÷àå, åñëè ó êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ̸= λi′ äëÿ
ëþáûõ i ̸= i′. Äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîâ b ðàäèóñû r∗(T

(b)) â (2.5.44) âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå (2.5.20). Çäåñü ϱ(A) îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (2.5.7) êàëèá-
ðîâî÷íîé ìàòðèöû A, è êîíñòàíòû c∗(M) îïðåäåëåíû â (2.5.16), (2.5.19).

3. Îáúåì volT (i) ïàðàëëåëîýäðà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT (i) = |detA|avolT (b), (2.5.45)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì
0 < |detA| < 1, è îáúåìû volT (b) äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîì b = 0, . . . , p− 1 âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.5.23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 ñëåäóåò èç òåîðåì 1.2.2 è 1.3.1, à óòâåðæäåíèÿ
2 è 3 äîêàçàíû â ëåììå 2.5.2.

�
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2.5.6 Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî è ÿäåðíûå íîðìû.

Â òåîðåìå 2.5.1 äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëîýäðîâ T (i) îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè, ýêâèâàëåíòíîìó ñâîéñòâàì (2.5.42) è (2.5.43)).
Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ íîðì.

Âûáðàâ íà íîðìèðóþùåå òåëî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê T (i) � ïàðàëëåëîýäð
(2.5.2), çàäàäèì îòâå÷àþùóþ åìó T (i)-íîðìó

|| · ||(i) = || · ||(i)α , (2.5.46)

çàâèñÿùóþ îò òî÷êè α, ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé i è ÿâëÿþùóþñÿ êâàçèíîðìîé. Òàê
îïðåäåëåííûå T (i)-íîðìû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

||x||(i) ≥ 0,
||x||(i) = 0⇔ x = 0,
||ax||(i) = a ||x||(i), a ≥ 0,
||x+ y||(i) ≤ ||x||(i) + ||y||(i).

(2.5.47)

Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà â (2.5.47) î÷åâèäíû, äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà
ñì., íàïðèìåð, ó Êàññåëñà ([35], ñòð. 141). Êàê âèäíî èç (2.5.47), T (i)-íîðìû íå
óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó ñèììåòðèè

|| − x||(i) ̸= ||x||(i) (2.5.48)

� ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íå íàõîäèòñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè
ìíîãîãðàííèêîâ T (i), õîòÿ ñàìè îíè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûìè.

Óêàçàííûå ìíîãîãðàííèêè Kr(i) = T (i) ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè (1.2.26) èíäóöèðî-
âàííûõ ðàçáèåíèé d-ìåðíîãî òîðà Td. Ïîýòîìó || · ||(i) áóäåì òàêæå íàçûâàòü
ÿäåðíûìè íîðìàìè. Õîòÿ äàííûé òåðìèí ìîæåò èìåòü è äðóãîé ñìûñë, â íàøåì
êîíòåêñòå èñïîëüçîâàíèå åãî íå áóäåò ïðèâîäèòü ê íåîäíîçíà÷íîñòè.

Çàïèñàííîå íà ÿçûêå T (i)-íîðì (2.5.46), ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (2.5.42),
(2.5.43) ïðèìåò âèä:

||xj||(i) ≥ 1 äëÿ j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1, (2.5.49)

è
||xj||(i) < 1 äëÿ j = m(i). (2.5.50)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2.5.49), (2.5.50) ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè ÿäåð Kr(i) =
T (i) óêàçûâàåò íà íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî T (i)-íîðì, èëè êðàòêî
� íà íàèëó÷øèå ÿäåðíûå ïðèáëèæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.5.1 Â ãëàâàõ 3 � 5 áóäåò ïîêàçàíî, êàê ñ òî÷êàìè xj èç (2.5.43)
ìîæíî ñâÿçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿäåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîþ îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ìíîãîìåðíûõ (d-ìåðíûõ) îáîáùåíèé îáû÷-
íûõ ïîäõîäÿùèõ öåïíûõ äðîáåé.
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Ñîãëàñíî (2.5.49), (2.5.50)) ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (2.5.42), (2.5.43)) îçíà-
÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åííûå ïàðàëëåëîýäðàìè T (i) îáëàñòè íà òîðå Td âûäåëÿþò èç
îðáèòû (2.5.41) íåêîòîðóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xj′}∞j′=1, íàèëó÷øèì

îáðàçîì ïðèáëèæàþùèõñÿ ê 0 ∈ Td îòíîñèòåëüíî ÿäåðíîé íîðìû (2.5.46) ñ íîð-
ìèðóþùèì çâåçäíûì òåëîì T (i) êîíå÷íîãî ðàäèóñà r∗(T

(i)) <∞. Äåéñòâèòåëüíî,
ïàðàëëåëîýäð T (i) ÿâëÿåòñÿ çâåçäíûì òåëîì [35], ïîñêîëüêó ëþáîé ëó÷, âûõîäÿ-
ùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ∂T (i) ïàðàëëåëîýäðà T (i) â îäíîé
òî÷êå.

Ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà (2.5.44) è (2.5.45)) îïèñûâàþò ìåòðè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè àïïðîêñèìèðóþùèõ ïàðàëëåëîýäðîâ T (i). Â ÷àñòíîñòè, èç íèõ âûòåêàþò
ýêñïîíåíöèàëüíûå ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðîâ è îáúåìîâ ïàðàëëåëîýäðîâ

r∗(T
(i))→ 0, volT (i) → 0 ïðè i→∞, (2.6.51)

ïðè÷åì âûïîëíåíèå ïåðâîãî ñâîéñòâà èç (2.6.51) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî óñëî-
âèÿ ϱ(A) < 1 íà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âîçìîæåí ðîñò ðàäèóñîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïàðàëëåëîýäðîâ T (i) ñ îäíî-
âðåìåííûì ñæàòèåì èõ îáúåìîâ.

Â òåîðåìå 2.3.2 äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäà p > 0 âîçìîæíî òîëüêî
äëÿ âåêòîðîâ α = (α1, . . . , αD) ñ êîîðäèíàòàìè èç íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîëÿ Q(θ) ñòåïåíè d+1. Òàêîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì
ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû Ëàãðàíæà î ïåðèîäè÷íîñòè ðàçëîæåíèé êâàäðàòè÷íûõ
èððàöèîíàëüíîñòåé â öåïíóþ äðîáü (ñì., íàïðèìåð, [47]).

Èñïîëüçóåìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìå 2.5.1 ìåòîä îñíîâàí íà äèôôåðåí-
öèðîâàíèè çâåçä, âêëàäûâàþùèõñÿ â òîð [23], [24], è èìååò ñâîèì èñòî÷íèêîì
ðàçáèåíèÿ Ðîçè [104], [16].
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Ãëàâà 3

Ïåðèîäè÷åñêèå ÿäåðíûå

ðàçëîæåíèÿ êóáè÷åñêèõ

èððàöèîíàëüíîñòåé

â öåïíûå äðîáè

Ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé òîðîâ ïîëó÷åíû
íàèëó÷øèå ïåðèîäè÷åñêèå ÿäåðíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëü-
íîñòåé îòíîñèòåëüíî ãåêñàãîíàëüíûõ íîðì � ýòî îñíîâíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîé-
ñòâî ÿäåðíûõ ïðèáëèæåíèé. Èñïîëüçóÿ æå äâóìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ,
óäàëîñü íàéòè è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè äàííûõ ïðèáëèæåíèé.

3.1 Òðîéíûå çâåçäû è èõ ïðîèçâîäíûå

3.1.1 Òðîéíûå çâåçäû.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç ãëàâû 1 äëÿ ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè d = 2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñî÷åòàíèé σ äâóõ ýëåìåíòîâ {0, 1}, {0, 2},
{1, 2} èç ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {0, 1, 2}. Ïóñòü v0, v1, v2 � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû
èç R2, σ = {k1, k2} èç Σ è σ′ = {k3} = {0, 1, 2} \ σ � äîïîëíèòåëüíûé ê σ èíäåêñ.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå òðîéêè âåêòîðîâ {v0, v1, v2},
ãäå èíäåêñû ëèøü îáîçíà÷àþò âåêòîðû.

Ïóñòü ëþáîé âåêòîð vk ̸= 0 èç {v0, v1, v2} è Hσ′ îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è èìåþùóþ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð vk3 . Òîãäà
òàêîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v0, v1, v2} íàçîâåì çâåçäîé, åñëè äëÿ âñåõ ñî÷åòàíèé
σ = {k1, k2} ∈ Σ âåêòîðû vk1 , vk2 íå ïðèíàäëåæàò ïðÿìîé Hσ′ è ëåæàò ïî îòíî-
øåíèþ ê íåé â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ H+

σ′ è H−
σ′ .

Êàê ñëåäñòâèå èç îïðåäåëåíèÿ çâåçäû âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ëþ-
áûõ äâóõ âåêòîðîâ èç òðîéêè v = {v0, v1, v3}.

71
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3.1.2 Ïðîèçâîäíûå çâåçäû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç vσ = v(σ) ⊔ v(σ′) òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç (1.1.6), êîòîðîå
îáðàçóåò çâåçäó. Åñëè ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà âåêòîðîâ vσ äëÿ âñåõ ñî÷åòàíèé
σ ∈ Σ, ò.å. äëÿ âñåõ σ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 1.1.1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
çâåçäà v = {v0, v1, v2} íåâûðîæäåíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ñî÷åòàíèé σ = {k1, k2} èç Σ íà ìíîæåñòâå íåâûðîæ-
äåííûõ çâåçä v = {v0, v1, v2} îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

v
σ−→ vσ = {vσ0 , vσ1 , vσ2 }, (3.1.1)

ãäå vσk1 = vk1 , vσk2 = vσ èëè vσk1 = vσ, vσk2 = vk2 âûáèðàåòñÿ â ñîãëàñèè ñ (1.1.6),
è vσk′ = vk′ äëÿ îñòàëüíûõ k′ ∈ σ′.

Çâåçäó vσ èç (3.1.1) íàçîâåì σ-ïðîèçâîäíîé íåâûðîæäåííîé çâåçäû v. Åñ-
ëè íóæíî âûäåëèò èíäåêñû k1, k2 â ñî÷åòàíèè σ = {k1, k2}, òî áóäåì äëÿ σ-
ïðîèçâîäíîé (3.1.1) èñïîëüçîâàòü åùå è äðóãîå ðàçâåðíóòîå îáîçíà÷åíèå vσ =
v{k1,k2}. Ñîãëàñíî (1.1.11) äëÿ ïðîèçâîäíûõ èìååò ìåñòî ôîðìóëà êîììóòèðîâà-
íèÿ

v{k1,k2} = v{k2,k1}; (3.1.2)

è ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü d = 2, òî ïî ôîðìóëå (1.1.12) äëÿ
íåâûðîæäåííîé çâåçäû v ñóùåñòâóþò

C2
3 = 3 (3.1.3)

åå ïðîèçâîäíûõ çâåçä vσ.

3.2 Èíäóöèðîâàííûå ðàçáèåíèÿ òîðà

3.2.1 Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçâåðòêè òîðà.

Ïóñòü L = Z[l1, l2] � ïîëíàÿ ðåøåòêà â R2 ñ áàçèñîì l1, l2, ò.å. âåêòîðû l1, l2
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, è ïóñòü T � íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî èç R2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé òîðà T2

L =
R2/L, åñëè îòîáðàæåíèå T −→ T2

L : x 7→ xmodL � áèåêöèÿ. Ðàçâåðòêà T
íàçûâàåòñÿ ïåðåêëàäûâàþùåéñÿ, åñëè çàäàíî åå ðàçáèåíèå

T = T0 ⊔ T1 ⊔ T2 (3.2.1)

è ïåðåêëàäûâàíèå

T
S′
−→ T : S ′(x) = x+ vcol(x)

íà âåêòîðû v0, v1, v2, ñâÿçàííûå ñ áàçèñîì ðåøåòêè L ðàâåíñòâàìè

lk = vk − v0 äëÿ k = 1, 2. (3.2.2)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå col(x) = k äëÿ öâåòà òî÷åê x, ïðèíàäëåæàùèõ
ïîäìíîæåñòâó Tk, ãäå k = 0, 1, 2. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå (3.2.2) îò âåêòîðîâ
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ïåðåêëàäûâàíèÿ v0, v1, v2 ê áàçèñó l1, l2 ðåøåòêè L íàðóøàåòñÿ ñèììåòðèÿ, êîãäà
âûäåëÿåòñÿ âåêòîð v0. Óäîáíî äëÿ íåãî ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

v0 = α′. (3.2.3)

Â ÷àñòíîñòè, èç ðàâåíñòâ (3.2.2) è (3.2.3) âûòåêàþò ñðàâíåíèÿ vk ≡ α′ mod L
äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2. Ïîýòîìó ïåðåêëàäûâàíèå S ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ñäâèã òîðà
S ′ = S ′

α′ :

T
S′
−→ T : S ′(x) ≡ x+ α′ mod L (3.2.4)

íà âåêòîð α′ modL.

3.2.2 Øåñòèóãîëüíàÿ ðàçâåðòêà òîðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk1,k2 çàìêíóòûé ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû
vk1 , vk2 . Îïðåäåëèì äëÿ m = 0, 1, 2 ïàðàëëåëîãðàììû Tm, èìåþùèå òå æå âíóò-
ðåííèå ÷àñòè T int

m = T int
k,l , ÷òî è ïàðàëëåëîãðàììû Tk1,k2 , ãäå m � äîïîëíèòåëü-

íûé ê {k1, k2} èíäåêñ â {0, 1, 2}. Ñòîðîíû è âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììîâ Tk1,k2

ðàñïðåäåëèì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàëëåëîãðàììàìè Tm, òàê ÷òîáû âû-
ïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) êàæäîìó Tm ïðèíàäëåæàëè äâå ñìåæíûå ñòîðîíû è ñîåäèíÿþùàÿ èõ âåð-
øèíà;

2) ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå T = T0 ∪T1∪T2 ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì
� íåñòðîãèì ðàçáèåíèåì (1.1.5) � ìíîæåñòâà T .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî

0 ∈ T0, v0 ∈ T1, v0 + v1 ∈ T2. (3.2.5)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ øåñòèóãîëüíèê

T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ T2 (3.2.6)

ñ ïîïàðíî ðàâíûìè è ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè. Òàêîé øåñòèóãîëüíèê áóäåò
ïåðåêëàäûâàþùåéñÿ ðàçâåðòêîé òîðà T2

L äëÿ ðåøåòêè L ñ áàçèñîì {l1, l2} è âåê-
òîðàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ v0, v1, v2 â ñëó÷àå, åñëè äàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ v =
{v0, v1, v2} îáðàçóåò çâåçäó.

3.2.3 Âìåùàþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Êðîìå òîðà T2
L, íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäèí ñòàíäàðòíûé òîð T2 = R2/Z2 äëÿ

êâàäðàòíîé ðåøåòêè Z2 = Z[e1, e2] ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {e1, e2}.
Çàäàäèì ñäâèã S = Sα òîðà T2 íà âåêòîð α = (α1, α2) èç R2, ïîëàãàÿ

T2 S−→ T2 : x 7→ S(x) ≡ x+ αmodZ2. (3.2.7)

Äàëåå òîðû T2 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ, êàê âìåùàþùèå ïðîñòðàíñòâà äëÿ âëî-
æåíèé ðàçëè÷íûõ òîðîâ T2

L ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ðåøåòêàìè L.
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3.2.4 Âêëàäûâàþùèåñÿ â òîð ðàçâåðòêè.

Ïåðåêëàäûâàþùàÿñÿ ðàçâåðòêà T èç (3.2.1) âêëàäûâàåòñÿ

T
em
↪→ T2 (3.2.8)

â òîð T2 îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S = Sα, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.2.14)�(1.2.18).
Èç îïðåäåëåíèÿ (3.2.8) ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî T ⊂ R2 äîëæíî áûòü Z2-
ðàçëè÷èìûì, ò.å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y èç T , ñâÿçàííûõ ñðàâíåíèåì x ≡
ymodZ2, ñëåäóåò èõ ðàâåíñòâî x = y.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü âåêòîð ñäâèãà α èç (3.2.7) èððàöèîíàëüíûì, êîãäà

÷èñëà 1, α1, α2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z. (3.2.9)

Ïðè ýòîì óñëîâèè òåîðåìà 1.2.1 äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 2 ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü ðàçâåðòêà T âêëàäûâàåòñÿ (3.2.8) â òîð T2, ðàçâåðòêà
T èìååò âíóòðåííþþ òî÷êó, è ïóñòü âåêòîð α ñäâèãà S = Sα èç (3.2.7) áóäåò
èððàöèîíàëüíûì (3.2.9). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ìíîæåñòâà èç ïîëíûõ îðáèò Orb(Tk) íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. Sj1(Tk1) ∩
Sj2(Tk2) ̸= ∅ òîëüêî ïðè óñëîâèè j1 = j2 è k1 = k2.

2. Èìååò ìåñòî ðàçáèåíèå òîðà T2:

T = T0 ⊔ T1 ⊔ T2, ãäå Tk = Tk ⊔ S1(Tk) ⊔ . . . ⊔ Smk−1(Tk)

� îðáèòíîå ðàçáèåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â îðáèòó Orb(Tk)
èç (1.2.14).

�

3.2.5 Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ è ÿäðî ðàçáèåíèÿ.

Èç òåîðåìû 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñäâèã òîðà S ′ : T −→ T èç (3.2.4) ÿâëÿåòñÿ
èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì â T ⊂ T2 äëÿ ñäâèãà òîðà S : T2 −→ T2 èç
(3.2.7), ÷òî ñèìâîëè÷åñêè áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå ðàâåíñòâà S ′ = S|T . Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî

T = T (v), T = T (v) = T0 ⊔ T1 ⊔ T2 (3.2.10)

ðàçâåðòêó T èç (3.2.1) è èíäóöèðîâàííîå ðàçáèåíèå òîðà T2, ïîðîæäàåìîå âêëà-

äûâàþùåéñÿ â òîð T
em
↪→ T2 ðàçâåðòêîé T . Ìíîæåñòâî T ïî îòíîøåíèþ êî âñåìó

ðàçáèåíèþ òîðà T ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì (karyon) ðàçáèåíèÿ T . ×òîáû óêàçûâàòü íà
òàêóþ ñâÿçü ìåæäó T è T ñíîâà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

T = Kr = Kr(T ). (3.2.11)
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ßäðî Kr õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Kr � ýòî òàêîå ïîäìíîæå-
ñòâî Kr ⊂ T2, äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ S ′ = S|Kr, èíäó-
öèðîâàííîå ñäâèãîì òîðà S = Sα èç (3.2.7), ýêâèâàëåíòíî ïåðåêëàäûâàíèþ òðåõ
ïîäìíîæåñòâ èç ðàçáèåíèÿ

Kr = Kr0 ⊔Kr1 ⊔Kr2.

Ïîíÿòèå ÿäðà (3.2.11) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì äëÿ âñåé ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü
êîíñòðóêöèè. Ñ ïîìîùüþ ÿäåð T = Kr áóäóò ïîñòðîåíû íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèé
äëÿ êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé; îíè æå áóäóò çàäàâàòü ÿäåðíûå T -íîðìû,
èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèé.

3.2.6 Êðèòåðèé âëîæèìîñòè øåñòèóãîëüíîé ðàçâåðòêè òî-
ðà.

Ïóñòü T = T (v) áóäåò íåêîòîðîé ðàçâåðòêîé (3.2.1), êîòîðàÿ èçíà÷àëüíî íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ âëîæåííîé â òîð T2; è ïóñòü (ñì. ñîãëàøåíèå (1.1.5))

T = T (v) = T0 ∪ T1 ∪ T2 (3.2.12)

� ïîäìíîæåñòâî òîðà T2, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó èç (3.2.10). Òàêèì îáðàçîì, â
äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî (3.2.12) íå îáÿçàíî áûòü ðàçáèåíèåì òîðà T2.

Äëÿ øåñòèóãîëüíîé ðàçâåðòêè òîðà êðèòåðèé âëîæèìîñòè, ñôîðìóëèðîâàí-
íûé â òåîðåìå 1.2.2, ïðèíèìàåò âèä.

Òåîðåìà 3.2.2 Ðàçâåðòêà T = T (v) âêëàäûâàåòñÿ (3.2.8) â òîð T
em
↪→ T2 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ
óòâåðæäåíèé:

1) îïðåäåëåííîå â (3.2.12) ìíîæåñòâî T = T (v) ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì òîðà
T2;

2) âíóòðåííÿÿ ÷àñòü T int ðàçâåðòêè T ⊂ T2 íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç òî÷åê
xj îðáèòû

Orb′(0,m) = {xj = Sj(0); j = 1, 2, . . . ,m− 1},

ãäå m = m0 +m1 +m2 � ïîðÿäîê îðáèòû Orb′(0,m).

�

3.2.7 Âëîæåíèÿ â òîð ïðîèçâîäíûõ çâåçä.

Ïóñòü v = {v0, v1, v2} � çâåçäà è T = T (v) � îòâå÷àþùàÿ åé ðàçâåðòêà (3.2.10)
òîðà T2

L ñ âåêòîðàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ v0, v1, v2. Íàïîìíèì, ÷òî çâåçäà v âêëàäû-
âàåòñÿ

v
em
↪→ T2 (3.2.13)
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â òîð T2 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ñäâèãà S = Sα, åñëè äàííàÿ ðàçâåðòêà T = T (v)

âêëàäûâàåòñÿ T
em
↪→ T2 â òîð T2 îòíîñèòåëüíî òîãî æå ñäâèãà S.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.1 âëîæåíèå çâåçä (3.2.13) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (3.1.1).

Òåîðåìà 3.2.3 Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ çâåçäà v = {v0, v1, v2} âêëàäûâàåòñÿ (1.3.1)
â òîð T2 îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S = Sα ñ èððàöèîíàëüíûì (3.2.9) âåêòîðîì α.
Òîãäà åå ëþáàÿ σ-ïðîèçâîäíàÿ vσ = {vσ0 , vσ1 , vσ2 } äëÿ σ ∈ Σ òàêæå âêëàäûâàåòñÿ

vσ
em
↪→ T2

â òîò æå òîð T2 îòíîñèòåëüíî ñäâèãà S.

�

3.3 Âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

3.3.1 Áàçèñíûé òðåóãîëüíèê.

Îñíîâíîé îáëàñòüþ äëÿ íàñ áóäåò çàìêíóòûé òðåóãîëüíèê △ ñ âåðøèíàìè
â òî÷êàõ (0, 0), (1, 0) è (0, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S△ ãðóïïó åãî àôôèííûõ ñèì-
ìåòðèé (àíãàðìîíè÷åñêàÿ ãðóïïà). Îíà ñîïðÿæåíà ñ ãðóïïîé ìåòðè÷åñêèõ ñèì-
ìåòðèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è ñîñòîèò èç òðåõ àôôèííûõ ïîâîðîòîâ r0, r1,
r2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâîðîòàì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà 0, 120, 240 ãðàäóñîâ,
è òðåõ îñåâûõ ñèììåòðèé h0, h1, h2 îòíîñèòåëüíî ìåäèàí µ0, µ1, µ2, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç âåðøèíû 0 = (0, 0), 1 = (1, 0), 2 = (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Â êîîðäèíàòàõ
(x1, x2) ∈ △ îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâà áàçèñà e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) ñèììåòðèè èç
S△ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r0(x1, x2) = (x1, x2), h0(x1, x2) = (x2, x1),
r1(x1, x2) = (−x1 − x2 + 1, x1), h1(x1, x2) = (x1,−x1 − x2 + 1),
r2(x1, x2) = (x2,−x1 − x2 + 1), h2(x1, x2) = (−x1 − x2 + 1, x2).

(3.3.1)

3.3.2 Ðàçáèåíèÿ òðåóãîëüíèêà.

Âûäåëèì â òðåóãîëüíèêå △ øåñòü îòêðûòûõ îáëàñòåé △kl
k ,△kl

l ⊂ △ ñ öåëû-

ìè èíäåêñàìè 0 ≤ k < l ≤ 2. Çàìûêàíèÿ îáëàñòåé △ kl

k , △
kl

l ðàçáèâàþò òðåóãîëü-

íèê △ = △ kl

k ∪ △
kl

l è ïåðåñåêàþòñÿ △ kl

k ∩ △
kl

l = µm ïî ìåäèàíå µm ñ íîìåðîì
m, äîïîëíÿþùèì èíäåêñû {k, l} äî âñåãî ìíîæåñòâà {0, 1, 2}. Íèæíèå èíäåêñû â
△kl

k è △kl
l óêàçûâàþò íà ïðèíàäëåæíîñòü âåðøèí ñ íîìåðàìè k è l ñîîòâåòñòâåí-

íî △ kl

k è △ kl

l . Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòè △kl
k ,△kl

l ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ îòêðûòûå
òðåóãîëüíèêè, çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ êîòîðûõ

△ kl = △ kl
k ⊔△ kl

l (3.3.2)

ñîâïàäàåò ñî âñåì òðåóãîëüíèêîì △ è ïðè ýòîì △ kl
k ∩△ kl

l = ∅.
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3.3.3 Íîðìèðîâàííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çâåçä.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.1.4) èç êðèòåðèÿ 1.1, êàæäàÿ òî÷êà x ∈ △ kl çàäàåò çâåçäó
w = {w0, w1, w2} ñ ëó÷àìè

w0 = −x, w1 = e1 − x, w2 = e2 − x, (3.3.3)

âûõîäÿùèìè èç öåíòðà x â âåðøèíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè 0, 1, 2. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà

w′ = {w′
0, w

′
1, w

′
2}. (3.3.4)

Åñëè x ∈ △ kl
k , òî ëó÷è â (3.3.4) èìåþò âèä w′

m = wm, w′
k = wk, w′

l = wk + wl;
åñëè æå x ∈ △ kl

l , òî � âèä w′
m = wm, w′

k = wk + wl, w′
l = wl. Çäåñü ìû èñïîëü-

çîâàëè áîëåå óäîáíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé w′ çâåçäû
w, âìåñòî ðàíåå ââåäåííîãî wσ â (3.1.1); èíäåêñ m ñíîâà äîïîëíÿåò {k, l} äî âñåãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {0, 1, 2}.

Èç óñëîâèÿ x ∈ △ kl âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû e′1 = v′1 − v′0, e′2 = v′2 − v′0 îáðà-
çóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2. Ïóñòü A kl � ìàòðèöà ïåðåõîäà e′ = eA kl îò áàçèñà
{e1, e2} ê áàçèñó {e′1, e′2}, ãäå e′ = (e′1e

′
2) � ñòðîêà, eA kl � ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè

e = (e1e2) íà 2× 2-ìàòðèöó A kl. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò äâå ñïåöèàëèçàöèè

A kl = A kl
k èëè A kl

l

â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè x îáëàñòè △ kl
k èëè △ kl

l :

A12
1 =

(
1 1− x1

0 1− x2

)
, A12

2 =

(
1− x1 0
1− x2 1

)
,

A01
0 =

(
1− x1 0
−x2 1

)
, A01

1 =

(
x1 −1 + x1

x2 1 + x2

)
,

A02
0 =

(
1 −x1

0 1− x2

)
, A02

2 =

(
1 + x1 x1

−1 + x2 x2

)
.

(3.3.5)

Â êîîðäèíàòàõ ôîðìóëà ïåðåõîäà e′ = eA kl ïðèìåò âèä(
x′
1

x′
2

)
= A kl

(
x1

x2

)
. (3.3.6)

Çäåñü, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, îáðàòíûå ìàòðèöû (A kl)−1 äëÿ A kl îáî-
çíà÷èëè ÷åðåç A kl:

A12
1 = 1

1−x2

(
1− x2 −1 + x1

0 1

)
, A12

2 = 1
1−x1

(
1 0

−1 + x2 1− x1

)
,

A01
0 = 1

1−x1

(
1 0
x2 1− x1

)
, A01

1 = 1
x1+x2

(
1 + x2 1− x1

−x2 x1

)
,

A02
0 = 1

1−x2

(
1− x2 x1

0 1

)
, A02

2 = 1
x1+x2

(
x2 −x1

1− x2 1 + x1

)
.

(3.3.7)
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Ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ìàòðèö A kl ìîæíî äëÿ ïðîèçâîäíîé çâåçäû w′ èç (3.3.4)
îïðåäåëèòü íîðìèðîâàííóþ çâåçäó

w′ = {w′
0,w

′
1,w

′
2} (3.3.8)

c öåíòðîì x′ = (x′
1, x

′
2), âû÷èñëÿåìûì ïî ôîðìóëå(

x′
1

x′
2

)
= A kl

(
−w′

01

−w′
02

)
,

ãäå â ïðàâîì ñòîëáöå èñïîëüçîâàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà w′
0 = (w′

01, w
′
02) èç ïðîèç-

âîäíîé çâåçäû w′ = {w′
0, w

′
1, w

′
2}, îïðåäåëåííîé â (3.3.4). Åñëè âåêòîð w′

0 ñîõðàíÿ-
åòñÿ íåèçìåííûì w′

0 = w0, òî â ôîðìóëå (3.3.6) âûáèðàåòñÿ öåíòð x = (x1, x2) =
−w0 = −w′

0 ïåðâîíà÷àëüíîé çâåçäû w. Íîðìèðîâàííàÿ çâåçäà w′, êàê è w, èìååò
ëó÷è

w′
0 = −x′, w′

1 = e1 − x′, w′
2 = e2 − x′, (3.3.9)

âûõîäÿùèìè òåïåðü óæå èç íîâîãî öåíòðà x′ â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà △. Îïðå-
äåëåíèå (3.3.8) çâåçäû w′ êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ (1.2.10) òî÷êà x′

ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè △int òðåóãîëüíèêà △.
Â ÿâíîì âèäå êîîðäèíàòû (x′

1, x
′
2) = δkl(x1, x2) öåíòðà x′ íîðìèðîâàííîé çâåç-

äû w′ èç (3.3.8) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

δ121 (x1, x2) = (x1−x2

1−x2
, x2

1−x2
), δ122 (x1, x2) = ( x1

1−x1
, −x1+x2

1−x1
),

δ010 (x1, x2) = ( x1

1−x1
, x2

1−x1
), δ011 (x1, x2) = (2x1+x2−1

x1+x2
, x2

x1+x2
),

δ020 (x1, x2) = ( x1

1−x2
, x2

1−x2
), δ022 (x1, x2) = ( x1

x1+x2
, x1+2x2−1

x1+x2
).

(3.3.10)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3.10) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ äâóìåðíûé àíàëîã d-ìåðíûõ âîç-
âðàòíûõ îòîáðàæåíèé (2.1.30), (2.1.31).

3.3.4 Âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3.10) çàäàþò

△ δkl−→ △ : x 7→ x′ = δkl(x) (3.3.11)

òðè îòîáðàæåíèÿ δkl ñ èíäåêñàìè 0 ≤ k < l ≤ 2: δkl(x) = δklk (x), åñëè x ∈ △kl
k , è

δkl(x) = δkll (x), åñëè x ∈ △kl
l . Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ δkl ÿâëÿåòñÿ îòêðûòàÿ äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü △kl ⊂ △ èç (3.3.2) è, çíà÷èò, δkl

îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó â òðåóãîëüíèêå △, èñêëþ÷àÿ åãî ãðàíèöû è ìåäèàíó
µm, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíó ñ íîìåðîì m èç äîïîëíåíèÿ {0, 1, 2} \ {k, l}.

3.3.5 Ìàòðèöû âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé.

Íà ÿçûêå (3× 3)-ìàòðèö

M =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 (3.3.12)



3.3. Âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ 79

äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3.10) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

M⟨x⟩ =
(a11x1 + a12x2 + a13
a31x1 + a32x2 + a33

,
a21x1 + a22x2 + a23
a31x1 + a32x2 + a33

)
(3.3.13)

äëÿ x = (x1, x2). Â ìàòðè÷íîé ôîðìå (3.3.13) óäîáíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ àññîöèàòèâ-
íîå ñâîéñòâî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

M1⟨M2⟨x⟩⟩ = (M1 ·M2)⟨x⟩. (3.3.14)

Ïîñêîëüêó E3⟨x⟩ = x äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû E3 ïîðÿäêà 3, òî èç ñâîéñòâà
(3.3.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ x′ = M⟨x⟩ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì áóäåò x = M−1⟨x′⟩.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (3.3.13), äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3.10) èìå-
þò ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

δ̂121 =

 1 −1 0
0 1 0
0 −1 1

 , δ̂122 =

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

 ,

δ̂010 =

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 , δ̂011 =

 2 1 −1
0 1 0
1 1 0

 ,

δ̂020 =

 1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 , δ̂022 =

 1 0 0
1 2 −1
1 1 0

 .

(3.3.15)

Ìàòðèöû (3.3.15) ïðèíàäëåæàò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ òðåõìåðíûõ ìàòðèö
GL3(Z).

3.3.6 Îáðàòíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îòîáðàæåíèÿ δkl ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íàêðûâàþùèìè, à èõ ñïåöèàëèçàöèè δkl∗
çàäàþò óæå áèåêöèè

δklk : △kl
k

−→∼ △int, δkll : △kl
l

−→∼ △int. (3.3.16)

Ïîýòîìó äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò îáðàòíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

∂kl
k : △int −→∼ △kl

k , ∂kl
l : △int −→∼ △kl

l . (3.3.17)

Ìàòðèöàìè äëÿ îòîáðàæåíèé (3.3.17) áóäóò îáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé (3.3.15):

∂̂12
1 =

 1 1 0
0 1 0
0 1 1

 , ∂̂12
2 =

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

 ,

∂̂01
0 =

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 , ∂̂01
1 =

 0 −1 1
0 1 0
−1 −1 2

 ,

∂̂02
0 =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 , ∂̂02
2 =

 1 0 0
−1 0 1
−1 −1 2

 .

(3.3.18)
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ δkl∗ èìåþò óíèìîäóëÿðíûå ìàò-
ðèöû (3.3.15). Ïîýòîìó ìàòðèöû (3.3.18) îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé ∂kl

∗ ñíîâà áóäóò
óíèìîäóëÿðíûìè ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.

×åðåç äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ ∂kl
∗ çàïèøóò-

ñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∂12
1 (x1, x2) = (x1+x2

x2+1
, x2

x2+1
), ∂12

2 (x1, x2) = ( x1

x1+1
, x1+x2

x1+1
),

∂01
0 (x1, x2) = ( x1

x1+1
, x2

x1+1
), ∂01

1 (x1, x2) = ( −x2+1
−x1−x2+2

, x2

−x1−x2+2
),

∂02
0 (x1, x2) = ( x1

x2+1
, x2

x2+1
), ∂02

2 (x1, x2) = ( x1

−x1−x2+2
, −x1+1
−x1−x2+2

).
(3.3.19)

3.3.7 Ìàòðèöû ñèììåòðèé òðåóãîëüíèêà.

Ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà (3.3.1) òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîð-
ìå (3.3.13). Äëÿ íèõ ìàòðèöàìè áóäóò: äëÿ ïîâîðîòîâ �

r̂0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , r̂1 =

 −1 −1 1
1 0 0
0 0 1

 , r̂2 =

 0 1 0
−1 −1 1
0 0 1

 ;

(3.3.20)
äëÿ îñåâûõ ñèììåòðèé �

ĥ0 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , ĥ1 =

 1 0 0
−1 −1 1
0 0 1

 , ĥ2 =

 −1 −1 1
0 1 0
0 0 1

 .

(3.3.21)
Ìàòðèöû ñèììåòðèé òðåóãîëüíèêà (3.3.20), (3.3.21) îòëè÷àþòñÿ îò ìàòðèö âîç-
âðàòíûõ îòîáðàæåíèé (3.3.15) íèæíåé ñòðîêîé (0 0 1). Ìàòðèöû ïîâîðîòîâ èìåþò

îïðåäåëèòåëü |r̂k| = 1, à îñåâûõ ñèììåòðèé � |ĥk| = −1, ÷òî îòðàæàåò îòëè-
÷èå ñîáñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé rk îò íåñîáñòâåííûõ hk. Êðîìå ñàìèõ ìàòðèö
(3.3.20), (3.3.21) íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå èõ îäíîðîäíûå ÷àñòè � âåðõíèå ëåâûå
(2× 2)-áëîêè:

ř0 =

(
1 0
0 1

)
, ř1 =

(
−1 −1
1 0

)
, ř2 =

(
0 1
−1 −1

)
;

ȟ0 =

(
0 1
1 0

)
, ȟ1 =

(
1 0
−1 −1

)
, ȟ2 =

(
−1 −1
0 1

)
.

(3.3.22)

Ìàòðèöû (3.3.22) ïîðîæäàþò ãðóïïó S△̌ àôôèííûõ (îäíîðîäíûõ) ñèììåòðèé

òðåóãîëüíèêà △̌, ïîëó÷àþùåãîñÿ ñäâèãîì òðåóãîëüíèêà △ íà âåêòîð (−1
3
,−1

3
).

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê △̌ èìååò öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0) � íåïî-
äâèæíîé òî÷êå âñåõ ñèììåòðèé (3.3.22).
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3.3.8 Èððàöèîíàëüíûå òî÷êè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ (3.2.9) äëÿ âåêòîðîâ, òî÷êó x = (x1, x2) èç R2 íàçî-
âåì èððàöèîíàëüíîé, åñëè ÷èñëà

1, x1, x2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z. (3.3.23)

Ïî ëåììå 2.2.1 äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî òî÷êè áûòü
èððàöèîíàëüíîé.

Ëåììà 3.3.1 Åñëè òî÷êà x = (x1, x2) èððàöèîíàëüíà (3.3.23) è ìàòðèöà M
ïðèíàäëåæèò öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå GL3(Z), òî

1) äëÿ òî÷êè x îïðåäåëåí åå îáðàç M⟨x⟩ îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ (3.3.13);

2) ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà x′ = M⟨x⟩ ñíîâà áóäåò èððàöèîíàëüíîé.

�

3.4 Ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ âîç-

âðàòíûõ ìàòðèö

3.4.1 Êóáè÷åñêèå åäèíèöû.

Ïóñòü
f(x) = x3 + a2x

2 + a1x+ a0 (3.4.1)

áóäåò ìíîãî÷ëåíîì ñ êîýôôèöèåíòàìè ai èç êîëüöà öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë Z ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì a0 = ±1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ △-
ìíîãî÷ëåíîì, åñëè f(x) èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü f(θ) = 0, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ

α = (α1, α2) ∈ △int, (3.4.2)

ãäå α1 = θ2, α2 = θ. Åñëè ïðè ýòîì θ � êóáè÷åñêàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî ñêàæåì,
÷òî f(x) � △irr-ìíîãî÷ëåí, à òî÷êà α óäîâëåòâîðÿþò △irr-óñëîâèþ. Çíà÷èò, â
äàííîì ñëó÷àå f(x) áóäåò ìíîãî÷ëåíîì, íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë Q. Èç △irr-óñëîâèÿ è îãðàíè÷åíèÿ íà ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 = ±1 ìíîãî÷ëåíà
(3.4.1) âûòåêàåò, ÷òî åãî êîðåíü θ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé âåùåñòâåííîãî êóáè÷åñêîãî
ïîëÿ Q(θ).

3.4.2 Âîçâðàòíûå ìàòðèöû äëÿ êóáè÷åñêèõ åäèíèö.

Êàæäîìó íàáîðó a = (a2, a1, a0) êîýôôèöèåíòîâ èç (3.4.1) ñîïîñòàâèì ìàòðè-
öó

M(a) =

 −a2 −a1 −a01 0 0
0 1 0

 , (3.4.3)
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íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé Ôðîáåíèóñà. Òàê êàê detM(a) = −a0 = ∓1, òî M(a) ïðè-
íàäëåæèò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèöGL3(Z). Èç îïðåäåëåíèÿ (3.4.3) ñëåäóåò,
÷òî ñòîëáåö

α̂ =

 α1

α2

1


ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû M(a), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ìàòðè÷íîå ðà-
âåíñòâî

M(a)α̂ = λα̂ (3.4.4)

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = θ.

3.4.3 Ïîëóãðóïïà D̂.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D̂ ïîëóãðóïïó óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö èç GL3(Z), îòâå÷à-

þùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿì δ èç ïîëóãðóïïû D. Ïîëóãðóïïà D̂ ñîäåðæèò ãðóïïó
Ŝ△ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ àôôèííûì ñèììåòðèÿì S△ òðåóãîëüíèêà △. Åñëè
ìàòðèöà M ïðèíàäëåæèò ïîëóãðóïïå D̂ ⊂ GL3(Z), òî ïî îïðåäåëåíèþ îíà äî-

ïóñêàåò ðàçëîæåíèå â êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðèé ŝ ∈ Ŝ△ è ýëåìåíòàðíûõ

âîçâðàòíûõ ìàòðèö δ̂kl∗ ∈ D̂, îïðåäåëåííûõ â (3.3.15). Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöóM

èç ïîëóãðóïïû D̂ òàêæå áóäåì íàçûâàòü âîçâðàòíîé. Èç îïðåäåëåíèÿ D ñëåäóåò,
÷òî òàêàÿ ìàòðèöà M áóäåò óíèìîäóëÿðíîé.

×òîáû èçáåæàòü äëèííûõ çàïèñåé è ñäåëàòü èõ áîëåå óäîáíî ÷èòàåìûìè, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîêðàùåíèÿìè:

ŝ→ s, (δ̂klk )
n → kln, (δ̂kll )

n → lkn (3.4.5)

äëÿ n = 0, 1, 2, . . . Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå

M = ŝ · δ̂k1l1k1
· (δ̂k2l2l2

)3

ïðèìåò ñîêðàùåííûé âèä

M = s · k1l1 · l2k3
2.

Ñðåäè ðàçëîæåíèé ìàòðèö M(a) â ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðèé ŝ è ýëåìåíòàð-

íûõ âîçâðàòíûõ ìàòðèö δ̂kl∗ ìîæíî âûäåëèòü äâå îñíîâíûå ñåðèè. Â ïðåäëîæå-
íèÿõ 3.4.1 è 3.4.2 ïðåäñòàâëåíû óêàçàííûå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö M(a) äëÿ △irr-
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) âèäà (3.4.1).

3.4.4 Ñåðèÿ a0 = −1.
Â ïðåäëîæåíèè 3.4.1 ïðåäñòàâëåíà îñíîâíàÿ ñåðèÿ ðàçëîæåíèé ìàòðèö M(a),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîýôôèöèåíòó a0 = −1. Äðóãàÿ ñåðèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì a0 = 1
ñîäåðæèòñÿ â ïðåäëîæåíèè 3.4.2.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.1 Ïóñòü a0 = −1. Òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ (3.4.5) ìàòðèöû
M(a) èç (3.4.3) èìåþò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

M(a) = r1 · 01 · 20 · 02a1−1 · 01a2−2 äëÿ a2 ≥ 2, a1 ≥ 1; (3.4.6)

M(a) = r1 · 21 · 20 · 02a1−1 äëÿ a2 = 1, a1 ≥ 1; (3.4.7)

M(a) = r1 · 20 · 02|a2|+1 · 21 · 02a1−|a2|−2 äëÿ a2 ≤ 0, a1 ≥ |a2|+ 2. (3.4.8)

Çàìå÷àíèå 3.4.1 Â ðàçëîæåíèÿõ (3.4.6)�(3.4.8) ïîä÷åðêèâàíèåì âûäåëåí îñòîâ
èëè ôðåéì ðàçëîæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèéñÿ ïðè âñåõ èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ a1, a2
â çàäàííûõ ïðåäåëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-
ìóë

01a =

 1 0 0
0 1 0
−a 0 1

 , 02a =

 1 0 0
0 1 0
0 −a 1

 .

�

3.4.5 Ñåðèÿ a0 = 1.

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ îñíîâíàÿ ñåðèÿ ðàçëîæåíèé ìàòðèö M(a) àíàëîãè÷íà
îñíîâíîé ñåðèè ðàçëîæåíèé äëÿ a0 = −1.
Ïðåäëîæåíèå 3.4.2 Ïóñòü a0 = 1. Òîãäà äëÿ ìàòðèö M(a) âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

M(a) = h0 · 20 · 02a2 · 21 · 02|a1|−a2−2 äëÿ a2 ≥ 1, a1 ≤ −a2 − 3; (3.4.9)

M(a) = h0 · 01 · 20 · 02|a1|−2 · 01|a2|−1 äëÿ a2 ≤ −1, a1 ≤ −2. (3.4.10)

�

3.5 Íåïîäâèæíûå òî÷êè âîçâðàòíûõ ìàòðèö

3.5.1 Ñîîòâåòñòâèå è ñïåöèàëèçàöèè.

Âûïèñàííûå ðàíåå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû M(a) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåò-

ðèè ŝ è ýëåìåíòàðíûõ âîçâðàòíûõ ìàòðèö δ̂kl∗ çàäàþò ñîîòâåòñòâèå

M(a) −→ δs, (3.5.1)

ãäå îòîáðàæåíèå δs = sδ ïðèíàäëåæèò ðàñøèðåííîé ïîëóãðóïïå D è ðàâíî êîì-
ïîçèöèè ñèììåòðèè s è íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû Dδ ⊂ D. Áîëåå
òîãî, ñîîòâåòñòâèå (3.5.1) îïðåäåëÿåò òàêæå è ñïåöèàëèçàöèþ δ∗ âòîðîãî îòîáðà-
æåíèÿ: δ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòàðíûõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé δkl, à åãî
ñïåöèàëèçàöèÿ δ∗ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñïåöèàëèçàöèé δkl∗ , îïðåäåëÿåìûõ ýëåìåí-

òàðíûìè âîçâðàòíûìè ìàòðèöàìè δ̂kl∗ , ñîäåðæàùèìèñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæå-
íèé ìàòðèöû M(a).
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3.5.2 Íåïîäâèæíûå òî÷êè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 3.5.1 1. Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòîá-
ðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû D ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ △(δ), ò.å. âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ

x ∈ △(δ) (3.5.2)

è
δx = x. (3.5.3)

Òîãäà èìååò ìåñòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

Mx̂ = λx̂ (3.5.4)

äëÿ x̂ =

(
x
1

)
ñ âåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ̸= 0. Çäåñü

M = Mδ∗ = Ms · · ·M2M1 (3.5.5)

� ìàòðèöà ñïåöèàëèçàöèè δ∗ = δ∗(x) îòîáðàæåíèÿ δ, îïðåäåëÿåìîé òî÷êîé x.
2. Îáðàòíî, ïóñòü çàäàíà ôèêñèðîâàííàÿ ñïåöèàëèçàöèÿ δ∗ îòîáðàæåíèÿ δ ∈

D, M = Mδ∗ � ìàòðèöà è △(δ∗) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëèçàöèè δ∗.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Mx̂ = λx̂ (3.5.6)

ñ âåùåñòâåííûì λ ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî x̂ =

(
x
1

)
, ãäå x = (x1, x2) � èððàöèî-

íàëüíàÿ òî÷êà (3.3.23) è
x ∈ △int. (3.5.7)

Òîãäà óêàçàííîå x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x ∈ △(δ∗) (3.5.8)

è
δ∗x = x, (3.5.9)

ðàâíîñèëüíûì â äàííîì ñëó÷àå òîìó, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
δx = x îòîáðàæåíèÿ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.5.2) è îïðåäåëåíèé (3.3.11), (3.3.13) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

M⟨x⟩ = x, (3.5.10)

èç êîòîðîãî âûòåêàåò ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (3.5.4) ñ λ = λ(M,x), ãäå

λ(M,x) = a31x1 + a32x2 + a33 (3.5.11)

� ôàêòîð-àâòîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ x 7→M⟨x⟩. Â ñèëó óñëîâèÿ (3.5.2) èìååì
λ(M,x) ̸= 0, ÷òî âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (3.5.11) äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû
3.5.1.
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Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü. Ïóñòü ñïåöèàëèçàöèÿ δ∗ èìååò ðàçëîæåíèå

δ∗ = δt · · · δ2δ1, (3.5.12)

ãäå δi = δkili∗ � êàêîå-òî âîçâðàòíîå îòîáðàæåíèå (3.3.10) èëè δi = si � êàêàÿ-òî
ñèììåòðèÿ èç S△. Òîãäà

M = Mδ∗ = δ̂t · · · δ̂2δ̂1 (3.5.13)

áóäåò ìàòðèöåé ñïåöèàëèçàöèè (3.5.12) îòîáðàæåíèÿ δ.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû èìååì λ(M,x) = λ ̸= 0. Ïîýòîìó îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

M⟨x⟩ è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.5.10).
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3.5.13) ìàòðèöû M , çàïèøåì åãî â âèäå

δ̂t · · · δ̂2δ̂1⟨x⟩ = x. (3.5.14)

Âîñïîëüçóåìñÿ èððàöèîíàëüíîñòüþ òî÷êè x è ïîêàæåì, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü èç (3.5.14)
ìîæíî ðàçëîæèòü â êîìïîçèöèþ

δ̂t · · · δ̂2δ̂1⟨x⟩ = δ̂t⟨· · · ⟨δ̂2⟨δ̂1⟨x⟩⟩⟩⟩. (3.5.15)

Ïî ëåììå 3.3.1 ñóùåñòâóåò îáðàç x(1) = δ̂1⟨x⟩, ò.ê. ìàòðèöà δ̂1 ïðèíàäëå-

æèò ãðóïïå GL3(R). Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò îáðàçû x(2) = δ̂2⟨x(1)⟩, . . ., x(t) =

δ̂t⟨x(t−1)⟩, ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ñíîâà ïîÿâëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíûå òî÷êè

x(2), . . ., x(t) è âñå ìàòðèöû δ̂2, . . ., δ̂t èç ãðóïïû GL3(R). Òàêèì îáðàçîì, ïðà-
âàÿ ÷àñòü èç (3.5.15) èìååò ñìûñë, à òîãäà ïî ôîðìóëå (3.3.14) âûïîëíÿåòñÿ è
ðàâåíñòâî (3.5.15).

Ñîåäèíÿÿ (3.5.14) è (3.5.15), ìîæåì çàïèñàòü

δ̂t⟨· · · ⟨δ̂2⟨δ̂1⟨x⟩⟩⟩⟩ = x. (3.5.16)

Ðàçëîæåíèþ δ̂t · · · δ̂2δ̂1 èç (3.5.13) ñîîòâåòñòâóåò äâîéñòâåííîå ðàçëîæåíèå

∂̂ = ∂̂1∂̂2 · · · ∂̂t, (3.5.17)

ãäå ∂̂i = ∂̂kili
∗ � ìàòðèöà (3.3.15) èëè ∂̂i = ŝ −1

i � îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû
(3.3.20), (3.3.21) ñèììåòðèè si.

Èìååì
∂̂t⟨δ̂t⟨· · · ⟨δ̂2⟨δ̂1⟨x⟩⟩⟩⟩⟩ = ∂̂t⟨x⟩. (3.5.18)

Òåïåðü ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà
(3.5.15), è ñîîòíîøåíèå ∂̂tδ̂t = E3, èç (3.5.18) âûâîäèì ðàâåíñòâî

δ̂t−1⟨· · · ⟨δ̂2⟨δ̂1⟨x⟩⟩⟩⟩⟩ = ∂̂t⟨x⟩. (3.5.19)

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ñ ìàòðèöàìè ∂̂t−1, . . ., ∂̂2, ∂̂1 è ïðèíèìàÿ êàæäûé ðàç â
ðàñ÷åò ñîîòíîøåíèÿ ∂̂iδ̂i = E3, ïîëó÷èì

x = ∂̂1⟨∂̂2⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩⟩ (3.5.20)
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èëè � èíà÷å

x = ∂̂1∂̂2 · · · ∂̂t⟨x⟩ = ∂̂⟨x⟩. (3.5.21)

Ðàâåíñòâî (3.5.21) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òî÷êè x, îáðàòíîå
ïðåäñòàâëåíèþ (3.5.14).

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.5.20) äëÿ òî÷êè x âûòåêàåò âêëþ-
÷åíèå x ∈ △(δ∗) èç (3.5.8). Ïî îïðåäåëåíèþ (3.3.17) îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé ∂i
âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

∂̂i⟨△int⟩ ⊂ △int (3.5.22)

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , t. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.5.20) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êó x ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

x = ∂̂1⟨x(1)⟩, (3.5.23)

ãäå x(1) = ∂̂2⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩ ∈ △int.
Ïóñòü δ1 = δk1l1∗ . Òîãäà

∂̂1⟨△int⟩ = ∂̂k1l1
∗ ⟨△int⟩ = △k1l1

∗ .

Îòñþäà è ïðåäñòàâëåíèÿ (3.5.23) âûâîäèì âêëþ÷åíèå

x ∈ △(δk1l1∗ ). (3.5.24)

Åñëè æå δ1 = s1 � ñèììåòðèÿ èç S△, òî

∂̂1⟨△int⟩ = s−1
1 ⟨△int⟩ = △int,

è ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

x ∈ △(s1), (3.5.25)

ò.ê. îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ △(s) äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè s ∈ S△ ÿâëÿåòñÿ âåñü
òðåóãîëüíèê △. Â ëþáîì ñëó÷àå èç (3.5.24) è (3.5.25) ñëåäóåò, ÷òî x ñîäåðæèòñÿ
â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

x ∈ △(δ1) (3.5.26)

ñïåöèàëèçàöèè δ1.
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ x(1) = ∂̂2⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êó x(1), â ñâîþ î÷åðåäü,

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x(1) = ∂̂2⟨x(2)⟩,

ãäå x(2) = ∂̂3⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩ ∈ △int. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è âûøå, èìååì

x(1) ∈ △(δ2). (3.5.27)

Ïîâòîðÿÿ íåñêîëüêî ðàç óêàçàííûå ïðîöåññ, íàêîíåö, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

x(t−1) ∈ △(δt). (3.5.28)
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Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî x(i) = x(i) äëÿ i = 1, . . . , t. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèå (3.5.20), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

x(1) = δ̂1⟨x⟩ = δ̂1⟨∂̂1⟨∂̂2⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩⟩⟩ = ∂̂2⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩ = x(1),

x(2) = δ̂2⟨x(1)⟩ = δ̂2⟨∂̂2⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩⟩ = ∂̂3⟨· · · ⟨∂̂t⟨x⟩⟩⟩ = x(2).
. . .

Ïîýòîìó â ñèëó âêëþ÷åíèé (3.5.26), (3.5.27) è (3.5.28) îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå
òî÷êè

x(1) = δ̂1⟨x⟩, x(2) = δ̂2⟨x(1)⟩, . . . , x(t) = δ̂t⟨x(t−1)⟩, (3.5.29)

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî òî÷êà x ïîïàäàåò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ △(δ∗) ñïåöèà-
ëèçàöèè δ∗ îòîáðàæåíèÿ δ (ñì. ôîðìóëó (2.2.19)). Ïîýòîìó îïðåäåëåí îáðàç δ∗x
òî÷êè x, ÷òî, ïðèìåíÿÿ (3.5.14), äîêàçûâàåò íóæíîå ðàâåíñòâî δ∗x = x èç (3.5.9).

�

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1 Ïóñòü f(x) � △irr-ìíîãî÷ëåí (3.4.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè
a2, a1, a0 èç ïðåäëîæåíèé 3.4.1 è 3.4.2 (ñì. (3.4.6)�(3.4.10)) è α � òî÷êà èç
îáëàñòè △int, îïðåäåëåííàÿ â (3.4.2). Êðîìå òîãî, ïóñòü M(a) � âîçâðàòíàÿ
ìàòðèöà (3.4.3) ñ ïàðàìåòðîì a = (a2, a1, a0) è δs = sδ � îòâå÷àþùåå åé îòîá-
ðàæåíèå (3.5.1) èç ïîëóãðóïïû D. Òîãäà òî÷êà α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

α ∈ △(δs∗), (3.5.30)

ãäå △(δs∗) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëèçàöèè δs∗ = sδ∗ îòîáðàæåíèÿ δs,
çàäàâàåìîé ñîîòâåòñòâèåì (3.5.1), è

δs∗α = α, (3.5.31)

ò.å. òî÷êà α äîïóñêàåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé δs∗ è ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
δsα = α îòîáðàæåíèÿ δs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òî÷êà α óäîâëåòâîðÿþò △irr-óñëîâèþ è ïî ïî-
ñòðîåíèþ (3.4.3) ìàòðèöû M(a) îòâå÷àþùèé òî÷êå α âåêòîð-ñòîëáåö α̂ ÿâëÿåòñÿ
(3.4.4) ñîáñòâåííûì M(a)α̂ = λα̂ äëÿ ìàòðèöû M(a) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ = θ ̸= 0. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû 3.5.1, èç êîòîðîé
âûòåêàþò îáà óòâåðæäåíèÿ (3.5.30) è (3.5.31).

�
Ïóñòü x = (x1, x2) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè èç R. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Fx = Q(x1, x2) ðàñøèðåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì è ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷è-

ñåë âèäà f(x1,x2)
g(x1,x2)

, ãäå f è g � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû íàä Q è g(x1, x2) ̸= 0.

Îïðåäåëèì ñòåïåíü (íàä Q) òî÷êè x ðàâåíñòâîì

deg(x) = degFx,

ãäå degFx = [Fx : Q] � ñòåïåíü ïîëÿ Fx.
Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.3.2, âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3.5.2 Ïóñòü òî÷êà x áóäåò èððàöèîíàëüíîé (3.3.23). Åñëè îíà ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû
D, òî åå ñòåïåíü

deg(x) = 3. (3.5.32)

3.6 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ çâåçäû

3.6.1 Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåöèàëèçàöèÿ δ∗, çàäàâàåìàÿ òî÷êîé α, èìååò
âèä

δ∗ = δp · · · δ2δ1, (3.6.1)

ãäå δi = δkili∗ � ñïåöèàëèçàöèè, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâèåì (3.5.1). Çàìåòèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå (3.6.1) íå ñîäåðæèò ñèììåòðèè s èç ãðóïïû S△.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

w
δ1−→ w(1) δ2−→ . . .

δp−→ w(p)

↓ id ↓ A(1) ↓ A(p)

v
σ1−→ v(1)

σ2−→ . . .
σp−→ v(p)

(3.6.2)

Çäåñü èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ: w = w(0) � íà÷àëüíàÿ çâåçäà ñ öåíòðîì â òî÷êå
x = x(0) = α; w(1) = δ1w

(0) � çâåçäà ñ öåíòðîì â x(1) = δ1x
(0); è ò.ä., . . .; w(p) =

δpw
(p−1) � çâåçäà ñ öåíòðîì â x(p) = δpx

(p−1). Êðàòêî öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé èç
âåðõíåé ñòðîêè äèàãðàììû (3.6.2) ìîæåì çàïèñàòü â âèäå êîìïîçèöèè

w(p) = δp(. . . (δ2(δ1v))) = δ∗w, x(p) = δp(. . . (δ2(δ1x))) = δ∗x (3.6.3)

èç p âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé δ∗. Òàê îïðåäåëåííûå w(i) äëÿ i = 1, . . . , p áó-
äóò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (3.3.8), íîðìèðîâàííûìè çâåçäàìè. Íèæíÿÿ ñòðîêà
äèàãðàììû (3.6.2) ñîäåðæèò îáû÷íûå (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.2) èëè äèíàìè÷åñêèå
çâåçäû v(i) äëÿ i = 1, . . . , p, ãäå v = v(0) = w; v(1) = v(0)σ1 � ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà
îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ1 = {k1, l1}, àññîöèèðîâàííîãî ñ îòîáðàæå-
íèåì δ1 = δk1l1∗ ; è ò.ä., . . .; v(p) = v(p−1)σp � ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà îòíîñèòåëüíî

σp = {kp, lp}, àññîöèèðîâàííîãî ñ δp = δ
kplp
∗ . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ïðåäñòàâëåíèå

v(p) = ((vσ1)σ2 . . .)σp = vσ (3.6.4)

çâåçäû v(p) ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé σ = σ1σ2 . . . σp, àññî-
öèèðîâàííóþ ñ îòîáðàæåíèåì δ∗ èç (3.5.1).

Òåïåðü îïèøåì âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè èç äèàãðàììû (3.6.2). Ïåðâàÿ ñòðåëêà
îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id, ò.å. v = idw = w. Äàëåå, âûïèøåì
ìàòðèöû A(p):

A(1) = Ak1l1
∗ (x(0)) � ìàòðèöà (3.3.5), çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè x = x(0);

A(2) = Ak1l1
∗ (x(0))Ak2l2

∗ (x(1)) � ìàòðèöà, óæå çàâèñÿùàÿ îò äâóõ òî÷åê x = x(0)

è x(1); è ò.ä., . . .;



3.6. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ çâåçäû 89

ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà

A(p) = Ak1l1
∗ (x(0))Ak2l2

∗ (x(1)) · · ·Akplp
∗ (x(p−1)) (3.6.5)

îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè ïðåäûäóùèìè òî÷êàìè x(0), x(1), . . . , x(p−1). Òàêèì îáðàçîì,
ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû A(i) îïðåäåëÿþò àôôèííûå èçîìîðôèçìû

A(i) : w(i) −→∼ v(i) (3.6.6)

çâåçäw(i) è v(i) èç âåðõíåé è íèæíåé ñòðîê äèàãðàììû (3.6.2) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p.
Èç ëåììû 2.4.1 ñëåäóåò

Ëåììà 3.6.1 Äèàãðàììà (3.6.2) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

�

3.6.2 Ïåðèîäè÷åñêèå çâåçäû.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.5.1 ñëåäóåò, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ çâåçäà w(p) èç äèàãðàììû
(3.6.2) áóäåò ñèììåòðè÷íîé

w = šw(p) (3.6.7)

èñõîäíîé çâåçäå w = w(0) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ š èç ãðóïïû S△̌ àô-

ôèííûõ îäíîðîäíûõ ñèììåòðèé (3.3.22) òðåóãîëüíèêà △̌. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî çâåçäà w ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ δs èç (3.5.1), à
çâåçäà v = w ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ èç (3.6.4), ïðè
ýòîì p > 0 áóäåò ïåðèîäîì çâåçäû v = w. Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ š èç (3.3.22) äåéñòâóþò íà âåêòîðû çâåçäû w, à ïðåîáðàçîâàíèÿ s èç
ãðóïïû S△ àôôèííûõ íåîäíîðîäíûõ ñèììåòðèé (3.3.20), (3.3.21) äåéñòâóþò íà
òî÷êè òðåóãîëüíèêà △. Â (3.6.7) çâåçäà w � ýòî ñîâîêóïíîñòü òðåõ âåêòîðîâ w0,
w1 è w2.

3.6.3 Êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïîñêîëüêó v(p) = A(p)w(p) ïî ôîðìóëå (3.6.6), òî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.6.7)
ïîëó÷àåì

v(p) = A(p)w(p) = A(p)š−1w.

Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî w = v, ìîæåì çàïèñàòü

v(p) = Av, (3.6.8)

ãäå ìàòðèöà A = A(p)š−1 îïðåäåëÿåò àôôèííîå îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå çâåçä
A : v 7→ v(p). Ðàâåíñòâî (3.6.8) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà v(p) èç äèàãðàì-
ìû (3.6.2) àôôèííî èçîìîðôíà íà÷àëüíîé çâåçäå v. Ïî ýòîé ïðè÷èíå A íàçûâàåò-
ñÿ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöåé ïåðèîäè÷åñêîé çâåçäû v. Äàëåå ìû õîòèì âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðàâåíñòâîì (3.6.8) íåñêîëüêî ðàç. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ
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ïåðèîäè÷åñêóþ êîìáèíèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = {ξ0, ξ1, . . .} ñ ïåðèîäîì
p, ãäå

ξ1 = σ1, ξ2 = σ2, . . . , ξp = σpš
−1, ξp+1 = σ1, . . .

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ îïðåäåëèì äëÿ çâåçäû v ïî èíäóêöèè çâåçäû
v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . ., ïîëàãàÿ

v(i) = (v(i−1))ξi äëÿ n ≥ 1, (3.6.9)

ãäå v(0) = v è v′ξi = š(v′σp) äëÿ i = p, 2p, 3p, . . .
Èç òåîðåìû 2.4.1 ñëåäóåò åå ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 3.6.1 Ïóñòü çâåçäà v ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
σ èç (3.6.4) ñ ïåðèîäîì p, è ïóñòü A � åå êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ
â (3.6.8). Òîãäà äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

v(i) = Aav(b), (3.6.10)

åñëè i = at+ b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1.

�

3.7 Ïðèáëèæåíèÿ íà òîðå

3.7.1 Ãåíåðàöèè âêëàäûâàþùèõñÿ ðàçâåðòîê.

Ïî îïðåäåëåíèþ (3.2.13) è òåîðåìå 3.2.3 ïðîèçâîäíûå çâåçäû v(i) èç (3.6.9)

âêëàäûâàþòñÿ v(i)
em
↪→ T2 â òîð T2 = R2/Z2. Ïî ñîãëàøåíèþ (3.2.10) ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïîðîæäàåìûå èìè ÿäðà èëè øåñòèóãîëüíèêè T (i) = T (v(i)) âêëàäûâàþòñÿ â
òîð

T (i) em
↪→ T2. (3.7.1)

Èç ïîñòðîåíèÿ (3.6.9) ïðîèçâîäíîé çâåçäû v(i) = {v(i)0 , v
(i)
1 , v

(i)
2 } ñëåäóåò, ÷òî åå

âåêòîðû ïåðåêëàäûâàíèÿ v
(i)
k èìåþò âèä

v
(i)
k ≡ m

(i)
k α− mod Z2

äëÿ k = 0, 1, 2 ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè m
(i)
k = 1, 2, 3, . . ., êîòîðûå íàçîâåì

ïîðÿäêàìè ëó÷åé v
(i)
k çâåçäû v(i). Çäåñü

α− = −α ∈ R2 (3.7.2)

� âåêòîð ñäâèãà S = Sα− òîðà T2 èç (3.2.7) è ïîðÿäêè m
(i)
k âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ïðàâèëó (3.1.1). Ñóììó äàííûõ êîýôôèöèåíòîâ

m(i) = m
(i)
0 +m

(i)
1 +m

(i)
2 (3.7.3)

íàçîâåì ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíîé çâåçäû v(i). Ñ íèì ñâÿæåì êîíå÷íûå îðáèòû

Orb′(0,m(i)) = {xj = Sj(0) ≡ jα− mod Z2; j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1}. (3.7.4)
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3.7.2 Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ.

Ïóñòü λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåâûðîæäåííîé êîìïëåêñíîé 2 × 2-
ìàòðèöû A è

ϱ(A) = max{|λ1|, |λ2|} (3.7.5)

� åå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé λ1 ̸= λ2.
Òàêóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ A = MJM−1 äèà-

ãîíàëüíîé ìàòðèöû J =

(
λ1 0
0 λ2

)
è íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé êîìïëåêñíîé

ìàòðèöû M . Ñîãëàñíî (2.5.16) è (2.5.19) äëÿ ëþáîé ñòåïåíè n = 1, 2, 3, . . . âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Anx|1 ≤ c1(M)ϱ(A)n|x|1 (3.7.6)

è
|Anx|2 ≤ c(M)2ϱ(A)

n|x|2 (3.7.7)

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðîìáè÷åñêîé 1-ìåòðèêè |x|1 = |x1| + |x2| è åâêëèäîâîé 2-
ìåòðèêè |x|2 = (|x1|2 + |x2|2)1/2 ñ êîíñòàíòàìè

c1(M) = 8 ||M ||max ||M−1||max, c2(M) =
√
2 c1(M), (3.7.8)

ãäå ∥ ∗ ∥max îáîçíà÷àåò max-íîðìó (2.5.12).

3.7.3 Ðàäèóñû è ïëîùàäè ïðîèçâîäíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ.

Ïðèìåíèì äîêàçàííûå ôîðìóëû (3.7.6), (3.7.7) ê îöåíêå ìåòðè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ïðîèçâîäíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ T (i) = T (v(i)) èç (3.7.1). Êàê îáû÷íî,
ðàäèóñ ìíîæåñòâà T ⊂ R2 ðàâåí ìèíèìàëüíîìó èç ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, ñî-
äåðæàùèõ â ñåáå óêàçàííîå ìíîæåñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòðèêîé |x|1 è |x|2
áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ðàäèóñà r1(T

(i)) è r2(T
(i)).

Ëåììà 3.7.1 Åñëè øåñòèóãîëüíèê T (v) ïîðîæäàåòñÿ çâåçäîé v = {v0, v1, v2},
òî åãî ðàäèóñû r∗(T (v)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r∗(T (v)) =
1

2
max{|v0 + v1 − v2|∗, |v0 − v1 + v2|∗, | − v0 + v1 + v2|∗}, (3.7.9)

ãäå r∗(T (v)) ìîæåò áûòü ëþáûì èç ðàäèóñîâ r1(T (v)) èëè r2(T (v)) â çàâèñèìî-
ñòè îò âûáðàííîé ìåòðèêè |x|∗, ðàâíîé |x|1 èëè |x|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (3.2.6) ñëåäóåò, ÷òî øåñòèóãîëüíèê T (v) èìååò
âåðøèíû vk, vk′ + vk′′ , ãäå k = 0, 1, 2, 0 ≤ k′ < k′′ ≤ 2. Ïîýòîìó åãî öåíòðîì áóäåò

c(T (v)) =
1

2
(v0 + v1 + v2). (3.7.10)

Ðàäèóñ æå øåñòèóãîëüíèêà r∗(T (v)) ðàâåí ìàêñèìàëüíîé äëèíå âåêòîðîâ w −
c(T (v)), ãäå w � âåðøèíû T (v). Îòñþäà âûâîäèì (3.7.9).

�
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Øåñòèóãîëüíèê T (i) ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé òîðà T2
L(i) = R2/L(i) äëÿ ðåøåòêè

L(i) = Z[l(i)1 , l
(i)
2 ] ñ áàçèñîì l

(i)
k = v

(i)
k − v

(i)
0 äëÿ k = 1, 2, ãäå v

(i)
k � ëó÷è çâåçäû v(i).

Ïîýòîìó ïëîùàäü s(T (i)) øåñòèóãîëüíèêà T (i) ðàâíà

s(T (i)) =

∣∣∣∣det
(

l
(i)
11 l

(i)
12

l
(i)
21 l

(i)
22

)∣∣∣∣ (3.7.11)

� ïëîùàäè ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ðåøåòêè L(i), ãäå l
(i)
kl � êîîðäèíàòû áàçèñ-

íûõ âåêòîðîâ l
(i)
k äëÿ k = 1, 2.

Ëåììà 3.7.2 1. Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 ̸= λ2 ó êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû
A çâåçäû v èç (3.6.8), òî äëÿ ðàäèóñîâ r∗(T

(i)) = r1(T
(i)) èëè r2(T

(i)) øåñòè-
óãîëüíèêà T (i) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

r∗(T
(i)) ≤ c∗(M)ϱ(A)ar∗(T

(b)) (3.7.12)

äëÿ i = ap + b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p − 1. Çäåñü êîíñòàíòû c∗(M)
îïðåäåëåíû â (3.7.8) è ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (3.7.5) ìàòðèöû A;

2. Ïëîùàäü s(T (i)) øåñòèóãîëüíèêà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

s(T (i)) = |detA|as(T (b)), (3.7.13)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì
0 < |detA| < 1, à ïëîùàäè s(T (b)) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (3.7.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.6.1 çâåçäû v(i) è v(b) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì v(i) =
Aav(b) è, çíà÷èò, ïîðîæäàåìûå èìè øåñòèóãîëüíèêè T (i) = T (v(i)) è T (b) = T (v(b))
àôôèííî ïîäîáíû T (v(i)) = AaT (v(b)). Îòñþäà, (3.7.6) è (3.7.7) ñëåäóåò íåðàâåí-
ñòâî (3.7.12). Ôîðìóëà (3.7.13) âûòåêàåò èç ïîäîáèÿ è ðàâåíñòâà (3.7.11). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà æå íåðàâåíñòâ 0 < |detA| < 1 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî ïî-
ñòðîåíèþ (3.6.5), (3.6.8) êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöûA îíà ñîñòîèò èç ñîìíîæèòåëåé
Akl

∗ , èìåþùèõ îïðåäåëèòåëè 0 < |detAkl
∗ | < 1 ñîãëàñíî (3.3.5).

�

3.7.4 Ïîðÿäêîâûå ìàòðèöû.

Ñîñòàâèì èç ïîðÿäêîâ ëó÷åé çâåçäû v ìàòðèöó-ñòîëáåö

m = m(v) =

 m0

m1

m2

 (3.7.14)

è îïðåäåëèì ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðèÿì (3.3.20), (3.3.21) áàçèñíîãî
òðåóãîëüíèêà:

R0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , R1 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , R2 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ,

H0 =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , H1 =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , H2 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ;

(3.7.15)
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è � äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì èëè äèôôåðåíöèðîâàíèÿì (3.3.15):

D12
1 =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 , D12
2 =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 ,

D01
0 =

 1 0 0
1 1 0
0 0 1

 , D01
1 =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 ,

D02
0 =

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 , D02
2 =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

 .

(3.7.16)

Ìàòðèöû (3.7.15) è (3.7.16) ïðèíàäëåæàò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö GL3(Z).
Äàííûå ìàòðèöû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ïîðÿäêè ëó÷åé mσ

0 , m
σ
1 , m

σ
2 ïðåîáðà-

çîâàííîé çâåçäû vσ = (vσ0 , v
σ
1 , v

σ
2 ):

mσ = m(vσ) = Mσ(v)m. (3.7.17)

Çäåñü, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé (3.1.1), èìååì Mσ(v) = Dk1k2
∗ , åñëè

σ = {k1, k2} � äèôôåðåíöèðîâàíèå, ãäå â êà÷åñòâå ñïåöèàëèçàöèè ∗ âûáèðàåòñÿ
k1 èëè k2 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç óñëîâèé (3.1.1) âûïîëíÿåòñÿ; èMσ(v) =
Mσ = Sk â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè σ = s çâåçäû v, ãäå Sk = Rk èëè
Hk � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èç (3.7.15).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.5.3 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 3.7.3 Ïóñòü v � ïåðèîäè÷åñêàÿ çâåçäà v(p) = Av ïåðèîäà p > 0 ñ êà-
ëèáðîâî÷íîé ìàòðèöåé A = A(p)š−1 èç (3.6.8), è ïóñòü åå ïðîèçâîäíûå çâåçäû
v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (3.6.9). Òîãäà åñëè i = ap + b, ãäå
a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1, òî

m(i) = m(v(i)) = Mam(b). (3.7.18)

Çäåñü M = SM (p) ñ ìàòðèöåé S èç (3.7.15), ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ñèì-
ìåòðèè äëÿ š, è

M (p) = Dkplp
∗ (v(p−1)) · · ·Dk2l2

∗ (v(1))Dk1l1
∗ (v(0)),

ãäå ó ïîðÿäêîâûõ ìàòðèö D
kj lj
∗ (v(j−1)) = D

kj lj
∗ èç (3.7.17) ñïåöèàëèçàöèè ∗ îïðå-

äåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíîé çâåçäîé v(j−1).

�
Íàçîâåì M ïîðÿäêîâîé ìàòðèöåé ïåðèîäè÷åñêîé çâåçäû v, îòâå÷àþùåé êà-

ëèáðîâî÷íîé ìàòðèöå A.
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3.7.5 Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f i+1 = M f i (3.7.19)

äëÿ i = 0, 1, 2, . . . Çäåñü M � 3× 3-ìàòðèöà,

f i =

 f i
0

f i
1

f i
2


è f0 � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ñòîëáåö. Èç îïðåäåëåíèÿ (3.7.19) ñëåäóåò ôîð-
ìóëà

f i = M if0. (3.7.20)

Íàøà öåëü � íàéòè ðåêóððåíòíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ñêàëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

f i = 1 · f i, (3.7.21)

ãäå 1 = (1 1 1) � ñòðîêà, ò.å. f i = f i
0+ f i

1+ f i
2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììû ýëåìåíòîâ

ñòîëáîâ f i.
Äëÿ ìàòðèöû M çàïèøåì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â âèäå

chM(x) = det(xE −M) = x3 − b2x
2 − b1x− b0. (3.7.22)

Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-Êýëè (ñì., íàïðèìåð, [13]) M óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ M3 − b2M

2 − b1M − b0E = 0. Ïåðåïèøåì åãî â âèäå ðàâåíñòâà M3 =
b2M

2 + b1M + b0E. Óìíîæàÿ åãî íà ñòîëáåö f i, ïîëó÷àåì

M3f i = b2M
2f i + b1M f i + b0f

i. (3.7.23)

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ê ðàâåíñòâó (3.7.23) ôîðìóëó (3.7.20), ïðèõîäèì ê íîâîé ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëå

f i+3 = b2f
i+2 + b1f

i+1 + b0f
i (3.7.24)

äëÿ ñòîëáöîâ f i. Ïîñëå ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.7.24) íà ñòðîêó
1 = (1 1 1) è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (3.7.21). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïðåäëîæåíèå 3.7.1 Åñëè ÷èñëà f i äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì
(3.7.21), òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

f i+3 = b2f
i+2 + b1f

i+1 + b0f
i, (3.7.25)

ãäå b2, b1, b0 � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (3.7.22) è íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ

f 2 = 1 ·M2f0, f 1 = 1 ·M f0, f 0 = 1 · f0 (3.7.26)

çàäàþòñÿ ôèêñèðîâàííûì ñòîëáöîì f0 èç (3.7.19).

�
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3.7.6 Îñíîâíàÿ òåîðåìà (îáùèé ñëó÷àé).

Âàæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåííûõ ðàíåå â (3.7.1) ïðîèçâîäíûõ øå-
ñòèóãîëüíèêîâ T (i) = T (v(i)) � ÿäåð èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé (3.2.11) � äëÿ
i = 0, 1, 2, . . . îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷åðåç èõ ãåîìåòðèþ õàðàêòåðèçóþòñÿ àïïðîê-
ñèìàöèîííûå ñâîéñòâà òî÷åê èç áåñêîíå÷íîé îðáèòû

Orbα−(0) = {xj = Sj(0) ≡ jα− mod Z2; j = 0, 1, 2, . . .}, (3.7.27)

ïîðîæäàåìîé ñäâèãîì S = Sα− òîðà T2 èç (3.2.7) íà âåêòîð α−, îïðåäåëåííûé â
(3.7.2). Îãðàíè÷åííûå øåñòèóãîëüíèêàìè T (i) îáëàñòè íà òîðå T2 âûäåëÿþò èç
îðáèòû (3.7.27) íåêîòîðóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xj′}∞j′=1, íàèëó÷øèì
îáðàçîì ïðèáëèæàþùèõñÿ ê 0 ∈ T2.

Òåîðåìà 3.7.1 Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèé 3.4.1 è 3.4.2 ïóñòü v � ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ çâåçäà ïåðèîäà p > 0 ñ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöåé A èç (3.6.8), è ïóñòü åå
ïðîèçâîäíûå çâåçäû v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (3.6.9). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Íè îäíà èç òî÷åê xj ≡ jα− mod Z2 îðáèòû (3.7.27) íå ïîïàäàåò

xj /∈ T (i) äëÿ j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1 (3.7.28)

â øåñòèóãîëüíèê T (i) èç (3.7.1), ãäå m(i) � ïîðÿäîê (3.7.3) çâåçäû v(i), ðàâíûé
ñóììå êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû-ñòîëáöà m(i) èç (3.7.18). Ïåðâîé ïîïàâøåé â
îáëàñòü T (i) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

xj ∈ T (i) äëÿ j = m(i). (3.7.29)

2. Äëÿ ðàäèóñà r∗(T
(i)) = r1(T

(i)) èëè r2(T
(i)) øåñòèóãîëüíèêà T (i) ñ íîìå-

ðîì i = ap + b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p − 1, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî

r∗(T
(i)) ≤ c∗(M)ϱ(A)ar∗(T

(b)), (3.7.30)

åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 ̸= λ2 ó êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A çâåçäû v. Äëÿ
íà÷àëüíûõ íîìåðîâ b ðàäèóñû r∗(T

(b)) â (3.7.30) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.7.9).
Çäåñü ϱ(A) îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A, è êîí-
ñòàíòû c∗(M) îïðåäåëåíû â (3.7.8).

3. Ïëîùàäü s(T (i)) øåñòèóãîëüíèêà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

s(T (i)) = |detA|as(T (b)), (3.7.31)

ãäå îïðåäåëèòåëü detA óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 < |detA| < 1, è ïëîùàäè
s(T (b)) äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîì b = 0, . . . , p−1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.7.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.5.1, à óòâåðæäåíèÿ 2 è
3 äîêàçàíû â ëåììå 3.7.2.

�
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3.8 Äâóìåðíàÿ ÿäåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

3.8.1 Âîçâðàòíûå ìàòðèöû äëÿ êóáè÷åñêèõ åäèíèö è ðå-
êóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïåðåïèøåì çâåçäû v(i) = (v
(i)
0 , v

(i)
1 , v

(i)
2 ) èç (3.6.9) â âèäå ñòîëáöîâ

v(i) =

 v
(i)
0

v
(i)
1

v
(i)
2

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

v(0) =

 v
(0)
0

v
(0)
1

v
(0)
2

 =

 v0
v1
v2

 =

 −α−α+ e1
−α+ e2

 (3.8.1)

èëè ïî-äðóãîìó �
v(0) = v = −αE0 + e1E1 + e2E2, (3.8.2)

ãäå

E0 =

 1
1
1

 , E1 =

 0
1
0

 , E2 =

 0
0
1

 .

Ïðè ýòîì α, e1, e2 â (3.8.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû.
Ïóñòü i = ap + b ñ ôèêñèðîâàííûì 0 ≤ b < p. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñäâèãè:−→

j ≡ j + b mod p è ÷èñëî
−→
j âûáèðàåòñÿ èç èíòåðâàëà [1, . . . , p]; äëÿ ïîðÿäêîâîé

ìàòðèöû M = Dp · · ·D1 èç (3.7.18) ñ ìíîæèòåëÿìè Dj = D
kj lj
∗ (v(j−1)) è Dp =

SD
kplp
∗ (v(p−1)) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ j < p è j = p ïîëàãàåì

−→
M =

−→
D p · · ·

−→
D 1, ãäå−→

D j = D−→
j
. Òîãäà â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èç äèàãðàììû (3.6.2) áóäåò ñëåäîâàòü

ôîðìóëà
v(i) =

−→
M

a
v(b), (3.8.3)

ãäå
v(b) = −αE(b)

0 + e1E
(b)
1 + e2E

(b)
2 , (3.8.4)

à ñòîëáöû E
(b)
i âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

E
(b)
i = Dkblb

∗ · · ·Dk1l1
∗ E

(0)
i äëÿ 0 ≤ b < p.

Çäåñü ïîëàãàåì E
(0)
i = Ei è D

kj lj
∗ � ïîðÿäêîâûå ìàòðèöû èç ëåììû 3.7.3. Òîãäà

èç (3.8.3) è (3.8.4) ïîëó÷àåì

v(i) = −α−→M
a
E

(b)
0 + e1

−→
M

a
E

(b)
1 + e2

−→
M

a
E

(b)
2 . (3.8.5)

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Qa =
−→
M

a
E

(b)
0 , Ra

1 =
−→
M

a
E

(b)
1 , Ra

2 =
−→
M

a
E

(b)
2 , (3.8.6)
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ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (3.8.5) â âèäå

v(i) = −αQa + e1R
a
1 + e2R

a
2. (3.8.7)

Ïóñòü 1 = (1 1 1) � ñòðîêà èç (3.7.21). Òîãäà ïî òåîðåìå 3.7.1

v
(i)
min = 1 · v(i) = v

(i)
0 + v

(i)
1 + v

(i)
2 (3.8.8)

áóäåò ìèíèìàëüíûì âåêòîðîì (3.7.29), êîòîðûé â ñèëó (3.8.7) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

v
(i)
min = −αQa + e1R

a
1 + e2R

a
2 (3.8.9)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Qa = 1 ·Qa, Ra
1 = 1 ·Ra

1, R
a
2 = 1 ·Ra

2.
Èç (3.8.6), (3.8.9) è ïðåäëîæåíèÿ 3.7.1 ñëåäóåò, ÷òî Qa, Ra

1, R
a
2 ÿâëÿþòñÿ ðå-

êóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îò ïàðàìåòðà a (íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòð
b ôèêñèðîâàí):

Qa+3 = b2Q
a+2 + b1Q

a+1 + b0Q
a,

Ra+3
k = b2R

a+2
k + b1R

a+1
k + b0R

a
k

(3.8.10)

äëÿ k = 1, 2. Çäåñü b2, b1, b0 � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
ch→

M
(x) = chM(x) ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M, îïðåäåëåííîãî â (3.7.22). Äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé Qa è Ra
k áóäóò ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

Q0 = 1 ·Q0 = 1 · E(b)
0 , Q1 = 1 ·Q1 = 1 · −→ME

(b)
0 , Q2 = 1 ·Q2 = 1 · −→M

2
E

(b)
0 ,

R0
k = 1 ·R0

k = 1 · E(b)
k , R1

k = 1 ·R1
k = 1 · −→ME

(b)
k , Rk

2 = 1 ·R2
k = 1 · −→M

2
E

(b)
k

(3.8.11)
äëÿ k = 1, 2.

3.8.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ êóáè÷åñêèõ åäèíèö.

Îáùàÿ òåîðåìà î ÿäåðíîé àïïðîêñèìàöèè 3.7.1 â ïðèìåíåíèè ê êóáè÷åñêèì
åäèíèöàì äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ êîíêðåòèçàöèþ.

Òåîðåìà 3.8.1 1. Äëÿ i = ap+ b è ëþáîãî 0 ≤ b < p âåêòîð

v
(i)
min = (−Qaα1 +Ra

1,−Qaα2 +Ra
2) (3.8.12)

îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì:

v
(i)
min ∈ T (i) ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì Qa ≥ 1. (3.8.13)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê îðáèòû xj ≡ −jα mod Z2 íå ïîïàäàåò

xj /∈ T (i) äëÿ âñåõ 1 ≤ j < Qa (3.8.14)

â ÿäðî T (i) � øåñòèóãîëüíèê èç (3.7.1).
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2. Ïëîùàäü s(T (i)) ÿäðà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

s(T (i)) = |detA|as(T (b)), (3.8.15)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì
0 < |detA| < 1, è ïëîùàäè s(T (b)) äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîì b = 0, . . . , p− 1 âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.7.11).

3. Åñëè ó êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 ̸= λ2, òî

|Qaα1 −Ra
1|+ |Qaα2 −Ra

2| ≤ c
(b)
1 ϱ(A)a, (3.8.16)

ãäå
c
(b)
1 = c1(

−→
M)r1(v

(b)
min).

4. Êîýôôèöèåíòû Qa, Ra
1, R

a
2 èç (3.8.12) îáðàçóþò ðåêóððåíòíûå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè îò ïàðàìåòðà a = 0, 1, 2, . . . ñ óðàâíåíèåì (3.8.10) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (3.8.11).

5. Åñëè b = 0, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Qa, Ra

1, R
a
2 ïðèíèìàþò âèä:

Q0 = 3, Q1 =
∑

k,l mkl, Q2 =
∑

k,l m
2
kl,

R0
1 = 1, R1

1 =
∑

k mk2, R2
1 =

∑
k m

2
k2,

R0
2 = 1, R1

2 =
∑

k mk3, R2
2 =

∑
k m

2
k3,

(3.8.17)

ãäå M = (mkl)3×3 � ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà èç (3.7.18) è M2 = (m2
kl)3×3 � åå êâàä-

ðàò; äëèíà æå rs(v
(0)
min) ìèíèìàëüíîãî âåêòîðà (3.8.8), âõîäÿùåãî â êîíñòàíòó

c
(0)
s = cs(

−→
M)rs(v

(0)
min) èç íåðàâåíñòâ (3.8.16), ðàâíà

rs(v
(0)
min) = |3α1 − 1|+ |3α2 − 1|. (3.8.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ôîðìóëà (3.8.12) äëÿ ìèíèìàëüíîãî âåêòîðà v
(i)
min âûòåêàåò

èç ðàâåíñòâà (3.8.9), åãî ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (3.8.13), (3.8.14) � èç òåîðåìû
3.7.1.

2. Ôîðìóëà (3.8.15) äëÿ ïëîùàäè øåñòèóãîëüíèêà s(T (i)) áûëà ðàíåå äîêàçàíà
â ëåììå 3.7.2.

3. Â ëåâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (3.8.16) çàïèñàíà äëèíà äëÿ ìèíèìàëüíîãî âåê-

òîðà v
(i)
min èç (3.8.12) â 1-ìåòðèêå |x|1. Ïîýòîìó óêàçàííûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷à-

þòñÿ êàê ñëåäñòâèå èç íåðàâåíñòâ (3.7.30), â êîòîðûõ ðàäèóñû r∗(T
(i)) è r∗(T

(b))

çàìåíåíû äëèíàìè ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ r1(v
(i)
min) è r1(v

(b)
min).

4. Ðåêóððåíòíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Qa, Ra
1, R

a
2 èç (3.8.12) áûëà ðàíåå äîêàçàíà

â (3.8.10) è (3.8.11).
5. ßâíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.8.17) äëÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Qa, Ra
1, R

a
2 â ñëó÷àå b = 0 òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.8.11). Ïî îïðåäå-

ëåíèþ (3.8.8) íà÷àëüíûé ìèíèìàëüíûé âåêòîð

v
(0)
min = v

(0)
0 + v

(0)
1 + v

(0)
2 = v0 + v1 + v2
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ðàâåí ñóììå ëó÷åé èñõîäíîé çâåçäû v(0) = v = {v0, v1, v2}. Ïîñêîëüêó ïî îïðå-

äåëåíèþ v0 = −α, v1 = e1 − α, v2 = e2 − α, òî v
(0)
min = (1 − 3α1, 1 − 3α2), îòêóäà

âûòåêàåò ðàâåíñòâî (3.8.18).
�

Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (3.8.13), (3.8.14) óêàçûâàåò íà íàèëó÷øåå ÿäåðíîå

ïðèáëèæåíèå (karyon approximation). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè v
(i)
min íàèëó÷øèì

îáðàçîì ïðèáëèæàþòñÿ ê 0 mod Z2 îòíîñèòåëüíî T (i)-íîðì èëè ÿäåðíûõ íîðì
(2.5.46), â êà÷åñòâå âûïóêëûõ òåë äëÿ êîòîðîé âûáðàíû øåñòèóãîëüíèêè T (i) �
ÿäðà èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé äâóìåðíîãî òîðà T2. Äàííûå øåñòèóãîëüíèêè
T (i) ñîãëàñîâàíû ñ îðáèòîé òî÷åê xj ≡ −jα mod Z2 äëÿ j = 0, 1, 2, . . . è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íàïðÿìóþ ñîãëàñîâàíû ñ èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êîé α = (α1, α2). Ïî ýòîé
ïðè÷èíå äâóìåðíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè

Ra

Qa
=
(Ra

1

Qa
,
Ra

2

Qa

)
−→ α = (α1, α2) (3.8.19)

åñòåñòâåííî íàçâàòü ÿäåðíûìè öåïíûìè äðîáÿìè.
Íåðàâåíñòâà (3.8.16) çàïèñàíû â ôèêñèðîâàííîé ðîìáè÷åñêîé íîðìå |x|1 =

|x1|+ |x2|. Ìîæíî âûáðàòü è ëþáóþ äðóãóþ íîðìó, íàïðèìåð � êðóãîâóþ åâêëè-
äîâó |x|2 = (|x1|2 + |x2|2)1/2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ôèêñèðîâàííûå
íîðìû óäîáíû äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèé, íî â èõ òåð-
ìèíàõ íå óäàåòñÿ îïèñûâàòü íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.8.1 Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê íåðàâåíñòâà (3.8.16) ìîæíî ïåðåíå-
ñòè íà äðóãèå ÷èñëà êóáè÷åñêîãî ïîëÿ Q(θ), îòëè÷íûå îò åäèíèö. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà áóäåò ðàññìîòðåíà ñîâìåñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ êóáè÷åñêèõ êîðíåé
3
√
2, 3
√
4.

3.9 ×èñëîâûå ïðèìåðû

3.9.1 Êóáè÷åñêàÿ åäèíèöà Ðîçè.

Â êà÷åñòâå (3.4.1) âûáåðåì ìíîãî÷ëåí

f(x) = x3 + x2 + x− 1, (3.9.1)

íåïðèâîäèìûé íàä Q. Îí èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü θ = 0.54... Ïîñêîëüêó α =
(α1, α2) ∈ △int, ãäå α1 = θ2, α2 = θ, òî f(x) ÿâëÿåòñÿ △irr-ìíîãî÷ëåíîì. Äàííîå
÷èñëî θ, ÿâëÿþùååñÿ êóáè÷åñêîé åäèíèöåé, ðàíåå ïîÿâëÿëîñü ïðè ïîñòðîåíèè
äâóìåðíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðàçáèåíèé Ðîçè [104], [16].

Ñîãëàñíî (3.4.3) íàáîðó êîýôôèöèåíòîâ a = (a2, a1, a0) = (1, 1,−1) ìíîãî÷ëåíà
(3.9.1) îòâå÷àåò óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà Ôðîáåíèóñà

M(a) =

 −1 −1 1
1 0 0
0 1 0

 (3.9.2)
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ñ îïðåäåëèòåëåì detM(a) = 1. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû a = (a2, a1, a0) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì a0 = −1, a2 = 1 è a1 ≥ 1 èç ïðåäëîæåíèÿ 3.4.1, òî â ñèëó (3.4.7)
ìàòðèöà M(a) èìååò ðàçëîæåíèå

M(a) = r1 · 21 · 20,

êîòîðîå, âñïîìèíàÿ ñîãëàøåíèå (3.4.5), ìîæåì çàïèñàòü â ðàçâåðíóòîì âèäå ÷åðåç
ñèììåòðèþ òðåóãîëüíèêà è ýëåìåíòàðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

M(a) =

 −1 −1 1
1 0 0
0 1 0

 = r̂1 · δ̂122 · δ̂022 . (3.9.3)

Ïîýòîìó ïî ëåììå 3.7.3 ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà M, îïðåäåëåííàÿ â (3.7.18), áóäåò
ðàâíà

M = R1 ·D12
2 ·D02

2 =

 0 0 1
1 0 1
0 1 1

 . (3.9.4)

Äëÿ ìàòðèöû M íàéäåì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí chM(x) = x3− b2x
2−

b1x− b0 èç (3.7.22). Â ñèëó (3.9.4) áóäåì èìåòü

chM(x) = det

 x 0 −1
−1 x −1
0 −1 x− 1

 = x3 − x2 − x− 1 (3.9.5)

è, çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû ó ìíîãî÷ëåíà chM(x) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû b2 = 1,
b1 = 1, b0 = 1.

Ôèêñèðóåì ïàðàìåòð b = 0. Òîãäà èç òåîðåìû 3.8.1 ñëåäóåò, ÷òî Qa, Ra
1, R

a
2

ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì

Qa+3 = Qa+2 +Qa+1 +Qa,
Ra+3

k = Ra+2
k +Ra+1

k +Ra
k

(3.9.6)

äëÿ k = 1, 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.9.6) íàçûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè Òðèáîíà÷÷è.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (3.9.4) äëÿ ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M è çàòåì
âû÷èñëÿÿ åå êâàäðàò

M2 =

 0 1 1
0 1 2
1 1 2

 ,

ïî ôîðìóëàì (3.8.17) íàõîäèì äëÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (3.9.6)
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

Q0 = 3, Q1 =
∑

k,l mkl = 5, Q2 =
∑

k,l m
2
kl = 9,

R0
1 = 1, R1

1 =
∑

k mk2 = 1, R2
1 =

∑
k m

2
k2 = 3,

R0
2 = 1, R1

2 =
∑

k mk3 = 3, R2
2 =

∑
k m

2
k3 = 5.

(3.9.7)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.9.6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.9.7) âìåñòå ñîñòàâëÿþò
åäèíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ra
1, R

a
2, Q

a : 1, 1, 3, 5, 9, 17, 31, 57, 105, . . . (3.9.8)

Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ra
1 íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî ýëåìåíòà èç (3.9.8), R

a
2 � ñî

âòîðîãî, à Qa � ñ òðåòüåãî.

Çàìå÷àíèå 3.9.1 Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òðèáîíà÷-
÷è (3.9.6), (3.9.8) ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìåðíûì îáîáùåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Ôèáîíà÷÷è, îïðåäåëÿåìûõ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

Qa+2 = Qa+1 +Qa,
Ra+2 = Ra+1 +Ra (3.9.9)

è èìåþùèõ âèä

Ra, Qa : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . (3.9.10)

Êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà A = A(p)ř2 èç (3.6.8) ñ ñèììåòðèåé ïîâîðîòà ř2 = ř−1
1

èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 ̸= λ2 = λ1. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (3.8.16) èç òåîðåìû 3.7.1 . Ïîñëå âû÷èñëåíèé
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñîâìåñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé
äëÿ âåùåñòâåííîãî êîðíÿ θ :

θ3 + θ2 + θ − 1 = 0,

è åãî êâàäðàòà θ2.

Åñëè θ � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (3.9.1), òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî

|Qaθ2 −Ra
1|+ |Qaθ −Ra

2| ≤ c
(0)
1 ϱ(A)a (3.9.11)

äëÿ âñåõ a = 0, 1, 2, . . . Â íåðàâåíñòâå (3.9.11) êîýôôèöèåíòû Ra
1, R

a
2, Q

a îáðà-

çóþò ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.9.8), êîíñòàíòà c
(0)
1 < 4 îïðåäåëåíà â

(3.8.16) è ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) < 3
4
.

3.9.2 Êóáè÷åñêèå êîðíè.

Íà ïðèìåðå êóáè÷åñêèõ êîðíåé 3
√
2, 3
√
4 ïîêàæåì, êàê èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé

ìåòîä ìîæíî íåðàâåíñòâà (3.8.16) ïåðåíåñòè íà äðóãèå ÷èñëà êóáè÷åñêîãî ïîëÿ
Q( 3
√
2), îòëè÷íûå îò åäèíèö.

Ñíà÷àëà çàìåíèì êîðíè 3
√
2, 3
√
4 òî÷êîé α = (α1, α2) ñ êîîðäèíàòàìè

α1 =
3
√
4− 1, α2 =

3
√
2− 1.
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Âûáðàííàÿ òî÷êà α áóäåò óæå ïðèíàäëåæàòü òðåóãîëüíîé îáëàñòè △int. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàì íåïîñðåäñòâåííî íå äàí ìíîãî÷ëåí f(x) èç (3.9.1). Ìè-
íóÿ åãî ïåðåéäåì ñðàçó ê àíàëîãè÷íîé (3.9.2) ìàòðèöå

M(a) =

 −1 −1 1
1 −2 0
0 1 0

 . (3.9.12)

Îíà ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé ñ îïðåäåëèòåëåì detM(a) = 1 è îáëàäà-

åò ñâîéñòâîì (3.4.4), ò.å. M(a)α̂ = λα̂, ãäå α̂ =

 α1

α2

1

 è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λ = α2 = 3
√
2 − 1. Òåïåðü íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî M(a) áóäåò âîçâðàòíîé ìàòðè-

öåé, ò.å. ÷òî îíà äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà
(3.3.20), (3.3.21) è ýëåìåíòàðíûõ âîçâðàòíûõ ìàòðèö (3.3.15). Äåéñòâèòåëüíî, òà-
êîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò

M(a) =

 −1 −1 1
1 −2 0
0 1 0

 = r̂1 · δ̂122 · δ̂022 · (δ̂121 )2. (3.9.13)

Îíî àíàëîãè÷íî ðàçëîæåíèþ (3.9.3) è îòëè÷àåòñÿ îò íåãî ïîñëåäíèì ìíîæèòåëåì

(δ̂121 )2. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (3.9.13) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.7.3, íàõîäèì ïîðÿäêî-
âóþ ìàòðèöó (3.7.18) :

M = R1 ·D12
2 ·D02

2 · (D12
1 )2 =

 0 2 1
1 2 1
0 3 1

 (3.9.14)

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

chM(x) = x3 − b2x
2 − b1x− b0

èç (3.7.22), ðàâíûì

chM(x) = det

 x −2 −1
−1 x− 2 −1
0 −3 x− 1

 = x3 − 3x2 − 3x− 1. (3.9.15)

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ó ìíîãî÷ëåíà chM(x) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû b2 = 3, b1 =
3, b0 = 1.

Ñíîâà ðàäè ïðîñòîòû ôèêñèðóåì ïàðàìåòð b = 0 è ïðèìåíèì òåîðåìó 3.8.1
äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Qa, Ra

1, R
a
2, òåïåðü ñ ñèëó

(3.9.15) èìåþùèõ óðàâíåíèå

Qa+3 = 3Qa+2 + 3Qa+1 +Qa,
Ra+3

k = 3Ra+2
k + 3Ra+1

k +Ra
k

(3.9.16)
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äëÿ k = 1, 2. ×òîáû îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Qa,
Ra

1, R
a
2, íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàòü êâàäðàò ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû

M2 =

 2 7 3
2 9 4
3 9 4

 . (3.9.17)

Èñïîëüçóÿ (3.9.14) è (3.9.17), ïî ôîðìóëàì (3.8.17) íàõîäèì äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé Qa, Ra

1, R
a
2 íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

Q0 = 3, Q1 =
∑

k,l mkl = 11, Q2 =
∑

k,l m
2
kl = 43,

R0
1 = 1, R1

1 =
∑

k mk2 = 7, R2
1 =

∑
k m

2
k2 = 25,

R0
2 = 1, R1

2 =
∑

k mk3 = 3, R2
2 =

∑
k m

2
k3 = 11.

(3.9.18)

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èíòåðåñóþùèì íàñ êîðíÿì 3
√
2, 3
√
4. Ïîêàæåì, ÷òî èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

|Qa 3
√
4−R

′a
1 |+ |Qa 3

√
2−R

′a
2 | ≤ c

(0)
1 ϱ(A)a (3.9.19)

äëÿ âñåõ a = 0, 1, 2, . . . ñ êîíñòàíòîé c
(0)
1 < 6 è ϱ(A) < 0.51. Çäåñü êîýôôèöèåíòû

Qa, R
′a
1 , R

′a
2 äëÿ a = 0, 1, 2, . . . ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

ñ óðàâíåíèåì (3.9.16) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

Q0 = 3, Q1 = 11, Q2 = 43,
R

′0
1 = 4, R

′1
1 = 18, R

′2
1 = 68,

R
′0
2 = 4, R

′1
2 = 14, R

′2
2 = 54.

(3.9.20)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî (3.6.8) óáåæäàåìñÿ, ÷òî êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöàA = A(p)ř2
ñíîâà èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 ̸= λ2 è ïîýòî-
ìó â òåîðåìå 3.7.1 íóæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (3.8.16) ñ êîíñòàíòîé c

(0)
1 < 6

è ϱ(A) < 0.51, èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî (3.9.19). Âñïîìèíàÿ, ÷òî
ïî óñëîâèþ α1 = 3

√
4 − 1 è α2 = 3

√
2 − 1, ìîæåì íåðàâåíñòâî (3.8.16) ïåðåïèñàòü

â âèäå (3.9.19) ñ íîâûìè êîýôôèöèåíòàìè Qa, R
′a
1 = Qa + Ra

1 è R
′a
2 = Qa + Ra

2.
ßñíî, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû ñíîâà îáðàçóþò ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ óðàâíåíèåì (3.9.16), íî óæå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.9.20), ïîëó÷àþùèõñÿ
èç óñëîâèé (3.9.18).

Çàìå÷àíèå 3.9.2 Ëàãàðèàñ [86] îáíàðóæèë ñâÿçü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ñ
ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Â íàøåì ñëó÷àå òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ
ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.8.10), (3.9.6), (3.9.16) êàê ñëåäñòâèå òåî-
ðåìû 3.7.1, êîãäà ïåðåõîäèì îò ÿäåðíûõ T (i)-íîðì (ãåêñàãîíàëüíûõ íîðì), íàïðè-
ìåð, ê ðîìáè÷åñêîé íîðìå |x|1 = |x1| + |x2|, åñòåñòâåííî òåðÿÿ ñâîéñòâî áûòü
íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ïðè óêàçàííîì ïåðåõîäå èñ÷åçàåò "ãåîìåòðèÿ"
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé.

Ïîñëå òîãî, êàê ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåíû, ïî íèì ìîæíî
îöåíèòü ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ (3.8.16). Òàê, ðàññìàòðèâàåìîå çäåñü êóáè÷åñêîå
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ïîëå Q( 3
√
2) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, òî åãî îñíîâíàÿ åäèíèöà áóäåò ÷èñëîì Ïèçî,

ïîýòîìó èç (3.9.16) è (3.9.20) âûòåêàåò îöåíêà (3.9.19), íî ñ á�îëüøåé êîíñòàí-

òîé c
(0)
s . Ñðåäè îïèñàííûõ â ïðåäëîæåíèÿõ 3.4.1 è 3.4.2 ïîëåé Q(θ) òàêæå ñî-

äåðæàòñÿ âåùåñòâåííûå êóáè÷åñêèå ïîëÿ. Äëÿ íèõ íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåõîä îò
ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê íåðàâåíñòâàì (3.8.16) óæå íå áóäåò ñòîëü
î÷åâèäíûì. Ïåðåõîä æå îò òåîðåìû 3.7.1 ê íåðàâåíñòâàì (3.8.16) ïðîäîëæàåò
ðàáîòàòü è äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîëåé.

Òå æå àðãóìåíòû, ÷òî è âûøå, ïîçâîëÿþò çàìåíèòü îöåíêó (3.9.19) íåðàâåí-
ñòâîì ∣∣∣∣ 3

√
4− R

′a
1

Qa

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3
√
2− R

′a
2

Qa

∣∣∣∣ ≤ c

Qa 3
2

(3.9.21)

äëÿ âñåõ a = 0, 1, 2, . . . ñ êîíñòàíòîé c > 0, íåçàâèñÿùåé îò a. Åñëè èñïîëüçî-
âàòü, ñêàæåì äëÿ ÷èñëà 3

√
2, ðàçëîæåíèå â îáû÷íóþ öåïíóþ äðîáü, òî ÷èñëèòåëè

è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ðåêóððåíòíîìó ñîîò-
íîøåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñêîëüêó äëÿ êó-
áè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé ïîëíûå ðàçëîæåíèÿ â öåïíûå äðîáè íå èçâåñòíû,
òî íà ýòîì ïóòè óäàåòñÿ íàõîäèòü ëèøü êîíå÷íûé íàáîð íåðàâåíñòâ. Îáðåçàÿ æå
äâóìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ (3.9.21), ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîìåðíóþ àïïðîêñèìà-
öèþ, íàïðèìåð, äëÿ êóáè÷åñêîãî êîðíÿ 3

√
2:∣∣∣∣ 3

√
2− R

′a
2

Qa

∣∣∣∣ ≤ c

Qa 3
2

. (3.9.22)

Â íàøåì ïðèáëèæåíèè (3.9.21) èñïîëüçóåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (3.9.16)
áîëåå âûñîêîãî òðåòüåãî ïîðÿäêà, íî óæå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áåñêîíå÷íûå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé
(3.9.22). Äðóãèì ìåòîäîì ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü äëÿ 3

√
2 áûëî ïîëó÷åíî â

[90] áåç îöåíêè ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, èíòåðåñíî ñðàâíèòü íàøó
îöåíêó (3.9.22) ñ íåðàâåíñòâîì Áåéêåðà [54]:∣∣∣∣ 3

√
2− P

Q

∣∣∣∣ > 10−6

Q3
,

èìåþùèì ìåñòî äëÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë P è Q.

3.10 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ â òåîðåìå 3.8.1 ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè
îòíîñèòåëüíî T (i)-íîðì (2.5.46), îïèðàåòñÿ íà ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäó-
öèðîâàííûõ ðàçáèåíèé ìíîãîìåðíûõ òîðîâ [26]. Äëÿ âûâîäà æå êîëè÷åñòâåííûõ
îöåíîê (3.8.16) èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ [26]. Ðàíåå
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îäíîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ ïðèìåíÿëèñü â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì [66], [113], à äâóìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ � äëÿ ïðîâåðêè ïåðèîäè÷-
íîñòè ðàçëîæåíèé êóáè÷åñêèõ êîðíåé [71].

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ðàáîòû, â êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ðàçëîæåíèÿ êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé â öåïíûå äðîáè: ïåðèîäè÷íîñòü ðàç-
ëîæåíèé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ßêîáè [50], [51], [49], [53], [67], [99]; íàèëó÷øèå
ïðèáëèæåíèÿ â åâêëèäîâîé ìåòðèêå àëãîðèòìîì ßêîáè-Ïåððîíà [78], [71], [112]
äëÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ f(x) = x3 + a2x

2 + a1x + a0 èç (3.4.1) ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè a2 = 0 è a0 = −1; à òàêæå êóáè÷åñêèå èððàöèîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ f(x),
èìåþùèå ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 = −1 è êîìïëåêñíûå êîðíè [84], [64], [65].
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Ãëàâà 4

Ïåðèîäè÷åñêèå ÿäåðíûå

ðàçëîæåíèÿ

åäèíèö àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

Ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé òîðîâ ïîëó÷åíû
ïåðèîäè÷åñêèå íàèëó÷øèå ÿäåðíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöè-
îíàëüíîñòåé îòíîñèòåëüíî ïîëèýäðàëüíûõ íîðì � ýòî îñíîâíîå ãåîìåòðè÷åñêîå
ñâîéñòâî ÿäåðíûõ ïðèáëèæåíèé. Èñïîëüçóÿ æå d-ìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæå-
íèÿ, óäàëîñü íàéòè è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè äàííûõ ïðèáëèæåíèé.

4.1 Âîçâðàòíûå ìàòðèöû

4.1.1 Åäèíèöû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé.

Ïóñòü

fa(x) = xd+1 + adx
d + . . .+ a1x+ a0 (4.1.1)

áóäåò ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè d + 1 ≥ 3 ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai =
1, 2, 3, . . . è ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì a0 = −1. Òàêèå fa(x) ÿâëÿþòñÿ△-ìíîãî÷ëåíàìè.
Ïî îïðåäåëåíèþ (3.4.1), (3.4.2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí fa(x) èìååò âåùå-
ñòâåííûé êîðåíü fa(θ) = 0 â èíòåðâàëå 0 < θ < 1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

α = (α1, . . . , αd) ∈ △int, (4.1.2)

ãäå

α1 = θd, α2 = θd−1, . . . , αd = θ1. (4.1.3)

Åñëè ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí fa(x) îêàæåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q, òî ñêàæåì, ÷òî fa(x) � △irr-ìíîãî÷ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì
ñëó÷àå åãî êîðåíü θ áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòüþ ñòåïåíè d+ 1.

107



108 Ãëàâà 4. Ïåðèîäè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ åäèíèö àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé

Èç △irr-óñëîâèÿ è îãðàíè÷åíèÿ íà ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 = −1 ìíîãî÷ëåíà (4.1.1)
âûòåêàåò, ÷òî åãî êîðåíü θ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé íîðìû

NQ(θ)/Q(θ) = (−1)d (4.1.4)

âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ Q(θ) íàä ïîëåì Q ñòåïåíè d+ 1.

4.1.2 Âîçâðàòíûå ìàòðèöû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèö.

Êàæäîìó íàáîðó a = (ad, . . . , a1, a0) êîýôôèöèåíòîâ èç (4.1.1) ñîïîñòàâèì
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó Ôðîáåíèóñà

M(a) = M(ad, . . . , a1, a0) =


−ad . . . −a1 −a0

1 . . . 0 0
. . .

0 . . . 1 0

 (4.1.5)

ïîðÿäêà d+1. Òàê êàê detM(a) = (−1)d+1a0 = ±1, òî M(a) ïðèíàäëåæèò ãðóïïå
GLd+1(Z). Èç îïðåäåëåíèÿ (4.1.5) ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáåö

α̂ =


α1
...
αd

1


ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû M(a), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ìàòðè÷íîå ðà-
âåíñòâî

M(a)α̂ = λα̂ (4.1.6)

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = θ.

4.1.3 Ïîëóãðóïïà D̂.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D̂ ïîëóãðóïïó óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö èç GLd+1(Z), îòâå÷à-

þùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿì δ èç ïîëóãðóïïû D. Ïîëóãðóïïà D̂ ñîäåðæèò ãðóïïó Ŝ△
ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ àôôèííûì ñèììåòðèÿì S△ d-ìåðíîãî ñèìïëåêñà △.
Åñëè ìàòðèöàM ïðèíàäëåæèò ïîëóãðóïïå D̂ ⊂ GLd+1(Z), òî ïî îïðåäåëåíèþ îíà

äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðèé ŝ ∈ Ŝ△ è ýëåìåíòàð-

íûõ âîçâðàòíûõ ìàòðèö δ̂kl∗ ∈ D̂, îïðåäåëåííûõ â (2.2.6), (2.2.7). Ïðîèçâîëüíóþ
ìàòðèöóM èç ïîëóãðóïïû D̂ òàêæå áóäåì íàçûâàòü âîçâðàòíîé. Èç îïðåäåëåíèÿ
ïîëóãðóïïû D ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà M áóäåò îáÿçàòåëüíî óíèìîäóëÿðíîé.
×òîáû èçáåæàòü äëèííûõ çàïèñåé è ñäåëàòü èõ áîëåå óäîáíî ÷èòàåìûìè, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîêðàùåíèÿìè:

ŝ→ s, (δ̂klk )
n → kln, (δ̂kll )

n → lkn (4.1.7)
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äëÿ n = 0, 1, 2, . . . Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå

M = ŝ · δ̂k1l1k1
· (δ̂k2l2l2

)3

ïðèìåò ñîêðàùåííûé âèä
M = s · k1l1 · l2k3

2.

4.1.4 Ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ âîçâðàò-
íûõ ìàòðèö.

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû M(a) èç (4.1.5), ñîîòâåòñòâóþùèå ìíî-
ãî÷ëåíàì fa(x) èç (4.1.1), áóäóò âîçâðàòíûìè, ò.å.M(a) ñîäåðæàòñÿ â ïîëóãðóïïå

D̂.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.1 Ïóñòü M(a) � ìàòðèöû (4.1.5) ñ íàòóðàëüíûìè ýëåìåí-
òàìè ai = 1, 2, 3, . . . äëÿ i = 1, . . . , d è a0 = −1. Òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ (4.1.7)
ìàòðèöû M(a) èìåþò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

M(a) = F · V (a), (4.1.8)

ãäå
F = sσ · d, d− 1 · . . . · d, 1 · d, 0 (4.1.9)

� îñòîâ (frame) ðàçëîæåíèÿ (4.1.8), à

V (a) = 01ad−1 · 02 ad−1−1 · . . . · 0d a1−1 (4.1.10)

� äèíàìè÷åñêàÿ èëè ïåðåìåííàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ (4.1.8). Â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (4.1.9) èñïîëüçîâàíû ñîêðàùåíèÿ d, k = δ̂kdd è sσ � ñèììåòðèÿ (2.1.10)
äëÿ öèêëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè

σ =

(
0 1 . . . d
d 0 . . . d− 1

)
.

Çàìå÷àíèå 4.1.1 Ìíîæèòåëü F â M(a) íàçâàí îñòîâîì ðàçëîæåíèÿ (4.1.8),
ïîñêîëüêó îí ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ a1, . . . ,ad.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.2.6) çàïèñûâàåì

dl = δ̂ldd =

(
Ed−1 0
−1l E2

)
(4.1.11)

äëÿ 0 < l < d, ãäå

1l =

(
0 . . . 1 . . . 0
0 . . . 1 . . . 0

)
� 2 × (d − 1)-ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûì ñòîëáöîì íà l ìåñòå. Èç (4.1.11) ñëåäóåò
ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

δ̂ldd · δ̂l
′d
d =

(
Ed−1 0
−1l − 1l′ E2

)
(4.1.12)
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è ôîðìóëà êîììóòàòèâíîñòè

δ̂ldd · δ̂l
′d
d = δ̂l

′d
d · δ̂ldd (4.1.13)

äëÿ ëþáûõ 0 < l, l′ < d. Èç (4.1.12) è (4.1.13) íàõîäèì ïðîèçâåäåíèå

d, d− 1 · d, d− 2 · . . . · d, 1 =

(
Ed−1 0
−1 E2

)
(4.1.14)

ñ 2× (d− 1)-ìàòðèöåé 1 =

(
1 . . . 1
1 . . . 1

)
. Ïî îïðåäåëåíèþ (2.2.7) íàõîäèì

d, 0 = δ̂0dd =

(
Ed−1 0
1 E ′

2

)
(4.1.15)

ñ áëîêîì E ′
2 =

(
2 −1
1 0

)
. Ñîåäèíÿÿ (4.1.14) ñ (4.1.15) ïîëó÷àåì

d, d− 1 · . . . · d, 1 · d, 0 =

(
Ed−1 0
0 E ′

2

)
. (4.1.16)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðèè

ŝ1 =

(
S11 S12

S21 S22

)
(4.1.17)

èìåþò áëîêè

S11 =


−1 . . . −1 −1
1 . . . 0 0

. . .
0 . . . 1 0

 , S12 =


−1 1
0 0

. . .
0 0

 ,

S21 =

(
0 . . . 0 1
0 . . . 0 0

)
, S22 =

(
0 0
0 1

)
,

ãäå S11 è S22 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ d − 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðå-
ìíîæàÿ ðàâåíñòâà (4.1.16) è (4.1.17) ïîëó÷àåì äëÿ îñòîâà (4.1.9) ðàâåíñòâî

F = ŝ1 · d, d− 1 · . . . · d, 1 · d, 0 =


−1 . . . −1 1
1 . . . 0 0

. . .
0 . . . 1 0

 . (4.1.18)

Òàêèì îáðàçîì, îñòîâ F ðàâåí

M(1, . . . , 1,−1) = F (4.1.19)

� ìàòðèöå M(a) èç (4.1.5) ñ ýëåìåíòàìè ad = 1, . . . , a1 = 1, a0 = −1.
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Ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ äèíàìè÷åñêîé V (a) ÷àñòè (4.1.10) ðàçëîæåíèÿ (4.1.8).
Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

0l = δ̂0l0 =

(
Ed 0
−1l 1

)
(4.1.20)

äëÿ 0 < l ≤ d, ãäå 1l = (0 . . . 1 . . . 0) � ñòðîêà ñ åäèíèöåé íà l ìåñòå. Èç (4.1.20)
ñëåäóåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

δ̂0l0 · δ̂0l
′

0 =

(
Ed 0

−1l − 1l′ 1

)
(4.1.21)

è ôîðìóëà êîììóòàòèâíîñòè

δ̂0l0 · δ̂0l
′

0 = δ̂0l
′

0 · δ̂0l0 (4.1.22)

äëÿ ëþáûõ 0 < l, l′ ≤ d. Èç (4.1.21) è (4.1.22) íàõîäèì ïðîèçâåäåíèå

01b1 · 02b2 · . . . · 0d bd =

(
Ed 0
−b 1

)
(4.1.23)

� ìàòðèöà ñî ñòðîêîé b = (b1b2 . . . bd). Èñïîëüçóÿ (4.1.23) ïîëó÷àåì ìàòðèöó

F · 01b1 · 02b2 · . . . · 0d bd =

(
M11 M12

M21 M22

)
(4.1.24)

ñ áëîêàìè

M11 =


−1− b1 . . . −1− bd−1 −1− bd

1 . . . 0 0
. . .

0 . . . 1 0

 , M12 =


1
0
...
0

 ,

M21 =
(
0 . . . 0 1

)
, M22 =

(
0
)
,

ãäå M11 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà d. Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ðàâåí-
ñòâî F = M(1, . . . , 1,−1) è îáîçíà÷åíèå (4.1.5), òî ñîîòíîøåíèå (4.1.24) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû

M(1 + b1, . . . , 1 + bd,−1) = M(1, . . . , 1,−1) · 01b1 · 02b2 · . . . · 0d bd . (4.1.25)

Ïîäñòàâëÿÿ â íåå b1 = ad − 1, b2 = ad−1 − 1,. . . , bd = a1 − 1 è èñïîëüçóÿ äëÿ
ïðîèçâåäåíèÿ (4.1.23) îáîçíà÷åíèå (4.1.10), ïîëó÷àåì íóæíîå ðàçëîæåíèå (4.1.8).

�

4.2 Íåïîäâèæíûå òî÷êè âîçâðàòíûõ ìàòðèö

4.2.1 Ñîîòâåòñòâèå è ñïåöèàëèçàöèè.

Âûïèñàííûå ðàíåå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû M(a) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåò-

ðèè ŝ è ýëåìåíòàðíûõ âîçâðàòíûõ ìàòðèö δ̂kl∗ çàäàþò ñîîòâåòñòâèå

M(a) −→ δs, (4.2.1)
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ãäå îòîáðàæåíèå δs = sδ ïðèíàäëåæèò ðàñøèðåííîé ïîëóãðóïïå D è ðàâíî êîì-
ïîçèöèè ñèììåòðèè s è íåêîòðîãî îòîáðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû Dδ ⊂ D. Áîëåå
òîãî, ñîîòâåòñòâèå (4.2.1) îïðåäåëÿåò òàêæå è ñïåöèàëèçàöèþ δ∗ âòîðîãî îòîáðà-
æåíèÿ: δ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòàðíûõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé δkl, à åãî
ñïåöèàëèçàöèÿ δ∗ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñïåöèàëèçàöèé δkl∗ , îïðåäåëÿåìûõ ýëåìåí-

òàðíûìè âîçâðàòíûìè ìàòðèöàìè δ̂kl∗ , ñîäåðæàùèìèñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæå-
íèé ìàòðèöû M(a).

4.2.2 Íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.1 Ïóñòü f(x) � △irr-ìíîãî÷ëåí (4.1.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè
ad, . . ., a1, a0 èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1 è α � òî÷êà èç îáëàñòè △int, îïðåäåëåííàÿ â
(4.1.2). Êðîìå òîãî, ïóñòü M(a) � âîçâðàòíàÿ ìàòðèöà (4.1.5) ñ ïàðàìåòðîì
a = (ad, . . . , a1, a0) è δs = sδ � îòâå÷àþùåå åé îòîáðàæåíèå (4.2.1) èç ïîëóãðóï-
ïû D. Òîãäà òî÷êà α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

α ∈ △(δs∗), (4.2.2)

ãäå △(δs∗) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëèçàöèè δs∗ = sδ∗ îòîáðàæåíèÿ δs,
çàäàâàåìîé ñîîòâåòñòâèåì (4.2.1), è

δs∗α = α, (4.2.3)

ò.å. òî÷êà α äîïóñêàåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé δs∗ è ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
δsα = α îòîáðàæåíèÿ δs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òî÷êà α óäîâëåòâîðÿþò △irr-óñëîâèþ è ïî ïî-
ñòðîåíèþ (4.1.5) ìàòðèöû M(a) îòâå÷àþùèé òî÷êå α âåêòîð-ñòîëáåö α̂ ÿâëÿåòñÿ
(4.1.6) ñîáñòâåííûì M(a)α̂ = λα̂ äëÿ ìàòðèöû M(a) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ = θ ̸= 0. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ìíîãîìåðíûé âàðèàíò âòîðîé ÷àñòè òåî-
ðåìû 3.5.1, èç êîòîðîé âûòåêàþò îáà óòâåðæäåíèÿ (4.2.2) è (4.2.3).

�
Ïóñòü x = (x1, . . . , xd) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè èç R. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Fx = Q(x1, . . . , xd) ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q äîáàâëåíèåì ê

íåìó ÷èñåë x1, . . . , xd. Äàííîå ðàñøèðåíèå ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë âèäà f(x1,...,xd)
g(x1,...,xd)

,
ãäå f è g ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò d ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ
Q. Ìíîæåñòâî Fx òàêæå áóäåò ïîëåì. Îïðåäåëèì ñòåïåíü (íàä ïîëåì Q) òî÷êè
x ðàâåíñòâîì deg(x) = degFx, ãäå degFx = [Fx : Q] � ñòåïåíü ïîëÿ Fx íàä Q.
Åñëè deg(x) = 1, òî, î÷åâèäíî, òî÷êà x èìååò êîîðäèíàòû èç Q. Èç òåîðåìû 2.3.2
ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.2.1 Ïóñòü òî÷êà x áóäåò èððàöèîíàëüíîé (2.2.24). Åñëè îíà ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ δ èç ïîëóãðóïïû
D, òî åå ñòåïåíü deg(x) = d+ 1.

Çàìå÷àíèå 4.2.1 Òåîðåìà 4.2.1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå
òåîðåìû Ëàãðàíæà íà àëãåáðàè÷åñêèå èððàöèîíàëüíîñòè ñòåïåíè d ≥ 3.
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4.3 Ïîðÿäêîâûå è êàëèáðîâî÷íûå ìàòðèöû

4.3.1 Ïîðÿäêîâûå ìàòðèöû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèö.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.5.39) è âû÷èñëèì ïîðÿäêîâóþ ìàòðèöó M â ÿâ-
íîì âèäå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà fa(x), îïðåäåëåííîãî â (4.1.1).

Ïî îïðåäåëåíèþ (2.5.34) äëÿ 0 ≤ k ≤ d− 1

Dkd
d = E + Ekd, ãäå Ekd =


0 . . . 0 0

. . .
0 . . . 0 1

. . .
0 . . . 0 0

 (4.3.1)

� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (d+1) ñ âûäåëåííîé k-îé ñòðîêîé. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ôîðìóëû óìíîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Ekd:

Ekd · Ek′d = 0 äëÿ ëþáûõ 0 ≤ k, k′ ≤ d− 1, (4.3.2)

íàõîäèì ïðîèçâåäåíèå

Dd−1,d
d · . . . ·D1d

d ·D0d
d =

(
E11 E12

0 1

)
, (4.3.3)

ãäå E11 = Ed � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d è

E12 =

 1
...
1


� ñòîëáåö âûñîòû d.

Ïî îïðåäåëåíèþ (2.5.33) äëÿ öèêëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè

σ =

(
0 1 . . . d
d 0 . . . d− 1

)
ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà Sσ èìååò âèä

Sσ =


0 . . . 0 1
1 . . . 0 0

. . .
0 . . . 1 0

 . (4.3.4)

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (4.3.3) è (4.3.4) ïîëó÷àåì

Mf = Sσ ·Dd−1,d
d · . . . ·D1d

d ·D0d
d =

(
D11 D12

D21 D22

)
. (4.3.5)
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ÇäåñüMf îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö èç (4.3.5), à áëîêè Dij ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíû

D11 =


0 . . . 0 0
1 . . . 0 0

. . .
0 . . . 1 0

 , D12 =

 1
...
1

 ,

D21 =
(
0 . . . 0 1

)
, D22 = (1).

Ïî îïðåäåëåíèþ (2.5.34) äëÿ 0 < l ≤ d èìååì

D0l
0 = E + El0, ãäå El0 =


0 . . . 0 0

. . .
1 . . . 0 0

. . .
0 . . . 0 0

 (4.3.6)

� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (d+1) ñ âûäåëåííîé l-îé ñòðîêîé. Äëÿ ìàòðèö El0

è El′0 ñ ëþáûìè èíäåêñàìè 0 < l, l′ ≤ d òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà óìíîæåíèÿ
El0 · El′0 = 0, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå (4.3.2). Ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü

(D0l
0 )

bl = E + blEl0 (4.3.7)

ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì bl = 0, 1, 2, . . . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4.3.7), âû÷èñëÿåì ïðî-
èçâåäåíèå

Mv(b) = (D01
0 )b1 · (D02

0 )b2 · . . . · (D0d
0 )bd = E +

(
0 0
B 0

)
. (4.3.8)

Çäåñü Mv(b) � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö èç (4.3.7), çàâèñÿùåå îò b = (b1, b2, . . . , bd), è

B =


b1
b2
...
bd


� ñîîòâåòñòâóþùèé b ñòîëáåö âûñîòû d. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå M(b) = Mf ·Mv(b).
Òîãäà â ñèëó ôîðìóë (4.3.5) è (4.3.8) ïðîèçâåäåíèåM(b) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì
âèäå

M(b) =


bd

bd + 1
bd + b1
. . .

bd + bd−2

bd + bd−1

0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 0 1
1 . . . 0 0 1

. . .
0 . . . 1 0 1
0 . . . 0 1 1

 . (4.3.9)

Òåîðåìà 4.3.1 Ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà M, îïðåäåëåííàÿ â (2.5.39) äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé çâåçäû v è îòâå÷àþùàÿ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöå A, äîïóñêàåò ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå

M = Mf ·Mv(a) (4.3.10)
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÷åðåç îñòîâ Mf � ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó (4.3.5) è

Mv(a) = (D01
0 )ad−1 · (D02

0 )ad−1−1 · . . . · (D0d
0 )a1−1 (4.3.11)

� äèíàìè÷åñêóþ ìàòðèöó, çàâèñÿùóþ îò êîýôôèöèåíòîâ ai = 1, 2, 3, . . . ìíîãî-
÷ëåíà fa(x) èç (4.1.1). Â ÿâíîì âèäå ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà (4.3.10) çàïèñûâàåò
êàê

M =


a1 − 1
a1

a1 + ad − 2
. . .

a1 + a3 − 2
a1 + a2 − 2

0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 0 1
1 . . . 0 0 1

. . .
0 . . . 1 0 1
0 . . . 0 1 1

 . (4.3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (2.5.39) äëÿ ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M è
ðàâåíñòâà (4.3.9), åñëè â íåì ñäåëàòü çàìåíó

b1 = ad − 1, b2 = ad−1 − 1, bd = a1 − 1.

�

4.3.2 Êàëèáðîâî÷íûå ìàòðèöû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèö.

Ïðèìåíèì ÿâíóþ ôîðìóëó (4.3.12) ïîðÿäêîâîé ìàòðèöûM è âû÷èñëèì ÷åðåç
åå êîýôôèöèåíòû êàëèáðîâî÷íóþ ìàòðèöó A, îïðåäåëåííóþ â (2.4.11).

Åñëè

v̂ =


v0
v1
...
vd


� èñõîäíàÿ çâåçäà, òî ïî îïðåäåëåíèþ (2.5.39) ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M ïðîèç-
âîäíàÿ çâåçäà

v̂′ = v̂(p) = Âv =


v′0
v′1
...
v′d

 (4.3.13)

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
v̂′ = Mv̂. (4.3.14)

Ñîãëàñíî (2.4.2) èñõîäíàÿ çâåçäà v̂ èìååò ëó÷è

v0 = −α, v1 = e1 − α, . . . , vd = ed − α (4.3.15)

è åé îòâå÷àåò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð

w1 = v1 − v0 = e1, . . . , wd = vd − v0 = ed.
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Ðåïåð ïðîèçâîäíîé çâåçäû v̂′ çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

ŵ′ =

 w′
1
...
w′

d

 =

 v′1 − v′0
...

v′d − v′0

 = Wv̂′ (4.3.16)

ñ d× (d+ 1)-ìàòðèöåé

W =

 −1 1 . . . 0
. . .

−1 0 . . . 1

 .

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.3.16) çíà÷åíèå v̂′ èç ôîðìóëû (4.3.14) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

ŵ′ = WMv̂ (4.3.17)

ïðîèçâîäíîãî ðåïåðà ŵ′ ÷åðåç èñõîäíóþ çâåçäó v̂ è ïîðÿäêîâóþ ìàòðèöó M.
Ïðèìåíèì (4.3.15) è ðàçîáüåì çâåçäó v̂ íà åäèíè÷íûå ñòîëáöû

v̂ =


−α

−α + e1
...

−α+ ed

 = (−α1e1E0 + e1E1) + . . .+ (−αdedE0 + edEd). (4.3.18)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû êîîðäèíàòû ó âåêòîðà α = (α1, . . . , αd) è

E0 =


1
...
1
...
1

 , Ei =


0
...
1
...
0

 äëÿ i = 1, . . . , d (4.3.19)

� ñòîëáöû âûñîòû d + 1, ïðè ýòîì â ñòîëáöàõ Ei åäèíèöà ñòîèò íà i-îì ìåñòå è
íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ â Ei íà÷èíàåòñÿ ñ 0.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè v̂ èç (4.3.18) â ôîðìóëó (4.3.17) ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ïðî-
èçâîäíîãî ðåïåðà

ŵ′ = e1A
1 + . . .+ edA

d (4.3.20)

íà ñòîëáöû

A1 = WM(−α1E0 + E1), . . . , Ad = WM(−αdE0 + Ed) (4.3.21)

âûñîòû d. Ïåðåïèøåì ðåïåð (4.3.20) â âèäå

ŵ′ = Ae (4.3.22)

ñ ìàòðèöåé
A = (A1| . . . |Ad) (4.3.23)

èç ñòîëáöîâ (4.3.21) è áàçèñíûì ñòîëáöîì e =

 e1
...
ed

. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (4.3.22)
áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî A åñòü íè ÷òî èíîå, êàê êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà (2.4.11).
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Òåîðåìà 4.3.2 Ïóñòü M � ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà (2.5.39), îòâå÷àþùàÿ êàëèá-
ðîâî÷íîé ìàòðèöå A èç (2.4.11), èìååò êîýôôèöèåíòû

M =


m00 m01 . . . m0d

m10 m11 . . . m1d

. . .
md0 md1 . . . mdd

 (4.3.24)

è ïóñòü

m0 =
∑d

k=0m0k, m1 =
∑d

k=0m1k, . . . , md =
∑d

k=0mdk (4.3.25)

� ñóììû åå ñòðîê. Òîãäà ñòîëáöû Aj êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A = (A1| . . . |Ad)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

A1 =


−(m1 −m0)α1 + (m11 −m01)
−(m2 −m0)α1 + (m21 −m01)

. . .
−(md −m0)α1 + (md1 −m01)


· · · · · · · · · · · · · · ·

Ad =


−(m1 −m0)αd + (m1d −m0d)
−(m2 −m0)αd + (m2d −m0d)

. . .
−(md −m0)αd + (mdd −m0d)

 . (4.3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå (d+ 1)× d -ìàòðèöû:

E1
0 =


1 0 . . . 0
1 0 . . . 0

. . .
1 0 . . . 0

 , E1
1 =


0 0 . . . 0
1 0 . . . 0

. . .
0 0 . . . 0

 ,

· · ·

Ed
0 =


0 0 . . . 1
0 0 . . . 1

. . .
0 0 . . . 1

 , Ed
1 =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0

. . .
0 0 . . . 1

 . (4.3.27)

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö (4.3.27) êàëèáðîâî÷íóþ ìàòðèöó A, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
(4.3.23) è (4.3.21), ìîæíî çàïèñàòü áîëåå êîìïàêòíîA = WMV, ãäåW � ìàòðèöà
èç ðàâåíñòâà (4.3.16) è

V = Vα = (−α1E
1
0 + E1

1) + . . .+ (−αdE
d
0 + Ed

1)

� (d+1)×d -ìàòðèöà. Îòñþäà è (4.3.24) ñëåäóþò ôîðìóëû (4.3.26) äëÿ ñòîëáöîâ
Aj êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A.

�
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4.4 Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çäåñü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âåêòîðíûìè è ñêàëÿðíûìè ðåêóððåíòíû-
ìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ïóñòü äàíà âåêòîðíàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

f i+1 = M f i (4.4.1)

ñ íóìåðàöèåé i = 0, 1, 2, . . . Çäåñü M � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d+ 1,

f i =


f i
0

f i
1
...
f i
d


è f0 � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ñòîëáåö. Èç îïðåäåëåíèÿ (4.4.1) ñëåäóåò ôîð-
ìóëà

f i = M if0. (4.4.2)

Íàøà öåëü � èñïîëüçóÿ (4.4.1) íàéòè ôîðìóëó ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòè äëÿ
ñêàëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

f i = 1 · f i, (4.4.3)

ãäå 1 = (1 1 . . . 1) � ñòðîêà äëèíû d+ 1, ò.å.

f i = f i
0 + f i

1 + . . .+ f i
d

îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììû ýëåìåíòîâ ñòîëáîâ f i.
Äëÿ ìàòðèöû M çàïèøåì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â âèäå

chM(x) = det(xE −M) = xd+1 − bdx
d − . . .− b1x− b0. (4.4.4)

Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-Êýëè M óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

Md+1 − bdM
d − . . .− b1M − b0E = 0. (4.4.5)

Ïåðåïèøåì (4.4.5) â âèäå ðàâåíñòâà

Md+1 = bdM
d + . . .+ b1M + b0E.

Óìíîæàÿ åãî íà ñòîëáåö f i, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Md+1f i = bdM
df i + . . .+ b1M f i + b0f

i. (4.4.6)

Òåïåðü ïðèìåíÿåì ê ðàâåíñòâó (4.4.6) ôîðìóëó (4.4.2) è ïðèõîäèì ê íîâîé ðå-
êóððåíòíîé ôîðìóëå

f i+d+1 = bdf
i+d + . . .+ b1f

i+1 + b0f
i (4.4.7)

äëÿ ñòîëáöîâ f i. Ïîñëå ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.4.7) íà ñòðîêó
1 è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (4.4.3). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó.
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Ïðåäëîæåíèå 4.4.1 Åñëè ÷èñëà f i äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì
(4.4.3), òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

f i+d+1 = bdf
i+d + . . .+ b1f

i+1 + b0f
i, (4.4.8)

ãäå bd, . . . , b1, b0 � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (4.4.4) è íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ

fd = 1 ·Mdf0, . . . , f 1 = 1 ·M f0, f 0 = 1 · f0 (4.4.9)

çàäàþòñÿ ìàòðèöåé M è ôèêñèðîâàííûì ñòîëáöîì f0 èç (4.4.1).

�

4.5 Ìíîãîìåðíàÿ ÿäåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

4.5.1 Îñíîâíàÿ òåîðåìà (îáùèé ñëó÷àé).

Âàæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåííûõ ðàíåå â (2.5.2) ïðîèçâîäíûõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ T (i) = T (v(i)) äëÿ i = 0, 1, 2, . . . � ÿäåð èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé
(1.2.26) � îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷åðåç èõ ãåîìåòðèþ õàðàêòåðèçóþòñÿ àïïðîêñè-
ìàöèîííûå ñâîéñòâà òî÷åê èç áåñêîíå÷íîé îðáèòû

Orbα−(0) = {xj = Sj(0) ≡ jα− mod Zd; j = 0, 1, 2, . . .}, (4.5.1)

ïîðîæäàåìîé ñäâèãîì S = Sα− òîðà Td = Rd/Zd íà âåêòîð α− = −α. Îãðàíè-
÷åííûå ìíîãîãðàííèêàìè T (i) îáëàñòè íà òîðå Td âûäåëÿþò èç îðáèòû (4.5.1)
íåêîòîðóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xj′}∞j′=1, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëè-

æàþùèõñÿ ê 0 ∈ Td.

Òåîðåìà 4.5.1 Ïóñòü v � ïåðèîäè÷åñêàÿ çâåçäà ïåðèîäà p > 0 ñ êàëèáðîâî÷íîé
ìàòðèöåé A èç (2.4.11), è ïóñòü åå ïðîèçâîäíûå çâåçäû v(i) äëÿ i = 0, 1, 2, . . .
îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (2.4.14). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Íè îäíà èç òî÷åê xj ≡ jα− mod Zd îðáèòû (4.5.1) íå ïîïàäàåò

xj /∈ T (i) äëÿ j = 1, 2, . . . ,m(i) − 1 (4.5.2)

â ìíîãîãðàííèê T (i) èç (2.5.2), ãäå m(i) � ïîðÿäîê (2.5.5) çâåçäû v(i), ðàâíûé
ñóììå êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû-ñòîëáöà m(i) èç (2.5.38). Ïåðâîé ïîïàâøåé â
îáëàñòü T (i) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

xj ∈ T (i) äëÿ j = m(i). (4.5.3)

2. Äëÿ ðàäèóñà r∗(T
(i)) = r1(T

(i)) èëè r2(T
(i)) ìíîãîãðàííèêà T (i) ñ íîìåðîì i =

ap+ b, ãäå a = 0, 1, 2, . . . è b = 0, . . . , p− 1, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

r∗(T
(i)) ≤ c∗(M)ϱ(A)ar∗(T

(b)) (4.5.4)
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â ñëó÷àå, åñëè ó êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ̸= λi′ äëÿ
ëþáûõ i ̸= i′. Äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîâ b ðàäèóñû r∗(T

(b)) â (4.5.4) âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå (2.5.20). Çäåñü ϱ(A) îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (2.5.7) êàëèá-
ðîâî÷íîé ìàòðèöû A, è êîíñòàíòû c∗(M) îïðåäåëåíû â (2.5.16), (2.5.19).

3. Îáúåì volT (i) ìíîãîãðàííèêà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT (i) = |detA|avolT (b), (4.5.5)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì
0 < |detA| < 1, è îáúåìû volT (b) äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîì b = 0, . . . , p− 1 âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.5.23).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.5.1 çàìåíîé âåêòîðà
ñäâèãà α íà âåêòîð α− = −α.

�

4.5.2 Âîçâðàòíûå ìàòðèöû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèö è
ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïåðåïèøåì çâåçäû
v(i) = (v

(i)
0 , v

(i)
1 , . . . , v

(i)
d )

èç (2.4.14) â âèäå ñòîëáöîâ

v(i) =


v
(i)
0

v
(i)
1
...

v
(i)
d

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

v(0) =


v
(0)
0

v
(0)
1
...

v
(0)
d

 =


v0
v1
...
vd

 =


−α

−α + e1
...

−α+ ed

 (4.5.6)

èëè ïî-äðóãîìó �

v(0) = v = −αE0 + e1E1 + . . .+ edEd, (4.5.7)

ãäå Ei � ñòîëáöû (4.3.19). Ïðè ýòîì âåêòîðû α, e1, . . ., ed â (4.5.7) ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû.

Ïóñòü i = ap+ b ñ ôèêñèðîâàííûì 0 ≤ b < p. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñäâèãè:

−→
j ≡ j + b mod p

è ÷èñëî
−→
j âûáèðàåòñÿ èç èíòåðâàëà [1, . . . , p]; äëÿ ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M =

Dp · · ·D1 èç (2.5.39), (2.5.40) ñ ìíîæèòåëÿìè

Dj = D
kj lj
∗ (v(j−1)), Dp = SD

kplp
∗ (v(p−1))
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ñîîòâåòñòâåííî äëÿ j < p è j = p ïîëàãàåì
−→
M =

−→
D p · · ·

−→
D 1,

ãäå
−→
D j = D−→

j
. Òîãäà â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èç äèàãðàììû (2.4.2) áóäåò ñëåäîâàòü

ôîðìóëà
v(i) =

−→
M

a
v(b), (4.5.8)

àíàëîãè÷íàÿ (2.4.15), ïðè ýòîì

v(b) = −αE(b)
0 + e1E

(b)
1 + . . .+ edE

(b)
d , (4.5.9)

à ñòîëáöû E
(b)
i âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

E
(b)
i = Dkblb

∗ · · ·Dk1l1
∗ E

(0)
i äëÿ 0 ≤ b < p.

Çäåñü ïîëàãàåì E
(0)
i = Ei è D

kj lj
∗ � ïîðÿäêîâûå ìàòðèöû èç (2.5.40). Òîãäà èç

(4.5.8) è (4.5.9) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

v(i) = −α−→M
a
E

(b)
0 + e1

−→
M

a
E

(b)
1 + . . .+ ed

−→
M

a
E

(b)
d . (4.5.10)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

Qa =
−→
M

a
E

(b)
0 , Ra

1 =
−→
M

a
E

(b)
1 , . . . , Ra

d =
−→
M

a
E

(b)
d , (4.5.11)

ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (4.5.10) â âèäå

v(i) = −αQa + e1R
a
1 + . . .+ edR

a
d. (4.5.12)

Ïóñòü 1 = (1 1 . . . 1) � ñòðîêà èç (4.4.3). Òîãäà ïî òåîðåìå 4.5.1

v
(i)
min = 1 · v(i) = v

(i)
0 + v

(i)
1 + . . .+ v

(i)
d (4.5.13)

áóäåò ìèíèìàëüíûì âåêòîðîì (4.5.3), êîòîðûé â ñèëó (4.5.12) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

v
(i)
min = −αQa + e1R

a
1 + . . .+ edR

a
d (4.5.14)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Qa = 1 ·Qa, Ra
1 = 1 ·Ra

1, . . ., R
a
d = 1 ·Ra

d.
Èç (4.5.11), (4.5.14) è ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî Qa, Ra

1, . . ., R
a
d ÿâëÿþòñÿ

ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îò ïàðàìåòðà a (íàïîìíèì, ÷òî ïàðà-
ìåòð b ôèêñèðîâàí):

Qa+d+1 = bdQ
a+d + . . .+ b1Q

a+1 + b0Q
a,

Ra+d+1
k = bdR

a+d
k + . . .+ b1R

a+1
k + b0R

a
k

(4.5.15)

äëÿ k = 1, . . . , d. Çäåñü bd, . . ., b1, b0 � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ch→

M
(x) = chM(x) ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M, îïðåäåëåííîãî â (4.4.4). Äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Qa è Ra
k áóäóò ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

Q0 = 1 ·Q0 = 1 · E(b)
0 , Q1 = 1 ·Q1 = 1 · −→ME

(b)
0 , . . . , Qd = 1 ·Qd = 1 · −→M

d
E

(b)
0 ,

R0
k = 1 ·R0

k = 1 · E(b)
k , R1

k = 1 ·R1
k = 1 · −→ME

(b)
k , . . . , Rk

d = 1 ·Rd
k = 1 · −→M

d
E

(b)
k

(4.5.16)
äëÿ k = 1, . . . , d.
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4.5.3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèö.

Îáùàÿ òåîðåìà 4.5.1 î ÿäåðíîé àïïðîêñèìàöèè â ïðèìåíåíèè ê àëãåáðàè÷å-
ñêèì åäèíèöàì äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ êîíêðåòèçàöèþ.

Òåîðåìà 4.5.2 1. Äëÿ i = ap+ b è ëþáîãî 0 ≤ b < p âåêòîð

v
(i)
min = (−Qaα1 +Ra

1, . . . ,−Qaαd +Ra
d) (4.5.17)

îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì:

v
(i)
min ∈ T (i) ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì Qa ≥ 1. (4.5.18)

Ñâîéñòâî (4.5.18) îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê îðáèòû xj ≡ −jα mod Zd íå
ïîïàäàåò

xj /∈ T (i) äëÿ âñåõ 1 ≤ j < Qa (4.5.19)

â ÿäðî T (i) � ìíîãîãðàííèê èç (2.5.2).
2. Îáúåì volT (i) ÿäðà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT (i) = |detA|avolT (b), (4.5.20)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì
0 < |detA| < 1, è îáúåìû volT (b) äëÿ íà÷àëüíûõ íîìåðîì b = 0, . . . , p− 1 âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.5.23).

3. Â ñëó÷àå êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì λi ̸= λi′ äëÿ
ëþáûõ i ̸= i′ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

|Qaα1 −Ra
1|+ . . .+ |Qaαd −Ra

d| ≤ c
(b)
1 ϱ(A)a, (4.5.21)

ãäå c
(b)
1 = c1(

−→
M)r1(v

(b)
min) è ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (2.5.7) ìàòðèöû A.

4. Êîýôôèöèåíòû Qa, Ra
1, . . ., R

a
d èç (4.5.17) îáðàçóþò ðåêóððåíòíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè îò ïàðàìåòðà a = 0, 1, 2, . . . ñ óðàâíåíèåì (4.5.15) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (4.5.16).

5. Åñëè b = 0, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Qa, Ra

1, . . ., R
a
d ïðèíèìàþò âèä:

Q0 = d+ 1, Q1 =
∑

k,l mkl, . . . , Qd =
∑

k,l m
d
kl,

R0
1 = 1, R1

1 =
∑

k mk1, . . . , Rd
1 =

∑
k m

d
k1,

. . . . . . . . .
R0

d = 1, R1
d =

∑
k mkd, . . . , Rd

d =
∑

k m
d
kd,

(4.5.22)

ãäå M = (mkl)(d+1)×(d+1) � ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà èç (2.5.39), èìåþùàÿ íóìåðà-
öèþ ñòðîê è ñòîëáöîâ 0, 1, . . . , d, è Mi = (mi

kl)(d+1)×(d+1) îáîçíà÷àåò i-óþ ñòå-

ïåíü ìàòðèöû M; äëèíà æå r1(v
(0)
min) ìèíèìàëüíîãî âåêòîðà (4.5.13), âõîäÿùàÿ

â êîíñòàíòó c
(0)
1 = c1(M)r1(v

(0)
min) èç íåðàâåíñòâà (4.5.21), ðàâíà

r1(v
(0)
min) = |(d+ 1)α1 − 1|+ . . .+ |(d+ 1)αd − 1|. (4.5.23)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ôîðìóëà (4.5.17) äëÿ ìèíèìàëüíîãî âåêòîðà v
(i)
min âûòåêàåò

èç ðàâåíñòâà (4.5.14), åãî ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (4.5.18), (4.5.19) � èç òåîðåìû
4.5.1.

2. Ôîðìóëà (4.5.20) äëÿ îáúåìà ìíîãîãðàííèêà volT (i) áûëà ðàíåå äîêàçàíà â
ëåììå 2.5.2.

3. Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.5.21) çàïèñàíà äëèíà äëÿ ìèíèìàëüíîãî âåê-

òîðà v
(i)
min èç (4.5.17) â 1-ìåòðèêå (2.5.9). Ïîýòîìó óêàçàííûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷à-

þòñÿ êàê ñëåäñòâèå èç íåðàâåíñòâà (4.5.4), â êîòîðîì ðàäèóñû r∗(T
(i)) è r∗(T

(b))

çàìåíåíû äëèíàìè ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ r1(v
(i)
min) è r1(v

(b)
min).

4. Ðåêóððåíòíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Qa, Ra
1, . . ., R

a
d èç (4.5.17) áûëà ðàíåå äî-

êàçàíà â (4.5.15) è (4.5.16).
5. ßâíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4.5.22) äëÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Qa, Ra
1, . . ., R

a
d â ñëó÷àå b = 0 òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.5.16).

Ïî îïðåäåëåíèþ (4.5.13) íà÷àëüíûé ìèíèìàëüíûé âåêòîð

v
(0)
min = v

(0)
0 + v

(0)
1 + . . .+ v

(0)
d = v0 + v1 + . . .+ vd

ðàâåí ñóììå ëó÷åé èñõîäíîé çâåçäû v(0) = v = {v0, v1, . . . , vd}. Ïîñêîëüêó ïî
îïðåäåëåíèþ

v0 = −α, v1 = e1 − α, . . . , vd = ed − α,

òî ìèíèìàëüíûé âåêòîð v
(0)
min áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû

v
(0)
min = (1− (d+ 1)α1, . . . , 1− (d+ 1)αd),

îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4.5.23).
�

Çàìå÷àíèå 4.5.1 Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (4.5.18) óêàçûâàåò íà íàèëó÷øåå

ÿäåðíîå ïðèáëèæåíèå (karyon approximation). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè v
(i)
min

èç (4.5.17) íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþòñÿ ê 0 mod Zd îòíîñèòåëüíî T (i)-
íîðì (ÿäåðíûõ íîðì), â êà÷åñòâå âûïóêëûõ òåë äëÿ êîòîðîé âûáðàíû âûïóê-
ëûå ìíîãîãðàííèêè T (i) � ÿäðà èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé d-ìåðíîãî òîðà Td.
Äàííûå ìíîãîãðàííèêè T (i) ñîãëàñîâàíû ñ îðáèòîé òî÷åê xj ≡ −jα mod Zd

äëÿ j = 0, 1, 2, . . . è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿìóþ ñîãëàñîâàíû ñ èíòåðåñóþùåé íàñ
òî÷êîé α = (α1, . . . , αd).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 4.5.1, ïî àíàëîãèè ñ (3.8.19) d-ìåðíûå ïîä-
õîäÿùèå äðîáè

Ra

Qa
=
(Ra

1

Qa
, . . . ,

Ra
d

Qa

)
−→ α = (α1, . . . , αd) (4.5.24)

òàêæå ìîæíî íàçâàòü ÿäåðíûìè öåïíûìè äðîáÿìè.
Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.5.21) çàïèñàíî â ôèêñèðîâàííîé 1-íîðìå

|x|1. Òàêèå íîðìû óäîáíû äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèé, íî
îíè íå ïðîñëåæèâàþò íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ.
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4.6 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Ðàíåå äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 2 îòìå÷àëàñü ñâÿçü ìåæäó ìèíèìàëüíûì ñâîé-
ñòâîì (3.8.13), (3.8.14) è íàèëó÷øèìè ÿäåðíûìè ïðèáëèæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî
T (i)-íîðì èëè ÿäåðíûõ íîðì (2.5.46). Â òåîðåìå 4.5.2 òàêàÿ ñâÿçü (4.5.18), (4.5.19)
óñòàíîâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d. Ñíîâà äîêàçàòåëüñòâî îïè-
ðàåòñÿ íà ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé ìíîãîìåðíûõ
òîðîâ [23], [24], [26]. Äëÿ âûâîäà æå êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê (4.5.21) âìåñòî äâó-
ìåðíûõ èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ [26], [27].

Èññëåäîâàíèÿ ðàçëîæåíèé îòäåëüíûõ êëàññîâ êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé
ñîäåðæàòñÿ â [49], [64], [65], [84], [112].

Îñíîâíîé îáëàñòüþ, èñïîëüçîâàííîé â íàñòîÿùåé ãëàâå, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûé
d-ìåðíûé ñèìïëåêñ△d. Äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 2 ïðèáëèæåíèÿ èððàöèîíàëüíîñòåé
÷åðåç ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äåëåíèÿ òðåóãîëüíèêà △2 ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â [52],
[57], [62], [63], [100], [109], [106].

Õîðîøî èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó îáû÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè è ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â òåîðåìå 4.5.2 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, íî óæå ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà d + 1. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå òàêàÿ ñâÿçü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ñ
ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè áûëà îáíàðóæåíà â [86] (ñì. òàêæå îáçîð
[65]).
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ßäåðíûå ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë Ïèçî

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

Èññëåäóþòñÿ íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ÷èñåë Ïèçî ìíîãîìåðíûìè öåïíûìè
äðîáÿìè. Ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëà Ïèçî ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ñ íàòó-
ðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ÿäåðíûõ ïðèáëèæåíèé, îñíîâàí-
íûé íà äèôôåðåíöèðîâàíèè èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé òîðîâ, äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåíèÿ áóäóò íàèëó÷øèìè îòíîñèòåëüíî ÿäåðíîé íîðìû.
Êðîìå òîãî, äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿÿ ìíîãîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ,
óäàåòñÿ íàéòè è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè äàííûõ ïðèáëèæåíèé â òåðìèíàõ êîýô-
ôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíà àïïðîêñèìà-
öèÿ ÷èñåë Ëèòòëâóäà-Ïèçî.

5.1 ×èñëà è ìíîãî÷ëåíû Ïèçî

5.1.1 Åäèíèöû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåò ïðîäîëæåíî ðàññìîòðåíèå △-ìíîãî÷ëåíîâ

fa(x) = xd+1 + adx
d + . . .+ a1x− 1 (5.1.1)

ñòåïåíè d + 1 ≥ 3 ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai = 1, 2, 3, . . . Ìíîãî÷ëåíû
(5.1.1) èìåþò âåùåñòâåííûé êîðåíü fa(θ) = 0 â èíòåðâàëå 0 < θ < 1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ α = (α1, . . . , αd) ∈ △int, ãäå

α1 = θd, α2 = θd−1, . . . , αd = θ1 (5.1.2)

è△� çàìêíóòûé d-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0, . . . , 0), (1, . . . , 0), . . . ,
(0, . . . , 1) èç ïðîñòðàíñòâà Rd. Ñíîâà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî fa(x) ÿâëÿåòñÿ△irr-
ìíîãî÷ëåíîì, ò.å. íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåëQ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîðåíü θ ìíîãî÷ëåíà fa(x) áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòüþ ñòåïåíè
d + 1. Èç △irr-óñëîâèÿ è îãðàíè÷åíèÿ íà ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 = −1 ìíîãî÷ëåíà
(5.1.1) âûòåêàåò, ÷òî åãî êîðåíü θ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé íîðìû

NQ(θ)/Q(θ) = (−1)d (5.1.3)

125
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âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ Q(θ) íàä ïîëåì Q ñòåïåíè d+ 1.

5.1.2 ×èñëà Ïèçî-Âèäæàÿðàãõàâàíà.

Ïî îòíîøåíèþ ê ìíîãî÷ëåíó (5.1.1) îïðåäåëèì èíâåðñíûé ìíîãî÷ëåí

f ∗
a (x) = xd+1 − a1x

d + . . .− adx− 1, (5.1.4)

ñâÿçàííûé ñ fa(x) ðàâåíñòâîì

f ∗
a (x) = −xd+1fa

(1
x

)
. (5.1.5)

Èç ðàâåíñòâà (5.1.5) ñëåäóåò, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî θ−1 > 1 áóäåò êîðíåì

f ∗
a (θ

−1) = 0

èíâåðñíîãî ìíîãî÷ëåíà (5.1.4). Èç îïðåäåëåíèÿ (5.1.1) è (5.1.4) ñëåäóåò, ÷òî θ−1

ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî ó ÷èñëà
θ−1 âñå åãî ñîïðÿæåííûå êîðíè ζ−1

1 , . . . , ζ−1
d , îòëè÷íûå îò íåãî ñàìîãî, ëåæàò

âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà

|ζ−1
i | < 1, (5.1.6)

òî θ−1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî-Âèäæàÿðàãõàâàíà [34]. Â ëèòåðàòóðå äëÿ òàêèõ
÷èñåë îáû÷íî âñòðå÷àåòñÿ ñîêðàùåííîå íàçâàíèå � ÷èñëà Ïèçî. Â ýòîì ñëó÷àå
ñàì èíâåðñíûé ìíîãî÷ëåí f ∗

a (x) áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåíîì Ïèçî.

5.2 Êàëèáðîâî÷íûé è èíâåðñíûé ìíîãî÷ëåíû

5.2.1 Ïîðÿäêîâàÿ è êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöû.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3.1 ìíîãî÷ëåíó fa(x) èç (5.1.1) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà

M =


a1 − 1
a1

a1 + ad − 2
. . .

a1 + a3 − 2
a1 + a2 − 2

0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 0 1
1 . . . 0 0 1

. . .
0 . . . 1 0 1
0 . . . 0 1 1

 . (5.2.1)

Ýòî öåëî÷èñëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d + 1. Óñëîâèìñÿ íóìåðàöèþ
ñòðîê è ñòîëáöîâ â ìàòðèöå M íà÷èíàòü ñ 0.

Êðîìå ìàòðèöû M â òåîðåìå 4.3.1 áûëà îïðåäåëåíà åùå êàëèáðîâî÷íàÿ ìàò-
ðèöà A � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d. Èñïîëüçóÿ äëÿ ïîðÿäêîâîé ìàò-
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ðèöû M ôîðìóëó (5.2.1), ìàòðèöó A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A =


−α1

−adα1 + 1
−ad−1α1

. . .
−a3α1

−a2α1

−α2

−adα2

−ad−1α2 + 1
. . .
−a3α2

−a2α2

. . .

−αd−1

−adαd−1

−ad−1αd−1

. . .
−a3αd−1

−a2αd−1 + 1

−αd

−adαd

−ad−1αd

. . .
−a3αd

−a2αd

 .

(5.2.2)

5.2.2 Êàëèáðîâî÷íûé ìíîãî÷ëåí.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

chA(x) = det(xEd −A) =

= det


x+ α1

−1 + adα1

ad−1α1

. . .
a3α1

a2α1

α2

x+ adα2

−1 + ad−1α2

. . .
a3α2

a2α2

. . .

αd−1

adαd−1

ad−1αd−1

. . .
x+ a3αd−1

−1 + a2αd−1

αd

adαd

ad−1αd

. . .
a3αd

x+ a2αd


(5.2.3)

êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû (5.2.2), ãäå Ed � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d, íàçû-
âàåòñÿ êàëèáðîâî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ëåììà 5.2.1 Îïðåäåëåííûé â (5.2.3) êàëèáðîâî÷íûé ìíîãî÷ëåí

chA(x) = xd + cd−1x
d−1 + . . .+ c1x

1 + c0 (5.2.4)

èìååò êîýôôèöèåíòû

cd−k = αk + adαk+1 + . . .+ ak+1αd (5.2.5)

äëÿ 1 ≤ k ≤ d. Çäåñü αk îïðåäåëåíû â (5.1.2), ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì
αk = 0, åñëè k > d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(i1, . . . , ik) äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû
−A, ñòîÿùèå íà ïåðåñå÷åíèè 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ d ñòðîê è ñòîëáöîâ. Èç (5.2.2)
ñëåäóþò ðàâåíñòâà

A(i1, . . . , ik) = 0, (5.2.6)

åñëè ñðåäè íîìåðîâ i1, . . . , ik íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà íå ðÿäîì ñòîÿùèõ íîìåðà
is+1 − is > 1. Ïîýòîìó èñïîëüçóÿ (5.2.3) ìîæåì çàïèñàòü

cd−k =
∑

1≤i1<...<ik≤d

A(i1, . . . , ik) (5.2.7)
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ñ ñóììèðîâàíèåì ïî öåïî÷êàì (i1, . . . , ik), êîãäà is+1 − is = 1 äëÿ âñåõ s â ñè-
ëó (5.2.6). Åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ad+1 = 1, òî äëÿ äèàãî-
íàëüíûõ ìèíîðîâ A(i1, . . . , ik) èç ñóììû (5.2.7) ìîæíî âûïèñàòü åäèíîîáðàçíóþ
ôîðìóëó

A(i1, . . . , ik) = ad+k+1−ikαik . (5.2.8)

Òåïåðü èç ôîðìóë (5.2.7) è (5.2.8) âûòåêàþò íóæíûå ðàâåíñòâà (5.2.5).

�

Ïðåäëîæåíèå 5.2.1 Êàëèáðîâî÷íûé ìíîãî÷ëåí chA(x) èç (5.2.3) è èíâåðñíûé
ìíîãî÷ëåí f ∗

a (x) èç (5.1.4) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ ñîîòíîøåíèåì

f ∗
a (x) = chA(x)

(
x− 1

θ

)
, (5.2.9)

ãäå 0 < θ < 1 � êîðåíü èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà fa(x), îïðåäåëåííîãî â (5.1.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (5.1.2) èìååì α1 = θd, α2 = θd−1, . . . , αd = θ. Òàê
êàê αd = θ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fa(x), òî

1

αd

= α1 + adα2 + . . .+ a2αd + a1. (5.2.10)

Ïîäñòàâëÿÿ 1
θ
= 1

αd
èç (5.2.10) â ïðàâóþ ÷àñòü (5.2.9) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.2.5)

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ck õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà chA(x), ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèå (5.2.9).

�

5.3 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêîâîé ìàò-

ðèöû

5.3.1 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ïîðÿäêîâîé ìàòðèöûM, îïðåäåëåííîé â (5.2.1), ìîæåì
âûïèñàòü åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

chM(x) = det(xEd+1 −M) =

= det


x− a1 + 1
−a1

−ad − a1 + 2
. . .

−a3 − a1 + 2
−a2 − a1 + 2

0 . . . 0 0 −1
x . . . 0 0 −1
−1 . . . 0 0 −1

. . .
0 . . . −1 x −1
0 . . . 0 −1 x− 1

 . (5.3.1)
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5.3.2 Ñâÿçü ñ èíâåðñíûì ìíîãî÷ëåíîì.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî â íàøå ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîðÿä-
êîâîé ìàòðèöû (5.3.1) íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ èñõîäíûì ìíîãî÷ëåíîì fa(x).

Ïðåäëîæåíèå 5.3.1 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (5.3.1) ðàâåí

chM(x) = f ∗
a (x) (5.3.2)

� èíâåðñíîìó ìíîãî÷ëåíó (5.1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó (5.1.4) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà (5.3.2) íóæíî
ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

chM(x) = xd+1 − a1x
d + . . .− adx− 1. (5.3.3)

Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü (5.3.1) ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, çàïèñûâàåì

chM(x) = A0 + A1 + . . .+ Ad. (5.3.4)

Åñëè äëÿ Ak äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

A0 = (−a2 − a1 + 2)xd−1 + (−a3 − a1 + 2)xd−2 + . . .+ (−ad − a1 + 2)x− a1,
A1 = (−x+ a1 − 1)x0,

· · ·
Ad−1 = (−x+ a1 − 1)xd−2,
Ad = xd+1 − (a1 − 1)xd + (−x+ a1 − 1)xd−1,

(5.3.5)
òî èç íèõ áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî (5.3.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Md
k äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð â ìàòðèöå èç (5.3.1) äëÿ ýëåìåí-

òà ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ñ íîìåðîì k = 0, 1, . . . , d. Ìèíîð

Md
0 = det


−a1

−ad − a1 + 2
−ad−1 − a1 + 2

. . .
−a3 − a1 + 2
−a2 − a1 + 2

x 0 . . . 0 0
−1 x . . . 0 0
0 −1 . . . 0 0

. . .
0 0 . . . −1 x
0 0 . . . 0 −1

 (5.3.6)

ðàçëàãàåì ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è òîãäà ïîëó÷àåì ïåðåõîä

Md
0 = −(−a2 − a1 + 2)xd−1 +Md−1

0 (5.3.7)

ê àíàëîãè÷íîìó ìèíîðó Md−1
0 ïîðÿäêà d − 2. Äëÿ íà÷àëüíîãî d = 2 íåïîñðåä-

ñòâåííî èìååì ôîðìóëó

M2
0 = −[(−a2 − a1 + 2)x− a1]. (5.3.8)
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Èñïîëüçóÿ ïåðåõîä (5.3.7) è (5.3.8), ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì îáùóþ ôîðìóëó

Md
0 = (−1)d−1[(−a2− a1 +2)xd−1 + (−a3− a1 +2)xd−2 + . . .+ (−ad− a1 +2)x− a1].

(5.3.9)
Äëÿ ìèíîðîâ Md

i ñ íîìåðàìè i = 1, . . . , d − 1 ôîðìóëà (5.3.9) óïðîùàåòñÿ è
ïðèíèìàåò âèä

Md
i = (−1)d−1(−x+ a1 − 1). (5.3.10)

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð äëÿ ìèíîðà Md
1 èìååì

Md
1 = det


x− a1 + 1
−ad − a1 + 2

. . .
−a3 − a1 + 2
−a2 − a1 + 2

0 0 . . . 0 0
−1 x . . . 0 0

. . .
0 0 . . . −1 x
0 0 . . . 0 −1


= (−1)d−1(−x+ a1 − 1). (5.3.11)

Â ñëó÷àå ìèíîðà Md
d ôîðìóëà (5.3.10) íåñêîëüêî âèäîèçìåíÿåòñÿ

Md
d = det


x− a1 + 1
−a1

−ad − a1 + 2
. . .

−a3 − a1 + 2

0 0 . . . 0 0
x 0 . . . 0 0
−1 x . . . 0 0

. . .
0 0 . . . −1 x


= (−x+ a1 − 1)xd−1. (5.3.12)

Íàêîíåö, ñîáèðàÿ âìåñòå ôîðìóëû (5.3.9), (5.3.10) è (5.3.12), ïîëó÷àåì òðå-
áóåìûå ðàâåíñòâà (5.3.5) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé Ak, èç êîòîðûõ âìåñòå
ñ ðàçëîæåíèåì (5.3.4) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (5.3.3) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà chM(x).

�

5.4 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çâåçä è òîðè÷åñêèå ÿäåð-

íûå ðàçáèåíèÿ

5.4.1 Ïåðèîäè÷åñêèå çâåçäû.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé çâåçäó v(0) = {v0, v1, . . . , vd}, ñîñòîÿùóþ èç
âåêòîðîâ

v0 = −α, v1 = e1 − α, . . . , vd = ed − α, (5.4.1)

ãäå α � âåêòîð (5.1.2) è e1, . . . , ed � åäèíè÷íûå âåêòîðû (1.1.13) èç ïðîñòðàíñòâà
Rd.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6.1 ñî çâåçäîé (5.4.1) àññîöèèðóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé σ1, σ2, . . . èç Σ ñ ïåðèîäîì

p = a1 + . . .+ ad, (5.4.2)
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ãäå ak � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà fa(x) èç (5.1.1), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çâåçä

v(i) = (((v(0))σ1)σ2 . . .)σi (5.4.3)

ñ íîìåðàìè i = 0, 1, 2, . . . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çâåçä (5.4.3) îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 5.4.1 Åñëè i = ap + b, ãäå a = 0, 1, 2, . . ., b = 0, . . . , p − 1 è p � ïåðèîä
(5.4.2), òî äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

v(i) = Aav(b). (5.4.4)

Çäåñü A � êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â (5.2.2).

5.4.2 ßäåðíûå ðàçáèåíèÿ.

Ïî ïðàâèëó (1.2.25) çâåçäàì v(i) èç (5.4.4) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÿäðà �
ðàçâåðòêè òîðà

T (i) = T (v(i)), (5.4.5)

â ñèëó (1.3.2) âêëàäûâàþùèåñÿ

T (i) em
↪→ Td (5.4.6)

â òîð Td = Rd/Zd, ãäå Zd � êóáè÷åñêàÿ d-ìåðíàÿ ðåøåòêà. Â ñâîþ î÷åðåäü, òàê
îïðåäåëåííûå ðàçâåðòêè òîðà (5.4.5) ïîðîæäàþò ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ

T (i) = T (v(i)) = T (i)
0 ⊔ T

(i)
1 ⊔ . . . ⊔ T (i)

d
(5.4.7)

òîðà Td.

Çàìå÷àíèå 5.4.1 Èìåííî âëîæåíèÿ (5.4.6) è ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ (5.4.7) ÿâëÿ-

þòñÿ îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (5.5.4)�(5.5.5) âåêòîðîâ v
(i)
min èç

(5.5.3) áûòü íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè íóëÿ îòíîñèòåëüíî T (i)-íîðì (ÿäåð-
íûõ íîðì).

5.5 Îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ åäèíèö

5.5.1 Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Qa, R1,a, . . ., Rd,a îò ïàðàìåòðà a = 0, 1, 2, . . .
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

Qa+d+1 = a1Qa+d + . . .+ adQa+1 +Qa,
Rk,a+d+1 = a1Rk,a+d + . . .+ adRk,a+1 +Rk,a

(5.5.1)



132 Ãëàâà 5. ßäåðíûå ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë Ïèçî â öåïíûå äðîáè

äëÿ k = 1, . . . , d è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Q0 = d+ 1, Q1 =
∑

k,l mkl, . . . , Qd =
∑

k,l m
d
kl,

R1,0 = 1, R1,1 =
∑

k mk1, . . . , R1,d =
∑

k m
d
k1,

. . . . . . . . .
Rd,0 = 1, Rd,1 =

∑
k mkd, . . . , Rd,d =

∑
k m

d
kd,

(5.5.2)

ãäå M = (mkl)(d+1)×(d+1) � ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà èç (5.2.1), èìåþùàÿ íóìåðàöèþ
ñòðîê è ñòîëáöîâ 0, 1, . . . , d, è Mi = (mi

kl)(d+1)×(d+1) îáîçíà÷àåò i-óþ ñòåïåíü ìàò-
ðèöû M.

5.5.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Îáùàÿ òåîðåìà 4.5.1 î ÿäåðíîé àïïðîêñèìàöèè â ïðèìåíåíèè ê àëãåáðàè÷å-
ñêèì åäèíèöàì Ïèçî äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ êîíêðåòèçàöèþ.

Òåîðåìà 5.5.1 Ïóñòü T (i) � âêëàäûâàþùèåñÿ â òîð ÿäðà (5.4.5) ñ íîìåðàìè
i = ap, ãäå p � ïåðèîä (5.4.2), è ïóñòü Qa, R1,a, . . ., Rd,a � ðåêóððåíòíûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îò ïàðàìåòðà a = 0, 1, 2, . . . ñ óðàâíåíèåì (5.5.1) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (5.5.2). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Äëÿ ëþáîãî i = ap âåêòîð

v
(i)
min = (−Qaα1 +Ra,1, . . . ,−Qaαd +Ra,d) (5.5.3)

îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì:

v
(i)
min ∈ T (i) ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì Qa ≥ 1. (5.5.4)

Ñâîéñòâî (5.5.4) îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê îðáèòû xj ≡ −jα mod Zd íå
ïîïàäàåò

xj /∈ T (i) äëÿ âñåõ 1 ≤ j < Qa (5.5.5)

â ÿäðî T (i) � ìíîãîãðàííèê (5.4.5).
2. Îáúåì volT (i) ÿäðà T (i) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT (i) = |detA|a volT (0), (5.5.6)

ãäå detA îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A èç (5.2.2), óäî-
âëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì 0 < |detA| < 1.

3. Â ñëó÷àå, åñëè ìíîãî÷ëåí fa(x) èç (5.1.1) ÿâëÿåòñÿ △irr-ìíîãî÷ëåíîì, à èí-
âåðñíûé åìó ìíîãî÷ëåí f ∗

a (x) èç (5.1.4) áóäåì ìíîãî÷ëåíîì Ïèçî, èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà:

|Qaα1 −Ra,1|+ . . .+ |Qaαd −Ra,d| ≤ c
(0)
1 ϱ(A)a, (5.5.7)

ãäå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) < 1, êîíñòàíòà

c
(0)
1 = c1(A)r1(v

(0)
min) (5.5.8)

íå çàâèñèò îò a. Çäåñü c1(A) � êîíñòàíòà, îïðåäåëåííàÿ â (5.6.5), è r1(v
(0)
min) �

äëèíà ìèíèìàëüíîãî âåêòîðà (5.5.3) â ìåòðèêå |x|1, ðàâíàÿ

r1(v
(0)
min) = |(d+ 1)α1 − 1|+ . . .+ |(d+ 1)αd − 1|. (5.5.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íîâûì, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 4.5.1, ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå
íåðàâåíñòâà

ϱ(A) < 1 (5.5.10)

äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà

ϱ(A) = max{|λ1|, . . . , |λd|} (5.5.11)

êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A, ãäå λ1, . . . , λd � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (5.5.7) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ïðîñòîòû
ñïåêòðà λi ̸= λi′ äëÿ ëþáûõ i ̸= i′, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì íà△irr-ìíîãî÷ëåí
fa(x) è ðàâåíñòâîì (5.2.9). Èç ðàâåíñòâà (5.2.9) òàêæå âûòåêàåò è íåðàâåíñòâî
(5.5.10), ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå èíâåðñíûé ìíîãî÷ëåí f ∗

a (x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì Ïèçî.

�

5.6 Êîíñòàíòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò âû÷èñëåíû êîíñòàíòû c1(A) è c
(0)
1 = c1(A)r1(v

(0)
min),

óïîìÿíóòûå â (5.5.7) è (5.5.8).

5.6.1 Êîíñòàíòà c1(A).

Êîíñòàíòà c1(A) îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

|Ax|1 ≤ c1(A)ϱ(A)|x|1, (5.6.1)

âûïîëíÿþùåãîñÿ äëÿ âñåõ x ∈ Rd ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì c1(A). Â
ñèëó îäíîðîäíîñòè ìåòðèêè |x|1 äëÿ êîíñòàíòû c1(A) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

c1(A) =
1

ϱ(A)
max
|x|1=1

|Ax|1. (5.6.2)

Ìíîæåñòâî |x|1 = 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ïîâåðõíîñòü âûïóêëîãî öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íîãî ìíîãîãðàííèêà P ⊂ Rd, ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê |x|1 ≤ 1 è èìåþùåãî
öåíòð â 0. Îòñþäà è àôôèííîñòè îòîáðàæåíèÿ x 7→ Ax ñëåäóåò, ÷òî

max
|x|1=1

|Ax|1 = max
x∈V (P)

|Ax|1, (5.6.3)

ãäå V (P) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P . Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ
ÿâíûì âèäîì (5.2.2) êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A. Ïîñêîëüêó âåðøèíàìè V (P)
ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

±vk = ±


0
...
1
...
0


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ñ åäèíèöåé íà ìåñòå k = 1, . . . , d, òî ìîæåì çàïèñàòü

max
x∈V (P)

|Ax|1 = max{1 + (d− 2)θ2, dθ}, (5.6.4)

òàê êàê α1 = θd, α2 = θd−1, . . . , αd = θ è 0 < θ < 1.

Ëåììà 5.6.1 Êîíñòàíòà c1(A) â íåðàâåíñòâå (5.6.1) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

c1(A) =
1

ϱ(A)
max{1 + (d− 2)θ2, dθ}, (5.6.5)

ãäå ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A è 0 < θ < 1 �
êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fa(x) èç (5.1.1).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (5.6.2)�(5.6.4).
�

5.6.2 Êîíñòàíòà c
(0)
1 .

Ëåììà 5.6.2 Äëÿ êîíñòàíòû

c
(0)
1 = c1(A)r1(v

(0)
min), (5.6.6)

ãäå r1(v
(0)
min) � ðàäèóñ (5.5.9) íóëåâîé çâåçäû v(0), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

c
(0)
1 =

r1(v
(0)
min)

ϱ(A)
max{1 + (d− 2)θ2, dθ}. (5.6.7)

Êðîìå òîãî, äëÿ c
(0)
1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãðóáàÿ îöåíêà

c
(0)
1 ≤

d(2d+ 1)

ϱ(A)
. (5.6.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (5.6.7) ñëåäóåò èç (5.6.5), à îöåíêà (5.6.8) � èç íåðà-
âåíñòâ

max{1 + (d− 2)θ2, dθ} < d, r1(v
(0)
min) ≤ 2d+ 1. (5.6.9)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (5.6.9) ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà θ < 1. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà âòîðîãî ðàçîáüåì ñóììó

r1(v
(0)
min) = |(d+ 1)α1 − 1|+ . . .+ |(d+ 1)αd − 1| = r− + r+

íà äâå ÷àñòè r− è r+, ñîñòîÿùèå èç ñëàãàåìûõ ñ αi <
1

d+1
è αi ≥ 1

d+1
ñîîòâåòñòâåí-

íî. Åñëè ó÷åñòü ÷òî αi > 0 è α1+ . . .+αd < 1, òî áóäåì èìåòü r− < d è r+ < d+1,
îòêóäà è âûòåêàåò âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (5.6.9).

�
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5.7 Êóáè÷åñêèå ÷èñëà Ïèçî

5.7.1 Êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.

Ïðè d = 2 ìíîãî÷ëåí fa(x) èç (5.1.1) ñ âåùåñòâåííûì êîðíåì 0 < θ < 1 ìîæåò
èìåòü åùå äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ ζ, ζ � êîìïëåêñíûé ñëó÷àé, èëè
äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ζ2 ≤ ζ1 < 0 � âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.

Íàéäåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû a1, a2 = 1, 2, 3, . . . ìíîãî÷ëåíà fa(x), îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

x3 + a2x
2 + a1x ≤ 0

ïðè âñåõ x ≤ 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

x2 − a2x+ a1 ≥ 0

ïðè âñåõ x ≥ 0 èëè óñëîâèþ
a22 − 4a1 ≤ 0

íà äèñêðèìèíàíò ïîñëåäíåãî òðåõ÷ëåíà. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü êîìïëåêñ-
íûé ñëó÷àé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

4a1 ≥ a22. (5.7.1)

Ëåììà 5.7.1 Ïóñòü ó ìíîãî÷ëåíà fa(x) ñòåïåíè d = 2 èç (5.1.1) êîýôôèöèåíòû
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 4a1 ≥ a22, 0 < θ < 1 � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëå-
íà fa(x), è ïóñòü ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A èç
(5.2.2). Òîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ϱ(A) = θ1/2, (5.7.2)

ãäå

θ <
1

a1
. (5.7.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ϱ(A) <
1

a
1/2
1

. (5.7.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 5.2.1. Ñîãëàñíî (5.2.9) õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû chA(x) äåëèò èíâåðñíûé ìíîãî-
÷ëåí f ∗

a (x) èç (5.1.4), â ñèëó ðàâåíñòâà (5.1.5) è óñëîâèÿ (5.7.1) èìåþùèé êîðíè

ζ−1, ζ
−1
, θ−1. Ïîýòîìó ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà chA(x) áóäóò êîìïëåêñ-

íûå êîðíè ζ−1, ζ
−1

è, çíà÷èò,

ϱ(A) =
1

|ζ|
(5.7.5)
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ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà (5.5.11). Ñíîâà èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (5.1.5),
ìîæåì çàïèñàòü |ζ−1|2θ−1 = 1. Òîãäà ïîëó÷àåì

1

|ζ|
= θ1/2. (5.7.6)

Èç ðàâåíñòâ (5.7.5) è (5.7.6) âûòåêàåò ôîðìóëà (5.7.2). Äàëåå, ïîñêîëüêó 0 < θ < 1
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fa(x), òî èç (5.1.1) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî a1θ − 1 < 0 èëè
θ < 1

a1
. Îòñþäà è (5.7.6) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (5.7.4).

�

Òåîðåìà 5.7.1 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

fa(x) = x3 + a2x
2 + a1x− 1 (5.7.7)

èìååò êîýôôèöèåíòû a1, a2 = 1, 2, 3, . . . ñ óñëîâèåì (5.7.1), 0 < θ < 1 � êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà fa(x), è α1 = θ2, α2 = θ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fa
äëÿ a = 0, 1, 2, . . . çàäàíà ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì

fa+3 = a1fa+2 + a2fa+1 + fa (5.7.8)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

f0 = 1, f1 = 1 , f2 = 3, (5.7.9)

è ïóñòü
R1,a = fa, R2,a = fa+1, Qa = fa+2. (5.7.10)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Äëÿ âñåõ a = 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Qaα1 −R1,a|+ |Qaα2 −R2,a| ≤ 10 · θ(a−1)/2, (5.7.11)

ãäå êîðåíü θ ìíîãî÷ëåíà fa(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

θ < a
−1/2
1 . (5.7.12)

2. Êðîìå òîãî, òàêæå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣α1 −
R1,a

Qa

∣∣∣+ ∣∣∣α2 −
R2,a

Qa

∣∣∣ ≤ c

Q
1+1/2
a

, (5.7.13)

ãäå c > 0 � íå çàâèñÿùàÿ îò a êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.5.1 èìååì íåðàâåíñòâà

|Qaα1 −R1,a|+ |Qaα2 −R2,a| ≤ c
(0)
1 ϱ(A)a (5.7.14)

ñ êîíñòàíòîé c
(0)
1 , â ñèëó (5.6.8) óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó

c
(0)
1 ≤

10

ϱ(A)
, (5.7.15)
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ãäå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ϱ(A) = θ1/2 è ïðè ýòîì
θ < 1

a1
ñîãëàñíî (5.7.2) è (5.7.3). Îòñþäà, (5.7.14) è (5.7.15) ïîëó÷àåì ïåðâîå

óòâåðæäåíèå òåîðåìû (5.7.11), (5.7.12).
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3.1 ðåêóðñèâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fa èç (5.7.8)

èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå chM(x) = f ∗
a (x) ñ âåùåñòâåííûì êîðíåì

θ−1 > 1 è äâóìÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè íóëÿìè ζ−1 ̸= ζ
−1

ñ ìîäóëåì |ζ−1| <
1. Îòñþäà è (5.7.8) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fa ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

fa = γθ−a + εζ−a + εζ
−a

(5.7.16)

äëÿ âñåõ a = 1, 2, 3, . . ., ãäå âåùåñòâåííûé êîýôôèöèåíò γ > 0. Ïî óñëîâèþ òåî-
ðåìû Qa = fa+2. Ïîýòîìó èç (5.7.11) è (5.7.16) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (5.7.13).

�

5.7.2 Âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.

Ó êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà fa(x) èç (5.7.7) ïîäáåðåì êîýôôèöèåíòû a1, a2 =
1, 2, 3, . . . òàê, ÷òîáû îí èìåë âåùåñòâåííûå êîðíè ζ1 è ζ2, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-
âåíñòâàì

ζ2 < ζ1 < −1−∆ < 0 < θ < 1. (5.7.17)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàëîæèòü íà ìíîãî÷ëåí fa(x) óñëîâèÿ

fa(−2) > 0, fa(−1−∆) < 0, (5.7.18)

ãäå 0 < ∆ < 1. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âûáîðîì ∆ = 1/a2, òî èç íåðàâåíñòâ

a2 ≤ a1 ≤ 2a2 − 5 (5.7.19)

áóäóò ñëåäîâàòü (5.7.18) è, çíà÷èò, � íåðàâåíñòâà (5.7.17).

Ëåììà 5.7.2 Ïóñòü ó ìíîãî÷ëåíà fa(x) = x3 + a2x
2 + a1x − 1 êîýôôèöèåíòû

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5.7.19), è ïóñòü ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (5.5.11)
êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A èç (5.2.2). Òîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ϱ(A) < 1− 1

a2 + 1
. (5.7.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5.7.17) è (5.7.18) ñëåäóåò ϱ(A) = |ζ−1
1 | < (1 + 1/a2)

−1, ÷òî
äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (5.7.20).

�

Òåîðåìà 5.7.2 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí fa(x) = x3 + a2x
2 + a1x − 1 èìååò êîýôôè-

öèåíòû a1, a2 = 1, 2, 3, . . . ñ óñëîâèåì (5.7.19), è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
R1,a = fa, R2,a = fa+1, Qa = fa+2 îïðåäåëåíû ÷åðåç ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (5.7.8). Òîãäà äëÿ âñåõ a = 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Qaα1 −R1,a|+ |Qaα2 −R2,a| ≤ 10 · ϱ(A)a−1, (5.7.21)
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ãäå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ϱ(A) < 1− 1

a2 + 1
. (5.7.22)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.5.1, íåðàâåíñòâà (5.6.8) è ëåììû 5.7.2.
�

Çàìå÷àíèå 5.7.1 Åñëè ñðàâíèòü îöåíêè (5.7.11), (5.7.12) ñ íîâûìè îöåíêàìè
(5.7.21), (5.7.22), òî âèäèì, ÷òî â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ îñëàáëå-
íèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ âêëàäûâàþùèõñÿ â òîð Td ÿäåð T (i) èç (5.4.5).
Ïðè÷èíà òîìó � ãèïåðáîëè÷åñêîå âûòÿãèâàíèå ÿäåð-ìíîãîãðàííèêîâ T (i) ïðè
áåñêîíå÷íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè.

5.8 ×èñëà Ëèòòëâóäà-Ïèçî

5.8.1 Ìíîãî÷ëåíû Ëèòòëâóäà.

Ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ (5.1.1) ñîäåðæàòñÿ ìíîãî÷ëåíû Ëèòòëâóäà, èìåþùèå êî-
ýôôèöèåíòû ai = ±1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ÷àñòíîãî âèäà

fa(x) = xd+1 + xd + . . .+ x− 1. (5.8.1)

Èçâåñòíî, ÷òî èíâåðñíûé (5.1.4) äëÿ fa(x) ìíîãî÷ëåí

f ∗
a (x) = xd+1 − xd − . . .− x− 1 (5.8.2)

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ïèçî (ñì., íàïðèìåð, [98]). Îí èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü

1 < θ−1 < 2, (5.8.3)

à îñòàëüíûå êîðíè ζ−1
1 , . . . , ζ−1

d ñîäåðæàòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà

|ζ−1
i | < 1. (5.8.4)

Âåùåñòâåííûå êîðíè θ−1 > 1 ìíîãî÷ëåíîâ (5.8.2) íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ëèòòëâóäà-
Ïèçî. Îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ äëÿ d = 1 çîëîòîå ñå÷åíèå

τ =
1 +
√
5

2
= 1.618 . . . , (5.8.5)

è äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 2 � êóáè÷åñêóþ èððàöèîíàëüíîñòü

ζ = 1.839 . . . , (5.8.6)

íà îñíîâå êîòîðîé ñòðîÿòñÿ ðàçáèåíèÿ Ðîçè [104], [16].
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5.8.2 ×èñëà Ôèáîíà÷÷è è èõ ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì d = 1, 2, 3, . . . çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fa ðåêóððåíò-
íûì óðàâíåíèåì

fa+d+1 = fa+d + . . .+ fa+1 + fa (5.8.7)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . . ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

f0 = 1, . . . , fd−1 = 1, fd = d+ 1. (5.8.8)

Òàê, åñëè d = 1, òî ïîëó÷àåì ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è

1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . ,

à äëÿ d = 2 � ÷èñëà Òðèáîíà÷÷è

1, 1, 3, 5, 9, 17, 31, . . .

Ìû îñòàâëÿåì çà íèìè ïðåæíåå íàçâàíèå [104], [16], õîòÿ ðàíåå íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ âûáèðàëèñü äðóãèìè f0 = 1, f1 = 2, f2 = 4.

Ëåììà 5.8.1 Âûáåðåì â êà÷åñòâå (5.1.1) ìíîãî÷ëåí Ëèòòëâóäà fa(x) èç (5.8.1)
ñòåïåíè d ≥ 2. Ïóñòü ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Qa, R1,a, . . ., Rd,a

ïîðîæäàþòñÿ ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì (5.5.1) è èìåþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(5.5.2). Òîãäà ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû ñ ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ fa èç (5.8.7), (5.8.8) ðàâåíñòâàìè

R1,a = fa, . . . , Rd,a = fa+d−1, Qa = fa+d (5.8.9)

äëÿ âñåõ a = 0, 1, 2, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëèòòëâóäà (5.8.1) ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà M,
îïðåäåëåííàÿ â (5.2.1), èìååò âèä

M =


0
1
0
. . .
0
0

0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 0 1
1 . . . 0 0 1

. . .
0 . . . 1 0 1
0 . . . 0 1 1

 . (5.8.10)

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d + 1 ñ íóìåðàöèåé ñòðîê è
ñòîëáöîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ 0. Åñëè ìàòðèöà M = (m0m1 . . .md) èìååò ñòîëáöû
mk äëèíû d+ 1, òî óìíîæåíèå åå íà ïîðÿäêîâóþ ìàòðèöó (5.8.10) ñâîäèòñÿ

MM = (m1 . . .mdmd+1) (5.8.11)

ê ñäâèãó ñòîëáöîâ ìàòðèöû M âëåâî è çàìåíå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà md ñóììîé
âñåõ ñòîëáöîâ

md+1 = m0 +m1 + . . .+md
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èñõîäíîé ìàòðèöû M .
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ma

k � ñóììà ýëåìåíòîâ ñòîëáöà ñ íîìåðîì k = 0, 1, . . . , d â ìàòðèöå Ma, âîç-
âåäåííîé â ñòåïåíü a = 0, 1, 2, . . .;

Ma
d+1 � ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ma.

Ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò èìåòü

Ma
d+1 = Ma

0 +Ma
1 + . . .+Ma

d (5.8.12)

è, êðîìå òîãî, èç (5.8.11) è (5.8.12) ñëåäóåò ôîðìóëà

Ma+1
k = Ma

k+1 äëÿ k = 0, 1, . . . , d. (5.8.13)

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî

Md+1 = Md + . . .+M + E, (5.8.14)

âûòåêàþùåå èç òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè è ïðåäëîæåíèÿ 5.3.1. Çäåñü E îáîçíà-
÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà d+ 1.

Îáîçíà÷èì
Qa = Rd+1,a. (5.8.15)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (5.8.12)�(5.8.14), ìîæåì ïåðåïèñàòü îïðåäåëåíèå (5.5.1)�
(5.5.2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Rk,a â âèäå

Rk,a = Ma+k
0 (5.8.16)

äëÿ k = 1, . . . , d, d + 1 è a = 0, 1, . . . , d. Ïðèìåíÿÿ åùå ðàç ðàâåíñòâî (5.8.14), ïî
èíäóêöèè óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (5.8.16) äëÿ âñåõ a = 0, 1, 2, . . .
Ñîãëàñíî (5.5.2) è (5.8.8) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R1,a è fa èìåþò îäèíàêîâûå íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ. Îòñþäà è ôîðìóëû (5.8.16) âûâîäèì ðàâåíñòâà (5.8.9).

�

5.8.3 Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ äëÿ ÷èñåë Ëèòòëâóäà-Ïèçî.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ÷èñëîâûå äàííûå îòíîñèòåëüíî ìíîãî÷ëåíîâ Ëèòòëâó-
äà fa(x), îïðåäåëåííûõ â (5.8.1). Â òàáëèöå (5.8.17) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

d+ 1 � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Ëèòòëâóäà fa(x);
0 < θ < 1 � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fa(x);
0 < ϱ(A) < 1 � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (5.5.11) êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A;
ε = ln ϱ(A)/ ln θ � ñòåïåííîé ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîðÿäîê
ïðèáëèæåíèÿ;
ν = 1/ε, åñëè 1/ε � öåëîå ÷èñëî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
ν = [1/ε] + 1, ãäå [x] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x.
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Â ñòîëáöàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó ϱ(A) è ε, ïðèâåäåíû ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ ϱ(A) è ε ñ îêðóãëåíèåì â á�îëüøóþ è ì�åíüøóþ ñòîðîíó
ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà.

d θ ϱ(A) ε ν

2 0.54368901 0.73738 0.5 2
3 0.51879006 0.81830 0.30555 4
4 0.50866039 0.87105 0.20422 5
5 0.50413829 0.90622 0.14377 7
6 0.50201706 0.93028 0.10485 10
7 0.50099418 0.94718 0.07850 13
8 0.50049312 0.95932 0.06000 17
9 0.50024546 0.96817 0.04670 22
10 0.50012243 0.97473 0.03693 28
11 0.50006113 0.97969 0.02960 34
12 0.50003054 0.98349 0.02401 42
13 0.50001527 0.98643 0.01971 51
14 0.50000763 0.98874 0.01633 62
15 0.50000382 0.99057 0.01366 74
16 0050000191 0.99203 0.01154 87
17 0.50000095 0.99322 0.00981 102
18 0.50000048 0.99418 0.00842 119
19 0.50000024 0.99497 0.00727 138
20 0.50000012 0.99563 0.00631 159

(5.8.17)

5.8.4 Àïïðîêñèìàöèÿ ÷èñåë Ëèòòëâóäà-Ïèçî.

Òåîðåìà 5.8.1 Ïóñòü θ > 0 � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Ëèòòëâóäà
fa(x) èç (5.8.1) ñòåïåíè d + 1 ≥ 3, α1 = θd, . . ., αd = θ, è ïóñòü ðåêóððåíòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R1,a, . . ., Rd,a, Qa çàäàíû ðàâåíñòâàìè (5.8.9). Òîãäà äëÿ
âñåõ a = 1, 2, 3, . . . èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|Qaα1 −R1,a|+ . . .+ |Qaαd −Rd,a| ≤ d(2d+ 1)ϱ(A)a−1, (5.8.18)

ãäå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ϱ(A) < 1; è∣∣∣α1 −
R1,a

Qa

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Rd,a

Qa

∣∣∣ ≤ c

Q1+ε
a

(5.8.19)
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ñ íåêîòîðûìè ñòåïåííûì ïîêàçàòåëåì ε > 0 è êîíñòàíòîé c > 0, çàâèñÿùèìè
òîëüêî îò d.

Çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ϱ(A) è ñòåïåííûõ ïîêàçàòåëåé ε äëÿ 2 ≤
d ≤ 20 ïðèâåäåíû â òàáëèöå (5.8.17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî (5.8.2), θ−1 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî. Ïî-
ýòîìó íåðàâåíñòâî (5.8.18) áóäåò âûòåêàòü èç òåîðåìû 5.5.1, íåðàâåíñòâà (5.6.8)
è ëåììû 5.8.1. Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 5.7.1, íåðàâåíñòâî
(5.8.19) ñâîäèì ê íåðàâåíñòâó (5.8.18).

�

Çàìå÷àíèå 5.8.1 Â òàáëèöå (5.8.17) ñîäåðæàòñÿ åùå çíà÷åíèÿ äëÿ

ν = [1/ε] + 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ îíè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó 1/ν ≤ ε. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî
(5.8.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∣∣∣α1 −

R1,a

Qa

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Rd,a

Qa

∣∣∣ ≤ c

Q
1+1/ν
a

(5.8.20)

ñ òîé æå êîíñòàíòîé c, ÷òî è â (5.8.19). Äëÿ 2 ≤ d ≤ 20 òîëüêî â îäíîì
ñëó÷àå d = 2 îêàçàëîñü

ν = 1/ε

� ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé (5.7.13), êîãäà ñîâïàäàþò d = ν = 2. Äëÿ ïîêàçàòåëÿ ν
â íåðàâåíñòâå (5.8.20) ðàçíîñòü ν−d óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì d, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óâåëè÷åíèÿ ðàçáðîñà çíà÷åíèé ìîäóëåé |ζ−1

i | â íåðàâåíñòâàõ (5.8.4).

Çàìå÷àíèå 5.8.2 Îáùàÿ òåîðåìà 5.5.1 î ïðèáëèæåíèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë
âìåñòå ñ ïðèâåäåííîé òåîðåìîé 5.8.1 èíòåðåñíû òåì, ÷òî ñîäåðæàò â ÿâíîì
âèäå îöåíêè íàèëó÷øèõ ìíîãîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé (5.5.4), (5.5.5) äëÿ ÷èñåë
Ïèçî ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè d+ 1.

5.9 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ (5.5.4), (5.5.5) ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè
îòíîñèòåëüíî T (i)-íîðì (2.5.46), îïèðàåòñÿ íà ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäó-
öèðîâàííûõ ðàçáèåíèé ìíîãîìåðíûõ òîðîâ [23], [24], [26].

Äëÿ âûâîäà æå èç ïðèáëèæåíèé (5.5.4), (5.5.5) êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê â òåî-
ðåìàõ 5.7.1 è 5.8.1 èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ [26], [27].
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Ðàíåå îäíîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ ïðèìåíÿëèñü â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì [66], [113], à äâóìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ � äëÿ ïðîâåðêè ïåðè-
îäè÷íîñòè ðàçëîæåíèé êóáè÷åñêèõ êîðíåé [71] è äëÿ ïðèáëèæåíèé êóáè÷åñêèõ
èððàöèîíàëüíîñòåé [27]. Èññëåäîâàíèÿ ðàçëîæåíèé â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðî-
áè îòäåëüíûõ êëàññîâ ÷èñåë Ïèçî ñîäåðæàòñÿ â [68], [98], [101] è, â ÷àñòíîñòè,
êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé â [49], [64], [65], [78], [84], [99], [112].
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Ãëàâà 6

Óíèìîäóëÿðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü

ÿäåðíûõ ðàçëîæåíèé

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

Ìåòîäîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé òîðîâ äëÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé ïîëó÷åíû ïåðèîäè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåð-
íûå öåïíûå äðîáè ñ íàèëó÷øèì ÿäåðíûì ïðèáëèæåíèåì îòíîñèòåëüíî ïîëèýä-
ðàëüíûõ íîðì. Óêàçàííûå èððàöèîíàëüíîñòè ïîëó÷åíû êîìïîçèöèåé îáðàòíûõ
âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé è óíèìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àëãåáðàè÷åñêèõ åäè-
íèö, ðàçëàãàþùèõñÿ â ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü. Àðòåôàêòîì òàêîãî
ðàñøèðåíèÿ ñòàëè íåñêîëüêî èíâàðèàíòîâ: ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñ-
ëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé è ñêîðîñòü ìíîãîìåðíîé àïïðîêñè-
ìàöèè èððàöèîíàëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

6.1 Ðàñøèðåíèå åäèíèö àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé

Îáðàçîâàëàñü òðèàäà:
1) íåïîäâèæíûå òî÷êè α = δ(α) âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé δ èç ïîëóãðóïïû

Ds;
2) òî÷êè α ñ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè â ìíîãîìåðíûå öåïíûå

äðîáè;
3) òî÷êè α = (θ, θ2, . . . , θd), êîîðäèíàòû êîòîðûõ θ, θ2, . . . , θd ÿâëÿþòñÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèìè åäèíèöàìè ñòåïåíè d+ 1.
Êëþ÷åâûì çâåíîì â óêàçàííîé òðèàäå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïà âîçâðàòíûõ îòîá-

ðàæåíèé Ds, äåéñòâóþùèõ íà d-ìåðíîì åäèíè÷íîì ñèìïëåêñå △d ñ âåðøèíàìè
(0, . . . , 0), (1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 1), è, òàêèì îáðàçîì, ïàðà (Ds,△d) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîþ íåêîòîðóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ïîäåéñòâîâàòü
α′ = �(α) íà òî÷êè α îòîáðàæåíèÿìè � èç ïîëóãðóïïû îáðàòíûõ âîçâðàòíûõ
îòîáðàæåíèé Ds, òî â òåîðåìå 6.3.1 äîêàçàíî, ÷òî îáðàçû α′ ñíîâà ðàçëàãàþòñÿ,
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íî óæå â ïðîñòî ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè è ïðè ýòîì òî÷êè α′ ïðîäîëæàþò
îñòàâàòüñÿ â ñèìïëåêñå △d.

×òîáû âûéòè çà ãðàíèöû ñèìïëåêñà △d, â íàñòîÿùåé ãëàâå äîïîëíèòåëüíî

ââîäèòñÿ ãðóïïà G0 ⊂ GLd+1(Z) óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö UL =

(
U L
0 1

)
, ãäå

U ∈ GLd(Z) è L � öåëî÷èñëåííûé ñòîëáåö âûñîòû d. Äåéñòâèå ãðóïïû G0 íà
òî÷êè x èç ïðîñòðàíñòâà Rd çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ULx = Ux + L è ëþáóþ èððà-
öèîíàëüíóþ òî÷êó ìîæíî ãðóïïîé G0 ïåðåâåñòè â ñèìïëåêñ △d Â òåîðåìå 6.4.1
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çà îáðàçàìè α′′ = ULα

′ ïðîäîëæàåò ñîõðàíÿòüñÿ ñâîéñòâî ðàç-
ëîæåíèÿ â ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè.

Â öåïî÷êå óêàçàííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé

△ ∋ α
�−→ α′ UL−→ α′′ ∈ Rd (6.1.1)

âàæåí ïîðÿäîê. Åñëè èñõîäèòü èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè α, òî êàê âåëèêî ïîëó-
÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê α′′ â ðåçóëüòàòå âñåõ âîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (6.1.1).
Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòè÷íûé îòâåò ìîãóò äàòü ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîþ èíâà-
ðèàíòû

deg(α′′) = deg(α), Q(α′′) = Q(α) (6.1.2)

� ñòåïåíü òî÷åê è ïîðîæäàåìîå èìè àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå. Îòìåòèì åùå, ÷òî
êðîìå âåëè÷èí (6.1.2), ñîõðàíÿþòñÿ: ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëèòåëåé
R1,a, . . ., Rd,a è çíàìåíàòåëåé Qa ïîäõîäÿùèõ äðîáåé

Ra

Qa

=
(R1,a

Qa

, . . . ,
Rd,a

Qa

)
−→ α′′

è ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ äðîáåé Ra

Qa
ê òî÷êå α′′ ïðè a→ +∞.

6.2 Ñòâîëîâûå òî÷êè

6.2.1 Öèêëè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëèì ïîëóãðóïïó D ïðåîáðàçîâàíèé ñèìïëåêñà △, ïîðîæäåííóþ âîç-
âðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè δkl∗ èç (2.1.30) è (2.1.31), à òàêæå îïðåäåëèì ðàñøè-
ðåííóþ ïîëóãðóïïó Ds, äîáàâëÿÿ ê D âñå ñèììåòðèè (2.1.10) ñèìïëåêñà s ∈ S△.

Ïóñòü α ∈ △ � ïåðèîäè÷åñêàÿ èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà îòíîñèòåëüíî ïîëó-
ãðóïïû Ds, ò.å.

δ(α) = α, (6.2.1)

ãäå îòîáðàæåíèå δ = δp · · · δ1, ïðè ýòîì δi = δkl∗ èëè s � îäíà èç îáðàçóþùèõ
ïîëóãðóïïû Ds. Áîëåå ïîäðîáíî ðàâåíñòâî (6.2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå öåïî÷êè
îòîáðàæåíèé

α = α(0) δ1−→ α(1) δ2−→ . . .
δp−→ α(p) = α. (6.2.2)

Ìíîæåñòâî
O(α) = {α = α(0), α(1), . . . , α(p−1)} (6.2.3)
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íàçîâåì ñòâîëîì òî÷êè α èëè êðàòêî � α-ñòâîëîì (trunk).
Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèÿ (6.2.2), ñîñòàâèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

α(0) δ1−→ α(1) δ2−→ . . .
δp−→ α(p) = α(0)

↓ ↓ ↓
v(0)

σ1−→ v(1)
σ2−→ . . .

σp−→ v(p) = Av(0)

↓ ↓ ↓
T (0) σ1−→ T (1) σ2−→ . . .

σp−→ T (p) = AT (0).

(6.2.4)

Çäåñü σ = σp · · ·σ1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé çâåçä v(i), ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âîçâðàòíûì îòîáðàæåíèÿì δ(i).

6.2.2 Öèêëè÷åñêèå ñäâèãè.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 0 ≤ t < p îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñäâèãè:

→
α

(i)
= α(

→
i ), ãäå

→
i≡ i+ t mod p è 0 ≤

→
i < p;

→
δ=

→
δ p · · ·

→
δ 1, ãäå

→
δ k= δ→

k
,
→
k≡ k + t mod p è 1 ≤

→
k≤ p;

→
σ=

→
σp · · ·

→
σ1, êàëèáðîâî÷íàÿ

→
A è ïîðÿäêîâàÿ

→
M ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî
→
δ .

Ïðèìåíÿÿ ââåäåííûå ñäâèãè, ïðåîáðàçóåì äèàãðàììó (6.2.4) ê âèäó

→
α

(0)
→
δ 1−→ →

α
(1)

→
δ 2−→ . . .

→
δ p−→ →

α
(p)
=

→
α

(0)

↓ ↓ ↓
→
v
(0) →

σ 1−→ →
v
(1) →

σ 2−→ . . .
→
σ p−→ →

v
(p)
=

→
A

→
v
(0)

↓ ↓ ↓
→
T

(0) →
σ 1−→

→
T

(1) →
σ 2−→ . . .

→
σ p−→

→
T

(p)

=
→
A

→
T

(0)

.

(6.2.5)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ çâåçäà
→
v
(0)

è ðàçâåðòêà òîðà
→
T

(0)

ÿâëÿþòñÿ òåïåðü
íîðìèðîâàííûìè, ò.å. ïðèâåäåííûìè ê áàçèñó e1, . . . , eq. Îíè íå ñîâïàäàþò ñî
çâåçäîé v(t) è ðàçâåðòêîé T (0) â äèàãðàììå (6.2.4).

Ïóñòü i = ap è, çíà÷èò, b = 0. Îïðåäåëèì ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè
→
Qa,

→
R1,a, . . .,

→
Rd,a îò ïàðàìåòðà a ÷åðåç ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (4.5.15) è

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

→
Q0= 1 · E0,

→
Q1= 1 · −→ME0, . . . ,

→
Qd= 1 · −→M

d
E0,

→
Rk,0= 1 · Ek,

→
Rk,1= 1 · −→MEk, . . . ,

→
Rd,k= 1 · −→M

d
Ek

(6.2.6)

äëÿ k = 1, . . . , d, ãäå Ek � ñòîëáöû (4.3.19).

Òåîðåìà 6.2.1 1. Ïóñòü i = ap, 0 ≤ t < p è

→
α= (

→
α1, . . . ,

→
αd) = δt · · · δ1(α) (6.2.7)
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� èððàöèîíàëüíàÿ ñòâîëîâàÿ òî÷êà (6.2.3). Òîãäà âåêòîð

→
v
(i)

min= (−
→
Qa

→
α1 +

→
R1,a, . . . ,−

→
Qa

→
αd +

→
Rd,a), (6.2.8)

ãäå
→
α= (

→
α1, . . . ,

→
αd), îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì:

→
v
(i)

min∈
→
T

(i)

ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì
→
Qa≥ 1. (6.2.9)

Ñâîéñòâî (6.2.9) îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê îðáèòû xj ≡ −j
→
α mod Zd

íå ïîïàäàåò

xj /∈
→
T

(i)

äëÿ âñåõ 1 ≤ j <
→
Qa

(6.2.10)

â ÿäðî
→
T

(i)

� ìíîãîãðàííèê, ñîîòâåòñòâóþùèé çâåçäå
→
v
(i)

èç äèàãðàììû (6.2.4).

2. Îáúåì vol
→
T

(i)

ÿäðà
→
T

(i)

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

vol
→
T

(i)

= |detA|avol
→
T

(0)

, (6.2.11)

ãäå îïðåäåëèòåëü detA óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 < |detA| < 1, è îáúåì

vol
→
T

(0)

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.5.23).

3. Â ñëó÷àå êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà:

|
→
Qa

→
α1 −

→
R1,a |+ . . .+ |

→
Qa

→
αd −

→
Rd,a | ≤

→
c
(0)

1 ϱ(A)a. (6.2.12)

Çäåñü
→
c
(0)

1 = c1(
→
A)r1(

→
v
(0)

min), ãäå
→
v
(0)

min � ìèíèìàëüíûé âåêòîð (6.2.8), è ϱ(A) �

ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (2.5.7) ìàòðèöû A; êðîìå òîãî,
→
Qa è

→
Rk,a äëÿ k = 1, . . . , d

� ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèàãðàììà (6.2.5) åñòü íè÷òî èíîå, êàê äèàãðàììà (6.2.4) ñ

íà÷àëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé
→
α

(0)
=

→
α èç (6.2.7) âìåñòî α(0) = α. Ñîâåðøàÿ

óêàçàííûé ïåðåõîä âèäèì, ÷òî ïîðÿäêîâàÿ M è êàëèáðîâî÷íàÿ A ìàòðèöû çà-

ìåíÿþòñÿ ìàòðèöàìè
→
M è

→
A ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíî-

ãî÷ëåíû è îïðåäåëèòåëè îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè

ch→
M
(x) = chM(x), ch→

A
(x) = chA(x), detA = det

→
A . (6.2.13)

Ïîýòîìó äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 4.5.2.

�
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6.3 Ïåðâîîáðàçíûå òî÷êè

6.3.1 Âåòâè: Ds-ìíîæåñòâî.

Ïóñòü Ds � ïîëóãðóïïà, ïîðîæäàþùàÿñÿ îáðàòíûìè âîçâðàòíûìè îòîáðàæå-
íèÿìè ∂kl

∗ èç (2.2.12), (2.2.13) è ñèììåòðèÿìè s = sσ ñèìïëåêñà△, îïðåäåëåííûìè
â (2.1.10).

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè α îïðåäåëèì ìíîæåñòâî åå âåòâåé (branches)

DsO(α) = {∂kl
∗ α

(i); ∂kl
∗ ∈ �, α(i) ∈ O(α)}. (6.3.1)

Ïîñêîëüêó

α(i) = ∂i+1 · · · ∂pα(0),

òî ìíîæåñòâî âåòâåé (6.3.1) áóäåò ïîðîæäàòüñÿ

DsO(α) = Ds(α) (6.3.2)

îáðàçàìè îäíîé òî÷êè α = α(0) îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîëóãðóïïû Ds. Âìåñòî
òî÷êè α = α(0) ìîæíî âûáèðàòü ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó α(i) èç α-ñòâîëà O(α).

6.3.2 Ðàñøèðåííàÿ äèàãðàììà.

Ïóñòü α = α(0) ∈ △ � ïåðèîäè÷åñêàÿ èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà δ(α) = α èç
(6.2.1) îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû Ds. Ðàññìîòðèì äëÿ íåå ïåðâîîáðàçíóþ òî÷êó

α(−t) = ∂(t)α(0) (6.3.3)

èç ìíîæåñòâà âåòâåé

Ds(α) = DsO(α),

ãäå

∂(t) = ∂
(t)
t · · · ∂

(t)
1 (6.3.4)

� ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå èç ïîëóãðóïïû Ds. Ïåðâîîáðàçíàÿ òî÷êà (6.3.3)
ñíîâà ïðèíàäëåæèò ñèìïëåêñó △.

Ðàñøèðèì äèàãðàììó (6.2.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α(−t) δ
(t)
t−→ . . .

δ
(t)
1−→ α(0) → . . . → α(i) → . . .

↓ ↓ ↓

v(−t) σ
(t)
t−→ . . .

σ
(t)
1−→ v

(0)
t → . . . → v

(i)
t → . . .

↓ ↓ ↓

T (−t) σ
(t)
t−→ . . .

σ
(t)
1−→ T

(0)
t → . . . → T

(i)
t → . . .

(6.3.5)

Çäåñü

δ(t) = δ
(t)
1 · · · δ

(t)
t (6.3.6)
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� îòîáðàæåíèå èç ïîëóãðóïïû Ds, îáðàòíîå îòîáðàæåíèþ ∂(t) èç (6.3.4), è

σ(t) = σ
(t)
1 · · ·σ

(t)
t (6.3.7)

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé çâåçä v(i), ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçâðàò-
íûì îòîáðàæåíèÿì èç (6.3.6), ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ çâåçäà v(−t) âî âòîðîé ñòðîêå

äèàãðàììû (6.3.5) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé çâåçäîé. Çâåçäû v
(i)
t äëÿ i ≥ 0 èç

äèàãðàììû (6.3.5) è çâåçäû v(i) èç äèàãðàììû (2.4.2) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ

v
(i)
t = Atv

(i) (6.3.8)

íåâûðîæäåííûì àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Rd −→ Rd ñ ìàòðè-
öåé

At = A
k
(t)
t l

(t)
t

∗ (x(−t)) · · ·Ak
(t)
1 l

(t)
1

∗ (x(−1)). (6.3.9)

Åñëè êàêîå-òî îòîáðàæåíèå δ
(t)
j , âõîäÿùåå â (6.3.6), îêàæåòñÿ ñèììåòðèåé s, òî

ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü â (6.3.9) çàìåíÿåòñÿ íà ñèììåòðèþ. Ïîýòîìó, ïðè-
ìåíÿÿ òåîðåìó 2.4.1 äëÿ i = ap ≥ 0, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

v
(i)
t = Aa

tv
(0)
t (6.3.10)

ïðåîáðàçîâàíèÿ çâåçä v
(i)
t èç äèàãðàììû (6.3.5) ñ íîâîé êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöåé

At = AtAA−1
t , (6.3.11)

ïîäîáíîé ÷åðåç àôôèííûé èçîìîðôèçì (6.3.8) ìàòðèöå A. Àíàëîãè÷íî (6.3.8)
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ è ðàçâåðòêè òîðà

T
(i)
t = AtT

(i), (6.3.12)

ñîîòâåòñòâóþùèå çâåçäàì v
(i)
t è v(i).

6.3.3 Àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîîáðàçíûõ òî÷åê.

Ñëåäóÿ (4.5.6) ðàçîáüåì çâåçäó

v̂(−t) =


v
(−t)
0

v
(−t)
1
...

v
(−t)
d


íà åäèíè÷íûå ñòîëáöû

v̂(−t) =


−α(−t)

−α(−t) + e1
...

−α(−t) + ed

 = −α(−t)E
(−t)
0 + e1E

(−t)
1 + . . .+ edE

(−t)
d , (6.3.13)
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ãäå E
(−t)
i � ñòîëáöû (4.3.19). Íàïîìíèì, ÷òî â ñòîëáöàõ Ei åäèíèöà ñòîèò íà i-îì

ìåñòå è íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ â Ei íà÷èíàåòñÿ ñ 0.
Äèôôåðåíöèðîâàíèÿì çâåçä σ(t) èç (6.3.7) îòâå÷àåò ïîðÿäêîâàÿ ìàòðèöà

D(t) = D
(t)
1 · · ·D

(t)
t ,

ïåðåâîäÿùàÿ
v̂
(0)
t = D(t)v̂(−t) (6.3.14)

çâåçäó v̂(−t) èç (6.3.13) ñðàçó â çâåçäó v̂
(0)
t èç äèàãðàììû (6.3.5). Ïîäñòàâëÿÿ

(6.3.13) â ðàâåíñòâî (6.3.14), èìååì

v̂
(0)
t = −α(−t)D(t)E

(−t)
0 + e1D

(t)E
(−t)
1 + . . .+ edD

(t)E
(−t)
d (6.3.15)

èëè, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

E
(0)
0 = D(t)E

(−t)
0 , E

(0)
1 = D(t)E

(−t)
1 , . . . , E

(0)
d = D(t)E

(−t)
d

(6.3.16)

ìîæåì ðàâåíñòâî (6.3.15) çàïèñàòü â áîëåå êðàòêîì âèäå

v̂
(0)
t = −α(−t)E

(0)
0 + e1E

(0)
1 + . . .+ edE

(0)
d . (6.3.17)

Åñëè i = ap, òî ïî òåîðåìå 2.4.1 èìååì

v
(i)
t = Mav

(0)
t , (6.3.18)

ïîýòîìó â ñèëó (6.3.17) ìîæåì çàïèñàòü

v
(i)
t = −α(−t)Q(t)

a + e1R
(t)
1,a + . . .+ edR

(t)
d,a, (6.3.19)

ãäå

Q
(t)
a = MaE

(0)
0 , R

(t)
1,a = MaE

(0)
1 , . . . , R

(t)
d,a = MaE

(0)
d . (6.3.20)

Ïóñòü 1 = (1 1 . . . 1) � ñòðîêà äëèíû d+1. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.2 è òåîðåìå 1.3.1
ñóììà

v
(i)
min,t = 1 · v(i)t = v

(i)
t,0 + v

(i)
t,1 + . . .+ v

(i)
t,d (6.3.21)

áóäåò ìèíèìàëüíûì âåêòîðîì, êîòîðûé â ñèëó (6.3.19) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

v
(i)
min,t = −α(−t)Q(t)

a + e1R
(t)
1,a + . . .+ edR

(t)
d,a (6.3.22)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

Q
(t)
a = 1 ·Q(t)

a , R
(t)
1,a = 1 ·R(t)

1,a, . . . , R
(t)
d,a = 1 ·R(t)

d,a.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî Q
(t)
a , R

(t)
1,a, . . ., R

(t)
d,a ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îò ïàðàìåòðà a:

Q
(t)
a+d+1 = bdQ

(t)
a+d + . . .+ b1Q

(t)
a+1 + b0Q

(t)
a ,

R
(t)
k,a+d+1 = bdR

(t)
k,a+d + . . .+ b1R

(t)
k,a+1 + b0R

(t)
k,a

(6.3.23)
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äëÿ k = 1, . . . , d. Çäåñü bd, . . ., b1, b0 � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà chM(x) ïîðÿäêîâîé ìàòðèöû M, îïðåäåëåííîãî â (4.4.4).

Íàéäåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q
(t)
a . Ïî (6.3.16, (6.3.20)

è (6.3.22) èìååì

Q
(t)
0 = 1 ·Q(t)

0 = 1 · E(0)
0 = 1 ·D(t)

0 E
(−t)
0 . (6.3.24)

Ïðîäîëæàÿ ïî àíàëîãèè âèäèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Q
(t)
a è R

(t)
k,a áóäóò

ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

Q
(t)
0 = 1 ·D(t)

0 E
(−t)
0 , Q

(t)
1 = 1 ·MD

(t)
0 E

(−t)
0 , . . . , Q

(t)
d = 1 ·MdD

(t)
0 E

(−t)
0 ,

R
(t)
k,0 = 1 ·D(t)

0 E
(−t)
k , R

(t)
k,1 = 1 ·MD

(t)
0 E

(−t)
k , . . . , R

(t)
k,d = 1 ·MdD

(t)
0 E

(−t)
k

(6.3.25)
äëÿ k = 1, . . . , d.

Òåîðåìà 6.3.1 1. Äëÿ i = ap è èððàöèîíàëüíîé òî÷êè α(−t), ïðèíàäëåæàùåé
ìíîæåñòâó âåòâåé Ds(α) èç (6.3.1), âåêòîð

v
(i)
min = (−Q(t)

a α
(−t)
1 +R

(t)
1,a, . . . ,−Q(t)

a α
(−t)
d +R

(t)
d,a) (6.3.26)

îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì:

v
(i)
min ∈ T

(i)
t ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì Q

(t)
a ≥ 1. (6.3.27)

Ñâîéñòâî (6.3.27) îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê îðáèòû xj ≡ −jα(−t) mod Zd

íå ïîïàäàåò

xj /∈ T
(i)
t äëÿ âñåõ 1 ≤ j < Qa (6.3.28)

â ÿäðî T
(i)
t � ìíîãîãðàííèê (6.3.12), ñîîòâåòñòâóþùèé çâåçäå v

(i)
t èç äèàãðàììû

(6.3.5).

2. Îáúåì volT
(i)
t ÿäðà T

(i)
t íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT
(i)
t = |detA|a volT (0)

t , (6.3.29)

ãäå îïðåäåëèòåëü 0 < |detA| < 1.
3. Â ñëó÷àå êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà:

|Q(t)
a α

(−t)
1 −R

(t)
1,a|+ . . .+ |Q(t)

a α
(−t)
d −R

(t)
d,a| ≤ c

(0)
1,tϱ(A)a. (6.3.30)

Çäåñü
c
(0)
1,t = c1(At)r1(v

(0)
min,t), (6.3.31)

ãäåAt � êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà (6.3.11), v
(0)
min,t � ìèíèìàëüíûé âåêòîð (6.3.22),

è ϱ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (2.5.7) ìàòðèöû A; êðîìå òîãî, Q
(t)
a è R

(t)
k,a äëÿ

k = 1, . . . , d � ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.3.23) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè (6.3.25).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ âñå çâåçäû v(∗) è v
(∗)
t èç äèàãðàììû (6.3.5)

âêëàäûâàþòñÿ â òîð Td = Rd/Zd. Ïðèìåíÿÿ ê òî÷êå α(−t) ∈ △ òåîðåìó 1.3.1 î
äèôôåðåíöèðîâàíèè çâåçä è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (6.3.12), ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå.

Ïðè ïåðåõîäå (6.3.11) îò ñòàðîé êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ê íîâîé At õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû è îïðåäåëèòåëè îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè

chAt(x) = chA(x), detAt = detA. (6.3.32)

Ïîýòîìó ôîðìóëà (6.3.29) è òðåòüå óòâåðæäåíèå âûòåêàþò èç òåîðåìû 4.5.2, äèà-
ãðàììû (6.3.5) è ðàâåíñòâ (6.3.32).

�

6.4 Êðîíà

6.4.1 Ëèíåéíûå óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âûäåëèì â ãðóïïå öåëî÷èñëåííûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö GLd+1(Z) ñ îïðå-
äåëèòåëåì ±1 ïîäãðóïïó G0 = GLd+1,0(Z) èç ìàòðèö

UL =

(
U L
0 1

)
, (6.4.1)

ãäå U ∈ GLd(Z) è L =

 l1
...
ld

 � öåëî÷èñëåííûé ñòîëáåö. Ãðóïïà G0 äåéñòâóåò

íà òî÷êè α =

 α1
...
αd

 èç Rd ïî ôîðìóëå

ULα = Uα+ L. (6.4.2)

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G0 ñîîòâåòñòâóåò öåëî÷èñëåííûì óíèìîäóëÿðíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì ïðîñòðàíñòâà Rd. Îïðåäåëèì α-êðîíó (coma), ïîëàãàÿ

C(α) = G0(DsO(α)), (6.4.3)

èëè â ñèëó ðàâåíñòâà (6.3.2) áóäåì èìåòü

C(α) = G0Ds(α). (6.4.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ (6.4.3) ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü

G0 · C(α) = C(α) (6.4.5)

α-êðîíû C(α) îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G0.
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6.4.2 Ñâîéñòâà êðîíû.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ

O(α) ⊂ Ds(α) ⊂ △, C(α) ⊂ Rd. (6.4.6)

Äëÿ ëþáîé òî÷êè a èç α-êðîíû C(α) íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà UL ∈ G0, ÷òî

a = ULα
(−t), (6.4.7)

ãäå òî÷êà α(−t) = ∂t · · · ∂1α ∈ △ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó α-âåòâåé �(α). Èç ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (6.4.7), â ÷àñòíîñòè, íàõîäèì ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

Q(a) = Q(α), deg(a) = deg(α). (6.4.8)

6.4.3 Àïïðîêñèìàöèÿ òî÷åê êðîíû.

Ïî òåîðåìå 6.3.1 äëÿ i = ap èìååì íåðàâåíñòâî

|Q(t)
a α

(−t)
1 −R

(t)
1,a|+ . . .+ |Q(t)

a α
(−t)
d −R

(t)
d,a| ≤ c

(0)
1,tϱ(A)a. (6.4.9)

Çäåñü c
(0)
1,t = c1(At)r1(v

(0)
min,t) è At � êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà (6.3.11). Ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå
v
(i)
min,t = −Q(t)

a α(−t) +R(t)
a , (6.4.10)

ãäå

α(−t) =

 α
(−t)
1
...

α
(−t)
d

 , R
(t)
a =

 R
(t)
1,a
...

R
(t)
d,a

 . (6.4.11)

Èç (6.4.9) äëÿ âåêòîðà-ñòîëáöà v
(i)
min,t ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|v(i)min,t|1 ≤ c
(0)
1,tϱ(A)a (6.4.12)

â 1-ìåòðèêå (2.5.9).
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (6.4.7) çàïèñûâàåì

α(−t) = U−1
L

(
a
1

)
, (6.4.13)

ãäå

U−1
L =

(
U−1 −U−1L
0 1

)
, a =

 a1
...
ad

 .

Ïîýòîìó èìååì
α(−t) = U−1a− U−1L. (6.4.14)
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Ïîäñòàâëÿÿ (6.4.14) â (6.4.10) ïîëó÷àåì

v
(i)
min,t = U−1w

(i)
min, (6.4.15)

ãäå
w

(i)
min = −Q(−t)

a a+ (UR(−t)
a + L). (6.4.16)

Åñëè îáîçíà÷èòü

qa = Q
(−t)
a , ra = UR

(−t)
a + L, (6.4.17)

òî (6.4.16) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

w
(i)
min = −qaa+ ra. (6.4.18)

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (6.4.15)

w
(i)
min = Uv

(i)
min,t, (6.4.19)

ïîýòîìó â 1-ìåòðèêå | · |1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|w(i)
min|1 ≤ c1(U)|v(i)min,t|1. (6.4.20)

Âñïîìèíàÿ íåðàâåíñòâî (6.4.12), ïîëó÷àåì îöåíêó

|w(i)
min|1 ≤ c1,Uϱ(A)a (6.4.21)

ñ êîíñòàíòîé c1,U = c1(U)c
(0)
1,t , ãäå c1(U) è c

(0)
1,t � êîíñòàíòû (5.6.2) è (6.3.30). Â

ñèëó (6.4.18) íåðàâåíñòâî (6.4.21) ìîæåì çàïèñàòü áîëåå ðàçâåðíóòî

|qaa1 − r1,a|+ . . .+ |qaad − rd,a| ≤ c1,Uϱ(A)a, (6.4.22)

ãäå qa è rk,a äëÿ k = 1, . . . , d � ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.4.17), èìå-

þùèå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå òàêîå æå, êàê ó Q
(t)
a , R

(t)
k,a è, çíà÷èò, êàê ó ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé Qa, Rk,a äëÿ òî÷êè α. ×òî êàñàåòñÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî ó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qa îíè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèìè äëÿ Q
(t)
a èç (6.3.20), à ó äîïîë-

íèòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ra =

 r1,a
...

rd,a


ïî îïðåäåëåíèþ (6.4.17) áóäåì èìåòü

r0 = UR
(t)
0 + L, . . . , rd = UR

(t)
d + L. (6.4.23)

Òåïåðü ðàñøèðèì äèàãðàììó (6.3.5) äîïîëíèòåëüíîé ñòðîêîé:

α(−t) δ
(t)
t−→ . . .

δ
(t)
1−→ α(0) → . . . → α(i) → . . .

↓ ↓ ↓

v(−t) σ
(t)
t−→ . . .

σ
(t)
1−→ v

(0)
t → . . . → v

(i)
t → . . .

↓ ↓ ↓

T (−t) σ
(t)
t−→ . . .

σ
(t)
1−→ T

(0)
t → . . . → T

(i)
t → . . .

↓ U ↓ U ↓ U

T
(0)
w

σ
(t)
t−→ . . .

σ
(t)
1−→ T

(0)
t,U → . . . → T

(i)
t,U → . . .

(6.4.24)
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Çäåñü

T
(i)
t,U = UT

(i)
t (6.4.25)

� óíèìîäóëÿðíûå îáðàçû ìíîãîãðàííèêîâ T
(i)
t èç äèàãðàììû (6.3.5), ãäå U ∈

GLd(Z) � ìàòðèöà (6.4.1).

Òåîðåìà 6.4.1 1. Äëÿ i = ap è ëþáîé èððàöèîíàëüíîé a � òî÷êè α-êðîíû C(α)
èç (6.4.4) âåêòîð

w
(i)
min = (−qaa1 + r1,a, . . . ,−qaad + rd,a) (6.4.26)

îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì:

w
(i)
min ∈ T

(i)
t,U ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì qa ≥ 1. (6.4.27)

Ñâîéñòâî (6.4.27) îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê îðáèòû xj ≡ −ja mod Zd íå
ïîïàäàåò

xj /∈ T
(i)
t,U äëÿ âñåõ 1 ≤ j < qa (6.4.28)

â ÿäðî T
(i)
t,U � ìíîãîãðàííèê (6.4.25).

2. Îáúåì volT
(i)
t,U ÿäðà T

(i)
t,U íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

volT
(i)
t,U = |detA|avolT (0)

t , (6.4.29)

ãäå 0 < |detA| < 1.
3. Â ñëó÷àå êàëèáðîâî÷íîé ìàòðèöû A ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà:

|qaa1 − r1,a|+ . . .+ |qaad − rd,a| ≤ c1,Uϱ(A)a, (6.4.30)

ãäå c1,U � êîíñòàíòà èç (6.4.21) è qa, rk,a äëÿ k = 1, . . . , d � ðåêóððåíòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.4.17) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (6.3.25) è (6.4.23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ (6.4.1) ìàòðèöà U ∈ GLd(Z), ïîýòîìó îòîáðàæå-
íèå

Td −→∼ Td : x mod Zd 7→ Ux mod Zd (6.4.31)

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîðà Td = Rd/Zd. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.3.1 äëÿ òî÷êè
α(−t), èç äèàãðàììû (6.4.24) è (6.4.31) ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ôîðìóëà
(6.4.29) âûòåêàåò èç òåîðåìû 6.3.1, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

volT
(i)
t,U = volUT

(i)
t = volT

(i)
t

ïî îïðåäåëåíèþ (6.4.25) ìíîãîãðàííèêà T
(i)
t,U . Òðåòüå óòâåðæäåíèå áûëî ðàíåå

äîêàçàíî â (6.4.22).
�

Èç òåîðåìû 6.4.1 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 6.4.1 1. Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòå-
ëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé â (6.3.30) è (6.4.30) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâåäåíèÿ G0 ×Ds ãðóïïû G0 = GLd+1,0(Z) è ïîëóãðóïïû Ds.

2. Âñå òî÷êè a èç êðîíû C(α), îïðåäåëåííîé â (6.4.3), èìåþò îäíó è òó æå
ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ ϱ(A)a â íåðàâåíñòâå (6.4.30).

6.5 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ (6.3.30) ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè îòíî-
ñèòåëüíî T (i)-íîðì (2.5.46), îïèðàåòñÿ íà ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíäóöèðî-
âàííûõ ðàçáèåíèé ìíîãîìåðíûõ òîðîâ [23], [24], [26]. Òåîðåìà 6.3.1 äëÿ ïðèáëè-
æåíèé êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé áûëà äîêàçàíà â [27], à äëÿ èððàöèîíàëü-
íîñòåé ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè â [28].

Ïîëóãðóïïà ìíîãîìåðíûõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé Ds áûëà ââåäåíà è èçó÷å-
íà â [26], [27]. Ðàíåå îäíîìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ ïðèìåíÿëèñü â òåîðèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [66], [113], à äâóìåðíûå âîçâðàòíûå îòîáðàæåíèÿ � äëÿ
ïðîâåðêè ïåðèîäè÷íîñòè ðàçëîæåíèé êóáè÷åñêèõ êîðíåé [71] è äëÿ ïðèáëèæå-
íèé êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé [27].
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×àñòü III

Àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè
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Ãëàâà 7

Ñèìïëåêñ-ìîäóëüíûé àëãîðèòì

ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ cèìïëåêñ-ìîäóëüíûé àëãîðèòì (SM-àëãîðèòì) ðàçëîæåíèÿ
âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α = (α1, . . . , αd) â ìíîãîìåðíûå ïåðèîäè÷å-
ñêèå öåïíûå äðîáè. Îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿþò:

1) ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ñèìïëåêñû s, ñîäåðæàùèå òî÷êó α;

2) öåëî÷èñëåííûå óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû Ïèçî Pα, äëÿ êîòîðûõ α̂ = (α1,
. . . , αd, 1) � ñîáñòâåííûé âåêòîð.

SM-àëãîðèòì îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè íàñòðàèâàåìûõ àëãîðèòìîâ. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü α, òðåáóåòñÿ çíàíèå õîòÿ áû îäíîé åäèíèöû
Ïèçî èç ïîëÿ Q(α) = Q(α1, . . . , αd) è ïðåäâàðèòåëüíàÿ íàñòðîéêà SM-àëãîðèòìà
íà òî÷êó α. Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ïî-
ðÿäêà 1

Q1+ε
a

, ãäå Qa (a = 0, 1, 2, . . .) � çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé è ïîêàçà-

òåëü ε > 0 çàâèñèò îò íàñòðîéêè SM-àëãîðèòìà.

7.1 Ââåäåíèå

7.1.1 Ïîëíûå òî÷êè.

Òî÷êà α = (α1, . . . , αd) è ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë ÷èñåë {α1, . . . , αd} íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå

Q[α] = Q(α). (7.1.1)

Çäåñü Q[α] = Q[1, α1, . . . , αd] îáîçíà÷àåò ìîäóëü ñ áàçèñîì {1, α1, . . . , αd} íàä ïî-
ëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è Q(α) � ïîëå, ïîëó÷åííîå ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Q
äîáàâëåíèåì ê íåìó ÷èñåë α1, . . . , αd. Èç îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èð-
ðàöèîíàëüíîñòü òî÷êè α, ò.å. ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü 1, α1, . . . , αd íàä êîëüöîì
öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Z.

161
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Îïðåäåëèì ñòåïåíü degα = deg Q(α)/Q = [Q(α) : Q] òî÷êè α íàä ïîëåì Q.
Åñëè α � ïîëíàÿ òî÷êà, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

degα = d+ 1. (7.1.2)

7.1.2 Ìàòðèöû Ïèçî.

Â äàííîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû Pα ïîðÿäêà d+ 1, îáëàäà-
þùèå ñâîéñòâîì

Pα


α1
...
αd

1

 = λ


α1
...
αd

1

 , (7.1.3)

ãäå λ > 1 � íåêîòîðàÿ åäèíèöà Ïèçî ïîëÿ Q(α). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå åå ñî-
ïðÿæåííûå λ(2), . . . , λ(d+1), êðîìå λ(1) = λ, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì |λ(2)| <
1, . . . , |λ(d+1)| < 1. Òàêèå ìàòðèöû Pα íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïèçî.

7.1.3 Ïîäõîäÿùèå äðîáè è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïóñòü ìàòðèöà Ïèçî Pα èç (7.1.3) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

chPα(x) = det(xE − Pα) = xd+1 − bdx
d − . . .− b1x− b0.

Çàäàäèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê

Pa

Qa

=
(Pa,1

Qa

, . . . ,
Pa,d

Qa

)
(7.1.4)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . ., êîîðäèíàòû êàæäîé èç êîòîðûõ èìåþò îäèí è òîò æå çíàìå-
íàòåëü Qa, ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Pa+d+1,i = bdPa+d,i + . . .+ b1Pa+1,i + b0Pa,i,
Qa+d+1 = bdQa+d + . . .+ b1Qa+1 + b0Qa

(7.1.5)

äëÿ i = 1, . . . , d è a = 0, 1, 2, . . .

7.1.4 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Â òåîðåìå 7.8.2 äîêàçàíî, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (7.1.5),
ïðè êîòîðûõ áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü òî÷êà α = (α1, . . . , αd) áóäåò ïîëíîé. Òîãäà äëÿ âñåõ a ≥ lα, ãäå ãðà-
íèöà lα çàâèñèò îò α è íà÷àëüíûõ óñëîâèé â (7.1.5), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α1 −

Pa,1

Qa

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Pa,d

Qa

∣∣∣ ≤ c

Q1+ε
a

(7.1.6)

ñ ïîêàçàòåëåì

ε =
ln λ2,max

ln λ
> 0, (7.1.7)
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ãäå

λ2,max = max
2≤j≤d+1

|λ(j)|,

è êîíñòàíòîé c, íå çàâèñÿùåé îò a.

7.1.5 Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè.

Îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî cèìïëåêñ-ìîäóëÿðíîãî àëãîðèòìà (SM-àëãîðèòìà)

SM : Pa

Qa
=
(

Pa,1

Qa
, . . . ,

Pa,d

Qa

)
−→ α ïðè a→ +∞ (7.1.8)

ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pa

Qa
èç (7.1.4) ñîñòàâëÿþò:

1) d-ìåðíûå ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ñèìïëåêñû s, ñîäåðæàùèå òî÷êó α;

è

2) ìàòðèöû Ïèçî Pα, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (7.1.3).

Êàæäûé òàêîé ñèìïëåêñ s èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû Pi

Qi
=
(

Pi1

Qi
, . . . , Pid

Qi

)
, ãäå

i = 0, 1, . . . , d, ñî çíàìåíàòåëÿìè Qi > 0, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

ÍÎÄ (Pi1, . . . ,Pid,Qi) = 1,

è îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè: ñèìïëåêñ s íå ñîäåðæèò

P

Q
/∈ s (7.1.9)

íèêàêîé òî÷êè P
Q
=
(

P1

Q
, . . . , Pd

Q

)
, êîîðäèíàòû êîòîðîé èìåþò îáùèé çíàìåíàòåëü

1 ≤ Q < Qmax, ãäå Qmax = Q0 +Q1 + . . .+Qd.

Ìèíèìàëüíûå ñèìïëåêñû s ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì îòðåçêîâ Ôà-
ðåÿ (ñì., íàïðèìåð, [9]). Àíàëîãè÷íî îòðåçêàì Ôàðåÿ ñèìïëåêñû s èìåþò îáúåì

vol s =
1

d!

( ∏
0≤i≤d

Qi

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (7.1.9) â òåîðåìå 7.8.1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé â (7.1.5) ïîäõîäÿùèå äðîáè Pa

Qa
ñòà-

íîâÿòñÿ ìíîãîìåðíûìè äðîáÿìè Ôàðåÿ, äàþùèìè íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìíîãîãðàííîé íîðìû.

×òî êàñàåòñÿ âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé SM-àëãîðèòìà (7.1.8) � ìàòðèö Ïèçî
Pα èç (7.1.3), òî äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû èç ýëåìåíòàð-
íîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëåé è â ñèòóàöèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
α = (α1, . . . , αd) íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü ïîëíûå ñèñòåìû îñíîâíûõ åäèíèö
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ Q(α).
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7.2 Óíèìîäóëÿðíûé áàçèñíûé ñèìïëåêñ

7.2.1 Ëèíåéíûå óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îñíîâíîé îáëàñòüþ äëÿ íàñ áóäåò çàìêíóòûé d-ìåðíûé åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ
△e = △d

e ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

e0 = (0, . . . , 0), e1 = (1, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 1) (7.2.1)

èç ïðîñòðàíñòâà Rd.

Âûäåëèì â ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö GLd+1(Z) ñ îïðåäåëèòåëåì ±1 ïîä-
ãðóïïó G0 = GLd+1,0(Z) èç ìàòðèö

U =

(
V L
0 1

)
, (7.2.2)

ãäå V ∈ GLd(Z) è L =

 l1
...
ld

 � ïðîèçâîëüíûé öåëî÷èñëåííûé ñòîëáåö. Ãðóïïà

G0 äåéñòâóåò íà òî÷êè α = (α1, . . . , αd) èç Rd ïî ôîðìóëå

Uα = V α + L, (7.2.3)

ãäå α ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòîëáåö

 α1
...
αd

. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G0 ñîîòâåò-

ñòâóåò öåëî÷èñëåííûì óíèìîäóëÿðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïðîñòðàíñòâà Rd.

7.2.2 Óíèìîäóëÿðíûé ñèìïëåêñ.

Ïðåäëîæåíèå 7.2.1 Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ìàòðèöà U ∈ G0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

α ∈ △d
U , (7.2.4)

ãäå △d
U = U△d

e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ìàòðèöó U ′ ñ áëîêîì

V ′ =


1 a′12 0 . . . 0 0
0 1 a′23 . . . 0 0

. . .
0 0 0 . . . 1 a′d−1,d

0 0 0 . . . 0 1


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è ñòîëáöîì L′ ñ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì l′d = 0. Èìååì

U ′α =


α1 + a′12α2 + l′1
α2 + a′23α3 + l′2

. . .
αd−1 + a′d−1,2αd + l′d−1

αd

 . (7.2.5)

Èç èððàöèîíàëüíîñòè òî÷êè α ñëåäóåò, ÷òî ïàðû ÷èñåë αi, 1 äëÿ âñåõ i = 2, . . . , d
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z. Ïîýòîìó â (7.2.5) íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà a′ij è
l′i, ÷òî ó òî÷êè

α′ = U ′α =

 α′
1
...
α′
d


ïåðâûå d − 1 êîîðäèíàò ïîïàäóò â èíòåðâàë (0, 1/d). Äàëåå âûáèðàåì ìàòðèöó
U ′′ ñ áëîêîì

V ′′ =


1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 . . . 1 0
a′′d1 0 0 . . . 0 1


è ñòîëáöîì L′′ ñ ýëåìåíòàìè l′′1 = 0, . . . , l′′d−1 = 0. Òàê êàê α′

d = αd, òî ïîëó÷àåì

U ′′α′ =


α′
1

α′
2

. . .
α′
d−1

u′′
d1α

′
1 + αd + l′′d

 ,

ãäå ÷èñëà α′
1, 1 ñíîâà ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z. Ïîýòîìó ìîæíî ïîäîáðàòü öå-

ëûå ÷èñëà u′′
d1 è l′′d ñ óñëîâèåì u′′

d1α
′
1+αd+ l′′d ∈ (0, 1/d) è, çíà÷èò, òî÷êà α′′ = U ′′α′

ñîäåðæèòñÿ

α′′ ∈ △d
e (7.2.6)

â ñèìïëåêñå △d
e. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà U = (U ′′U ′)−1 ïðèíàäëåæèò

ïîäãðóïïå G0 è äëÿ íåå â ñèëó (7.2.6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå (7.2.4).

�
Ñèìïëåêñ △d

U èç (7.2.4) íàçîâåì áàçèñíûì. Åãî îñíîâíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì: âåêòîðû, âûõîäÿùèå èç îäíîé åãî âåðøèíû
âî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû, îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ, ò.å. íåêîòîðûé áàçèñ
êóáè÷åñêîé ðåøåòêè Zd.
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7.3 Åäèíèöû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé

7.3.1 Îñíîâíûå åäèíèöû.

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå

F = Q(θ) ⊂ R (7.3.1)

� àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè d + 1 = r + 2c ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q, ãäå r ≥ 1 è 2c îáîçíà÷àþò ÷èñëî âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåíèé
ñîîòâåòñòâåííî (ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, [2]). Âûáåðåì â F íåêîòîðóþ ïîëíóþ
ñèñòåìó îñíîâíûõ åäèíèö ε1, . . . , εt, ãäå t = r + c − 1. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-
íûìè îáðàçóþùèìè ïîðîæäàåìîé èìè ãðóïïû åäèíèö E , èìåþùåé ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé ðàíã t. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå

ε 7→ x(ε) = (ln|ε(1)|, . . . , ln|ε(r)|, 2 ln|ε(r+1)|), . . . , 2 ln|ε(r+c)|) (7.3.2)

ìíîæåñòâà åäèíèö E â ïðîñòðàíñòâî Rt+1, ãäå ε(1), . . . , ε(r) � âåùåñòâåííûå ñî-
ïðÿæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ε è ε(r+1), . . . , ε(r+c) � êîìïëåêñíûå, ïðè ýòîì ïîëàãàåì
ε(1) = ε. Îòîáðàæåíèå (7.3.2) áóäåò âëîæåíèåì x : E ↪→ Rt+1 ãðóïïû E â âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî Rt+1 ñ ñîõðàíåíèåì â íèõ îïåðàöèé

x(ε · ε′) = x(ε) + x(ε′). (7.3.3)

7.3.2 Åäèíèöû Ïèçî.

Åäèíèöó ζ ∈ E íàçîâåì åäèíèöåé Ïèçî, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

ζ = ζ(1) > 1 è |ζ(i)| < 1 äëÿ îñòàëüíûõ ñîïðÿæåíèé i > 1. (7.3.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ⊂ E ïîäìíîæåñòâî âñåõ åäèíèö Ïèçî ζ èç ãðóïïû E . Èç
îïðåäåëåíèÿ (7.3.4) ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà P îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
ζ · ζ ′ ∈ P äëÿ ëþáûõ ζ, ζ ′ ∈ P . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî P îáðàçóåò ïîëóãðóïïó áåç
åäèíèöû, ïîñêîëüêó 1 íå ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé Ïèçî (7.3.4).

Ïðåäëîæåíèå 7.3.1 1. Åñëè ðàíã t ≥ 1, òî ãðóïïà åäèíèö E ñîäåðæèò åäèíèöó
Ïèçî (7.3.4) è, çíà÷èò, P ̸= ∅.

2. Ëþáàÿ åäèíèöà Ïèçî ζ ∈ P èìååò ñòåïåíü

deg(ζ) = d+ 1. (7.3.5)

Çäåñü ñòåïåíü deg(ζ) ÷èñëà ζ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì deg(ζ) = degQ(ζ), ãäå
ñïðàâà óêàçàíà ñòåïåíü degQ(ζ) = [Q(ζ) : Q] ðàñøèðåíèÿ Q(ζ) íàä ïîëåì Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ (7.3.2) ñëåäóåò, ÷òî îáðàç x(E)
ãðóïïû åäèíèö E ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè

P = {x ∈ Rt+1; n · x = 0}, (7.3.6)
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ãäå n ·x � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå x ñ âåêòîðîì n = (1, . . . , 1) ðàçìåðíîñòè t+1.
Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

n · x(ε) = ln|ε(1)|+ . . .+ ln|ε(r)|+ 2 ln|ε(r+1)|) + . . .+ 2 ln|ε(r+c)| =
= ln(|ε(1) · · · ε(r)| · |ε(r+1)|2 · · · |ε(r+c)|2) = ln |NormQ(θ)/Q(ε)|,

ãäå NormQ(θ)/Q(ε) = ±1 � íîðìà åäèíèöû ε. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n · x(ε) = 0 (7.3.7)

äëÿ âñåõ åäèíèö ε ∈ E .
Ïîñêîëüêó x : E ↪→ Rt+1 � âëîæåíèå, òî â ñèëó ñâîéñòâà (7.3.7) ìíîæåñòâî

åäèíèö E òàêæå âêëàäûâàåòñÿ x : E ↪→ P â ãèïåðïëîñêîñòü (7.3.6) è îáðàçóåò íà
íåé ââèäó ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé (7.3.3) ïîëíóþ ðåøåòêó [2]

x(E) ⊂ P (7.3.8)

ðàçìåðíîñòè t ñ áàçèñîì x(ε1), . . . , x(εt) íàä êîëüöîì Z, òàêæå ÿâëÿþùèìñÿ, íî
óæå íàä ïîëåì R, áàçèñîì t-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà P ⊂ Rt+1.

Âûäåëèì íà ãèïåðïëîñêîñòè P áåñêîíå÷íûé êîíóñ ∠P ⊂ P ñ ðåáðàìè, èìå-
þùèìè íàïðàâëåíèÿ (1,−1, 0, . . . , 0), . . ., (1, 0, 0, . . . ,−1). Äàííûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì âûïóêëûì è èìååò ðàçìåðíîñòü dim∠P = t. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
ïîëíîòû (7.3.8) ðåøåòêè x(E) áóäåì èìåòü

x(E) ∩ ∠P ̸= ∅. (7.3.9)

Èñïîëüçóÿ (7.3.9) ìîæåì íàéòè òàêóþ åäèíèöó ε ∈ E , ÷åé îáðàç x(ε) ïðèíàäëåæèò
êîíóñó ∠P . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ êîíóñà ∠P è (7.3.4) ñëåäóåò, ÷òî äàííàÿ ε áóäåò
åäèíèöåé Ïèçî ε = ζ ∈ P . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî P ̸= ∅.

2. Åñëè íåêîòîðàÿ åäèíèöà Ïèçî ζ ∈ P èìååò ñòåïåíü deg(ζ) < d + 1, òî îíà
áóäåò ðàâíà

ζ = ζ(i) (7.3.10)

îäíîé èç ñâîèõ ñîïðÿæåííûõ ζ(i) äëÿ i > 1. Íî ïî îïðåäåëåíèþ (7.3.4) åäèíèö
Ïèçî ðàâåíñòâî (7.3.10) íå âîçìîæíî, ÷òî äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå (7.3.5).

�

7.4 Ìîäóëüíûå ìàòðèöû Ïèçî

7.4.1 Ìîäóëè.

Ïóñòü ζ ∈ P � åäèíèöà Ïèçî (7.3.4). Ïî ïðåäëîæåíèþ 7.3.1 åå ñòåïåíè 1, ζ, . . . ,
ζd ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå Q(ζ) ñîâïàäàåò

Q(ζ) = F (7.4.1)

ñ ïîëåì (7.3.1) è ìîäóëü
Mζ = Z[1, ζ, . . . , ζd] (7.4.2)
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íàä êîëüöîì Z áóäåò ïîëíûì, ò.å. ÷èñëà 1, ζ, . . . , ζd îáðàçóþò áàçèñ ïîëÿ F íàä
Q.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Mζ
ζ−→Mζ : x 7→ ζ · x. (7.4.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ (7.4.2) âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (7.4.3) çàäàåò àâòîìîðôèçì
ìîäóëÿMζ . Ïîñêîëüêó 1, ζ, . . . , ζd � áàçèñ ìîäóëÿMζ , òî íàéäåòñÿ êâàäðàòíàÿ
öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà Uζ ðàçìåðà d+ 1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

Uζ ζ̂ = ζ · ζ̂ , (7.4.4)

ãäå ñëåâà çàïèñàíî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû Uζ è ñòîëáöà

ζ̂ =


ζd

...
ζ
1

 (7.4.5)

âûñîòû d + 1. Ìàòðèöà Uζ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà ζ â
áàçèñå 1, ζ, . . . , ζd.

7.4.2 Ìàòðèöû Ôðîáåíèóñà.

Âûïèøåì äëÿ åäèíèöû ζ åå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

fζ(x) = xd+1 + adx
d + . . .+ a1x+ a0, (7.4.6)

èìåþùèé öåëûå êîýôôèöèåíòû ai. Åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí a0 = ±1, òàê êàê îí ðàâåí
a0 = (−1)d+1NormF/Q(ζ), ãäå íîðìà åäèíèöû NormF/Q(ζ) = ±1. Ìíîãî÷ëåí fζ(x)
èìååò ðàçëîæåíèå

fζ(x) = (x− ζ(1))(x− ζ(2)) · · · (x− ζ(d+1)), (7.4.7)

ãäå êîðíè ζ = ζ(1) è ζ(i) äëÿ i > 1 âñå ðàçëè÷íûå è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì (7.3.4). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7.4.6), ìîæåì ìàòðèöó ïðåäñòàâëåíèÿ Uζ èç
(7.4.4) çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

Uζ =


−ad . . . −a1 −a0

1 . . . 0 0
. . .

0 . . . 1 0

 . (7.4.8)

Ìàòðèöà Uζ ïðèíàäëåæèò ãðóïïå óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö GLd+1(Z) � öåëî÷èñ-
ëåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà d+ 1 ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Ïîñòðîåííàÿ ïî
ìíîãî÷ëåíó fζ(x) èç (7.4.6) ìàòðèöà (7.4.8) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ôðîáåíèóñà.
Òàêàÿ ìàòðèöà èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

chζ(x) = fζ(x). (7.4.9)
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7.4.3 Ìàòðèöà ïåðåõîäà T .

Ïóñòü
Mα = Z[1, α1, . . . , αd] (7.4.10)

� ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì Z â ïîëå F. Òî÷êó α = (α1, . . . , αd) è
ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ÷èñåë {α1, . . . , αd}, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (7.4.10), áóäåì
íàçûâàòü ïîëíûìè. Äëÿ ïîëíîé òî÷êè α õàðàêòåðíî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

Q[α] = Q(α) (7.4.11)

ìåæäó Q[α] � ìîäóëåì (7.4.10) è Q(α) � ðàñøèðåíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q äîáàâëåíèåì ê íåìó ÷èñåë α1, . . . , αd. Èç (7.4.1) è (7.4.10), â ÷àñòíîñòè, ñëåäó-
åò èððàöèîíàëüíîñòü (1.2.21) òî÷êè α = (α1, . . . , αd), à èç (7.4.11) � ðàâåíñòâî
Q(α) = F. Îïðåäåëèì äëÿ òî÷êè α åå ñòåïåíü

degα = deg Q(α)/Q = [Q(α) : Q] (7.4.12)

íàä ïîëåì Q. Åñëè α � ïîëíàÿ òî÷êà, òî èç (7.4.1) è (7.4.10) ñëåäóåò degα = d+1.
Äàëåå, ïóñòü T � ìàòðèöà ïåðåõîäà

α̂ = T ζ̂ (7.4.13)

îò áàçèñà ïîëíîãî ìîäóëÿMζ ê áàçèñó ìîäóëÿMα. Çäåñü ñòîëáåö α̂ îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ìîäóëþMα äîáàâëåíèåì åäèíèöû

α̂ =


α1
...
αd

1

 . (7.4.14)

Ìàòðèöà ïåðåõîäà T èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
ìîäóëüMα òàêæå ïîëíûé, òî ìàòðèöà T îáðàòèìà è, çíà÷èò, T ∈ GLd+1(Q).

7.4.4 Ìîäóëüíûå ìàòðèöû.

Âîñïîëüçóåìñÿ (7.4.13) è ïîäñòàâèì ζ̂ = T−1α̂ â ðàâåíñòâî (7.4.4). Èìååì

UζT
−1α̂ = ζ · T−1,

îòêóäà äëÿ ñòîëáöà α̂ âûâîäèì ðàâåíñòâî

Mαα̂ = ζ · α̂ (7.4.15)

ñ ðàöèîíàëüíîé ìàòðèöåé
Mα = TUζT

−1, (7.4.16)

ñîïðÿæåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöå Uζ . Äëÿ ìîäóëÿ Mα èç (7.4.10) ìàòðèöó,
îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì (7.4.15), íàçîâåì ìîäóëüíîé ìàòðèöåé.
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7.4.5 Óíèìîäóëÿðíûå ìîäóëüíûå ìàòðèöû.

Óðîâåíü
l(T ) = t (7.4.17)

íåâûðîæäåííîé ðàöèîíàëüíîé ìàòðèöû T îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî t ñ óñëîâèåì, ÷òî T ∗ = t · T−1 � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå ïîêàçàòåëü νa(Uζ) = ν óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû Uζ ïî
ìîäóëþ t � ýòî òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿ-
åòñÿ ñðàâíåíèå

U ν
ζ ≡ E mod t, (7.4.18)

ãäå E = Ed+1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà d+ 1. Óêàçàííîå ÷èñëî ν ñóùåñòâó-
åò è íå ïðåâûøàåò ïîðÿäêà êîíå÷íîé ãðóïïû GLd+1(Z/tZ) ìàòðèö íàä êîëüöîì
âû÷åòîâ Z/tZ ñ îïðåäåëèòåëåì det ≡ ±1mod t.

Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ ñ ìàòðèöåé Mα èç (7.4.16). Â ñèëó (7.4.18)
ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

aM ν
α ≡ TU ν

ζ T
∗ ≡ TT ∗ = tE ≡ 0 mod t,

ò.å. tMν
α = tM , ãäå M � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà. Ïîýòîìó ìàòðèöà Mν

α = M
öåëàÿ è åå îïðåäåëèòåëü ïî (7.4.16) ðàâåí

detMν
α = det(TU ν

ζ T
−1) = det(Uζ)

ν = ±1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè òàêîé ñòåïåíè ν ìàòðèöà Uα = Mν
α áóäåò óíèìîäóëÿðíîé.

Äëÿ íåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

Pα = Mν
α . (7.4.19)

Ïðåäëîæåíèå 7.4.1 Ïóñòü Mα � ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé ìîäóëü (7.4.10) èç
ïîëÿ F è Pα � óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà (7.4.19). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Pαα̂ = λ · α̂, (7.4.20)

ãäå α̂ � ñòîëáåö (7.4.14) è λ = ζν > 1 � åäèíèöà Ïèçî (7.3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç (7.4.19), ðàâåíñòâà (7.4.15) è óñëîâèÿ, ÷òî ζ > 1 �
åäèíèöà Ïèçî (7.3.4).

�
Ìàòðèöó Pα èç (7.4.20) íàçîâåì ìîäóëüíîé ìàòðèöåé Ïèçî èëè êðàòêî �

ìàòðèöåé Ïèçî.

7.5 Àïïðîêñèìàöèÿ

7.5.1 Ðàçëîæåíèå ìîäóëüíîé ìàòðèöû Ïèçî.

Äëÿ ñòîëáöîâ α̂ èç (7.4.14) è ζ̂ èç (7.4.5) îïðåäåëèì êâàäðàòíûå ìàòðèöû

A = (α̂(1) . . . α̂(d+1)), Z = (ζ̂(1) . . . ζ̂(d+1)) (7.5.1)
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� ïîðÿäêà d + 1. Ìàòðèöà Z íåâûðîæäåíà è â ñèëó ðàâåíñòâà (7.4.13) ìîæåì
çàïèñàòü

A = TZ. (7.5.2)

Ïîýòîìó ìàòðèöà A òàêæå íåâûðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ñòîëáöû îáðàçóþò
áàçèñ (A-áàçèñ) â ïðîñòðàíñòâå Rd+1.

Ïóñòü Pα � ìîäóëüíàÿ ìàòðèöà Ïèçî. Èç (7.4.20) ïîëó÷àåì

PαA = (λ(1)α̂(1) . . . λ(d+1)α̂(d+1)) = AΛ,

ãäå

Λ =

 λ(1) . . . 0
. . .

0 . . . λ(d+1)

 . (7.5.3)

Îòñþäà äëÿ ìàòðèöû Pα âûâîäèì ðàçëîæåíèå

Pα = AΛA−1. (7.5.4)

7.5.2 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìîäóëüíîé ìàòðèöåé Ïèçî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ Rd ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñòîëáåö x̂ ðàçëîæèì

x̂ = Ax′ (7.5.5)

ïî A-áàçèñó, ãäå x′ =

 x′
1
...

x′
d+1

. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ (7.5.4) è (7.5.5), èìååì

Pa
αx̂ = AΛaA−1x̂ = AΛax′ = A

 λa
1x

′
1

...
λa
d+1x

′
d+1

 ,

ãäå îáîçíà÷èëè λj = λ(j). Òåïåðü óìíîæàÿ íà ìàòðèöó A, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
ôîðìóëó

P a
α x̂ =


Λa

1
...
Λa

d

Λa
d+1

 =


α11λ

a
1x

′
1 + . . .+ α1,d+1λ

a
d+1x

′
d+1

. . .
αd1λ

a
1x

′
1 + . . .+ αd,d+1λ

a
d+1x

′
d+1

λa
1x

′
1 + . . .+ λa

d+1x
′
d+1

 , (7.5.6)

ãäå Λa
i � ëèíåéíûå ôîðìû îò λa

1, . . . , λ
a
d+1 è αij � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A =

(αij). Èç îïðåäåëåíèÿ (7.5.1) ñëåäóåò

α11 = α1, . . . , αd1 = αd (7.5.7)

ðàâíû êîýôôèöèåíòàì ñòîëáöà α̂ èç (7.4.14); è ó ìàòðèöû A êîýôôèöèåíòû ïî-
ñëåäíåé ñòðîêè αd+1,j = 1 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , d + 1. Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ
âûòåêàåò âèä ôîðìû Λa

d+1.
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7.5.3 Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëèì äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rd. Åñëè M =
(aij) � âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d+ 1 è x ∈ Rd, òî ïîëàãàåì

M⟨x⟩ =
(

λ1(M,x)

λd+1(M,x)
, . . . ,

λd(M,x)

λd+1(M,x)

)
, (7.5.8)

ãäå
λi(M,x) = ai1x1 + . . .+ aidxd + ai,d+1

� ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ôîðìû äëÿ i = 1, . . . , d + 1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.5.8)
îáëàäàþò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè

M1⟨M2⟨x⟩⟩ = (M1 ·M2)⟨x⟩, (7.5.9)

ãäå ÷åðåçM1 ·M2 îáîçíà÷åíî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöM1 èM2. Ïîñêîëüêó Ed+1⟨x⟩ =
x äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû Ed+1 ïîðÿäêà d+1, òî èç ñâîéñòâà (7.5.9) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ x 7→ x′ = M⟨x⟩ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì áóäåò

x′ 7→ x = M−1⟨x′⟩. (7.5.10)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (7.5.6) è îïðåäåëåíèå (7.5.8), ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

Pa
α⟨x⟩ =

(
Λa

1

Λa
d+1

, . . . ,
Λa

d

Λa
d+1

)
. (7.5.11)

7.5.4 Îöåíêà ðàññòîÿíèÿ.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðàññòîÿíèå

|α− Pa
α⟨x⟩|1 =

∣∣∣∣α1 − Λa
1

Λa
d+1

∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣αd −
Λa
d

Λa
d+1

∣∣∣∣ (7.5.12)

â 1-ìåòðèêå (2.5.9) ìåæäó òî÷êîé

α = (α1, . . . , αd) (7.5.13)

è òî÷êîé Pa
α⟨x⟩ èç (7.5.11). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7.5.6) è (7.5.7), èìååì∣∣∣∣αi − Λa

i

Λa
d+1

∣∣∣∣ =
∣∣∣αi −

αiλ
a
1x

′
1+...+αi,d+1λ

a
d+1x

′
d+1

λa
1x

′
1+...+λa

d+1x
′
d+1

∣∣∣
=
∣∣∣ (αi−αi2)λ

a
2x

′
2+...+(αi−αi,d+1)λ

a
d+1x

′
d+1

λa
1x

′
1+...+λa

d+1x
′
d+1

∣∣∣
=
(

|λ2|
λ1

)a
cα,x,i(a).

(7.5.14)

Çäåñü èñïîëüçîâàëè ñîêðàùåíèå

cα,x,i(a) =
∣∣∣ (αi−αi2)x

′
2+(αi−αi,3)λ

′′a
3 x′

3+...+(αi−αi,d+1)λ
′′a
d+1x

′
d+1

x′
1+λ

′a
2 x′

2+...+λ
′a
d+1x

′
d+1

∣∣∣, (7.5.15)
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ãäå îáîçíà÷èëè λ
′
j = λj/λ1 äëÿ j = 2, . . . , d+ 1 è λ

′′
j = λj/λ2 äëÿ j = 3, . . . , d+ 1.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü |λ2| = λ2,max, ãäå

λ2,max = max
2≤j≤d+1

|λj| = max
2≤j≤d+1

|λ(j)|. (7.5.16)

Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |λ′′
j | ≤ 1.

Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëèòåëü yi è ñíèçó çíàìåíàòåëü zi ó äðîáè â (7.5.15). Äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , d+ 1 èìååò ìåñòî îáùåå íåðàâåíñòâî

|yi| ≤ 2 |A|max|x′|1, (7.5.17)

ãäå
|A|max = max

1≤i,j≤d+1
|αij| (7.5.18)

� max-íîðìà ìàòðèöû A. Ïðè îöåíêå çíàìåíàòåëÿ zi ó÷òåì, ÷òî

|λ′

j| ≤ λ2,max/λ1 < 1.

Ïîýòîìó

|λ′a
2 x

′
2 + . . .+ λ

′a
d+1x

′
d+1| ≤

(λ2,max

λ1

)a
|x′|1. (7.5.19)

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå

x′
1 ̸= 0. (7.5.20)

Åñëè ñòåïåíü a âûáðàòü òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî(λ2,max

λ1

)a
|x′|1 ≤

1

2
|x′

1|,

ðàâíîñèëüíîå

a ≥ ln
2|x′|1
|x′

1|

/
ln

λ1

λ2,max

, (7.5.21)

òî çíàìåíàòåëü zi äðîáè â (7.5.15) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

|zi| ≥
1

2
|x′

1|. (7.5.22)

Ñîáèðàÿ âìåñòå (7.5.15), (7.5.17) è (7.5.22) ïîëó÷àåì îöåíêó

cα,x,i(a) ≤ 4 |A|max
|x′|1
|x′

1|
(7.5.23)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7.5.21).

Ïðåäëîæåíèå 7.5.1 Ïóñòü òî÷êà x ∈ Rd èìååò ïåðâóþ êîîðäèíàòó x′
1 ̸= 0 â

A-áàçèñå (7.5.5) è ñòåïåíü a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

a ≥ lα(x), (7.5.24)
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ãäå ÷åðåç lα(x) îáîçíà÷åíà ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (7.5.21). Òîãäà ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êîé α èç (7.5.13) è îáðàçîì Pa

α⟨x⟩ òî÷êè x èç (7.5.11) îòíîñèòåëüíî
äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìîäóëüíîé ìàòðèöåé Ïèçî Pα èç (7.4.20)
îöåíèâàåòñÿ êàê

|α− Pa
α⟨x⟩|1 ≤ cα,x

(λ2,max

λ1

)a
. (7.5.25)

Çäåñü êîíñòàíòà

cα,x = 4d |A|max
|x′|1
|x′

1|
(7.5.26)

íå çàâèñèò îò ñòåïåíè a è λ2,max îïðåäåëåíî â (7.5.16).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóë (7.5.12), (7.5.14) è íåðàâåíñòâà (7.5.23).
�

7.6 Ìèíèìàëüíûå ñèìïëåêñû

7.6.1 Ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ñèìïëåêñû.

Ïóñòü îòêðûòûé d-ìåðíûé ñèìïëåêñ s èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû

Pi

Qi

=
(Pi1

Qi

, . . . ,
Pid

Qi

)
(7.6.1)

äëÿ i = 0, 1, . . . , d ñ óñëîâèåì

Qi > 0, ÍÎÄ (Pi1, . . . ,Pid,Qi) = 1. (7.6.2)

Íàçîâåì s ìèíèìàëüíûì ñèìïëåêñîì, åñëè îí íå ñîäåðæèò

P

Q
/∈ s (7.6.3)

íèêàêîé òî÷êè
P

Q
=
(P1

Q
, . . . ,

Pd

Q

)
, (7.6.4)

êîîðäèíàòû êîòîðîé èìåþò îáùèé çíàìåíàòåëü 1 ≤ Q < Qmax, ãäå èñïîëüçîâàëè
îáîçíà÷åíèå

Qmax = Q0 +Q1 + . . .+Qd. (7.6.5)

Ïðåäëîæåíèå 7.6.1 Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) ñèìïëåêñ s ìèíèìàëüíûé;
2) ìàòðèöà

S =


P01 P11 . . . Pd1

. . .
P0d P1d . . . Pdd

Q0 Q1 . . . Qd

 (7.6.6)
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óíèìîäóëÿðíà;
3) ñèìïëåêñ s èìååò îáúåì

vol s =
1

d!

( ∏
0≤i≤d

Qi

)−1

. (7.6.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ìíîæåñòâî

V = {v0,v1, . . . ,vd} (7.6.8)

èç âåêòîðîâ vi ñ êîîðäèíàòàìè èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû (7.6.6) îáðàçóåò öåëî÷èñ-
ëåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rd+1 è ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ ïîëíóþ ïîäðåøåòêó
L ⊂ Zd+1. Êðîìå òîãî, áàçèñ V îïðåäåëÿåò áåñêîíå÷íûé îòêðûòûé êîíóñ ∠V,
ñîñòîÿùèé èç òî÷åê âèäà

x = x0v0 + x1v1 + . . .+ xdvd, (7.6.9)

ãäå xi > 0 � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Åñëè áàçèñ (7.6.8) íåóíèìîäóëÿðíûé,
òî èíäåêñ [Zd+1 : L] ≥ 2 è çàìûêàíèå Fc ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè F ⊂ ∠V
ðåøåòêè L ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó x = (P1, . . . ,Pd,Q) ñ êîîðäèíàòàìè
0 < xi ≤ 1, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ xj < 1. Ïîýòîìó

x ∈ ∠V è 0 < Q < Qmax. (7.6.10)

Çàäàäèì ñëåäóþùèå ïðîåêöèè

pr1 :


x1
...
xd

xd+1

 −→


x1/xd+1

...
xd/xd+1

1

 (7.6.11)

è

pr :


x1
...
xd

xd+1

 −→

 x1/xd+1
...

xd/xd+1

 (7.6.12)

ìíîæåñòâà âåêòîðîâ Rd+1
∗ ⊂ Rd+1 ñ êîîðäèíàòîé xd+1 ̸= 0 ñîîòâåòñòâåííî íà

ãèïåðïëîñêîñòü Rd+1
1 è ïðîñòðàíñòâî Rd. Èìååì

pr1∠V = s1, (7.6.13)

ãäå s1 � ñèìïëåêñ íà ãèïåðïëîñêîñòè Rd+1
1 ñ ïðîåêöèåé

pr s1 = s. (7.6.14)

Èç âêëþ÷åíèÿ â (7.6.10) è ðàâåíñòâ (7.6.13), (7.6.14) ñëåäóåò

P

Q
∈ s. (7.6.15)
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Âêëþ÷åíèå (7.6.15) âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì èç (7.6.10) ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (7.6.3)
ìèíèìàëüíîñòè ñèìïëåêñà s.

2) ⇒ 1). Îáðàòíî, ïóñòü
P

Q
∈ s (7.6.16)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.6.2). Òîãäà x = (P1, . . . ,Pd,Q) � öåëî÷èñëåííàÿ (ïðè-
ìèòèâíàÿ) òî÷êà èç êîíóñà ∠V. Óíèìîäóëÿðíîñòü ìàòðèöû S èç (7.6.6) îçíà÷àåò
óíèìîäóëÿðíîñòü áàçèñà V èç (7.6.8). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî x èìååò ðàçëîæåíèå

x = x0v0 + x1v1 + . . .+ xdvd (7.6.17)

îòíîñèòåëüíî áàçèñà V ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè xi ≥ 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

Q ≥ Qmax. (7.6.18)

Çàìåòèì � ýòî ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì �, ÷òî ðàâåíñòâî â (7.6.18) âîç-
ìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå

x0 = 1, x1 = 1, . . . , xd = 1. (7.6.19)

Èç (7.6.16) è (7.6.18) ñëåäóåò 1).
2)⇒ 3). Ðàññìîòðèì áàçèñ V êàê ñèìïëåêñ, èìåþùèé ðåáðà èç V. Ïîäåéñòâó-

åì íà ýòîò ñèìïëåêñ ïðîåêöèåé (7.6.11). Ïîëó÷èì

pr1V = s1 (7.6.20)

� ñèìïëåêñ (7.6.13) ñ îáúåìîì

vol s1 =
1

d!

( ∏
0≤i≤d

Qi

)−1

. (7.6.21)

Ñèìïëåêñ s1 èìååò ñâîèì îñíîâàíèåì ñèìïëåêñ s è åäèíè÷íóþ âûñîòó. Ïîýòîìó
ó äàííûõ ñèìïëåêñîâ ðàâíû èõ îáúåìû

vol s1 = vol s. (7.6.22)

Èç (7.6.21) è (7.6.22) âûâîäèì ðàâåíñòâî (7.6.7).
3) ⇒ 2). Îáðàùàÿ ðàññóæäåíèÿ (7.6.20)�(7.6.22) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïàðàëëåëå-

ïèïåä ñ ðåáðàìè èçV èìååò åäèíè÷íûé îáúåì, îòêóäà âûòåêàåò óíèìîäóëÿðíîñòü
ìàòðèöû S èç (7.6.6).

Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé 1), 2) è 3) äîêàçàíà.
�

7.6.2 Òî÷êà Ôàðåÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ìèíèìàëüíûé ñèìïëåêñ s èìååò ðàöèîíàëüíûå âåð-
øèíû (7.6.1). Ñëåäóÿ àíàëîãèè ñ îòðåçêàìè Ôàðåÿ [9], ñèììåòðèçóåì äàííûå âåð-
øèíû, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ Ôàðåÿ äëÿ äðîáåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
òî÷êó Ôàðåÿ, ñîäåðæàùóþñÿ â ñèìïëåêñå s.
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Ñëåäñòâèå 7.6.1 Ìèíèìàëüíûé ñèìïëåêñ s ñîäåðæèò

P

Q
∈ s (7.6.23)

åäèíñòâåííóþ òî÷êó P
Q

= Pmax

Qmax
ñî çíàìåíàòåëåì 1 ≤ Q ≤ Qmax è, çíà÷èò,

� åäèíñòâåííóþ òî÷êó ñî çíàìåíàòåëåì Q = Qmax, ãäå çíà÷åíèå Qmax áûëî
îïðåäåëåíî â (7.6.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèìïëåêñ s èìååò âåðøèíû Pi

Qi
, ãäå i = 0, 1, . . . , d, âèäà

(7.6.1), (7.6.2). Îïðåäåëèì ñóììó âåðøèí

P0

Q0

+̂
P1

Q1

+̂ . . . +̂
Pd

Qd

def
=

P0 +P1 + . . .+Pd

Q0 +Q1 + . . .+Qd

, (7.6.24)

èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ Ôàðåÿ äðîáåé

a

b
+̂
c

d
=

a+ b

c+ d
. (7.6.25)

Òî÷êà Pmax

Qmax
, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â äîêàçûâàåìîì ñëåäñòâèè, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ñóììà Ôàðåÿ
Pmax

Qmax

=
P0

Q0

+̂
P1

Q1

+̂ . . . +̂
Pd

Qd

. (7.6.26)

Ïîýòîìó Pmax

Qmax
íàçîâåì òî÷êîé Ôàðåÿ. Èç (7.6.17) è (7.6.19) ñëåäóåò, ÷òî ýòî åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà P
Q
ñî çíàìåíàòåëåì 1 ≤ Q ≤ Qmax, ñîäåðæàùàÿñÿ â ìèíèìàëüíîì

ñèìïëåêñå s.
�

7.6.3 Óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìïëåêñîâ.

Ïóñòü U ∈ GLd+1(Z)� óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà. Ïîäåéñòâóåì äðîáíî-ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì (7.5.8) ñ ìàòðèöåé U íà âåðøèíû Pi

Qi
äëÿ i = 0, 1, . . . , d ìèíè-

ìàëüíîãî ñèìïëåêñà s. Äëÿ âû÷èñëåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé êîììóòèðîâà-
íèÿ

U
⟨Pi

Qi

⟩
= pr Uvi, (7.6.27)

ãäå pr � ïðîåêöèÿ (7.6.12) è vi � öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè èç
ñòîëáöîâ ìàòðèöû (7.6.6), ïðè ýòîì ïðîåêöèè âåêòîðîâ pr Uvi ñïðàâà â (7.6.27)
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ òî÷êàìè � êîíöàìè ýòèõ âåêòîðîâ. Åùå îòîæäåñòâèì ñèì-
ïëåêñ s ñ åãî âåðøèíàìè Pi

Qi
. Òîãäà ïåðåíîñÿ ðàâåíñòâî (7.6.27) íà âåñü ñèìïëåêñ

s, ìîæåì çàïèñàòü

U⟨s⟩ = pr UV. (7.6.28)

Çäåñü V îáîçíà÷àåò öåëî÷èñëåííûé áàçèñ (7.6.8).
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Ïðåäëîæåíèå 7.6.2 Ïóñòü s � ìèíèìàëüíûé ñèìïëåêñ (7.6.1)�(7.6.3), èìåþ-
ùèé âåðøèíû Pi

Qi
äëÿ i = 0, 1, . . . , d è U ∈ GLd+1(Z) � óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà.

Äàëåå, ïóñòü äëÿ âñåõ âåðøèí âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

λd+1

(
U,

Pi

Qi

)
̸= 0, (7.6.29)

ãäå λd+1(U, x) � ëèíåéíàÿ ôîðìà èç (7.5.8). Òîãäà ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ñèì-
ïëåêñ U⟨s⟩ ñíîâà áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó s ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñèìïëåêñîì, òî ïî óñëî-
âèþ 2) ïðåäëîæåíèÿ 7.6.1 áàçèñ V óíèìîäóëÿðíûé. Íî òîãäà ïðåîáðàçîâàííûé
áàçèñ UV òàêæå áóäåò óíèìîäóëÿðíûì èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ñâÿçàííàÿ ñ íèì
ìàòðèöà US èç (7.6.6) óíèìîäóëÿðíà. Ïîýòîìó ýëåìåíòû âî âñåõ åå ñòîëáöàõ ÿâ-
ëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Ïóñòü (UV)± � ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ìàòðèöû UV óìíîæåíèåì åå
ñòîëáöîâ íà −1, â êîòîðûõ íèæíèå ýëåìåíòû îòðèöàòåëüíû. Èçìåíåííàÿ óêà-
çàííûì îáðàçîì ìàòðèöà (UV)± îñòàíåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, íî â ñèëó íåðàâåíñòâ
(7.6.29) áóäåò èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ íèæíþþ ñòðîêó. Ïðè ýòîì ôîðìóëà ñâÿçè
(7.6.28) ñîõðàíèòñÿ

U⟨s⟩ = pr (UV)±. (7.6.30)

Èç ôîðìóëû (7.6.30) ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèé (7.6.2), è òîãäà ïî ïðåäëî-
æåíèþ 7.6.1 ñèìïëåêñ U⟨s⟩ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

�
Óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû U ∈ GLd+1(Z), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(7.6.29) äëÿ âñåõ âåðøèí Pi

Qi
ñèìïëåêñà s íàçîâåì äîïóñòèìûìè.

7.7 Ñèìïëåêñû Ïèçî

7.7.1 Áàçèñíûé ñèìïëåêñ.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå s áàçèñíûé ñèìïëåêñ

△ = △d
U (7.7.1)

èç ïðåäëîæåíèÿ 7.2.1. Îí èìååò öåëî÷èñëåííûå âåðøèíû

vi = Uei =
Pi

Qi

, (7.7.2)

ãäå ïîëàãàåì Qi = 1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , d. Âåêòîðû

v′i = vi − v0 = V ei (7.7.3)

äëÿ i = 1, . . . , d ñ ìàòðèöåé V ∈ GLd(Z) îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ. Ïîýòîìó
ñèìïëåêñ (7.7.1) èìååò îáúåì

vol△ =
1

d!
. (7.7.4)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðåäëîæåíèÿ 7.6.1 ñëåäóåò, ÷òî ñèìïëåêñ △ áóäåò ìèíè-
ìàëüíûì.
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7.7.2 Ñèìïëåêñû Ïèçî.

Ïîäåéñòâóåì íà ñèìïëåêñ △ äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Pa
α⟨△⟩, ãäå

a = 1, 2, 3, . . ., ñ ìàòðèöåé Ïèçî Pα èç (7.4.20). ×òîáû èññëåäîâàòü íîâûé ñèì-
ïëåêñ, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñâÿçè

Pa
α⟨△⟩ = pr Pa

αV (7.7.5)

èç (7.6.28). Çäåñü V = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} îáîçíà÷àåò öåëî÷èñëåííûé áàçèñ (7.6.8).
Ñîãëàñíî (7.7.2) êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äàííîãî áàçèñà îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíóþ
ìàòðèöó

S =


P01 P11 . . . Pd1

. . .
P0d P1d . . . Pdd

Q0 Q1 . . . Qd

 . (7.7.6)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Ïèçî Pα óíèìîäóëÿðíàÿ, òî ìàòðèöà

Pa
αS =


Pa,01 Pa,11 . . . Pa,d1

. . .
Pa,0d Pa,1d . . . Pa,dd

Qa,0 Qa,1 . . . Qa,d

 (7.7.7)

òàêæå óíèìîäóëÿðíàÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (7.5.6) è óñëîâèå Qi = 1,
ìîæåì çàïèñàòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ íèæíåé ñòðîêè Qa,i ìàòðèöû Pa

αS â ÿâíîì
âèäå

Qa,i = λa
1v

′
i1 + . . .+ λa

d+1v
′
i,d+1, (7.7.8)

ãäå v′ij � êîîðäèíàòû âåêòîðà v̂′i èç ðàçëîæåíèÿ

v̂i = Av̂′i (7.7.9)

âåêòîðà v̂i ïî A-áàçèñó èç (7.5.1).
Ïîêàæåì, ÷òî

Qa,i ̸= 0 (7.7.10)

äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , d è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ñòåïåíè a. Ñ ýòîé öåëüþ
äîêàæåì, ÷òî êîîðäèíàòû

v′i1 ̸= 0. (7.7.11)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå v′i1 = 0. Òîãäà èç ôîðìóëû (7.5.6) ñëåäóåò, ÷òî Pa
αv̂i

ñõîäèòñÿ
Pa
αv̂i → 0 (7.7.12)

ê íóëåâîìó âåêòîðó ïðè a→ +∞. Ïîñêîëüêó âåêòîðû Pa
αv̂i èìåþò öåëûå êîîðäè-

íàòû ïðè ëþáîì a, òî îòñþäà è (7.7.12) âûâîäèì Pa
αv̂i = 0 äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè

a. Íî ìàòðèöà Pα íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó âåêòîð v̂i äîëæåí áûòü íóëåâûì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ v̂i ̸= 0. Òåì ñàìûì, íåðàâåíñòâî (7.7.11) äîêàçàíî.

Ïóñòü ñòåïåíü a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

a ≥ lα(vi), (7.7.13)
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ãäå

lα(vi) = ln
2|v′i|s
|v′i1|

/
ln

λ1

λ2,max

.

Òîãäà â ñèëó (7.7.8) è (7.7.11) (ñð. (7.5.24)) äëÿ òàêèõ a áóäåò èìåòü ìåñòî íåðà-
âåíñòâî (7.7.10) ïðè ôèêñèðîâàííîì i. Åñëè æå ñòåïåíü a âûáèðàòü èç óñëîâèÿ

a ≥ lα(△), (7.7.14)

ãäå ââåëè íîâîå îáîçíà÷åíèå

lα(△) = max
0≤i≤d

lα(vi),

òî íåðàâåíñòâî (7.7.10) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , d.

Ïðåäëîæåíèå 7.7.1 Äëÿ ñòåïåíåé a, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (7.7.14),
ñèìïëåêñû Pa

α⟨△⟩ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè (7.6.3)�(7.6.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íàøåì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (7.7.10) ýêâèâàëåíòíû íåðàâåí-
ñòâàì (7.6.29). Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 7.6.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèìïëåêñ
Pa
α⟨△⟩ áóäåò ìèíèìàëüíûì.

�
Íàçîâåì ñòåïåíè a, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7.7.10), äîïóñòèìûìè,

à îòâå÷àþùèå èì Pa
α⟨△⟩ ñèìïëåêñàìè Ïèçî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.7.1 ñëåäóåò, ÷òî

åñëè ñòåïåíü a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (7.7.14), òî îíà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

7.7.3 Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü

va =
Pa

Qa

=
(Pa,1

Qa

, . . . ,
Pa,d

Qa

)
(7.7.15)

� îäíà èç âåðøèí vai =
Pa,i

Qa,i
äëÿ i = 0, 1, . . . , d ñèìïëåêñà P a

α⟨△⟩. Âåðøèíå (7.7.15)
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåëî÷èñëåííûé ñòîëáåö

va =


Pa1
...

Pad

Qa

 . (7.7.16)

Èç ôîðìóëû ñâÿçè (7.6.30) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

va = Pa
αv0 (7.7.17)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . ., ãäå v0 � âåðøèíà áàçèñíîãî ñèìïëåêñà △, îïðåäåëåííîãî â
(7.7.1).
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Ïðåäëîæåíèå 7.7.2 Ïóñòü ìàòðèöà Ïèçî Pα èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí

chPα(x) = det(xE − Pα) = xd+1 − bdx
d − . . .− b1x− b0. (7.7.18)

Òîãäà ñòîëáöû va èç (7.7.17) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

va+d+1 = bdva+d + . . .+ b1va+1 + b0va (7.7.19)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

vd = Pd
αv0, . . . , v1 = Pαv0, v0 (7.7.20)

çàäàþòñÿ ìàòðèöåé Ïèçî Pα èç (7.4.19) è ñòîëáöîì v0 èç (7.7.16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-Êýëè Pα óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ

Pd+1
α − bdP

d
α − . . .− b1Pα − b0E = 0.

Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

Pd+1
α = bdP

d
α + . . .+ b1Pα + b0E.

Óìíîæàÿ äàííîå ðàâåíñòâî íà ñòîëáåö va, ïîëó÷àåì

Pd+1
α va = bdP

d
αva + . . .+ b1Pαva + b0va. (7.7.21)

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ê ðàâåíñòâó (7.7.21) ôîðìóëó (7.7.17), ïðèõîäèì ê ðåêóððåíò-
íîé ôîðìóëå (7.7.19), (7.7.20).

�
Åñëè ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ Ôàðåÿ äëÿ äðîáåé (7.6.25), òî ðåêóððåíò-

íîå ñîîòíîøåíèå (7.7.19) ìîæíî ïðèìåíèòü

Pa+d+1

Qa+d+1

=
bdPa+d

bdQa+d

+̂ . . . +̂
b1Pa+1

b1Qa+1

+̂
b0Pa

b0Qa

(7.7.22)

íåïîñðåäñòâåííî ê ðàöèîíàëüíûì âåðøèíàì va =
Pa

Qa
èç (7.7.15). Â ýòèõ òåðìèíàõ

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (7.7.20) ïðèìóò âèä

vd = prPd
αv0, . . . , v1 = prPαv0, v0 = prv0, (7.7.23)

ãäå pr îáîçíà÷åò ïðîåêöèþ (7.6.12).

7.8 Îñíîâíûå òåîðåìû

Ñîáðàííûå âìåñòå êîíñòðóêöèè, èçëîæåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ïîç-
âîëÿþò ñôîðìèðîâàòü íåêîòîðûé îáùèé àëãîðèòì

SM : α ≈ Pa

Qa
=
(

Pa,1

Qa
, . . . ,

Pa,d

Qa

)
(7.8.1)
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ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè Pa

Qa
èç (7.7.15) ïîëíûõ òî÷åê α = (α1, . . . ,

αd) ñòåïåíè deg α = d+1, îïðåäåëåííûõ â (7.4.10)�(7.4.12). Îñíîâíûìè ñîñòàâëÿ-
þùèìè êîíñòðóêöèè àëãîðèòìà (7.8.1) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûé ñèìïëåêñ △ è ìîäóëü-
íûå ìàòðèöû Ïèçî Pα = M ν

α èç (7.4.19), â ñîâîêóïíîñòè çàäàþùèå ãåîìåòðèþ
ïðèáëèæåíèé. Ýòî ïîáóæäàåò íàçâàòü (7.8.1) ñèìïëåêñ-ìîäóëüíûì àëãîðèòìîì
èëè êðàòêî � SM-àëãîðèòìîì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿÿ SM-àëãîðèòì ìîæíî ïîëó÷àòü
ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé α ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Ïåð-
âûé ðåçóëüòàò � ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèé, êàñàþùèéñÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé,
âòîðîé � àíàëèòè÷åñêèé, ñîäåðæàùèé îöåíêè ñêîðîñòè äàííûõ ïðèáëèæåíèé.

7.8.1 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà.

Ñèìïëåêñ Ïèçî Pa
α⟨△⟩ èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû vai =

Pa,i

Qa,i
äëÿ i =

0, 1, . . . , d. Ñîãëàñíî (7.6.26) äàííûé ñèìïëåêñ ñîäåðæèò òî÷êó Ôàðåÿ

Pa,max

Qa,max

=
Pa,0

Qa,0

+̂
Pa,1

Qa,1

+̂ . . . +̂
Pa,d

Qa,d

. (7.8.2)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Ôàðåÿ Pa,max

Qa,max
äëÿ ñòåïåíåé a = 0, 1, 2, . . .

òàêæå, êàê è âåðøèíû
Pa,i

Qa,i
ñèìïëåêñà Ïèçî Pa

α⟨△⟩, óäîâëåòâîðÿþò

Pa+d+1,max

Qa+d+1,max

=
bdPa+d,max

bdQa+d,max

+̂ . . . +̂
b1Pa+1,max

b1Qa+1,max

+̂
b0Pa,max

b0Qa,max

(7.8.3)

� ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (7.7.22) ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

vd,max = pr Pd
αvmax, . . . , v1,max = pr Pαvmax, v0,max = pr vmax, (7.8.4)

ãäå âåêòîð vmax = v0,max îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

vmax = v̂0 + v̂1 + . . .+ v̂d. (7.8.5)

Çäåñü vi îáîçíà÷àþò âåðøèíû (7.7.2) áàçèñíîãî ñèìïëåêñà△ = △d
U èç (7.7.1), à v̂i

� ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû (7.4.14). Â êîîðäèíàòàõ âåêòîð (7.8.5) çàïèøåòñÿ
â âèäå

vmax =


P01
...

P0d

1

+


P11
...

P1d

1

+ . . .+


Pd1
...

Pdd

1

 . (7.8.6)

Òåîðåìà 7.8.1 Åñëè a � äîïóñòèìàÿ ñòåïåíü èëè, â ÷àñòíîñòè, åñëè a ≥
lα(△), ãäå lα(△) îïðåäåëåíî â (7.7.14), è Pa

α⟨△⟩ � îòâå÷àþùèé åé ñèìïëåêñ Ïè-
çî, òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñèìïëåêñ Ïèçî Pa
α⟨△⟩ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè (ñì. îïðåäå-

ëåíèå (7.6.3)�(7.6.5)):
P

Q
/∈ Pa

α⟨△⟩, (7.8.7)
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åñëè 1 ≤ Q < Qa,max; åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

P

Q
∈ Pa

α⟨△⟩ (7.8.8)

ñî çíàìåíàòåëåì Q = Qa,max åñòü òî÷êà Ôàðåÿ P
Q

= Pa,max

Qa,max
, îïðåäåëåííàÿ â

(7.8.2).
2. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− Pa,max

Qa,max

∣∣∣
1
≤ max

0≤i≤d

∣∣∣Pa,i

Qa,i

− Pa,max

Qa,max

∣∣∣
1
. (7.8.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà (7.8.7) è (7.8.8) âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 7.7.1 è
ñëåäñòâèÿ 7.6.1, à íåðàâåíñòâî (7.8.9) � èç ñâîéñòâ âûïóêëîñòè è ìèíèìàëüíîñòè
ñèìïëåêñà Ïèçî Pa

α⟨△⟩.
�

7.8.2 Àíàëè÷åñêàÿ òåîðåìà.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèÿ 7.5.1 ìîæíî ïîëó-

÷àòü êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèÿ
∣∣∣α− Pa,max

Qa,max

∣∣∣
1

èç (7.8.9).

Òåîðåìà 7.8.2 Ïóñòü ñòåïåíü a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

a ≥ lα,max(△). (7.8.10)

Çäåñü
lα,max(△) = max{lα(vmax), lα(△)}

â îáîçíà÷åíèÿõ (7.7.13) è (7.7.14); è

v′max =

 v′max,1
...

v′max,d+1

 (7.8.11)

îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ v̂max = Av′max ïî A-áàçèñó (7.5.1), ãäå vmax = pr vmax

� ïðîåêöèÿ âåêòîðà (7.8.6); êðîìå òîãî, λ = ζν > 1, ζ � åäèíèöà Ïèçî (7.3.4)
è 0 < λ2,max < 1 îïðåäåëåíî â (7.5.16). Òîãäà ïðè ýòîì óñëîâèè:

1) ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ Ïèçî Pa
α⟨△⟩; è

2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣α− Pa,max

Qa,max

∣∣∣
1
≤ cα,max ϱ

a, (7.8.12)

ãäå

ϱ =
λ2,max

λ
< 1 (7.8.13)
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è êîíñòàíòà

cα,max = 4d |A|max
|v′max|1
|v′max,1|

(7.8.14)

íå çàâèñèò îò ñòåïåíè a. Çäåñü |A|max � max-íîðìà (7.5.18) ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.7.1 è íåðàâåíñòâà (7.8.10) âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ñèìïëåêñà Ïèçî Pa

α⟨△⟩. Åñëè æå ó÷åñòü, ÷òî

Pαa⟨vmax⟩ =
Pa,max

Qa,max

, (7.8.15)

òî èç íåðàâåíñòâà (7.8.10) è ïðåäëîæåíèÿ 7.5.1 áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî (7.8.12).
Äîêàæåì (7.8.15). Èñïîëüçóÿ (7.8.5) è (7.7.17) çàïèñûâàåì

Pa
α⟨vmax⟩ = pr Pa

αvmax = pr (Pa
αv̂0 + P a

α v̂1 + . . .+ Pa
αv̂d),

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü, ñîãëàñíî (7.6.24), (7.6.12) è (7.8.2), ðàâíà

pr (va0 + va1 + . . .+ vad) =
Pa,0

Qa,0

+̂
Pa,1

Qa,1

+̂ . . . +̂
Pa,d

Qa,d

=
Pa,max

Qa,max

,

÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (7.8.15).
�

7.9 ×èñëîâîé ïðèìåð

Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò SM-àëãîðèòì èç (7.8.1) íà ïðèìåðå ðàçëîæåíèÿ â
öåïíûå äðîáè êîðíåé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.

7.9.1 Âûáîð áàçîâîãî ñèìïëåêñà.

Ïóñòü d = 3 è òî÷êà α = (α1, α2, α3) èìååò êîîðäèíàòû

α1 =
4
√
2 ≈ 1.18, α2 = α2

1 =
√
2 ≈ 1.41, α3 = α3

1 =
4
√
8 ≈ 1.68 (7.9.1)

èç àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ F = Q( 4
√
2) ñòåïåíè degF/Q = d+1 = 4. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî α � ïîëíàÿ òî÷êà (7.4.10) è, çíà÷èò, ê íåé ïðèìåíèì SM-àëãîðèòì.
Âûáåðåì ìàòðèöó

U−1 =


1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 −1 2
0 0 0 1

 .

Îíà ïðèíàäëåæèò ãðóïïå G0 = GL4,0(Z). Âñïîìèíàÿ ôîðìóëó (7.2.3) è èñïîëüçóÿ
ïðèáëèæåíèÿ (7.9.1) âèäèì, ÷òî U−1α ∈ △, è ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

α ∈ △d
U , (7.9.2)
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ãäå îáðàòíàÿ ìàòðèöà

U =


1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 −1 2
0 0 0 1


ñíîâà ïðèíàäëåæèò ãðóïïå G0 è △d

U = U△d
e � áàçîâûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè

v0 = Ue0 =

 1
1
2

 , v1 = Ue1 =

 2
1
2

 ,

v2 = Ue2 =

 1
2
2

 , v3 = Ue3 =

 1
1
1

 .

(7.9.3)

7.9.2 Åäèíèöà Ïèçî ïîëÿ F .

Ïî àëãîðèòìó èç ïðåäëîæåíèÿ 7.3.1 íàõîäèì åäèíèöó Ïèçî

ζ = 1 +
4
√
2 +
√
2 +

4
√
8 = 1 + α1 + α2 + α3 (7.9.4)

ïîëÿ F . Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé âìåñòî ζ óäîáíåå ðàáîòàòü ñ îáðàòíîé åäè-
íèöåé

θ = ζ−1 =
4
√
2− 1. (7.9.5)

Äëÿ íà÷àëà íàõîäèì äëÿ θ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

fθ(x) = NormF/Q(x− θ) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x− 1. (7.9.6)

Òåïåðü, ÷òîáû îïðåäåëèì ìàòðèöó Uθ ñ óñëîâèåì

Uθθ̂ = θ · θ̂, (7.9.7)

ãäå

θ̂ =


θ3

θ2

θ
1

 . (7.9.8)

Èç (7.9.6) ïîëó÷àåì, ÷òî

Uθ =


−4 −6 −4 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 , (7.9.9)

ïðè÷åì äàííàÿ ìàòðèöà óíèìîäóëÿðíà.
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7.9.3 Ìàòðèöà ïåðåõîäà T .

Òåïåðü íóæíî íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà

α̂ = T θ̂ (7.9.10)

îò áàçèñà θ̂ ê áàçèñó

α̂ =


α1

α2

α3

1

 =


4
√
2√
2

4
√
8
1

 . (7.9.11)

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ñòåïåíåé

θ = 4
√
2− 1, θ2 = −2 4

√
2 +
√
2 + 1, θ3 = 3 4

√
2− 2

√
2 + 4
√
8− 1,

ëåãêî íàõîäèòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà

T−1 =


3 −3 1 −1
−2 1 0 1
1 0 0 −1
0 0 0 1

 , (7.9.12)

à çàòåì ïî íåé � ñàìà ìàòðèöà ïåðåõîäà

T =


0 0 1 1
0 1 2 1
1 3 3 1
0 0 0 1

 . (7.9.13)

Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò îïðåäåëèòåëü detT = −1, à çíà÷èò, T � óíèìîäóëÿðíàÿ
ìàòðèöà è åå óðîâåíü (7.4.17) áóäåò l(T ) = 1.

7.9.4 Ìàòðèöà Ïèçî Pα.

Ïîäñòàâëÿÿ θ̂ = T−1α̂ â ðàâåíñòâî (7.9.7), ïîëó÷àåì ìàòðèöó Mα = TU−1
θ T−1

ïðåäñòàâëåíèÿ Mαα̂ = ζ · α̂ äëÿ óìíîæåíèÿ íà åäèíèöó Ïèçî ζ. Ïîñêîëüêó ìàò-
ðèöà ïåðåõîäà T èç (7.9.10) èìååò óðîâåíü l(T ) = 1, òî ïîêàçàòåëü ν(Uθ) = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Mα óíèìîäóëÿðíàÿ, è ïîýòîìó èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Uα = Mα = Pα

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû Ïèçî (7.4.19). Òåïåðü èñïîëüçóÿ (7.9.5), (7.9.9),
(7.9.12) è (7.9.13), ïîëó÷àåì íóæíóþ íàì ñâÿçü

Pαα̂ = ζ · α̂ (7.9.14)

ìåæäó ìàòðèöåé Ïèçî

Pα =


1 1 1 2
2 1 1 2
2 2 1 2
1 1 1 1

 (7.9.15)

è åäèíèöåé Ïèçî ζ èç (7.9.4).
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7.9.5 Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ìàòðèöà Ïèçî Pα èç (7.9.15) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

chPα(x) = x4 − 4x3 − 6x2 − 4x− 1. (7.9.16)

Ïîýòîìó ñòîëáöû va èç (7.7.17) äëÿ âåðøèí va = vai è òî÷åê Ôàðåÿ va = va,max

ó ñèìïëåêñîâ Pa
α⟨△⟩ óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

va+4 = 4va+3 + 6va+2 + 4va+1 + va (7.9.17)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . .
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âåðøèí

vai =
Pai

Qai

=
(Pai,1

Qai

,
Pai,2

Qai

,
Pai,d

Qai

)
(7.9.18)

ñ íîìåðàìè i = 0, 1, 2, 3 ñèìïëåêñîâ Pa
α⟨△⟩ äëÿ a = 0, 1, 2, 3 ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëå

(7.7.20):

va0 =


Pa0,1

Pa0,2

Pa0,3

Qa0

 :

1 6 31 164
1 7 37 195
2 8 44 232
1 5 26 138

va1 =


Pa1,1

Pa1,2

Pa1,3

Qa1

 :

2 7 38 201
1 9 45 239
2 10 54 284
1 6 32 169

va2 =


Pa2,1

Pa2,2

Pa2,3

Qa2

 :

1 7 37 195
2 8 44 232
2 10 52 276
1 6 31 164

va3 =


Pa3,1

Pa3,2

Pa3,3

Qa3

 :

1 5 26 138
1 6 31 164
1 7 37 195
1 4 22 116

(7.9.19)
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7.8.2), èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ âåðøèí (7.9.19) ïîëó÷àåì
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ òî÷åê Ôàðåÿ

va,max =
Pa,max

Qa,max

=
(Pa,max,1

Qa,max

,
Pa,max,2

Qa,max

,
Pa,max,d

Qa,max

)
(7.9.20)

äëÿ a = 0, 1, 2, 3:

va,max =


Pa,max,1

Pa,max,2

Pa,max,3

Qa,max

 :

5 25 132 698
5 30 157 830
7 35 187 987
4 21 111 587

(7.9.21)

7.9.6 Àïïðîêñèìàöèÿ êîðíåé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.

Ïóñòü Pa
α⟨△⟩ äëÿ a ≥ lα(△), ãäå lα(△) îïðåäåëåíî â (7.7.14), � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè vai èç (7.9.18), îïðåäåëÿåìûõ ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì (7.9.17) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (7.9.19). Êðîìå òîãî, ïóñòü va,max
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� òî÷êè Ôàðåÿ, îïðåäåëÿåìûå òåì æå ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (7.9.17) è
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (7.9.21). Òîãäà ïî òåîðåìå 7.8.1 òàêèå ñèìïëåêñû Pa

α⟨△⟩
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè (7.6.3)�(7.6.5):

äëÿ êàæäîãî óêàçàííîãî a åäèíñòâåííîé òî÷êîé P
Q
∈ P a

α⟨△⟩ ñî çíàìåíàòåëåì
1 ≤ Q < Qa,max ÿâëÿåòñÿ òî÷êà Ôàðåÿ

Pa,max

Qa,max

∈ Pa
α⟨△⟩. (7.9.22)

×èñëåííûå ðàñ÷åòû â ñîâîêóïíîñòè ñ òåîðåìîé 7.8.2 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé
îöåíêå ∣∣∣ 4

√
2− Pa,max,1

Qa,max

∣∣∣+ ∣∣∣√2− Pa,max,2

Qa,max

∣∣∣+ ∣∣∣ 4
√
8− Pa,max,3

Qa,max

∣∣∣ ≤ ϱa (7.9.23)

äëÿ âñåõ a = 0, 1, 2, . . ., ãäå ϱ = λ2,max

λ
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 < ϱ < 0, 13;

à òàêæå � ê íåðàâåíñòâó∣∣∣ 4
√
2− Pa,max,1

Qa,max

∣∣∣+ ∣∣∣√2− Pa,max,2

Qa,max

∣∣∣+ ∣∣∣ 4
√
8− Pa,max,3

Qa,max

∣∣∣ ≤ c

Q1+ε
a,max

(7.9.24)

ñ àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé c < 3 è ïîêàçàòåëåì ε = ln λ2,max

ln λ
> 0, 26.

Íåðàâåíñòâî (7.9.24) âûòåêàåò èç îöåíêè (7.9.23) è àñèìïòîòèêè äëÿ çíàìåíà-
òåëåé

Qa,max ∼ λa ïðè a→ +∞. (7.9.25)

Çàìå÷àíèå 7.9.1 Íåðàâåíñòâà âèäà (7.9.24) èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå, ò.ê. îíè
ïîêàçûâàþò ÿâíûì îáðàçîì ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè α = ( 4

√
2,
√
2, 4
√
8)

ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè Pa,max

Qa,max
èç (7.9.22) â òåðìèíàõ èõ îáùèõ çíàìåíàòåëåé

Qa,max. Ïðèáëèæåíèÿ (7.9.24) ñòàíîâÿòñÿ íåòðèâèàëüíûìè òîëüêî ïðè óñëî-
âèè ε > 0. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè d = 3, êàê è â íàøåì ñëó÷àå, äëÿ
ïîêàçàòåëåé ε èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ îöåíêà ε ≤ 1

3
.

7.10 Ïàðàìåòðû è íàñòðîéêà

ñèìïëåêñ-ìîäóëüíîãî àëãîðèòìà

7.10.1 Íàñòðîéêà SM-àëãîðèòìà.

Ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü SM-àëãîðèòì îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè ãèáêèõ àëãî-
ðèòìîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé
ïîëíîé òî÷êè α = (α1, . . . , αd), òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ íàñòðîéêà äàííîãî
àëãîðèòìà íà òî÷êó α. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òðåáóåòñÿ âû-
áðàòü:

1) áàçîâûé ñèìïëåêñ △, ñîäåðæàùèé óêàçàííóþ òî÷êó α;



7.10. Ïàðàìåòðû è íàñòðîéêà ñèìïëåêñ-ìîäóëüíîãî àëãîðèòìà 189

2) à òàêæå íåêîòîðóþ åäèíèöó Ïèçî ζ â ïîëå Q(α).

(7.10.1)

Âûáèðàÿ △ ìû çàäàåì ãåîìåòðèþ ïðèáëèæåíèé äëÿ òî÷êè α � áàçîâûé àïïðîê-
ñèìèðóþùèé ñèìïëåêñ, âûáîð æå åäèíèöû Ïèçî ζ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ïîëó-
÷àþùèõñÿ ïîñðåäñòâîì SM-àëãîðèòìà ïðèáëèæåíèé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pa

Qa
=(

Pa,1

Qa
, . . . ,

Pa,d

Qa

)
(a = 0, 1, 2, . . .) ê òî÷êå α.

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîèçâåäåíà íàñòðîéêà (7.10.1), ìû ïîëó÷àåì

SM ⇒ SMα (7.10.2)

� ñïåöèàëèçàöèþ
SMα := SM(△, ζ)

äëÿ SM-àëãîðèòìà. Ñïåöèàëèçàöèÿ SMα � ýòî óæå æåñòêèé àëãîðèòì. Îí ïðè-
ìåíèì òîëüêî ê òî÷êå íàñòðîéêè α.

Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñïåöèàëèçàöèé (7.10.2). Ðàçíûå ñïåöèàëèçàöèè
ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè α ïîäõîäÿùèìè
äðîáÿìè Pa

Qa
. Íèæå ìû îáñóäèì ýòîò âîïðîñ áîëåå ïîäðîáíî.

7.10.2 Âûáîð ïàðàìåòðîâ íàñòðîéêè.

×òî ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä ñêîðîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ, âûÿñíèì íà ïðèìåðå äâóõ
íåðàâåíñòâ (7.9.23) è (7.9.24). Òîëüêî âî âòîðîì èç íèõ âèäíà ÿâíàÿ ñâÿçü ìåæäó
çíàìåíàòåëÿìè Qa,max è âåëè÷èíîé îòêëîíåíèÿ c/Q1+ε

a,max ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pa

Qa

îò òî÷êè α. Ïðèáëèæåíèå íåòðèâèàëüíî òîëüêî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ε =
ln λ2,max

ln λ
> 0. (7.10.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåëè÷èíîé ïîêà-
çàòåëÿ (7.10.3). ×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ïîêàçàòåëÿ ε ñ åäèíèöåé Ïèçî ζ, âñïîì-
íèì îáîçíà÷åíèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 7.4.1 è îïðåäåëåíèå λ2,max â (7.5.16). Èç íèõ
âèäíî, ÷òî (7.10.3) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

ε =
ln ζ2,max

ln ζ
> 0, (7.10.4)

íàëàãàåìîìó íà âûáîð åäèíèöû Ïèçî ζ ∈ P èç (7.3.4). Çäåñü îáîçíà÷èëè

ζ2,max = max
2≤j≤d+1

|ζj| = max
2≤j≤d+1

|ζ(j)|.

Îòñþäà è ðàâåíñòâà äëÿ íîðìû |NormF/Q(ζ)| = 1 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíèöà

ε =
ln ζ2,max

ln ζ
≤ 1

d
(7.10.5)
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äëÿ ïîêàçàòåëÿ ε, ãäå d = deg(ζ)− 1. Ãðàíèöà (7.10.5) âñåãäà äîñòèãàåòñÿ â ñëó-
÷àå êâàäðàòè÷íûõ è êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé α, åñëè ïîñëåäíèå èìåþò
ìíèìûå ñîïðÿæåííûå çíà÷åíèÿ, ò.å. â ñëó÷àå ìíèìûõ êóáè÷åñêèõ ïîëåé.

Èòàê, ìû âèäèì, ðåøàþùèì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì êà÷åñòâî íàñòðîéêè
(7.10.1), ÿâëÿåòñÿ âûáîð åäèíèöû Ïèçî ζ ∈ P . Âûáîð æå áàçîâîãî ñèìïëåêñà △,
ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.8.14), îêàçûâàåò âëèÿíèå òîëüêî íà âåëè÷èíó ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ c = cα,max.

Âîçâðàùàÿñü ê îöåíêå (7.9.24) çàìåòèì, ÷òî îíà áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ
(7.9.4), (7.9.5) � åäèíèöû Ïèçî

ζ = 1/(
4
√
2− 1).

Òàêîé âûáîð åäèíèöû ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ïîêàçàòåëü

ε ≈ 0, 265 ≈ 1/3,8

âìåñòî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî

εmax = 1/d = 1/3.

Íàõîæäåíèå æå íàèëó÷øèõ åäèíèö Ïèçî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ îòäåëüíóþ çàäà÷ó.

7.11 Ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà

Çäåñü ìû õîòèì óêàçàòü íà ñâÿçü ìåæäó SM-àëãîðèòìîì (7.8.1) è ìíîãîìåð-
íûì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ëàãðàíæà î ïåðèîäè÷åñêîì ðàçëîæåíèè êâàäðàòè÷íûõ
èððàöèîíàëüíîñòåé â öåïíûå äðîáè. Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî ïðåäâàðè-
òåëüíûõ ðàññóæäåíèé.

7.11.1 Òåîðåìà Ëàãðàíæà: äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Â ãëàâå 2 áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì D ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöèî-
íàëüíîñòåé α = (α1, . . . , αd) â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè. Óêàçàííûé àëãîðèòì
èñïîëüçóåò ïîëóãðóïïó d-ìåðíûõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé D. Îòîáðàæåíèÿ èç
D ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ îáîáùåíèå îäíîìåðíîãî âîçâðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ èëè
îòîáðàæåíèÿ Ôàðåÿ δ : [0, 1)→ [0, 1), îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè

δ(x) = x
1−x

èëè 2x−1
x (7.11.1)

äëÿ 0 ≤ x < 1
2
èëè 1

2
≤ x < 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ δ îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â îáû÷íûå öåïíûå äðîáè.
Â ãëàâå 2 áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. òåîðåìó 2.3.2).

Òåîðåìà 7.11.1 Åñëè òî÷êà α = (α1, . . . , αd) áóäåò èððàöèîíàëüíîé è åñëè ïðè
ýòîì îíà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ δ èç ïîëó-
ãðóïïû d-ìåðíûõ âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé D, òî åå ñòåïåíü ðàâíà

deg(α) = d+ 1. (7.11.2)
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Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ îáîáùåíèå ïåðâîé ÷àñòè òåî-
ðåìû Ëàãðàíæà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè
d+1, ò.ê. â äàííîì ñëó÷àå íåïîäâèæíîñòü òî÷êè x âëå÷åò çà ñîáîþ ïåðèîäè÷íîñòü
ðàçëîæåíèÿ åå â d-ìåðíóþ öåïíóþ äðîáü.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà óòâåðæäàåò [47]:
âåùåñòâåííàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α = α1 äîïóñêàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæå-

íèå â öåïíóþ äðîáü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé,
ò.å. èìååò ñòåïåíü deg(α) = 2.

7.11.2 Òåîðåìà Ëàãðàíæà: íåîáõîäèìîå óñëîâèå.

Ïóñòü
Ld =

−→
L d ∧

←−
L d (7.11.3)

îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå d-ìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà, ãäå
−→
L d � äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå:
åñëè òî÷êà α äîïóñêàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â d-ìåðíóþ öåïíóþ äðîáü,

òî îíà èìååò ñòåïåíü deg(α) = d+ 1;

à
←−
L d � ñîîòâåòñòâåííî íåîáõîäèìîå óñëîâèå â Ld.
Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì âîçâðàòíûõ îòîáðàæåíèé D, íåîáõîäèìîå óñëîâèå

←−
L2

áûëî äîêàçàíî â ãëàâå 3 (òåîðåìà 3.5.2) äëÿ íåêîòîðîãî òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà êóáè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé, òî÷íåå, � äëÿ òî÷åê α = (α1, α2) ñ
êîîðäèíàòàìè α1 = θ2, α2 = θ, ãäå 0 < θ < 1 � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x3 + a2x
2 + a1x+ a0 (7.11.4)

ñ êîýôôèöèåíòàìè ai èç êîëüöà Z è ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì a0 = ±1. Òàêèå ÷èñëà
θ ÿâëÿþòñÿ åäèíèöàìè êóáè÷åñêîãî ïîëÿ Q(θ).

Ðàñøèðåíèå óñëîâèÿ
←−
Ld íà ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü îñóùåñòâëåíî â òåî-

ðåìå 4.2.1. Â íåé ðàññìîòðåíî (d + 1)-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷å-
ñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé α = (α1, . . . , αd) ñ êîîðäèíàòàìè α1 = θd, α2 = θd−1, . . .,
αd = θ, ãäå 0 < θ < 1 � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f(x) = xd+1 + adx
d + . . .+ a1x+ a0 (7.11.5)

ñòåïåíè d+1 ≥ 3 ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai = 1, 2, 3, . . . è ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì a0 = −1.

Ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ãëàâå SM-àëãîðèòì àëãåáðàè÷íûé � îí äîïóñ-
êàåò ëèøü àëãåáðàè÷åñêèå èððàöèîíàëüíîñòè α. Åñëè òî÷êà α ïîëíàÿ è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èððàöèîíàëüíàÿ, òî SM-àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé

Pa

Qa

=
(Pa,1

Qa

, . . . ,
Pa,d

Qa

)
èç (7.8.1), ïî òåîðåìå 7.8.2 ñõîäÿùèõñÿ

Pa

Qa
−→ α ïðè a→ +∞
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ê âûáðàííîé òî÷êå α â ìåòðèêå |∗|1. Â äàííîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòü ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé Pa

Qa
îçíà÷àåò, ÷òî èõ ÷èñëèòåëè Pa è çíàìåíàòåëè Qa âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ (7.7.19) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, êàê ïðÿìîå ñëåäñòâèå èç òåîðåì 7.8.1 è 7.8.2 âûòåêàåò ñïðà-

âåäëèâîñòü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ
←−
Ld â (7.11.3) äëÿ SM-àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 7.11.2 Åñëè òî÷êà α = (α1, . . . , αd) ïîëíàÿ (7.4.10)�(7.4.12) è, çíà-
÷èò, èìååò ñòåïåíü degα = d + 1, òî ïî SM-àëãîðèòìó îíà ðàçëàãàåòñÿ â
ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü.

�

Çàìå÷àíèå 7.11.1 SM-àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ

SM = {SM(△, ζ); △, ζ ∈ Sα}, (7.11.6)

çàâèñÿùèõ îò îïðåäåëåííîé â (7.10.1) íàñòðîéêè Sα íà òî÷êó α. Äîêàçàííîå â

òåîðåìå 7.11.2 íåîáõîäèìîå óñëîâèå
←−
Ld ∈ Ld îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå degα = d+1

ñóùåñòâóåò òàêàÿ íàñòðîéêà △, ζ ∈ Sα, ÷òî ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó àëãîðèò-
ìó SM(△, ζ) òî÷êà α áóäåò èìåòü ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
−→
Ld ∈ Ld áûëî äîêàçàíî â òåîðåìå 2.3.2, êîòîðóþ âìåñòå

ñ òåîðåìîé 7.11.2 ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ëàãðàíæà
(7.11.3) â ñëó÷àå SM-àëãîðèòìà.

7.12 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Äâà ïîäõîäà: àëãåáðàè÷åñêèé è óíèâåðñàëüíûé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü,
ðàññìîòðåííûé SM-àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷íûì. Îí ðàáîòàåò ïî ñëåäóþ-
ùåé îáîáùåííîé ñõåìå

va = Pav0, (7.12.7)

ãäå P = Pα � ìàòðèöà Ïèçî èç ðàâåíñòâà (7.4.20) è va � öåëî÷èñëåííûå ñòîëá-
öû âûñîòû d + 1 è a = 0, 1, 2, . . . Èíèöèèðîâàííûå Ýéëåðîì [69] óíèâåðñàëüíûå
àëãîðèòìû [80], [81], [103], [60], [61], [62], [3], [4], [42], [43], [71], [23], [26] äåéñòâóþò
ïî èíîé ñõåìå

va+1 = Mava. (7.12.8)

Çäåñü Ma � öåëî÷èñëåííûå óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû, âûáîð êîòîðûõ çàâèñèò îò
òåêóùåãî ñòîëáöà va.

Ìàòðèöà Ïèçî P â ðàâåíñòâàõ (7.12.7) òàêæå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé. Åå
âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìîé òî÷êîé α = (α1, . . . , αd) èç (7.4.11). Áëà-
ãîäàðÿ òîìó, ÷òî α ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êîé, ïîÿâëÿåòñÿ
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âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ åäèíîé ìàòðèöû P, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì: ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñòîëáöîâ v0,v1,v2, . . . èç (7.12.7) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâîèõ ýëåìåíòîâ

÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pa

Qa
=
(

Pa,1

Qa
, . . . ,

Pa,d

Qa

)
(7.7.15), ñõî-

äÿùèõñÿ ê α.
Â óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìàõ (7.12.8) òî÷êà α ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé òî÷-

êîé ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìàòðèö M0,M1,M2, . . . (7.12.8) áóäåò íåïåðèîäè÷åñêîé. Åñëè æå âçÿòü
àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷êó α, òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïåðèîäè÷å-
ñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ìàòðèö. Íåñêîëüêî óïðîùàÿ ñèòóàöèþ ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Ïèçî P èç ðàâåíñòâà (7.4.20) åñòü íè÷òî
èíîå, êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Ma, îáðàçóþùèõ ïîëíûé ïåðèîä. Â íàñòîÿùåé
ãëàâå ïîêàçàíî, êàê ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöó Ïèçî P, íå èñïîëüçóÿ åå ÿâíîãî
ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Ma.
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Ãëàâà 8

Ëîêàëèçîâàííûå ìàòðèöû Ïèçî

è ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ïðåäëàãàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå cèìïëåêñ-ìîäóëüíîãî àëãîðèòìà (SM-
àëãîðèòìà) ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè. Ñ
ýòîé öåëüþ ñòðîÿòñÿ ëîêàëèçîâàííûå ìàòðèöû Ïèçî, ó êîòîðûõ ìîäóëè âñåõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ì�åíüøèå åäèíèöû, ïîïàäàþò â èíòåðâàë ìàëîé äëèíû. Òàêèå
ìàòðèöû Ïèçî ïîðîæäàþò öåïíûå äðîáè ñ ïðèáëèæåíèÿìè, ñêîëü óãîäíî áëèç-
êèìè ê îïòèìàëüíûì.

8.1 Ââåäåíèå

8.1.1 Ñèìïëåêñ-ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì.

Â ãëàâå 7 áûë ïîñòðîåí cèìïëåêñ-ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì (SM-àëãîðèòì) ðàç-
ëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α1, . . . , αd â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

SM : Pa

Qa
=
(

Pa,1

Qa
, . . . ,

Pa,d

Qa

)
−→ α ïðè a→ +∞, (8.1.1)

ãäå α = (α1, . . . , αd). Îñíîâó óêàçàííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿþò: 1) d-ìåðíûå ìè-
íèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ñèìïëåêñû s, ñîäåðæàùèå òî÷êó α; è 2) ìàòðèöû Ïèçî
Pα, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì

Pα


α1
...
αd

1

 = λ


α1
...
αd

1

 , (8.1.2)

ãäå λ > 1 � íåêîòîðàÿ åäèíèöà Ïèçî ïîëÿ Q(α). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå åå ñî-
ïðÿæåííûå λ(2), . . . , λ(d+1), êðîìå λ(1) = λ, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì |λ(2)| <
1, . . . , |λ(d+1)| < 1.

195



196 Ãëàâà 8. Ëîêàëèçîâàííûå ìàòðèöû Ïèçî è ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ

Ìèíèìàëüíûå ñèìïëåêñû s ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì îòðåçêîâ Ôà-

ðåÿ. Êàæäûé òàêîé ñèìïëåêñ s èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû Pi

Qi
=
(

Pi1

Qi
, . . . , Pid

Qi

)
,

ãäå i = 0, 1, . . . , d, ñî çíàìåíàòåëÿìè Qi > 0, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì í.î.ä.
(Pi1, . . . , Pid,Qi) = 1, è îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè: ñèìïëåêñ s íå ñî-
äåðæèò

P

Q
/∈ s (8.1.3)

íèêàêîé òî÷êè P
Q

=
(

P1

Q
, . . . , Pd

Q

)
, êîîðäèíàòû êîòîðîé èìåþò îáùèé çíàìåíà-

òåëü 1 ≤ Q < Qmax, ãäå Qmax = Q0 + Q1 + . . . + Qd. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìèíè-
ìàëüíîñòè (8.1.3) áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîäõîäÿùèå äðîáè Pa

Qa
â (8.1.1) ÿâëÿþòñÿ

ìíîãîìåðíûìè äðîáÿìè Ôàðåÿ, äàþùèìè íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òî÷êè α
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìíîãîãðàííîé íîðìû.

×òî êàñàåòñÿ âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé SM-àëãîðèòìà � ìàòðèö Ïèçî Pα èç
(8.1.2), òî äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ áûëà óêàçàíà îáùàÿ ñõåìà, èñïîëüçóþùàÿ ñèñòå-
ìû îñíîâíûõ åäèíèö ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ Q(α). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî òî÷êà α = (α1, . . . , αd) è ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë ÷èñåë {α1, . . . , αd} ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ Q[α] = Q(α). Çäåñü Q[α] = Q[1, α1, . . . , αd] îáîçíà÷àåò ìîäóëü ñ
áàçèñîì {1, α1, . . . , αd} íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è Q(α) � ïîëå, ïîëó÷åí-
íîå ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Q äîáàâëåíèåì ê íåìó ÷èñåë α1, . . . , αd. Èç îïðåäåëåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èððàöèîíàëüíîñòü òî÷êè α, ò.å. ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
1, α1, . . . , αd íàä êîëüöîì öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Z.

×èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pa

Qa
â SM-àëãîðèòìå (8.1.1) âû-

÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Pa+d+1,i = bdPa+d,i + . . .+ b1Pa+1,i + b0Pa,i,
Qa+d+1 = bdQa+d + . . .+ b1Qa+1 + b0Qa

(8.1.4)

äëÿ i = 1, . . . , d è a = 0, 1, 2, . . ., â êîòîðîì −bd, . . . ,−b1,−b0 ÿâëÿþòñÿ êîýôôè-
öèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà chPα(x) = det(xE −Pα) ñ åäèíè÷íûì
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì.

8.1.2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Â òåîðåìå 8.4.1 äîêàçàíî, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü ìàòðèöó Ïèçî Pα â ðàâåí-
ñòâå (8.1.2) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îòâå÷àþùåì äàííîé ìàòðèöå ðåêóððåíòíîì
ñîîòíîøåíèè (8.1.4), ïðè êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Åñëè α � ïîëíàÿ òî÷êà ñòåïåíè d+1, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî θ > 0
ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ïèçî Pα, ïðîèçâîäÿùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé Pa

Qa
=
(

Pa,1

Qa
, . . . ,

Pa,d

Qa

)
â SM-àëãîðèòìå (8.1.1) ñ ïðèáëèæåíèåì∣∣∣α1 −

Pa,1

Qa

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Pa,d

Qa

∣∣∣ ≤ cα,θ

Q
1+ 1

d
−θ

a

(8.1.5)

äëÿ âñåõ a ≥ aα,θ. Çäåñü êîíñòàíòû aα,θ > 0 è cα,θ > 0 íå çàâèñÿò îò a.
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Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà α1, . . . , αd, ó÷àñòâóþùèå â ïðèâåäåííîì âûøå íåðàâåí-
ñòâå (8.1.5), îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïëîõî ïðèáëèæàþùèõñÿ ÷èñåë. Îòíîñèòåëüíî
íèõ èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [34], ãë. V-3).

Òåîðåìà 8.1.1 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c∗ = c∗α > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò òî÷êè α, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣α1 −

P1

Q

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Pd

Q

∣∣∣ ≥ c∗

Q1+ 1
d

(8.1.6)

äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë P1, . . . , Pd è Q > 0.

Ñðàâíåíèå äâóõ ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèáëèæå-
íèÿ (8.1.5) ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà ìàòðèö Ïèçî Pα â (8.1.2) ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêèìè ê îïòèìàëüíîìó (8.1.6). Îäíàêî, â ýòîì ìåñòå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå óòî÷íåíèå. Îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâå ìèíèìàëüíîñòè (8.1.3) ñèìïëåêñîâ s,
â òåîðåìå 7.8.1 äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ìàòðèöû Ïèçî Pα ïîëó÷àþòñÿ
íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî s-íîðì èëè ïîëèýäðàëüíûõ íîðì, çàäàâàå-
ìûõ ñèìïëåêñàìè s àíàëîãè÷íî (2.5.46). Â ïðèâåäåííîì êîíòåêñòå ïðèáëèæåíèÿì
âèäà (8.1.5) îòâå÷àþò ñèìïëåêñû s, èìåþùèå ôîðìó áëèçêóþ ê øàðó.

Ñ ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Äèðèõëå, ìîæíî òàêæå äîêàçàòü äâîéñòâåííûé
ê òåîðåìå 8.1.1 ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [34], ãë. I-5, [45] èëè [48], ãë. II-1).

Òåîðåìà 8.1.2 Äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé 0 < c∗ < c∗ íåðàâåíñòâî∣∣∣α1 −
P1

Q

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Pd

Q

∣∣∣ < c∗

Q1+ 1
d

(8.1.7)

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ ðåøåíèé P1, . . . , Pd è Q > 0.

Åñëè òåïåðü ñðàâíèòü (8.1.5) è (8.1.7), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â òåîðåìå Äèðè-
õëå óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå öåëûõ ðåøåíèé P1, . . . , Pd è Q > 0. Â òî âðåìÿ,
êàê â (8.1.5), ïðèâåäåí ñïîñîá êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ óêàçàííûõ ðåøåíèé,
ïðàâäà, öåíîé ïîÿâëåíèÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîé ôèêñèðîâàííîé äîáàâêè θ > 0 â
ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (8.1.5).

8.2 Ïðèâåäåíèå âåêòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

8.2.1 Óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GLt(Z) ãðóïïó óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö, ñîñòîÿùóþ èç öå-
ëî÷èñëåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö U ðàçìåðíîñòè t ñ îïðåäåëèòåëåì detU = ±1.

Ëåììà 8.2.1 Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà u = (∗1 . . . ∗t) äëèíû t ñ öåëûìè
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè

í.î.ä. (∗1, . . . , ∗t) = 1, (8.2.1)
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òî ñòðîêó u ìîæíî äîïîëíèòü äî óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû

U =


u1

u2
...
ut

 ∈ GLt(Z), (8.2.2)

ãäå u1 = u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ðåøåòêà

U = Z[u1, u2, . . . , ut] ⊆ Zt, (8.2.3)

äëÿ êîòîðîé öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû u1, u2, . . . , ut ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R. Â
êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè F ≃ Rt/U ðåøåòêè U âûáåðåì ìíîæåñòâî

F = {x1u1 + x2u2 + . . .+ xtut; 0 ≤ xi < 1}. (8.2.4)

Îíî ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîì.
Ïóñòü f = [Zt : U ] � èíäåêñ ïîäðåøåòêè U â Zt. Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì

volRt/Zt = 1. Ïðè òàêîì íîðìèðîâàíèè èíäåêñ f , îáúåì ôóíäàìåíòàëüíîé îáëà-
ñòè (8.2.4) è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (8.2.2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

f = volF = |detU |. (8.2.5)

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

U = Zt, åñëè f = 1, (8.2.6)

è òîãäà â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (8.2.5), ìàòðèöà U èç (8.2.2) áóäåò
óíèìîäóëÿðíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ f > 1. Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî
ïåðåñòðàèâàòü áàçèñ u1, u2, . . . , ut ðåøåòêè (8.2.3) òàê, ÷òîáû ýòî ïðèâîäèëî ê
óìåíüøåíèþ èíäåêñà f .

Åñëè f > 1, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð

v ∈ F ∩ Zt. (8.2.7)

Öåëî÷èñëåííûé âåêòîð v íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ðåáðó u1 ïàðàëëåëîýäðà F ,
íàïðàâëåííîìó âäîëü âåêòîðà u1, ò.ê. ïî óñëîâèþ (8.2.1) âåêòîð u1 ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìèòèâíûì. Âåêòîð v ̸= 0 òàêæå íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñðàçó âñåì ðåáðàì ui,
i ̸= 1, ïàðàëëåëîýäðà F . Ïóñòü v íå ïðèíàäëåæèò, íàïðèìåð, ðåáðó ui. Òîãäà îò
ðåøåòêè U ïåðåéäåì ê íîâîé ðåøåòêå

U ′ = Z[u′
1, u

′
2, . . . , u

′
t], (8.2.8)

ãäå u′
i = v è u′

j = uj äëÿ îñòàëüíûõ j ̸= i. Â ñèëó (8.2.7) è (8.2.8) îáúåìû volF ′ <
volF à òîãäà ñîãëàñíî (8.2.5) è èíäåêñû áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

f ′ = [Zt : U ′] < f. (8.2.9)
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Ïî óêàçàííîìó âûøå àëãîðèòìó ïðîäîëæàåì ïðîöåññ

U → U ′ → . . .→ U (k),

çàêàí÷èâàþùèéñÿ ââèäó íåðàâåíñòâà (8.2.9) íà íåêîòîðîì øàãå k, êîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùèé èíäåêñ

f (k) = [Zt : U (k)] = 1. (8.2.10)

Ñîïîñòàâëÿÿ (8.2.10) ñ (8.2.6) è (8.2.5), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì U (k) = Zt è
|detU | = 1, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî îòâå÷àþùàÿ ðåøåòêå U (k) ìàòðèöà

U (k) =


u
(k)
1

u
(k)
2
...

u
(k)
t


áóäåò óíèìîäóëÿðíîé. Ïî ïîñòðîåíèþ ó íåé ïåðâàÿ ñòðîêà u

(k)
1 = u, ÷òî äîêàçû-

âàåò ëåììó 8.2.1. �

8.2.2 Ðàíã âåêòîðà è åãî êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïîïðîáóåì â ñìåæíîì êëàññå GLt(Z)β ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà β = (β1, . . . , βt)
ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè βi íàéòè êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà β ëèíåéíî çàâèñèìû

u′
1β

′
1 + . . .+ u′

tβ
′
t ≡ 0 mod Z (8.2.11)

íàä êîëüöîì Z, ãäå β′
i = βi è êîýôôèöèåíòû u′

1, . . . , u
′
t � öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå

÷èñëà, íå âñå ðàâíûå íóëþ. Ïî ëåììå 8.2.1 íàéäåòñÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà

U ′ =

(
u′

...

)
èç GLt(Z) ñ ïåðâîé ñòðîêîé u′ = (u′

1 . . . u
′
t). Èç ñðàâíåíèÿ (8.2.11)

ñëåäóåò

U ′β′ ≡


0
β′′
2
...
β′′
t

 mod Z. (8.2.12)

Çäåñü âåêòîð β′ çàïèñàí â âèäå ñòîëáöà. Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà β′′ = (β′′
2 , . . . , β

′′
t )

ñíîâà îêàæóòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû

u′′
2β

′′
2 + . . .+ u′′

t β
′′
t ≡ 0 mod Z,

òî âûáèðàåì ìàòðèöó âèäà U ′′ =

 1 0
0 u′′

0
...

 ñ áëîêîì

(
u′′

...

)
èç ãðóïïûGLt−1(Z).
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Ïîñëå óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå

U ′′U ′β′ ≡


0
0
β′′′
3
...
β′′′
t

 mod Z.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñðàâíåíèþ

U (t′) · · ·U ′′U ′β′ ≡


0
...

β
(t′+1)
t′+1
...

β
(t′+1)
t

 mod Z, (8.2.13)

â êîòîðîì êîîðäèíàòû âåêòîðà β(t′+1) = (β
(t′+1)
t′+1 , . . . , β

(t′+1)
t ) áóäóò ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû íàä Z ïî mod Z, èëè � ê ñðàâíåíèþ

U (t′) · · ·U ′′U ′β′ ≡


0
...
0

β
(t′+1)
t

 mod Z, (8.2.14)

ãäå ýëåìåíò β
(t′+1)
t � íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëèì ðàíã rankZ β âåêòîðà èëè òî÷êè β = (β1, . . . , βt) êàê ðàíã ìîäóëÿ

Zβ = Z[β1, . . . , βt, 1] (8.2.15)

íàä êîëüöîì Z. Âåêòîð èëè òî÷êó α íàçîâåì èððàöèîíàëüíûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå:

rankZ α = t+ 1 (8.2.16)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (1.2.21): ÷èñëà 1, α1, . . . , αd ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä êîëüöîì Z.

Äëÿ âåêòîðà β = β′ èç ñðàâíåíèé (8.2.13) è (8.2.14) ñëåäóåò

rankZ β = rankZ β(t′+1) = t− t′ + 1 (8.2.17)

â èððàöèîíàëüíîì ñëó÷àå (8.2.13) è ñîîòâåòñòâåííî �

rankZ β = rankZ β(t′+1) = 1 (8.2.18)

â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå (8.2.14)
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Ïðåäëîæåíèå 8.2.1 Ïóñòü ðàíã (8.2.15) âåùåñòâåííîãî âåêòîðà β = (β1, . . . , βt)
ðàâåí

rankZ β = t′ + 1, (8.2.19)

ãäå 0 ≤ t′ ≤ t.Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà U èç óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû
GLt(Z), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

β ≡ Uγ mod Z. (8.2.20)

Çäåñü γ =

(
0
γ′

)
� ñòîëáåö âûñîòû t ñ áëîêîì γ′ =

 γ1
...
γt′

, ýëåìåíòû êîòî-

ðîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z ïî mod Z â ñëó÷àå t′ ≥ 1; è γ′ = (γ1),
ãäå γ1 � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, åñëè t′ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñðàâíåíèé (8.2.13), (8.2.14) è ðàâåíñòâ (8.2.17),
(8.2.18).

�

Ñëåäñòâèå 8.2.1 Ïóñòü β = (β1, . . . , βt) � ëþáîé âåùåñòâåííûé âåêòîð è η >
0 � ïðîèçâîëüíîå íàïåðåä çàäàííîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

||qβ||1 = ||qβ1||+ . . .+ ||qβt|| ≤ η, (8.2.21)

ãäå ||x|| îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò x äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü rankZ β ≥ 2 è γ =

(
0
γ′

)
� ñòîëáåö èç (8.2.20). Òàê êàê

ýëåìåíòû áëîêà γ′ =

 γ1
...
γt′

 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z ïî mod Z, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qγ′} äëÿ q = 1, 2, 3, . . . âñþäó ïëîòíî ðàñïðåäåëåíà íà òîðå
Tt′ . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî η′ > 0 íàéäåòñÿ q ñ óñëîâèåì

||qγ||1 = ||qγ′||1 = ||qγ1||+ . . .+ ||qγt′|| ≤ η′. (8.2.22)

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ìàòðèöû U ãðàíèöà η′U > 0, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 0 < η′ < η′U èç (8.2.22) è ñðàâíåíèÿ (8.2.20) äëÿ β áóäåò
ñëåäîâàòü îöåíêà

||qβ||1 = ||U(qγ)||1 ≤ cU ||qγ||1 ≤ cU η′ (8.2.23)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé cU > 0, çàâèñÿùåé òîëüêî îò U . Âûáèðàÿ η′ = min{η/cU , η′U},
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (8.2.21).

Åñëè rankZ β = 1, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.2.1 áëîê γ′ = (γ1) ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì a/b. Ìîæåì ñ÷èòàòü b ≥ 1. Â äàííîì ñëó÷àå âûáèðàåì
q = b. Â ñèëó ñðàâíåíèÿ (8.2.20) èìååì

||qβ||1 = ||U(qγ)||1 = 0
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è ñðàçó ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (8.2.21).
�

Çàìå÷àíèå 8.2.1 Â ñëåäóþùåé ãëàâå 9 áóäåò ïîñòðîåí ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àë-
ãîðèòì ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè, ïðèìåíèìûé ê âåêòîðàì γ′

ñ óñëîâèåì rankZ γ′ = t′ + 1. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè (8.2.22) è
(8.2.23), òî äàííûé àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëè-
æåíèé â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ β.

8.3 Åäèíèöû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé

8.3.1 Ëîêàëèçîâàííûå åäèíèöû Ïèçî.

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ (7.3.2) ñëåäóåò, ÷òî îáðàç L = x(E) ãðóïïû åäè-
íèö E ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè

P = {x ∈ Rt+1; n · x = 0}, (8.3.1)

ãäå n · x � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå x ñ âåêòîðîì n = (1, . . . , 1) ðàçìåðíîñòè
t+1. Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ïîëíóþ ðåøåòêó â ïðîñòðàíñòâå
(7.3.6) ñ Z-áàçèñîì x(ε1), . . . , x(εt). Äàííîå ìíîæåñòâî òàêæå îáðàçóåò áàçèñ â P ,
íî óæå îòíîñèòåëüíî R.

Âåêòîð
d = (d,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

r−1

,−2, . . . ,−2︸ ︷︷ ︸
c

) (8.3.2)

ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè P . Ïîýòîìó îí ðàçëîæèì

d = β1x(ε1) + . . .+ βtx(εt) (8.3.3)

ïî áàçèñó ðåøåòêè L ñ íåêîòîðûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè β1, . . . , βt.
Ïî ñëåäñòâèþ 8.2.1 äëÿ ëþáîãî ïðîèçâîëüíîãî íàïåðåä çàäàííîãî ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî ÷èñëà η > 0 íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà q ≥ 1 è p1, . . . , pt, ÷òî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|qβ − p|1 = |qβ1 − p1|+ . . .+ |qβt − pt| ≤ η (8.3.4)

â 1-ìåòðèêå |x|1, îïðåäåëåííîé â (2.5.9).
Âûáåðåì åäèíèöó

ζ = εp11 · · · ε
pt
t . (8.3.5)

Äëÿ íåå, ñîãëàñíî ñâîéñòâó (7.3.3), èìååì

x(ζ) = p1x(ε1) + . . .+ ptx(εt). (8.3.6)

Èç (8.3.2) è (8.3.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

qd = qβ1x(ε1) + . . .+ qβtx(εt),
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èç êîòîðîãî è (8.3.6) íàõîäèì ðàçíîñòü

qd− x(ζ) = (qβ1 − p1)x(ε1) + . . .+ (qβt − pt)x(εt).

Çàïèøåì âåêòîðû
x(εi) = (x1(εi), . . . , xt+1(εi)) (8.3.7)

â êîîðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâà Rt+1. Òîãäà ðàçíîñòü âåêòîðîâ qd−x(ζ) â ñèëó (8.3.4)
îöåíèâàåòñÿ êàê

|qd− x(ζ)|1 ≤ η′, (8.3.8)

ãäå ñïðàâà îáîçíà÷èëè η′ = η (t+ 1)maxε è

maxε = max
1 ≤ i ≤ t

1 ≤ j ≤ t+ 1

|xj(εi)|. (8.3.9)

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

ϱ = (ϱ1, . . . , ϱt+1) = x(ζ)− qd,

òî äëÿ âåêòîðà x(ζ) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

x(ζ) = qd+ ϱ, (8.3.10)

ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðà ϱ ïî (8.3.8) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|ϱ1| ≤ η′, . . . , |ϱt| ≤ η′. (8.3.11)

Ïî îïðåäåëåíèþ (7.3.2) çàïèñûâàåì

x(ζ) = (ln|ζ(1)|, ln|ζ(2)|, . . . , ln|ζ(r)|, 2 ln|ζ(r+1)|), . . . , 2 ln|ζ(r+c)|), (8.3.12)

à ïî (8.3.2) èìååì
qd = (qd,−q, . . . ,−q,−2q, . . . ,−2q). (8.3.13)

Ïîýòîìó ñðàâíèâàÿ êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ è èñïîëüçóÿ (8.3.10) è (8.3.12),
(8.3.13), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

ln ζ = ln|ζ(1)| = qd+ ϱ1 (8.3.14)

è
ln|ζ(i)| = −q + ϱi äëÿ îñòàëüíûõ i ≥ 2. (8.3.15)

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò

ln ζ1/d + ln|ζ(i)| = ϱ′i, (8.3.16)

ãäå
ϱ′i = ϱ1/d+ ϱi. (8.3.17)
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Èç (8.3.16) âûâîäèì ñâÿçü ìåæäó ζ è åå ñîïðÿæåííûìè ζ(i):

|ζ(i)| = ζ−1/d exp(ϱ′i) (8.3.18)

äëÿ âñåõ i ≥ 2. Çäåñü äëÿ ïîêàçàòåëÿ ϱ′i, ñîãëàñíî (8.3.17) è (8.3.11), âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà

|ϱ′i| ≤ 2η′. (8.3.19)

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (8.3.18) â áîëåå óäîáíîé ôîðìå

|ζ(i)| = ζ−1/d+θi , (8.3.20)

ãäå i ≥ 2 è θi = ϱ′i/ln ζ.

Ïðåäëîæåíèå 8.3.1 Ïóñòü ε = {ε1, . . . , εt} � íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà îñ-
íîâíûõ åäèíèö âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ F èç (7.3.1) ñòåïåíè d + 1,
ζ � åäèíèöà (8.3.5), çàâèñÿùàÿ îò η > 0, è ζ(i) � åå ñîïðÿæåííûå. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà ηε > 0, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ñèñòåìû åäèíèö ε, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) åñëè ïàðàìåòð η ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

0 < η < ηε, (8.3.21)

òî ζ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé Ïèçî (7.3.4);
2) ñîïðÿæåííûå ζ(i), ãäå ζ = ζ(1), ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

max
2≤i≤t

|ζ(i)| = ζ−1/d+θ (8.3.22)

ñ ïîêàçàòåëåì
0 < θ ≤ cεη, (8.3.23)

ãäå êîíñòàíòà cε > 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðà η èç (8.3.21).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óäîáíî íà÷àòü ñ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå (8.3.19) è (8.3.20), â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ θ â ðàâåíñòâå (8.3.22)
âûáåðåì

θ = max
2≤i≤t+1

θi =
1

ln ζ
max

2≤i≤t+1
ϱ′i. (8.3.24)

Èç (8.3.8) è (8.3.9) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

max
2≤i≤t+1

ϱ′i ≤ 2η′ ≤ 2η (t+ 1)maxε.

Ïîýòîìó θ ≤ cεη, ãäå

cε =
2

ln ζ
(t+ 1)maxε, (8.3.25)

÷òî äîêàçûâàåò ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (8.3.23).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåâîãî íåðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ íîðìîé

NormF/Q(ζ) = ζ(1) · · · ζ(r) · |ζ(r+1)|2 · · · |ζ(r+c)|2 = ±1. (8.3.26)
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Îöåíèâàÿ âåëè÷èíó |NormF/Q(ζ)| ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (8.3.22), ïîëó÷àåì

1 = |NormF/Q(ζ)| ≤ ζ (ζ−1/d+θ)r−1+2c = ζ (ζ−1/d+θ)d = ζdθ,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî íåðàâåíñòâà θ > 0.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ζ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé Ïèçî. Åñëè ïàðàìåòð η > 0

âûáèðàòü ìåíüøå íåêîòîðîé ãðàíèöû ηε > 0, òî èç ôîðìóë (8.3.14) è (8.3.15)
áóäóò âûòåêàòü íåðàâåíñòâà ln ζ = ln|ζ(1)| > 0 è ln|ζ(i)| < 0 äëÿ 2 ≤ i ≤ t + 1, èç
êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ζ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì â
îïðåäåëåíèè (7.3.4) åäèíèö Ïèçî.

�
×èñëà ζ = ζη > 1, îòâå÷àþùèå ïàðàìåòðó η èç èíòåðâàëà (8.3.21) áóäåì íà-

çûâàòü ëîêàëèçîâàííûìè åäèíèöàìè Ïèçî. Èõ îñíîâíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì,
÷òî ìîäóëè âñåõ ñîïðÿæåííûõ ζ(i) ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ζ−1/d − δη ≤ |ζ(i)| ≤ ζ−1/d + δη (8.3.27)

äëÿ 2 ≤ i ≤ t + 1, ãäå âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ δη ↓ 0, åñëè η → 0. Ñâîéñòâî ëîêà-
ëèçàöèè (8.3.27) åäèíèö Ïèçî ζ âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8.3.10) è íåðàâåíñòâ
(8.3.11). Äàííîå ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî ìàëîìó îòíîñèòåëüíîìó ðàçáðîñó ñîïðÿ-
æåííûõ åäèíèö ζ(i) äëÿ âñåõ 2 ≤ i ≤ t+ 1.

Çàìå÷àíèå 8.3.1 Èñïîëüçóÿ ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò ïî-
äðîáíî èçëîæåí â ãëàâå 9, ìîæíî â ÿâíîì âèäå ñòðîèòü óêàçàííûå âûøå ëîêà-
ëèçîâàííûå åäèíèöû Ïèçî ζ = ζη, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â òåîðåìå 8.3.1 è êîòîðûå
îáëàäàþò ñâîéñòâîì (8.3.27). ×òîáû ïðèìåíèòü ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì,
íåîáõîäèìî çíàòü íåêîòîðóþ ïîëíóþ ñèñòåìó åäèíèö ε1, . . . , εt.

8.3.2 Ìîäóëüíàÿ ìàòðèöà Ïèçî.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7.4.1 ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ â (7.4.20) ìîäóëüíàÿ
ìàòðèöà Ïèçî Pα èëè êðàòêî � ìàòðèöà Ïèçî, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

Pαα̂ = λ · α̂, (8.3.28)

ãäå α̂ � ñòîëáåö (7.4.14) è
λ = ζν > 1 (8.3.29)

� åäèíèöà Ïèçî (7.3.4).
Åñëè ζ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé åäèíèöåé Ïèçî (8.3.27), òî Pα áóäåì òàêæå

íàçûâàòü ëîêàëèçîâàííîé ìàòðèöåé Ïèçî.

8.4 Äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà

8.4.1 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ çíàìåíàòåëåé.

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâà (7.8.12)
íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pa,max

Qa,max
. Äëÿ ýòîãî

íàì ïîòðåáóåòñÿ îäèí àñèìïòîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò î Qa,max.
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Ëåììà 8.4.1 Ïóñòü Qa,max � çíàìåíàòåëè òî÷åê Ôàðåÿ Pa,max

Qa,max
èç (7.8.2). Äëÿ

íèõ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

Qa,max = κλa +O(λa
2,max) (8.4.1)

ïðè a→ +∞. Çäåñü λ > 1 � åäèíèöà Ïèçî (8.3.29), çíà÷åíèå λ2,max, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâó |λ2,max| < 1, îïðåäåëåíî â (7.5.16) è êîýôôèöèåíò κ > 0 íå
çàâèñèò îò a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (7.7.8) ñëåäóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

Qa,i = κiλ
a +O(λa

2,max) (8.4.2)

äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , d, ãäå |λ2,max| < 1 ñîãëàñíî (7.5.16) è ïðåäëîæåíèþ 7.4.1. Ïî
îïðåäåëåíèþ òî÷åê Ôàðåÿ (7.8.2) èìååì

Qa,max = Qa,1 + . . .+Qa,d. (8.4.3)

Ïîýòîìó ñêëàäûâàÿ âñå ðàâåíñòâà (8.4.2), ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
(8.4.1) ñ êîýôôèöèåíòîì

κ = κ0 + κ1 + . . .+ κd. (8.4.4)

Ïîêàæåì, ÷òî κ > 0. Äàííîå íåðàâåíñòâî áóäåò âûòåêàòü èç óæå äîêàçàííîãî
ðàçëîæåíèÿ (8.4.1), åñëè áóäåò èçâåñòíî, ÷òî

Qa,max → +∞ ïðè a→ +∞. (8.4.5)

Ïî (8.3.28) ñòîëáåö α̂ =


α1
...
αd

1

 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì Pαα̂ = λ · α̂ äëÿ ìàòðèöû

Ïèçî Pα èç (7.4.20) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ > 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó
(7.7.16) ñóùåñòâóåò ñâÿçü

va,i =

(
...

Qa,i

)
= Pa

αv0,i

÷èñåë Qa,i ñ ìàòðèöåé Pα. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî Qa,i → +∞ ïðè a → +∞; è
òîãäà èç (8.4.3) áóäåò ñëåäîâàòü (8.4.5).

�

8.4.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (8.4.1) â ñîâîêóïíîñòè ñ ïðåäëîæåíèåì 8.3.1,
ñîäåðæàùèì ôîðìóëó î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ åäèíèö Ïèçî, ïîçâîëÿþò îöåíêó
(7.8.12) ïðåäñòàâèòü íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ çíàìåíàòåëåé Qa,max ïîäõîäÿ-

ùèõ äðîáåé Pa,max

Qa,max
.
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Òåîðåìà 8.4.1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.8.2 äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî θ > 0 ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ìàòðèöà Ïèçî Pα èç (8.3.28), ÷òî âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà ∣∣∣α− Pa,max

Qa,max

∣∣∣
1
≤ c

Q
1+ 1

d
−θ

a,max

(8.4.6)

äëÿ âñåõ a ≥ aα,θ. Çäåñü êîíñòàíòû aα,θ > 0 è c = cα,θ > 0 íå çàâèñÿò îò a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (8.3.29) èìååì λ = ζν . Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ
(7.5.16) è ïðåäëîæåíèå 8.3.1, íàõîäèì çíà÷åíèå

λ2,max = max
2≤i≤t

|λ(i)| = λ−1/d+θ (8.4.7)

ñ ïîêàçàòåëåì 0 < θ ≤ cεη. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 8.4.1 è (8.4.7), âûâîäèì íåðàâåíñòâî

ϱa =
λa
2,max

λa
≤ c′

Q
1+ 1

d
−θ

a,max

(8.4.8)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c′ > 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a ≥ aα,θ, ãäå ϱ
áûëî îïðåäåëåíî â (7.8.13). Òåïåðü îöåíêà (8.4.6) âûòåêàåò èç òåîðåìû 7.8.2 è
íåðàâåíñòâà (8.4.8).

�

8.4.3 Äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷åê.

Äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó äëÿ âåùåñòâåííîé òî÷êè α ∈ Rd îïðåäåëèì êàê ñó-
ïðåìóì ïîêàçàòåëåé Θ, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− pa

qa

∣∣∣ ≤ 1

q1+Θ
a

(8.4.9)

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé pa ∈ Zd è qa = 1, 2, 3, . . .

Ñëåäñòâèå 8.4.1 Äëÿ âåùåñòâåííîé ïîëíîé òî÷êè α = (α1, . . . , αd) ñòåïåíè
deg(α) = d+ 1 äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà Θ èç (8.4.9) ðàâíà

Θ =
1

d
. (8.4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî

Θ ≤ 1

d
(8.4.11)

õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [34], ãë. V-3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíêà ñíèçó

Θ ≥ 1

d
− θ, (8.4.12)

ãäå θ > 0 � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 8.4.1. Òåïåðü
ðàâåíñòâî (8.4.10) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ (8.4.11) è (8.4.12).

�



208 Ãëàâà 8. Ëîêàëèçîâàííûå ìàòðèöû Ïèçî è ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ

Çàìå÷àíèå 8.4.1 Ìåòîä ëîêàëèçîâàííûõ ìàòðèö Ïèçî (8.3.28), (8.3.29) ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ (8.4.6) ñ ïîêàçàòåëåì

θ = 0 (8.4.13)

òîëüêî äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé ðàíãà îäèí (ñì. ïîäðîáíîñòè [2]):
1) âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé;
2) êóáè÷åñêèõ ïîëåé ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì.

Ýòî êàê ðàç òå âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîëÿ, ó êîòîðûõ ãðóïïû åäèíèö
E ïîðîæäàþòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì.

8.5 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Ìèíèìàëüíûå ñèìïëåêñû s ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì îòðåçêîâ Ôà-
ðåÿ. Äâóìåðíûé ñëó÷àé èññëåäîâàí â [52], [57], [62] [63], [100], [106] è äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåí â [73], [109], [31].

Â [30] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö Ïèçî Pα èç (8.3.28), ïîçâîëÿþ-
ùèõ ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ âèäà (8.4.6) ñ ïîêàçàòåëåì θ < 1/d. Ïîñëå òîãî, êàê
áûë ðàçðàáîòàí îáùèé ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè [31], ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ìàò-
ðèöû Ïèçî Pα ñ ëþáûì íàïåðåä çàäàííûì ïàðàìåòðîì η. Ýòî ïîçâîëèëî äëÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé α = (α1, . . . , αd) ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè d+ 1
ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ (8.4.6) ñ ëþáûì ôèêñèðîâàííûì θ > 0. Â íåðàâåíñòâàõ
(8.1.6) äàííûé ïîêàçàòåëü θ = 0. Ñèìïëåêñ-ìîäóëÿðíûì àëãîðèòìîì ïîëó÷èòü
òàêîå çíà÷åíèå âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ïîëåé âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ è êó-
áè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ.

Õîðîøî èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó îáû÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè è ðåêóððåíòíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà [47]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé â
íåðàâåíñòâàõ (8.4.6) òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (8.1.4), íî
óæå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà d+1. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå òàêàÿ ñâÿçü ïðèáëèæå-
íèé ñ ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè áûëà îáíàðóæåíà â [86] (ñì. òàêæå
îáçîðû [65], [97]).
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ðàçëîæåíèÿ

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ cèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë α = (α1, . . . , αd) â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî àë-
ãîðèòìà ëåæèò (d+ 1)-ìåðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî S ñ âëîæåííûìè â íåãî ãèïåð-
ïëîñêîñòÿìè � ÿäåðíîéK è Ôàðåÿ F. Àïïðîêñèìàöèÿ ÷èñåë α öåïíûìè äðîáÿìè
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè F, à ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ íà
ãèïåðïëîñêîñòèK. Ïîêàçàíî, êàê âûáðàòü ëîêàëüíóþ ℘(r)-ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñî ñâîáîäíîé öåëåâîé ôóíêöèåé ℘(r) íà ãèïåðïëîñêîñòè K.

9.1 Ââåäåíèå

Â ãëàâå 7 áûë ïîñòðîåí cèìïëåêñ-ìîäóëüíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ âåùå-
ñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α = (α1, . . . , αd) â ìíîãîìåðíûå ïåðèîäè÷åñêèå
öåïíûå äðîáè. Îñíîâó äàííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿþò:

1) ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ñèìïëåêñû s, ñîäåðæàùèå òî÷êó α;
2) öåëî÷èñëåííûå óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû Ïèçî Pα, äëÿ êîòîðûõ α̂ = (α1,

. . . , αd, 1) � ñîáñòâåííûé âåêòîð.
Ñèìïëåêñ-ìîäóëüíûé àëãîðèòì îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè ñâîáîäíûõ àëãîðèò-

ìîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü, òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ
íàñòðîéêà ýòîãî àëãîðèòìà íà òî÷êó α. Åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè α ïîðîæäàþò
àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå Q(α) = Q(α1, . . . , αd) ñòåïåíè d+ 1, òî óêàçàííûé àëãîðèòì
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ α ïîäõîäÿùèìè öåïíûìè äðîáÿìè ñ ïîêàçàòå-
ëåì, îòëè÷àþùèìñÿ îò íàèëó÷øåãî 1

d
íà ñêîëü óãîäíî ìàëîå ε > 0, çàâèñÿùåãî

îò íàñòðîéêè àëãîðèòìà.
Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ óíèâåðñàëüíûé ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì,

ïðèìåíèìûé ê òî÷êàì α = (α1, . . . , αd) ñ ëþáûìè âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè.
Õîòÿ âî èçáåæàíèå âûðîæäåíèé, ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé èððàöèîíàëü-
íûõ òî÷åê α, êîãäà ÷èñëà 1, α1, . . . , αd ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì öåëûõ

209
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ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Z.
Ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì ðàáîòàåò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âûáèðàåòñÿ öåëå-

âàÿ ôóíêöèÿ ℘(r). Äàííàÿ ôóíêöèÿ è òî÷êà α îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ ℘-ñòðàòåãèþ
ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

s = s0 ⊃ s1 ⊃ . . . ⊃ sn ⊃ . . . ∋ α, (9.1.1)

ñîñòîÿùåé èç d-ìåðíûõ îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ sn ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðøèíàìè.
Ñèìïëåêñû (9.1.1) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè:

1) ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà P
Q
=
(

P1

Q
, . . . , Pd

Q

)
íå ïîïàäàåò

P

Q
/∈ sn (9.1.2)

â ñèìïëåêñ sn, åñëè åå îáùèé çíàìåíàòåëü 1 ≤ Q < Qn, ãäå Qn � çíàìåíàòåëü
òî÷êè Ôàðåÿ

Pn

Qn

=
(Pn1

Qn

, . . . ,
Pnd

Qn

)
(9.1.3)

ñèìïëåêñà sn, ðàâíîé ñóììå Ôàðåÿ âñåõ åãî âåðøèí;
2) åäèíñòâåííîé òî÷êîé P

Q
ñî çíàìåíàòåëåì Q = Qn, ñîäåðæàùåéñÿ â ñèìïëåê-

ñå
P

Q
∈ sn, (9.1.4)

ÿâëÿåòñÿ òî÷êà Ôàðåÿ P
Q
= Pn

Qn
.

Èç âêëþ÷åíèÿ α ∈ sn è ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîñòè (9.1.2)�(9.1.4) ñëåäóåò, ÷òî
òî÷êà Ôàðåÿ Pn

Qn
äàåò íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ èððàöèîíàëüíîé òî÷åêè α

îòíîñèòåëüíî ñèìïëèöèàëüíîé sn-íîðìû

|| · ||sn = || · ||snα , (9.1.5)

äëÿ êîòîðîé â êà÷åñòâå íîðìèðóþùåãî òåëà âûáðàí ñèìïëåêñ sn. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî Pn

Qn
� åäèíñòâåííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà â sn ñî çíàìåíàòåëåì, íå ïðåâîñ-

õîäÿùèì Qn; èëè åñëè çàïèñàòü â òåðìèíàõ sn-íîðìû (9.1.5), òî ñâîéñòâî ìèíè-
ìàëüíîñòè ñèìïëåêñà sn ïðèìåò âèä:

1) åñëè 1 ≤ Q < Qn, òî ∣∣∣∣∣∣P
Q
− α

∣∣∣∣∣∣sn ≥ 1; (9.1.6)

2) åñëè æå Q = Qn è ∣∣∣∣∣∣P
Q
− α

∣∣∣∣∣∣sn < 1, (9.1.7)

òî äðîáü P
Q
=
(

P1

Q
, . . . , Pd

Q

)
åñòü òî÷êà Ôàðåÿ Pn

Qn
.

Â ýòîì ñîñòîèò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìèíèìàëüíîñòè ñèìïëåêñîâ sn â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (9.1.1).
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Â òåîðåìå 9.8.1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà∣∣∣∣α1 −
Pn1

Qn

∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣αd −
Pnd

Qn

∣∣∣∣ ≤ c

Q1+η′
n

(9.1.8)

äëÿ âñåõ n ≥ nη′ . Çäåñü êîíñòàíòà c è íèæíÿÿ ãðàíèöà nη′ äëÿ n îïðåäåëÿþòñÿ âû-
áîðîì ïîêàçàòåëÿ η′ < η(α, ℘), ãäå η(α, ℘) � äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà, çàâèñÿùàÿ
îò èððàöèîíàëüíîé òî÷êè α = (α1, . . . , αd) è öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r). Äèîôàíòîâà
ýêñïîíåíòà (℘-ýêñïîíåíòà) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

η(α, ℘) = sup
n′≥0

inf
n≥n′

− ln ℘(rn)

ln Qn

,

ãäå rn � ÿäðà èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé òîðîâ Td, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêñàì
sn èç (9.1.1). Îòñþäà è (9.1.4) ïðîèñòåêàåò íàçâàíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü
ñèìïëåêñ-ÿäåðíîãî àëãîðèòìà.

Ïðèáëèæåíèå (9.1.8) íåòðèâèàëüíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî η′ > 0.
Äàííîå òðåáîâàíèå ìîæíî óäîâëåòâîðèòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà äèîôàíòîâà ýêñ-
ïîíåíòà η(α, ℘) > 0 � ýòî îñíîâíîå òðåáîâàíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
ïðè âûáîðå öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r).

9.2 Ñèìïëåêñû è ñóïåðñèìïëåêñû

9.2.1 Óíèìîäóëÿðíûå ñèìïëåêñû.

Ôèêñèðóåì îòêðûòûé d-ìåðíûé åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ

△e = △d
e (9.2.1)

ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ e0 = (0, . . . , 0), e1 = (1, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 1) èç
ïðîñòðàíñòâà Rd è ðàññìîòðèì âñå îáðàçû

△d
U = U△d

e (9.2.2)

ñèìïëåêñà (9.2.1) ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé U èç ãðóïïû G0 = GLd+1,0(Z),
îïðåäåëåííîé â (7.2.2). Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), òî ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 7.2.1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà U ∈ G0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷å-
íèå

α ∈ △d
U . (9.2.3)

Ñèìïëåêñ △d
U èç (9.2.2) íàçîâåì áàçèñíûì. Åãî îñíîâíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â

òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì: âåêòîðû, âûõîäÿùèå èç îäíîé åãî âåðøèíû
âî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû, îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ, ò.å. íåêîòîðûé áàçèñ
d-ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè Zd.

Óñëîâèìñÿ è äàëåå ïîä òåðìèíàìè óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ è óíèìîäóëÿðíàÿ
ìàòðèöà ïîíèìàòü áàçèñ ðåøåòêè Zd, ìàòðèöó ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è
îïðåäåëèòåëåì ±1.
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9.2.2 Áàçèñíûé ñèìïëåêñ.

Äëÿ áàçèñíîãî ñèìïëåêñà èç (9.2.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (9.2.3), ââå-
äåì ñîêðàùåíèå

△ = △d
U . (9.2.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ (9.2.1), (9.2.2) ñëåäóåò, ÷òî ñèìïëåêñ △ èìååò öåëî÷èñëåííûå
âåðøèíû

vi = Uei =
Pi

Qi

, (9.2.5)

ãäå ïîëàãàåì Qi = 1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , d. Âåêòîðû

v′i = vi − v0 = V ei (9.2.6)

äëÿ i = 1, . . . , d ñ ìàòðèöåé V ∈ GLd(Z) îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ. Ïîýòîìó
ñèìïëåêñ (9.2.4) èìååò îáúåì

vol△ =
1

d!
. (9.2.7)

9.2.3 Ñóïåðñèìïëåêñ.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé ñóïåðñèìïëåêñ

△̂ = △̂d
U ⊂ Rd+1. (9.2.8)

Îí èìååò d+ 2 âåðøèíû: d+ 1 öåëî÷èñëåííóþ âåðøèíó

v̂i = Ûei =

(
vi
1

)
(9.2.9)

ñ èíäåêñàìè i = 0, 1, . . . , d è åùå îäíó âåðøèíó â íà÷àëå êîîðäèíàò 0 ∈ Rd+1. Èç
(9.2.6) è (9.2.9) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû

v̂i = v̂i − 0

äëÿ i = 0, 1, . . . , d îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ è ïîýòîìó (d + 1)-ìåðíûé
ñóïåðñèìïëåêñ (9.2.8) èìååò îáúåì

vol △̂ =
1

(d+ 1)!
. (9.2.10)

Äàëåå âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò âåêòîðû è èõ êîíöû áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü.
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9.3 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ öåíòðèðîâàííûõ óíèìî-

äóëÿðíûõ áàçèñîâ

9.3.1 Öåíòðèðîâàííûé óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ìíîæåñòâî ðåáåð

V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} (9.3.1)

ñóïåðñèìïëåêñà △̂ èç (9.2.8) îáðàçóþò óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâåRd+1.

Áàçèñíûé ñèìïëåêñ △ èç (9.2.4) ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ñóïåðñèìïëåêñà △̂ è △ ñîäåð-

æèò â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êó α. Òàêîé △̂ íàçîâåì öåíòðèðîâàííûì óíèìî-
äóëÿðíûì ñóïåðñèìïëåêñîì èëè êðàòêî � CU -ñóïåðñèìïëåêñîì.

Åìó îòâå÷àåò öåíòðèðîâàííûé óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ V̂ èç (9.3.1) ( CU -áàçèñ),
öåíòðèðîâàííûé ëó÷îì R+α̂. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ îáëàñòü êîíóñà
R+V̂ ñîäåðæèò ëó÷ R+α̂.

9.3.2 Ïðîñòðàíñòâà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:

S = Rd+1, K = Rd (9.3.2)

� ñóïåðïðîñòðàíñòâî è ÿäåðíîå ïðîñòðàíñòâî (karyon space), âëîæåííîå

K ↪→ K0 ⊂ S (9.3.3)

â S êàê ãèïåðïëîñêîñòü
K0 = {(x, 0) : x ∈ K} (9.3.4)

� ÿäåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

9.3.3 Ïðîåêöèè.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïðîåêöèè:

S
pr0−→ K0

κ0−→ K, (9.3.5)

ãäå

pr0 : (x1, . . . , xd, xd+1) 7→ (x1 − α1xd+1, . . . , xd − αdxd+1, 0) (9.3.6)

� ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ âäîëü âåêòîðà

α̂ =


α1
...
αd

1

 ; (9.3.7)
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è
κ0 : (x1, . . . , xd, 0) 7→ (x1, . . . , xd) (9.3.8)

� èçîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

κ = κ0 ◦ pr0 (9.3.9)

êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé (9.3.6) è (9.3.8).

9.3.4 Öåíòðèðîâàííûå óíèìîäóëÿðíûå áàçèñû è çâåçäû.

Ïóñòü V̂ � öåíòðèðîâàííûé óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ (CU -áàçèñ), îïðåäåëåííûé
â (9.3.1). Åãî ïðîåêöèÿ (9.3.9)

κ : V̂ → r (9.3.10)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ìíîæåñòâî r = {r0, r1, . . . , rd}, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ

ri = κ(v̂i) = vi − α (9.3.11)

äëÿ i = 0, 1, . . . , d â ÿäåðíîì ïðîñòðàíñòâå K èç (9.3.2), (9.3.3).

Ïðåäëîæåíèå 9.3.1 Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21) è V̂ � öåíòðè-
ðîâàííûé óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ (9.3.1), òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ r èç (9.3.10)
îáðàçóåò íåâûðîæäåííóþ çâåçäó (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ r îáðàçóåò çâåç-
äó. Îòîáðàæåíèå (9.3.10) � ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ âäîëü âåêòîðà α̂ èç (9.3.7) �

ïåðåâîäèò ëó÷ R+α̂ â 0 ∈ K è âíóòðåííÿÿ îáëàñòü êîíóñà R+V̂ ñîäåðæèò äàííûé
ëó÷. Ïîýòîìó 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

0 ∈ ∆int(r) (9.3.12)

ñèìïëåêñà∆int(r) ñ âåðøèíàìè â êîíöàõ âåêòîðîâ ri èç ìíîæåñòâà r. Ïî êðèòåðèþ
(1.1.4) èç âêëþ÷åíèÿ (9.3.12) âûâîäèì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ r áóäåò çâåçäîé.

Êàê ñëåäñòâèå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (9.3.10) çàäàåò áèåêöèþ ìåæ-

äó âåêòîðàìè CU -áàçèñà V̂ è ëó÷àìè çâåçäû r.
2. Äîêàçàòåëüñòâî íåâûðîæäåííîñòè çâåçäû r ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî çâåçäà r = {r0, r1, . . . , rd} èç (9.3.10) âûðîæäåíà. Íå óìåíüøàÿ îáù-
íîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà ëó÷åé r01 = r0+r1 ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè
â Rd, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû r2, . . . , rd. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèè (9.3.10) è
(9.3.11) áóäåò âûòåêàòü ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà v̂01 = v̂0 + v̂1 ãèïåðïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåêòîðû α̂, v̂2, . . . , v̂d.

Ïî îïðåäåëåíèþ (9.3.1) âåêòîðû v̂0, v̂1, . . . , v̂d ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó
ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîðû v̂01, v̂2, . . . , v̂d. Çíà÷èò, óêàçàííûå âåêòîðû ïîðîæ-
äàþò ãèïåðïëîñêîñòü â Rd+1 è èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî îíà ñîäåðæèò âåêòîð
α̂, ò.å.

α̂ = λ01v̂01 + λ2v̂2 + . . .+ λdv̂d, (9.3.13)
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ãäå âåêòîðû v̂∗ èìåþò öåëûå ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû. Èç (9.3.7) è (9.3.13) âû-
âîäèì ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè

λ01 + λ2 + . . .+ λd = 1.

Îòñþäà è (9.3.13) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

α̂ = λ2v̂
′
2 + . . .+ λdv̂

′
d + v̂01, (9.3.14)

ãäå
v̂′2 = v̂2 − v̂01, . . . , v̂

′
d = v̂d − v̂01.

Ïåðåïèøåì åãî â ìàòðè÷íîì âèäå

α̂ = V · λ̂. (9.3.15)

Çäåñü V � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà èç d + 1 ñòðîê è d ñòîëáöîâ, ñîñòîÿùèõ èç
âåêòîðîâ v̂′2, . . . , v̂

′
d, v̂01 â (9.3.14), è

λ̂ =


λ2
...
λd

1


� ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ èç (9.3.14). Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

x · V = 0 (9.3.16)

èç d óðàâíåíèé ñ d+1 ïåðåìåííîé x = (x1 . . . xdx0) èìååò íåíóëåâîå öåëî÷èñëåííîå
ðåøåíèå. Óìíîæèì ñòðîêó x íà α̂ èç ðàâåíñòâà (9.3.15). Òîãäà â ñèëó (9.3.16)
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå x · α̂ = 0 èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå �

x1α1 + . . .+ xdαd + x0 = 0 (9.3.17)

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè xi, íåðàâíûìè òîæäåñòâåííî íóëþ. Ïîëó÷åííîå ñîîò-
íîøåíèå (9.3.17) ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ èððàöèîíàëüíîñòè (1.2.21) òî÷êè α.

�

9.3.5 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ öåíòðèðîâàííûõ áàçèñîâ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îòîáðàæåíèå (9.3.10) çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó âåêòîðàìè

CU -áàçèñà V̂ è ëó÷àìè çâåçäû r. Ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæå-
íèåì, òî ñ ïîìîùüþ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

V̂
κ−→ r

↓ σ ↓ σ
V̂ σ κ−→ rσ

(9.3.18)
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ìîæíî ïåðåíåñòè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ ∈ Σ çâåçä (1.1.9) íà äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ CU -áàçèñîâ V̂ .

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðîâàíèé CU -áàçèñîâ V̂ . Ïóñòü
σ′ � äîïîëíèòåëüíîå ñî÷åòàíèå ê σ ∈ Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥσ′ ãèïåðïëîñêîñòü
â Rd+1, ñîäåðæàùóþ âåêòîðû v̂k′j ∈ V̂ ñ èíäåêñàìè k′

j èç σ′ è ëó÷ R+α̂. Åñëè,

äîïóñòèì, äëÿ ñî÷åòàíèÿ σ = {k1, k2} âåêòîð v̂k1 è ñóììà âåêòîðîâ v̂k1 + v̂k2 ëåæàò

ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè Ĥσ′ , òî îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

V̂
σ−→ V̂ σ (9.3.19)

ñâîäèòñÿ ê çàìåíå âåêòîðà v̂k2 íà ñóììó v̂k1 + v̂k2 .

Ïðåäëîæåíèå 9.3.2 Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), òî äëÿ ëþáîãî

σ ∈ Σ ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ V̂ σ, îïðåäåëåííîå â (9.3.18) è (9.3.19),
ñíîâà îáðàçóåò CU -áàçèñ, ò.å. óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ, öåíòðèðîâàííûé ëó÷îì
R+α̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (9.3.19) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-

ñòâî âåêòîðîâ V̂ σ îñòàåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì áàçèñîì â Rd+1.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9.3.1 çâåçäà r èç (9.3.10) íåâûðîæäåíà è, çíà÷èò, äëÿ
íåå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ çâåçäà rσ â äèàãðàììå (9.3.18). Îíà îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì

0 ∈ ∆int(rσ),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ëó÷R+α̂ ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè êîíóñàR+V̂
σ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ V̂ σ ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííûì óíèìîäóëÿð-
íûì áàçèñîì ñ ëó÷îì R+α̂.

�
Îïðåäåëåííûé â (9.3.19) CU -áàçèñ V̂ σ íàçîâåì σ-ïðîèçâîäíûì áàçèñîì.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèÿ 9.3.1 è 9.3.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 9.3.3 1. Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), òî ëþáîé

öåíòðèðîâàííûé óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ V̂ , öåíòðèðîâàííûé ëó÷îì R+α̂, ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûì.

2. Ïðè òîì æå óñëîâèè íà α çâåçäà r = {r0, r1, . . . , rd} èç (9.3.10) òàêæå
áóäåò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ, êàê ïðÿìîå ñëåäñòâèå èç
ïðåäëîæåíèÿ 9.3.2.

2. Ïóñòü V̂ � ïðîèçâîëüíûé CU -áàçèñ (9.3.1) è σ1, σ2, σ3, . . . � ëþáàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèé èç Σ. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ
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êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

V̂
κ−→ r

↓ σ1 ↓ σ1

V̂ σ1
κ−→ rσ1

↓ σ2 ↓ σ2

V̂ σ1σ2
κ−→ rσ1σ2

↓ σ3 ↓ σ3
...

κ−→ ...

(9.3.20)

Èç äîêàçàííûõ ïðåäëîæåíèé 9.3.1 è 9.3.2 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ïîñëåäóþùèé óðî-
âåíü â äèàãðàììå (9.3.20) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäûäóùèì. Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ
ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 9.3.1 è äèàãðàììû (9.3.20) èíäóêöèåé ïî i = 1, 2, 3, . . .
âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ çâåçä rσ1 , rσ1σ2 , rσ1σ2σ3 , . . .

�

Çàìå÷àíèå 9.3.1 Ïåðâîíà÷àëüíî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîñòü çâåçä r = {r0,
r1, . . . , rd} áûëà äîêàçàíà â [23] äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 2.

9.4 Ïðîñòðàíñòâà Ôàðåÿ

9.4.1 Ïðîñòðàíñòâî è ãèïåðïëîñêîñòü Ôàðåÿ.

Âûäåëèì â ñóïåðïðîñòðàíñòâå S èç (9.3.2) åäèíè÷íóþ ãèïåðïëîñêîñòü

F1 = F̂ = {x̂ = (x, 1) : x ∈ F} ⊂ S, (9.4.1)

ãäå
F = Rd. (9.4.2)

Íàçîâåì F1 ãèïåðïëîñêîñòüþ Ôàðåÿ, à F � ïðîñòðàíñòâîì Ôàðåÿ.
Çàäàäèì ïðîåêöèè

S+
pr1−→ F1

φ1−→ F. (9.4.3)

Çäåñü
S+ = {(x1, . . . , xd, xd+1) ∈ S; xd+1 > 0} (9.4.4)

îáîçíà÷àåò âåðõíåå ñóïåðïðîñòðàíñòâî,

pr1 : (x1, . . . , xd, xd+1) 7→ ( x1

xd+1
, . . . , xd

xd+1
, 1) (9.4.5)

� öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ íà ãèïåðïëîñêîñòü Ôàðåÿ F1 ñ öåíòðîì â 0 ∈ Rd+1 è

φ1 : (x1, . . . , xd, 1) 7→ (x1, . . . , xd) (9.4.6)

� èçîìîðôèçì. Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç

φ = φ1 ◦ pr1 (9.4.7)

êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé (9.4.5) è (9.4.6).
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9.4.2 Ñóììà Ôàðåÿ òî÷åê.

Äàííûå íàìè íàçâàíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ F è F1 îáúÿñíÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.4.1 Ïðè îòîáðàæåíèè

φ : S+ −→ F (9.4.8)

èìååò ìåñòî ñîãëàñîâàíèå îïåðàöèé

φ(x+ y) = φ(x)+̂φ(y), (9.4.9)

ãäå ñïðàâà

( x1

xd+1
, . . . , xd

xd+1
) +̂ ( y1

yd+1
, . . . , yd

yd+1
) = ( x1+y1

xd+1+yd+1
, . . . , xd+yd

xd+1+xd+1
) (9.4.10)

� ñóììà Ôàðåÿ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (9.4.4) ñëåäóåò, ÷òî ñóïåðïðîñòðàíñòâî S çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ x + y. Ôîðìóëà (9.4.9) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé (9.4.3)�(9.4.7) è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ Ôàðåÿ (9.4.10).

�

9.5 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ öåíòðèðîâàííûõ ñèìïëåê-

ñîâ

9.5.1 Öåíòðèðîâàííûå óíèìîäóëÿðíûå ñèìïëåêñû.

Ïóñòü
V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d}

� ïðîèçâîëüíûé öåíòðèðîâàííûé óíèìîäóëÿðíûé áàçèñ, öåíòðèðîâàííûé ëó÷îì
R+α̂. Ïîäåéñòâóåì íà íåãî

S ⊃ V̂
φ−→ s ⊂ F (9.5.1)

ïðîåêöèåé φ èç (9.4.8). Îáðàçîì áóäåò ñèìïëåêñ

s = {v0, v1, . . . , vd}, (9.5.2)

èìåþùèé ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû

vi = φ(v̂i) =
Pi

Qi

=
(Pi1

Qi

, . . . ,
Pid

Qi

)
(9.5.3)

ñ èíäåêñàìè i = 0, 1, . . . , d.
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Çàìå÷àíèå 9.5.1 1. ×òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû îòîæäåñòâëÿåì
ñèìïëåêñ s ñ ìíîæåñòâîì åãî âåðøèí {v0, v1, . . . , vd}.

2. Â îïðåäåëåíèè (9.5.3) âåðøèíû vi ïîëó÷àþòñÿ, êàê îáðàçû êîíöîâ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ v̂i.

Ïî îïðåäåëåíèþ CU -áàçèñà V̂ ëó÷ R+α̂ ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè êî-
íóñà R+V̂ . Îòñþäà è (9.4.7) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà

α = φ(R+α̂) = φ(α̂) (9.5.4)

áóäåò âíóòðåííåé òî÷êîé ñèìïëåêñà s ⊂ F. Íàçîâåì s öåíòðèðîâàííûì òî÷êîé
α ñèìïëåêñîì.

9.5.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñèìïëåêñîâ.

Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

V̂
φ−→ s

↓ σ ↓ σ
V̂ σ φ−→ sσ,

(9.5.5)

ïåðåíåñåì îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ ∈ Σ öåíòðèðîâàííûõ óíèìîäóëÿðíûõ
áàçèñîâ V̂ íà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ öåíòðèðîâàííûõ ñèìïëåêñîâ (9.5.2).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðîâàíèé ñèìïëåêñîâ s ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì. Ïóñòü σ = {k1, k2} è σ′ � äîïîëíèòåëüíîå ñî÷åòàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Hσ′ ãèïåðïëîñêîñòü â Rd, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíû vk′j ñèìïëåêñà s ñ èíäåê-

ñàìè k′
j èç σ′ è òî÷êó α Åñëè äëÿ ñî÷åòàíèÿ σ = {k1, k2} âåðøèíà vk1 è ñóììà

âåðøèí vk1+̂vk2 ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè Hσ′ , òî îïåðàöèÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

s
σ−→ sσ (9.5.6)

ñèìïëåêñà s ñâîäèòñÿ ê çàìåíå âåðøèíû vk2 íà ñóììó âåðøèí vk1+̂vk2 . Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå âåðøèíà vk1 çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó vk1+̂vk2 .

Èç (9.5.5) è (9.5.6) ñëåäóåò, ÷òî íîâàÿ âåðøèíà vk1+̂vk2 ëåæèò íà ðåáðå, ñîåäè-
íÿþùèì âåðøèíû vk1 è vk2 .

9.6 Ìèíèìàëüíûå ñèìïëåêñû

9.6.1 Ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ñèìïëåêñû.

Ïóñòü îòêðûòûé d-ìåðíûé ñèìïëåêñ s èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû

Pi

Qi

=
(Pi1

Qi

, . . . ,
Pid

Qi

)
(9.6.1)

äëÿ i = 0, 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

Qi > 0, ÍÎÄ (Pi1, . . . , Pid, Qi) = 1. (9.6.2)
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Íàçîâåì s ìèíèìàëüíûì ñèìïëåêñîì, åñëè îí íå ñîäåðæèò

P

Q
/∈ s (9.6.3)

íèêàêîé òî÷êè
P

Q
=
(P1

Q
, . . . ,

Pd

Q

)
, (9.6.4)

êîîðäèíàòû êîòîðîé èìåþò îáùèé çíàìåíàòåëü 1 ≤ Q < Qmax, ãäå èñïîëüçîâàëè
îáîçíà÷åíèå

Qmax = Q0 +Q1 + . . .+Qd. (9.6.5)

Â ïðåäëîæåíèè 7.6.1 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà, ðàâíîñèëüíûå ñâîéñòâó
áûòü ìèíèìàëüíûì ñèìïëåêñîì. Èç äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ òàêæå âûòåêàåò

Òåîðåìà 9.6.1 Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21) è s � ëþáîé öåíòðè-
ðîâàííûì òî÷êîé α ñèìïëåêñ èç äèàãðàììû (9.5.5) ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðøèíàìè
(9.5.3). Òîãäà òàêîé ñèìïëåêñ s ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ (9.5.5) ñèìïëåêñ s ïîëó÷àåòñÿ, êàê ïðîåêöèÿ s =

φ(V̂ ) íåêîòîðîãî öåíòðèðîâàííîãî óíèìîäóëÿðíîãî áàçèñà V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d},
ñîñòîÿùåãî èç âåêòîðîâ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè

v̂0 =


P01
...

P0d

Q0

 , v̂1 =


P11
...

P1d

Q1

 , . . . , v̂d =


Pd1
...

Pdd

Qd

 . (9.6.6)

Ñîñòàâëåííàÿ èç êîîðäèíàò (9.6.6) ìàòðèöà

S =


P01 P11 . . . Pd1

. . .
P0d P1d . . . Pdd

Q0 Q1 . . . Qd

 (9.6.7)

ðàçìåðà d + 1 óíèìîäóëÿðíà. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 2) èç ïðåäëîæåíèÿ 7.6.1,
óáåæäàåìñÿ, ÷òî s � ìèíèìàëüíûé ñèìïëåêñ.

�

9.6.2 Ïðîèçâîäíûå öåíòðèðîâàííûõ ìèíèìàëüíûõ ñèìïëåê-
ñîâ.

Òåîðåìà 9.6.2 Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21) è s � öåíòðèðîâàí-
íûì òî÷êîé α ìèíèìàëüíûé ñèìïëåêñ èç äèàãðàììû (9.5.5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
σ ∈ Σ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè s

σ−→ sσ, îïðåäåëåííîãî â (9.5.6), s ïåðåõîäèò
ñíîâà â ìèíèìàëüíûé ñèìïëåêñ sσ, öåíòðèðîâàííûé òî÷êîé α.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ìèíèìàëüíîñòü ïðîèçâîäíîãî ñèìïëåêñà sσ âûòåêàåò èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 9.3.2 è êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (9.5.5). ×òî êàñàåòñÿ ïðèíàäëåæíî-
ñòè òî÷êè α âíóòðåííîñòè ñèìïëåêñà sσ, òî îíà ñëåäóåò èç òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ
9.3.2 è ðàâåíñòâà (9.5.4).

�

Ïðåäëîæåíèå 9.6.1 Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà è s � öåíòðèðîâàííûì
òî÷êîé α ñèìïëåêñ èç äèàãðàììû (9.5.5). Òîãäà ñèìïëåêñ s áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûé (9.5.6).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 9.3.3 è òåîðåìû 9.6.2.
�

9.7 Àïïðîêñèìàöèÿ

9.7.1 Ñâÿçü ìåæäó ÿäåðíîì ïðîñòðàíñòâîì è ïðîñòðàí-
ñòâîì Ôàðåÿ.

Ìåæäó ÿäåðíîì ïðîñòðàíñòâîì K è ïðîñòðàíñòâîì Ôàðåÿ F ñóùåñòâóåò ñëå-
äóþùàÿ ñâÿçü.

Ëåììà 9.7.1 Ïóñòü òî÷êà x = (x1, . . . , xd, xd+1) ïðèíàäëåæèò âåðõíåìó ñóïåð-
ïðîñòðàíñòâó S+ èç (9.4.4), x = xφ = φ(x) � åå îáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðà-
æåíèÿ (9.4.7), à xκ = κ(x) � îáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ (9.3.9). Òîãäà
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|x− α|1 =
|xκ|1
xd+1

, (9.7.1)

ãäå | · |1 îáîçíà÷àåò ìíîãîãðàííóþ 1-ìåòðèêó (2.5.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü d = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèÿì îòîáðàæåíèé (9.3.9) è (9.4.7) âûïîëíÿåòñÿ ïðîïîðöèÿ

|x− α|
|xκ|

=
1

xd+1

. (9.7.2)

Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè d ïî îòäåëüíûì êîîðäèíàòàì òàêæå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðîïîðöèè (9.7.2).
Ïåðåïèøåì èõ â âèäå ðàâåíñòâ

|x1 − α1| = |xκ
1 |

xd+1
, . . . , |xd − αd| =

|xκ
d |

xd+1
.

Ñëîæåíèå äàííûõ ðàâåíñòâ, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ s-ìåòðèêè (2.5.9), ïðèâîäèò ê
íóæíîìó ðàâåíñòâó (9.7.1).

�
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9.7.2 Áåñêîíå÷íûå èòåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèé.

Ðàññìîòðèì

Ξ = ΣN (9.7.3)

� ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .}, (9.7.4)

ñîñòîÿùèõ èç ïðîèçâîëüíûõ ñî÷åòàíèé σi èç Σ; è ïóñòü

[σ]n = {σ1, σ2, . . . , σn} (9.7.5)

îáîçíà÷àåò îòðåçîê èç ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ, ïðè ýòîì ïîëàãà-
åì, ÷òî [σ]0 = ∅. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ñèìïëåêñà (9.5.6), èíäóê-
öèåé ïî n = 0, 1, 2, . . . îïðåäåëèì [σ]n-ïðîèçâîäíûå

s[σ]n = (s[σ]n−1)σn , (9.7.6)

öåíòðèðîâàííîãî òî÷êîé α ñèìïëåêñà s, ãäå óñëîâèìñÿ s[σ]0 = s äëÿ n = 0.
Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 9.6.1 ñèìïëåêñ s

áóäåò [σ]n-äèôôåðåíöèðóåìûì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n = 0, 1, 2, . . . ïðè ëþáîì âûáîðå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ èç ìíîæåñòâà (9.7.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

S[σ]n =


P

[σ]n
01 P

[σ]n
11 . . . P

[σ]n
d1

. . .

P
[σ]n
0d P

[σ]n
1d . . . P

[σ]n
dd

Q
[σ]n
0 Q

[σ]n
1 . . . Q

[σ]n
d

 (9.7.7)

ìàòðèöû [σ]n-ïðîèçâîäíûõ ñèìïëåêñîâ s[σ]n , îïðåäåëÿåìûõ ïî ïðàâèëó (9.6.1) è
(9.6.7).

Ëåììà 9.7.2 Åñëè α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), òî ïðè ëþáîì âûáîðå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ ∈ Ξ ñèìïëåêñû s[σ]n èç (9.7.6) îáðàçóþò ìîíîòîííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s = s[σ]0 ⊃ s[σ]1 ⊃ . . . ⊃ s[σ]n ⊃ . . . ∋ α. (9.7.8)

Óêàçàííûå ñèìïëåêñû èìåþò îáúåìû vol s[σ]n, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëå

vol s[σ]n =
1

d!

( ∏
0≤i≤d

Q
[σ]n
i

)−1

(9.7.9)

è îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì

vol s[σ]n −→ 0 ïðè n −→ +∞. (9.7.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî (9.7.8) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñèìïëåêñîâ.

Ôîðìóëà (9.7.9) � ýòî ôîðìóëà (7.6.7), ïðèìåíåííàÿ ê ñèìïëåêñàì s[σ]n , ÿâëÿ-
þùèìèñÿ ìèíèìàëüíûìè ñèìïëåêñàìè ïî òåîðåìå 9.6.2. Ñâîéñòâî (9.7.10) âûòå-
êàåò èç ôîðìóëû (9.7.9) ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà çíàìåíàòåëåé âåðøèí ñèìïëåêñîâ

Q
[σ]n
0 +Q

[σ]n
1 + . . .+Q

[σ]n
i −→ +∞ ïðè n −→ +∞. (9.7.11)

�

9.7.3 Ðàäèóñ ïðîèçâîäíûõ çâåçä è ñèìïëåêñîâ.

Ïóñòü [σ]n-ïðîèçâîäíûå r
[σ]n çâåçäû r ñîñòîÿò èç ëó÷åé

r[σ]n = {r[σ]n0 , r
[σ]n
1 , . . . , r

[σ]n
d }, (9.7.12)

è ïóñòü ∆(r[σ]n) � ñèìïëåêñ çâåçäû r[σ]n , èìåþùèé âåðøèíû â êîíöàõ ëó÷åé èç
(9.7.12). Ðàçìåð çâåçä r[σ]n è îòâå÷àþùèõ èì ñèìïëåêñîâ ∆(r[σ]n) áóäåì êîíòðî-
ëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ðàäèóñà çâåçäû è ñèìïëåêñà

ϱ[σ]nmax = ϱmax(r
[σ]n) = ϱmax(∆(r[σ]n)) = max

0≤i≤d
|r[σ]ni |1, (9.7.13)

ðàâíîãî ìàêñèìàëüíîé äëèíå ëó÷åé çâåçäû r[σ]n èëè ðàäèóñó ìèíèìàëüíîé ñôåðû
ñ öåíòðîì â òî÷êå 0, ñîäåðæàùåé çâåçäó r[σ]n è ñèìïëåêñ ∆(r[σ]n).

9.7.4 Óãëû ìåæäó âåêòîðàìè CU-áàçèñîâ ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà n.

Äëÿ áàçèñà (9.3.1) ïî ïðàâèëó (9.6.1) è (9.6.7) îïðåäåëèì [σ]n-ïðîèçâîäíûå
áàçèñû

V̂ [σ]n = {v̂[σ]n0 , v̂
[σ]n
1 , . . . , v̂

[σ]n
d } (9.7.14)

ïîðÿäêà n, ñîñòîÿùèå èç öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ

v̂
[σ]n
0 =


P

[σ]n
01
...

P
[σ]n
0d

Q
[σ]n
0

 , v̂
[σ]n
1 =


P

[σ]n
11
...

P
[σ]n
1d

Q
[σ]n
1

 , . . . , v̂
[σ]n
d =


P

[σ]n
d1
...

P
[σ]n
dd

Q
[σ]n
d

 . (9.7.15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

S[σ]n =


P

[σ]n
01 P

[σ]n
11 . . . P

[σ]n
d1

. . .

P
[σ]n
0d P

[σ]n
1d . . . P

[σ]n
dd

Q
[σ]n
0 Q

[σ]n
1 . . . Q

[σ]n
d

 (9.7.16)
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ìàòðèöû [σ]n-ïðîèçâîäíûõ ñóïåðñèìïëåêñîâ △̂[σ]n , ãäå ñòîëáöû â (9.7.16) � ýòî

êîîðäèíàòû âåðøèí ñóïåðñèìïëåêñà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàçèñ V̂ = V̂ [σ]0 è ñó-
ïåðñèìïëåêñ △̂ = △̂[σ]0 èìåþò íóëåâûå ïîðÿäêè.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå áàçèñû V̂ [σ]n îñòàþòñÿ öåíòðèðîâàííûìè îäíèì
è òåì æå èñõîäíûì ëó÷îì R+α̂.

Èç (9.7.16) ñëåäóåò, ÷òî [σ]n-ïðîèçâîäíûé ñèìïëåêñ s[σ]n èç (9.7.6) èìååò ðà-
öèîíàëüíûå âåðøèíû

v
[σ]n
i =

P
[σ]n
i

Q
[σ]n
i

=
(P [σ]n

i1

Q
[σ]n
i

, . . . ,
P

[σ]n
id

Q
[σ]n
i

)
(9.7.17)

äëÿ i = 0, 1, . . . , d.
Ïóñòü ðàäèóñ [σ]n-ïðîèçâîäíîé r[σ]n çâåçäû r îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ϱ
[σ]n
max = ϱmax(∆(r[σ]n))→ 0 ïðè n→ +∞. (9.7.18)

Çäåñü ϱ
[σ]n
max = ϱmax(∆(r[σ]n)) îáîçíà÷àåò ðàäèóñ (9.7.13) çâåçäû r[σ]n .

Ëåììà 9.7.3 Îáîçíà÷èì ÷åðåç φn
i è φn

ij óãëû ìåæäó âåêòîðàìè v̂
[σ]n
i , α̂ è âåê-

òîðàìè v̂
[σ]n
i , v̂

[σ]n
j èç (9.7.14) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

(9.7.18), òî êîîðäèíàòû Q
[σ]n
i èç (9.7.15) óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó

Q
[σ]n
i → +∞ ïðè n→ +∞ (9.7.19)

è óãëû
φn
i → 0, φn

ij → 0 ïðè n→ +∞ (9.7.20)

äëÿ âñåõ i, j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî (9.7.19) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ çâåçä (1.1.9), òàê êàê èç óñëîâèÿ (9.7.18) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿõ r[σ]n çâåçäû r êàæäûé èç åå ëó÷åé ïîäâåðãàåòñÿ çàìåíå
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðè n = 0, 1, 2, . . .; è â òàêîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ëó÷à óâåëè-
÷èâàåòñÿ êàê ìèíèìóì íà åäèíèöó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (9.7.20) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

|v[σ]ni − α|1 → 0, |v[σ]ni − v
[σ]n
j |1 → 0 ïðè n→ +∞. (9.7.21)

ßñíî, ÷òî âòîðîå ñâîéñòâî â (9.7.21) âûòåêàåò èç ïåðâîãî. ×òîáû åãî âûâåñòè,
ïðèìåíèì ëåììó 9.7.1 è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∣∣∣v[σ]ni − α

∣∣∣
1
=
|r[σ]ni |1
Q

[σ]n
i

, (9.7.22)

ãäå v
[σ]n
i = φ(v̂

[σ]n
i ) � îáðàç âåêòîðà v̂

[σ]n
i îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ (9.4.7) è

r
[σ]n
i = κ(v̂

[σ]n
i ) � îáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ (9.3.9), ÿâëÿþùèéñÿ ëó÷îì

çâåçäû r[σ]n . Òåïåðü ïåðâîå ñâîéñòâî â (9.7.21) áóäåò ñëåäîâàòü èç ðàâåíñòâà
(9.7.22), óñëîâèÿ (9.7.18) è äîêàçàííîãî ñâîéñòâà (9.7.19).

�
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9.7.5 Òî÷êè Ôàðåÿ ïðîèçâîäíûõ ñèìïëåêñîâ.

Ïóñòü [σ]n-ïðîèçâîäíûé ñèìïëåêñ s
[σ]n èç (9.7.6) èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøè-

íû
P

[σ]n
i

Q
[σ]n
i

=
(P [σ]n

i1

Q
[σ]n
i

, . . . ,
P

[σ]n
id

Q
[σ]n
i

)
(9.7.23)

äëÿ i = 0, 1, . . . , d. Îïðåäåëèì äëÿ ñèìïëåêñà s[σ]n åãî òî÷êó Ôàðåÿ

P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

=
P

[σ]n
0

Q
[σ]n
0

+̂
P

[σ]n
1

Q
[σ]n
1

+̂ . . . +̂
P

[σ]n
d

Q
[σ]n
d

. (9.7.24)

9.7.6 Îñíîâíàÿ òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè.

Òåîðåìà 9.7.1 Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .}
� ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9.7.4) ñî÷åòàíèé σi èç ìíî-
æåñòâà Σ è s[σ]n � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ñèìïëåêñû (9.7.6). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñèìïëåêñû s[σ]n îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè:

P

Q
/∈ s[σ]n , (9.7.25)

åñëè 1 ≤ Q < Q
[σ]n
max; åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

P

Q
∈ s[σ]n (9.7.26)

ñî çíàìåíàòåëåì Q = Q
[σ]n
max åñòü òî÷êà Ôàðåÿ P

Q
= P

[σ]n
max

Q
[σ]n
max

, îïðåäåëåííàÿ â (9.7.24).

2. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà∣∣∣∣α− P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

∣∣∣∣
1

≤ ϱ
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

(9.7.27)

äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . Çäåñü ϱ
[σ]n
max = ϱmax(∆(r[σ]n)) îáîçíà÷àåò ðàäèóñ [σ]n-ïðîèçâîäíîé

r[σ]n çâåçäû r, îïðåäåëåííûé â (9.7.13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî (9.7.25) ñëåäóåò èç òåîðåì 9.6.1 è 9.6.2, à âêëþ÷å-

íèå (9.7.26) � èç îïðåäåëåíèÿ (9.7.24) òî÷êè Ôàðåÿ P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

. Íåðàâåíñòâà (9.7.27)

âûòåêàþò èç âêëþ÷åíèÿ (9.7.26) è ëåììû 9.7.1.

�
Îïèñàííûé â òåîðåìå 9.8.1 ñïîñîá ïðèáëèæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ èððàöèîíàëü-

íîñòåé α íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñ-ÿäåðíûì àëãîðèòìîì èëè êðàòêî � SK-
àëãîðèòìîì.
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Çàìå÷àíèå 9.7.1 Ñîãëàñíî (9.7.10) ïðè ëþáîì âûáîðå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ σ èç (9.7.4) îòâå÷àþùèå èì ñèìïëåêñû s[σ]n áóäóò îá-
ëàäàòü ñâîéñòâîì vol s[σ]n −→ 0 ïðè n −→ +∞. Íåðàâåíñòâà (9.7.27) áóäóò
íåòðèâèàëüíû òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà

ϱmax(∆(r[σ]n)) −→ 0 ïðè n −→ +∞. (9.7.28)

Îïèñàíèþ òîãî, êàê ìîæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ñâîéñòà (9.7.28), ïîñâÿùåí
ñëåäóþùèé ðàçäåë.

9.8 Ëîêàëüíûå ñòðàòåãèè

9.8.1 Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ.

Èç íåðàâåíñòâ (9.7.27) âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå èððàöèîíàëüíîé òî÷êè α =

(α1, . . . , αd) ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè
P

[σ]n
max

Q
[σ]n
max

� òî÷êàìè Ôàðåÿ èç (9.7.24) çàâèñèò îò

âåëè÷èíû ðàäèóñà ϱ
[σ]n
max ïðîèçâîäíîé çâåçäû r[σ]n .

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìè ïðîèçâîäíûå çâåçäû r[σ]n îïðåäåëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîèçâîäíûõ (9.7.4) èç ìíîæåñòâà Ξ = ΣN. ×òîáû êàê-òî
óïîðÿäî÷èòü âûáîð ïðîèçâîäíûõ σn èç Σ, âõîäÿùèõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ,
ìîæíî, íàïðèìåð, ââåñòè öåëåâóþ ôóíêöèþ ℘(r) ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâàì:

℘(r) ≥ ℘(r′), åñëè ∆(r) ⊃ ∆(r′), (9.8.1)

ãäå r, r′ � äâå ïðîèçâîëüíûå çâåçäû è ∆(r), ∆(r′) � îòâå÷àþùèå èì ñèìïëåêñû;

ϱmax(r) ≤ c ℘(r) (9.8.2)

ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùåé îò çâåçäû r.
Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ℘(r) ≥ 0 óæå çàäàíà, òî åå ìîæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü

äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðàòåãèè âûáîðà ïðîèçâîäíûõ σn ∈ Σ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .}, ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî n = 0, 1, 2, . . .:

℘(r[σ]n) = min
σ′
n∈Σ

℘(r[σ
′]n), (9.8.3)

ãäå ÷åðåç
[σ]n = {σ1, σ2, . . . , σn} è [σ′]n = {σ1, σ2, . . . , σ

′
n}

îáîçíà÷åíû îòðåçêè äëèíû n. Îïðåäåëåííóþ â (9.8.3) ñòðàòåãèþ áóäåì íàçûâàòü
℘-ñòðàòåãèåé, ÿâíî óêàçûâàÿ íà åå çàâèñèìîñòü îò öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r) èç
(9.8.1), (9.8.2).

9.8.2 Äèîôàíòîâû ýêñïîíåíòû.

Èç íåðàâåíñòâ (9.7.27) è (9.8.2) ñëåäóåò, ÷òî âûáðàííàÿ ℘-ñòðàòåãèÿ ïðèìåíè-
òåëüíî ê äàííîé òî÷êå α ñðàáàòûâàåò, åñëè

℘(r[σ]n)→ 0 (9.8.4)
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ïðè n → +∞. Åñëè æå ïîïûòàòüñÿ êàê-òî êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ℘-ñòðàòåãèþ,
òî ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó , òî÷íåå
� ℘-ýêñïîíåíòó

η = η(α, ℘) = sup
n′≥0

inf
n≥n′

− ln ℘(r[σ]n)

ln Q
[σ]n
max

. (9.8.5)

Ðîëü äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòû (9.8.5) âèäíà èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 9.8.1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 9.7.1, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
℘(r) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (9.8.1), (9.8.2) è ïî ℘-ñòðàòåãèè (9.8.3) ïî-
ñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .}
èç ìíîæåñòâà Ξ = ΣN. Êðîìå òîãî, ïóñòü η′ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâó η′ < η, ãäå η = η(α, ℘) � äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà (9.8.5).
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∣∣∣∣α− P

[σ]n
max

Q
[σ]n
max

∣∣∣∣
1

≤ c

(Q
[σ]n
max)1+η′

(9.8.6)

äëÿ âñåõ n ≥ nη′. Çäåñü c � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà (9.8.2) è íèæíÿÿ ãðàíèöà
nη′ äëÿ n îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ïîêàçàòåëÿ η′ è çàâèñèò îò èððàöèîíàëüíîé
òî÷êè α = (α1, . . . , αd) è öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (9.7.27) â òåîðåìå 9.7.1
è îïðåäåëåíèÿ (9.8.5) äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòû η.

�
Çàìå÷àíèå 9.8.1 Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (9.8.6) íåòðèâèàëüíî òîëüêî, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî η′ > 0. Äàííîå òðåáîâàíèå ìîæíî óäîâëåòâîðèòü
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà

η = η(α, ℘) > 0. (9.8.7)

Òàêèì îáðàçîì, ïîäáèðàÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ ℘(r) â (9.8.1), (9.8.2) íåîáõîäèìî
ñëåäèòü çà îãðàíè÷åíèåì (9.8.7). Ïðè ýòîì, åñëè äëÿ äâóõ òàêèõ ôóíêöèé ℘(r)
è ℘′(r) áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî η(α, ℘) > η(α, ℘′), òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
℘(r) áóäåò, åñòåñòâåííî, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ÷åì ℘′(r).

9.8.3 Ìíîãîøàãîâûå ñòðàòåãèè.

Îïðåäåëåííóþ â (9.8.3) ℘-ñòðàòåãèþ, åñòåñòâåííî íàçâàòü îäíîøàãîâîé. Åñëè
âîçíèêíåò çàäà÷à óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòû (9.8.7) è, çíà-
÷èò, óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ â íåðàâåíñòâå (9.8.6), òî äëÿ ýòîãî ìîæ-
íî ïîïûòàòüñÿ èñêàòü äðóãóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ ℘′(r) èëè, íå ìåíÿÿ èñõîäíóþ
ôóíêöèþ ℘(r), ïðèìåíèòü ìíîãîøàãîâóþ ñòðàòåãèþ:

min
σn+1 ∈ Σ,

. . .
σn+ω−1 ∈ Σ

℘(r[σ]n+ω−1) = min
σ′
n ∈ Σ,

σn+1 ∈ Σ,
. . .

σn+ω−1 ∈ Σ

℘(r[σ
′]n+ω−1), (9.8.8)
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ãäå ÷åðåç
[σ]n+ω−1 = {σ1, σ2, . . . , σn, σn+1, . . . , σn+ω−1}

è
[σ′]n+ω−1 = {σ1, σ2, . . . , σ

′
n, σn+1, . . . , σn+ω−1}

îáîçíà÷åíû îòðåçêè äëèíû n+ω−1 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ = {σ1, σ2, . . . , σn, . . .}.
Åñëè îòðåçîê [σ]n−1 óæå ïîñòðîåí, òî ñëåäóþùèé îòðåçîê [σ]n íàõîäèòñÿ ïî ïðà-
âèëó (9.8.8). Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì ñòðàòåãèþ áóäåì íàçûâàòü ω-øàãîâîé
ñòðàòåãèåé ñ îöåíî÷íîé ôóíêöèåé ℘(r) èëè êðàòêî � ℘ω-ñòðàòåãèåé. Ñòðàòåãèÿ
èç (9.8.3) � ýòî îäíîøàãîâàÿ ℘1-ñòðàòåãèÿ.

Çàìå÷àíèå 9.8.2 Âñå îïðåäåëÿåìûå òàêèì îáðàçîì ñòðàòåãèè îòíîñÿòñÿ ê
êëàññó ëîêàëüíûõ, êîãäà êàæäûé øàã îïðåäåëÿåòñÿ ïî âîçìîæíûì ðåçóëüòà-
òàì êîíå÷íîãî îòðåçêà ñëåäóþùèõ çà íèì øàãîâ.

9.9 ×èñëîâûå ïðèìåðû

9.9.1 Ñòåïåíü òî÷êè.

Îïðåäåëèì ñòåïåíü degα ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé òî÷êè α = (α1, . . . , αd)
èç Rd ðàâåíñòâîì (ñð. (7.4.12))

degα = deg Q(α)/Q = [Q(α) : Q], (9.9.1)

ãäå Q(α) � ïîëå, ïîëó÷åííîå ðàñøèðåíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q äîáàâëå-
íèåì ê íåìó ÷èñåë α1, . . . , αd è deg Q(α)/Q îáîçíà÷àåò ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q(α)
íàä ïîëåì Q.

Ïî îïðåäåëåíèþ (9.9.1) òî÷êà α áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè åå ñòåïåíü

degα < +∞. (9.9.2)

ßñíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ òî÷êà α èìååò àëãåáðàè÷åñêèå êîîðäèíàòû è îáðàò-
íî. Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ òî÷êà α ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

Q[α] = Q(α). (9.9.3)

Çäåñü Q[α] = Q[1, α1, . . . , αd] îáîçíà÷àåò ìîäóëü ñ áàçèñîì {1, α1, . . . , αd} íàä ïî-
ëåì Q. Åñëè α � ïîëíàÿ òî÷êà, òî åå ñòåïåíü (9.9.1) ðàâíà

degα = d+ 1. (9.9.4)

9.9.2 Ëîêàëüíûå è óðåçàííûå äèîôàíòîâû ýêñïîíåíòû.

Îïðåäåëåííàÿ â (9.8.5) äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà η = η(α, ℘) èìååò â áîëüøåé
ñòåïåíè ÷èñòî òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëîâûìè äàííûìè óäîáíåå
îïèðàòüñÿ íà ëîêàëüíûå ℘-ýêñïîíåíòû

ηn = ηn(α, ℘) =
− ln ℘(r[σ]n)

ln Q
[σ]n
max

(9.9.5)
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ñ èíäåêñàìè n = 1, 2, 3, . . . Êðîìå ëîêàëüíûõ ýêñïîíåíò, ìû áóäåì òàêæå èñïîëü-
çîâàòü óðåçàííûå ℘-ýêñïîíåíòû

ηN,Q = ηN,Q(α, ℘) = min
n ≤ N,

Q
[σ]n
max ≥ Q

ηn(α, ℘). (9.9.6)

9.9.3 Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëîâûõ ïðèìåðîâ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ðàçìåðíîñòè d =
2. Çäåñü è äàëåå â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r) âûáåðåì

℘(r) = |r0|1 + |r1|1 + |r2|1 (9.9.7)

� ñóììó äëèí ëó÷åé çâåçäû r = {r0, r1, r2} â ðîìáè÷åñêîé 1-ìåòðèêå (2.5.9).
Ôóíêöèÿ (9.9.7) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì (9.8.1) è (9.8.2). Äëÿ òàêîé ôóíêöèè
êîíñòàíòà c = 1 â íåðàâåíñòâå (9.8.2).

×èñëîâûå ïðèìåðû íà÷íåì ñ òî÷åê α = (α1, α2), èìåþùèõ òðàíñöåíäåíòíûå
êîîðäèíàòû α1, α2. Ñòåïåíü (9.9.1) òàêèõ òî÷åê α ðàâíà

degα = +∞. (9.9.8)

Â êà÷åñòâå òðàíñöåíäåíòíûõ òî÷åê âûáðàíû α = (π, π2) è α = (e, e2), ãäå
e = 2.718... � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà. Íà ðèñ. 9.1 è ðèñ. 9.2 ïî
ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé 1 ≤ n ≤
102, à ïî âåðòèêàëüíîé � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñïîíåíò ηn =
ηn(α, ℘) èç (9.9.5) ñ îãðàíè÷åíèåì íà çíàìåíàòåëè

Q[σ]n
max ≥ 103 (9.9.9)

ïîäõîäÿùèõ äâóìåðíûõ äðîáåé P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

â íåðàâåíñòâàõ (9.7.27) è (9.8.6). Óñëîâèå

(9.9.9) ââåäåíî äëÿ íà÷àëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà ïðèáëèæåíèÿ

P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

→ α ïðè n→ +∞

ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè òî÷åê α.
Íàïîìíèì ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë π è e â îáû÷íûå öåïíûå äðîáè:

π = [3; 7, 15, 1,292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, . . .] (9.9.10)

è

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, . . .]. (9.9.11)

Ñîïîñòàâëÿÿ ãðàôèêè íà ðèñ. 9.1 è ðèñ. 9.2 ñ ðàçëîæåíèÿìè â öåïíûå äðîáè
(9.9.10) è (9.9.11), íàáëþäàåì çàìåòíóþ êîððåëÿöèþ ìåæäó ïèêàìè íà ãðàôèêàõ
è âñòðå÷àþùèìèñÿ áîëüøèìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè â ðàçëîæåíèÿõ ÷èñåë π è e.
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Ðèñ. 9.1. Ãðàôèê ëîêàëüíûõ ℘-ýêñïîíåíò ηn
äëÿ òðàíñöåíäåíòíîé òî÷êè α = (π, π2) ñòåïåíè degα = +∞.
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Ðèñ. 9.2. Ãðàôèê ëîêàëüíûõ ℘-ýêñïîíåíò ηn
äëÿ òðàíñöåíäåíòíîé òî÷êè α = (e, e2) ñòåïåíè degα = +∞.

9.9.4 Áèêâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé òî÷êè âîçüìåì α = (
√
2,
√
3). Ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàíñ-

öåíäåíòíûìè òî÷êàìè α = (π, π2) è α = (e, e2), åå êîîðäèíàòû α1 =
√
2 è α2 =

√
3
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ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè íàèìåíüøåé ñòåïåíè 2. Â îòëè-
÷èå îò (9.9.8), äàííàÿ òî÷êà α èìååò ñòåïåíü

deg ((
√
2,
√
3)) = deg Q(

√
2,
√
3)/Q = 4. (9.9.12)

Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè
√
2 è
√
3 ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñëåäóþùèå ïåðè-

îäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè:
√
2 = [1; 2] = [1; 2, 2, 2, . . .],

√
3 = [1; 1, 2] = [1; 1, 2, 1, 2, . . .]. (9.9.13)
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Ðèñ. 9.3. Ãðàôèê ëîêàëüíûõ ℘-ýêñïîíåíò ηn
äëÿ íåïîëíîé áèêâàäðàòè÷íîé òî÷êè α = (

√
2,
√
3) ñòåïåíè degα = 4.

Ñíîâà ñîïîñòàâëÿÿ ãðàôèê íà ðèñ. 9.3 ñ ðàçëîæåíèÿìè â îäíîìåðíûå öåïíûå
äðîáè (9.9.13) âèäèì, ÷òî êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïèêàìè íà ýòîì ãðàôèêå è íåïîëíû-
ìè ÷àñòíûìè â ðàçëîæåíèÿõ ÷èñåë

√
2 è
√
3 îòñóòñòâóåò. Òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå

ïèêîâ ñâÿçàíî ñ ðàçëîæåíèåì ïàðû ÷èñåë (
√
2,
√
3) â äâóìåðíóþ öåïíóþ äðîáü

� ýòî ýôôåêò, íàáëþäàåìûé â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïåðåõîäå îò îäíîìåðíûõ ê äâó-
ìåðíûì öåïíûì äðîáÿì.

9.9.5 Êóáè÷åñêèå èððàöèîíàëüíîñòè.

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè (ñì. îïðåäåëåíèå (9.9.3)).
Íàïðîòèâ, òî÷êà α = ( 3

√
2, 3
√
4) ïîëíàÿ, è ïîýòîìó â ñèëó (7.4.12) è (9.9.4) åå

ñòåïåíü áóäåò ðàâíà

deg ((
3
√
2,

3
√
4)) = deg Q( 3

√
2)/Q = 3.
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Êóáè÷åñêàÿ èððàöèîíàëüíîñòü 3
√
2 ðàçëàãàåòñÿ â íåïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü

3
√
2 = [1; 3, 1, 5, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 14, 1, 10, 2, 2, 3, 24, ...]. (9.9.14)
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Ðèñ. 9.4. Ãðàôèê ëîêàëüíûõ ℘-ýêñïîíåíò ηn
äëÿ ïîëíîé òî÷êè α = ( 3

√
2, 3
√
4) ñòåïåíè degα = 3.

Ñðàâíèì ãðàôèê íà ðèñ. 9.4 ñ ðàçëîæåíèåì â öåïíóþ äðîáü (9.9.14). Äëÿ
ïîëíîé òî÷êè α = ( 3

√
2, 3
√
4), êàê è äëÿ ïðåäûäóùåé òî÷êè α = (

√
2,
√
3), ïèêè

òàêæå íå ñâÿçàíû íàïðÿìóþ ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè â ðàçëîæåíèè (9.9.14).

9.9.6 Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ýêñïîíåíò.

Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê ðàáîòàåò ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì ïî îäíîøàãîâîé
℘-ñòðàòåãèè (9.8.3), åñëè â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè âûáðàòü ôóíêöèþ ℘(r),
îïðåäåëåííóþ â (9.9.7). Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñ-
ïîíåíò ηn(α, ℘) èç (9.9.5) äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ òî÷åê α = (π, π2), α = (e, e2),
áèêâàäðàòè÷íîé α = (

√
2,
√
3) è êóáè÷åñêîé α = ( 3

√
2, 3
√
4).

Èòåðàöèè ïðîâåäåíû â ïðåäåëàõ 1 ≤ n ≤ 102. Äëÿ ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà
ïðèáëèæåíèÿ áûëî ââåäåíî íà÷àëüíîå îãðàíè÷åíèå íà çíàìåíàòåëè Qn ≥ 103

ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pn

Qn
â (9.8.6). Â òàáëèöå 9.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ℘-

ýêñïîíåíò ηn(α, ℘), ãäå â âåðõíåé ñòðîêå òàáëèöû min, max è mid ñîîòâåòñòâåííî
îáîçíà÷àþò íàèìåíüøåå, íàèáîëüøåå è ñðåäíåå çíà÷åíèÿ ηn(α, ℘) äëÿ 1 ≤ n ≤
102.
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Òàáëèöà 9.1. Ìèíèìàëüíûå, ñðåäíèå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
ëîêàëüíûõ ℘-ýêñïîíåíò ηn(α, ℘) äëÿ 1 ≤ n ≤ 102 è Qn ≥ 103.

min mid max
(π, π2) 0.383 0.439 0.726
(e, e2) 0.398 0.472 0.605

(
√
2,
√
3) 0.301 0.454 0.574

( 3
√
2, 3
√
4) 0.426 0.497 0.591

Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ ℘-ýêñïîíåíò ηn(α, ℘) äîïóñêàåò â íåðàâåíñòâàõ (9.8.6)
â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ η′ âûáèðàòü η′ = min èç òàáëèöû 9.1. Ñâîå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå min = 0.301 ïðèíèìàåò äëÿ áèêâàäðàòè÷íîé α = (

√
2,
√
3). Çíà÷èò, äëÿ

ëþáîé èç ÷åòûðåõ óêàçàííûõ âûøå òî÷åê α èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

η′ > 0.3. (9.9.15)

Îòäåëüíîãî êîììåíòàðèÿ òðåáóåò êóáè÷åñêàÿ òî÷êà α = ( 3
√
2, 3
√
4), äëÿ êîòî-

ðîé ïîëå Q(α) = Q( 3
√
2, 3
√
4) èìååò ñòåïåíü d + 1 = 3. Èç òàáëèöû 9.1 âèäíî, ÷òî

äëÿ íåå

ηn(α, ℘) ≥ 0.426. (9.9.16)

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ áóäåò ðàññìîòðåí cèìïëåêñ-ìîäóëüíûé àëãîðèòì, ïðèìåíè-
ìûé ê àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëàì. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà óäàåòñÿ ýêñïî-
íåíòó â (9.9.16) óâåëè÷èòü äî âåëè÷èíû 0.5. Èçâåñòíî [48], ÷òî ýòî � íàèëó÷øåå
çíà÷åíèå äëÿ òàêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé α.

9.9.7 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè÷åñêèõ êîðíåé.

Îò ëîêàëüíûõ äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïîâåäåíèÿ
äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëíûõ êóáè÷åñêèõ òî÷åê α =
( 3
√
a,

3
√
a2), ãäå a ïðîáåãàåò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè êóáàìè.

Íà ãðàôèêå ðèñ. 9.5 ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ 2 ≤ a ≤
103, à ïî âåðòèêàëüíîé � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ óðåçàííûõ äèîôàíòîâûõ
ýêñïîíåíò ηN,Q = ηN,Q(α, ℘) èç (9.9.6) ñ ïàðàìåòðàìè N = 102 è Q = 103 è
öåëåâîé ôóíêöèåé ℘ èç (9.9.7).



234 Ãëàâà 9. Ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì

0 200 400 600 800 1000

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

Ðèñ. 9.5. Ãðàôèê óðåçàííûõ ℘-ýêñïîíåíò ηN,Q

ñ ïàðàìåòðàìè N = 102 è Q = 103.

Íèæå ïðèâåäåíû íàèáîëüøåå, ñðåäíåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ℘-ýêñïîíåíò
ηN,Q:

max ≈ 0.462, mid ≈ 0.344, min ≈ 0.079, (9.9.17)

à òàáëèöàõ 9.2 è 9.3 óêàçàíû 2 ≤ a ≤ 103 ñîîòâåòñòâåííî ñ áîëüøèìè ηN,Q > 0.43
è ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ηN,Q < 0.15 óðåçàííûõ ℘-ýêñïîíåíò.

Òàáëèöà 9.2. Óðåçàííûå ℘-ýêñïîíåíòû ηN,Q > 0.43.

a 3 25 191 482 498 517 538
ηN,Q 0.439 0.431 0.462 0.437 0.435 0.433 0.430

Òàáëèöà 9.3. Óðåçàííûå ℘-ýêñïîíåíòû ηN,Q < 0.15.

a 365 427 470 604 669 681 780 915 934 946
ηN,Q 0.149 0.131 0.131 0.130 0.149 0.119 0.144 0.148 0.115 0.079
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Ïðåäëîæåíèå 9.9.1 Ïóñòü ïî ℘-ñòðàòåãèè (9.8.3) ñ îöåíî÷íîé ôóíêöèåé ℘(r)
èç (9.9.7) ïîñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ σ = {σ1, σ2,
. . . , σn, . . .} èç ìíîæåñòâà Ξ = ΣN; α = ( 3

√
a,

3
√
a2), ãäå 2 ≤ a ≤ 103 ïðîáåãàåò

íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êóáàìè; è ïóñòü ηN,Q = ηN,Q(α, ℘) � óðåçàí-
íàÿ ℘-ýêñïîíåíòà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî a ñ ïàðàìåòðàìè N = 102 è Q = 103

(ñì. ðèñ. 9.5). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣α− P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

∣∣∣∣
1

≤ 1

(Q
[σ]n
max)1+ηN,Q

(9.9.18)

äëÿ âñåõ n ≤ N ïðè óñëîâèè íà çíàìåíàòåëè Q
[σ]n
max ≥ Q ïîäõîäÿùèõ äðîáåé P

[σ]n
max

Q
[σ]n
max

,

âû÷èñëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 9.8.1 è îïðåäåëåíèÿ (9.9.6) óðåçàííîé ℘-
ýêñïîíåíòû ηN,Q.

�
Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 9.5 âèäíî, ÷òî óðåçàííûå ℘-ýêñïîíåíòû

ηN,Q > 0 äëÿ âñåõ 2 ≤ a ≤ 103. (9.9.19)

Ïîýòîìó â ñèëó (9.9.19) àïïðîêñèìàöèîííàÿ îöåíêà (9.9.18) íåòðèâèàëüíà äëÿ
óêàçàííûõ a. Èç âñåõ ηN,Q âûäåëÿåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ηN,Q ≈ 0.079 äëÿ òî÷êè α = ( 3
√
946,

3
√
9462). (9.9.20)

Ýêñïîíåíòó (9.9.20) ìîæíî óâåëè÷èòü, åñëè â (9.9.6) âûáðàòü á�îëüøèì çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà Q èëè ïðèìåíèòü ìíîãîøàãîâóþ ñòðàòåãèþ (9.8.8).

9.10 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Äëÿ äâóìåðíûõ ïðèáëèæåíèé îïåðàöèÿ òðèàíãóëÿöèè Ôàðåÿ èëè ñåòè Ôà-
ðåÿ â ðàçíûõ âàðèàíòàõ èñïîëüçîâàëàñü â [52], [57], [62] [63], [100], [106]. Ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé (ñì., íàïðèìåð, [73], [109]). Îäíî èç
íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ àëãîðèòì Ìîíêåìàéåðà [95], [74], ïîçâîëÿþùèé ïî èí-
äóêöèè ðàçáèâàòü íåêîòîðûé íà÷àëüíûé åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ íà áîëåå ìåëêèå
ñîñòàâëÿþùèå ñèìïëåêñû.

Ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ãëàâå ìåòîä îñíîâàí íà äðóãîé èäåå: îí èñ-
ïîëüçóåò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿäåð rn èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé òîðîâ Td, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñèìïëåêñàì sn â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (9.1.1). ßäðà rn, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîþ d-ìåðíûå ïàðàëëåëîýäðû, ïîäðîáíî èññëåäîâàííûõ â [23] â ñëó÷àå
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ðàçìåðíîñòè d = 2 è â [26] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d. ßçûê ÿäåð rn ïîçâîëÿåò ïîñðåä-
ñòâîì âûáîðà öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r) ñëåäèòü çà ñêîðîñòüþ ïðèáëèæåíèé (9.1.8)
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé Pn

Qn
ê òî÷êå α, ò.å. íàñòðàèâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ ℘(r) íà

êîíêðåòíóþ òî÷êó α. Ïðèìåíåíèå èíäóöèðîâàííûõ òîðè÷åñêèõ ðàçáèåíèé ê çà-
äà÷àì íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ ìíîãîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé áûëî íàéäåíî â [23],
[26] è [27].



Ãëàâà 10

Äðîáíî-ëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíîñòü

cèìïëåêñ-ÿäåðíîãî àëãîðèòìà

Äîêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü cèìïëåêñ-ÿäåðíîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë α = (α1, . . . , αd) â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè îòíîñèòåëüíî
äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé α′ = (α′

1, . . . , α
′
d) = U⟨α⟩ ñ ìàòðèöàìè U , ïðè-

íàäëåæàùèìè óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå GLd+1(Z). Äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ íàáîðîâ
÷èñåë α′ íàéäåíû ïîäõîäÿùèå öåïíûå äðîáè ñ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè ê α′.

10.1 Ââåäåíèå

Öåëü íàñòîÿùåé ãëàâû � èññëåäîâàòü, íàñêîëüêî ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì
(9.1.1) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

α′ = (α′
1, . . . , α

′
d) = U⟨α⟩ (10.1.1)

áàçîâûõ òî÷åê α ñ ìàòðèöàìè U , ïðèíàäëåæàùèìè óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå
GLd+1(Z).

Â òåîðåìå 10.5.2 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà nα,U,η∗ ,
äëÿ êîòîðîãî îöåíêà ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ (9.1.8) ïðèíèìàåò âèä∣∣∣∣α′

1 −
P′

n1

Q′
n

∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣α′
d −

P′
nd

Q′
n

∣∣∣∣ ≤ c′

|Q′
n|1+η∗

(10.1.2)

äëÿ âñåõ n ≥ nα,U,η∗ . Ïðè ýòîì ïîäõîäÿùèå äðîáè

(
P′

n1

Q′
n
, . . . ,

P′
nd

Q′
n

)
â (10.1.2) ïðå-

îáðàçóþòñÿ (
P′

n1

Q′
n

, . . . ,
P′

nd

Q′
n

)
= U

⟨(
Pn1

Qn

, . . . ,
Pnd

Qn

)⟩
(10.1.3)

ïî òîìó æå ïðàâèëó (10.1.1), ÷òî áàçèñíàÿ òî÷êà α; c ′ = c ·cα,U , ãäå c � êîíñòàíòà
èç íåðàâåíñòâà (9.1.8) è ìíîæèòåëü cα,U > 0 çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè α è âûáîðà
óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû U â (10.1.1).

237
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Áîëåå òîãî, îòìåòèì (ñì. òåîðåìó 10.5.1), ÷òî ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ïðè-
áëèæåíèÿ (10.1.3) îñòàþòñÿ íàèëó÷øèìè äëÿ íîâîé òî÷êè α′, íî óæå îòíîñè-
òåëüíî äðóãèõ ñèìïëèöèàëüíûõ s′n-íîðì, äëÿ êîòîðûõ â êà÷åñòâå âûïóêëûõ òåë
âûáèðàþòñÿ ïðåîáðàçîâàííûå ñèìïëåêñû s′n = U⟨sn⟩, òàêæå îáëàäàþùèå ñòÿãè-
âàþùèì ñâîéñòâîì (9.1.1) è ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè (9.1.2)�(9.1.4).

10.2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì

10.2.1 Ïðèâåäåííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôîðì

fi(x) = fi1x1 + . . .+ fidxd + fi0x0 (10.2.1)

äëÿ i = 1, . . . , d ñ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè fij. Êàæäóþ
èç ôîðì ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

fi(x) = fi · x = (fi1 . . . fidfi0)


x1
...
xd

x0

 . (10.2.2)

Òàêæå â ìàòðè÷íîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü

F (x) =

 f1(x)
...

fd(x)

 = F · x (10.2.3)

âñþ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ôîðì (10.2.1), (10.2.2), ãäå

F =

 f11 . . . f1d f10
. . .

fd1 . . . fdd fd0

 (10.2.4)

� ìàòðèöà ñèñòåìû ôîðì (10.2.3), èìåþùàÿ ðàçìåðû d× (d+ 1).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà F èç (10.2.4) è ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìà ëèíåéíûõ

ôîðì F (x) èç (10.2.3) èìåþò ìàêñèìàëüíûé d-ðàíã èëè êðàòêî � ìàêñèìàëüíûé
ðàíã, åñëè âñå ìèíîðû ìàòðèöû F ðàçìåðà d îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ìàòðèöà F ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

F = AFα (10.2.5)

(d× d)-ìàòðèöû

A = −

 f11 . . . f1d
. . .

fd1 . . . fdd

 (10.2.6)
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è ïðèâåäåííîé ìàòðèöû

Fα = (−E|α) =

 −1 . . . 0 α1

. . . . . .
0 . . . −1 αd

 (10.2.7)

ñî ñòîëáöîì

α =

 α1
...
αd

 = A−1F0 = A−1

 f10
...
fd0

 . (10.2.8)

Åñëè F � ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî d-ðàíãà, òî äëÿ (10.2.6) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ
ìàòðèöà A−1.

Äëÿ ìàòðèöû (10.2.7) ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôîðì (10.2.3) ïðèíèìàåò ïðèâåäåí-
íûé âèä

Fα(x) =

 α1x0 −x1 . . .
. . . . . .
αdx0 . . . −xd

 . (10.2.9)

10.2.2 Ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ ôîðì.

Èç (10.2.5) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì (10.2.3) è (10.2.9) ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîþ ñîîòíîøåíèÿìè

F (x) = AFα(x), Fα(x) = A−1F (x). (10.2.10)

Â ïðîñòðàíñòâå Rd ââåäåì 1-ìåòðèêó |y|1 (ñì. (2.5.9)), à íà ìíîæåñòâå ìàòðèö
M = (mij) � ñîîòâåòñòâåííî 1-íîðìó

||M ||1 =
∑
ij

|mij|. (10.2.11)

Ïðåäëîæåíèå 10.2.1 Äëÿ ëþáûõ x = (x1, . . . , xd, x0) èç Rd+1 âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

|F (x)|1 ≤ ||A||1|Fα(x)|1 (10.2.12)

è

|Fα(x)|1 ≤ ||A−1||1|F (x)|1 (10.2.13)

ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñèñòåì ëèíåéíûõ ôîðì (10.2.3) è (10.2.9), ãäå A � ìàòðèöà
(10.2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (10.2.10) è íåðàâåíñòâà

|My|1 ≤ ||M ||1 |y|1. (10.2.14)

�
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10.2.3 Óñëîâèÿ íà ëèíåéíûå ôîðìû.

Ïóñòü ñòîëáåö α èç (10.2.8) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà α = (α1, . . . , αd) ÿâëÿ-
þòñÿ èððàöèîíàëüíûìè (1.2.21). Åñëè òî÷êà x = (x1, . . . , xd, x0) âûáðàíà èç Rd+1,
òî åå ∗-èððàöèîíàëüíîñòü áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

÷èñëà x0, x1, . . . , xd ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Z. (10.2.15)

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôîðì (10.2.3) óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôîðì F (x) èìååò ìàêñèìàëüíûé d-ðàíã, (10.2.16)

ñòîëáåö α = A−1F0 èððàöèîíàëüíûé.

10.3 Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

10.3.1 Âåêòîð ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì.

Ñèñòåìå ëèíåéíûõ ôîðì F (x) èç (10.2.3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

e : F (x)→ Fe (10.3.1)

(d+ 1)-ìåðíûé âåêòîð ñèñòåìû

Fe = det

(
F
e

)
= det


f11 . . . f1d f10

. . .
fd1 . . . fdd fd0
e1 . . . ed e0

 , (10.3.2)

ãäå e = (e1 . . . ede0) � ñòðîêà, ñîñòàâëåííàÿ èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ

e1 = (1, . . . , 0, 0), . . . , ed = (0, . . . , 1, 0) e0 = (0, . . . , 0, 1)

ïðîñòðàíñòâà Rd+1. Âåêòîð ïðèâåäåííûõ ñèñòåì Fα(x) èç (10.2.9) ðàâåí

Fα,e = det

(
Fα

e

)
= α1e1 + . . .+ αded + 1e0. (10.3.3)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (10.2.5) è âû÷èñëèì âåêòîð Fe ïðîèçâîëüíîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì F (x). Çàïèñûâàåì

Fe = det

(
AFα

e

)
= det

((
A 0
0 1

)
·
(

Fα

e

))
, (10.3.4)

è ïîýòîìó èìååì
Fe = |A|Fα,e, (10.3.5)

ãäå èñïîëüçîâàëè ñîêðàùåíèå |A| = detA.
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10.3.2 Óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó U èç ãðóïïû óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèöGLd+1(Z).
Â ñèñòåìå ëèíåéíûõ ôîðì (10.2.3) ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

F (Ux) = F · Ux = FU · x = FU(x),

ïðèõîäèì ê îáðàòèìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñàìèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ ôîðì

U : F (x)
−→∼ FU(x). (10.3.6)

Íàéäåì äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû FU(x) åå âåêòîð (10.3.2). Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé ðàâåíñòâ

FUe = det

(
FU
e

)
= det

((
F
eU−1

)
· U
)
. (10.3.7)

Îòêóäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó
FUe = |U |Fe′ , (10.3.8)

ãäå ñïðàâà ïîÿâèëñÿ íîâûé áàçèñ

e′ = (e′1 . . . e
′
de

′
0) = eU−1. (10.3.9)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (10.3.5) è (10.3.3), èìååì

Fe′ = |A|Fα,e′ = |A| (α1e
′
1 + . . .+ αde

′
d + 1e′0). (10.3.10)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïåðåïèøåì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

α1e
′
1 + . . .+ αde

′
d + 1e′0 = e′ · α̂ (10.3.11)

ñòðîêè e′ = (e′1 . . . e
′
de

′
0) è ñòîëáöà

α̂ =


α1
...
αd

1

 . (10.3.12)

Ïîäñòàâëÿÿ e′ = eU−1 â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (10.3.11), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

α1e
′
1 + . . .+ αde

′
d + 1e′0 = e · α̂ ′

(10.3.13)

ñî ñòîëáöîì
α̂

′
= U−1α̂. (10.3.14)

Ñîáèðàÿ âìåñòå ðàâåíñòâà (10.3.10)�(10.3.13), ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

Fe′ = |A| e · α̂
′
. (10.3.15)
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10.3.3 Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü

M =


m11 . . . m1d m10

. . .
md1 . . . mdd md0

m01 . . . m0d m00

 (10.3.16)

� âåùåñòâåííàÿ (d + 1, d + 1)-ìàòðèöà è y = (y1, . . . , yd) èç ïðîñòðàíñòâà Rd.
Îïðåäåëèì äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

M⟨y⟩ =
(
λ1(M, y)

λ0(M, y)
, . . . ,

λd(M, y)

λ0(M, y)

)
, (10.3.17)

ãäå
λi(M, y) = mi1y1 + . . .+midyd +mi,0 (10.3.18)

� íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå ôîðìû äëÿ i = 0, 1, . . . , d. Ôîðìà λ0(M, y) íàçûâàåò-
ñÿ ôàêòîðîì àâòîìîðôíîñòè äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.3.17). Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ0(M, y) ̸= 0.

Â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ôîðì (10.3.18) ðàâåíñòâî (10.3.14) çàïèøåòñÿ â âèäå

α̂
′
=


α′
1
...
α′
d

α′
0

 =


λ1(U

−1, α)
...

λd(U
−1, α)

λ0(U
−1, α)

 . (10.3.19)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

α̂
′
= λ0(U

−1, α) Û−1⟨α⟩, (10.3.20)

à èç (10.3.15) è (10.3.8) ñîîòâåòñòâåííî

Fe′ = |A|λ0(U
−1, α) FU−1⟨α⟩,e (10.3.21)

è
FUe = |U | |A|λ0(U

−1, α) FU−1⟨α⟩,e. (10.3.22)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ìàòðèöû F ñðàçó ïðèâåäåííóþ ìàòðèöó F = Fα. Ñîãëàñíî
(10.2.5) â ýòîì ñëó÷àå A = E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è ôîðìóëà (10.3.22) ïðèìåò
áîëåå ïðîñòîé âèä

FαUe = |U |λ0(U
−1, α) FU−1⟨α⟩,e. (10.3.23)

10.3.4 Áèåêöèÿ: ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì (ìàòðèöû) � âåê-
òîðû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êëàññîâ

(α̂) = R× · α̂, (F ) = GLd(R)F, (10.3.24)

ãäå R× = GL1(R) � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Ïðåäëîæåíèå 10.3.1 Îòîáðàæåíèå (ñì. (10.3.1))

e : F 7→ eF = Fe (10.3.25)

çàäàåò áèåêöèþ

e : (F )
−→∼ (α̂) (10.3.26)

ìåæäó êëàññàìè ìàòðèö F ìàêñèìàëüíîãî d-ðàíãà è êëàññàìè ïîäîáíûõ (d+1)-
ìåðíûõ âåêòîðîâ α̂ ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (10.3.5) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (10.3.26) îïðå-
äåëåíî êîððåêòíî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî èíúåêòèâíî. Ïóñòü

F = AFα è F ′ = A′Fα′

� ïðåäñòàâèòåëè èç äâóõ êëàññîâ èìåþò ïîäîáíûå îáðàçû

eF = |A| α̂, eF ′ = |A′| α̂′, (10.3.27)

ò.å. α̂′ = λα̂. Îòñþäà ñëåäóåò λ = 1. Çíà÷èò, α̂′ = α̂ è òîãäà α′ = α.
×òîáû ïðîâåðèòü ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (10.3.26), çàìåòèì, ÷òî â ñèëó

(10.3.3) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà α̂ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî eFα = α̂.
�

Ó÷àñòâóþùóþ â ôîðìóëàõ (10.3.22) è (10.3.23) ìàòðèöó U ðàçîáüåì íà áëîêè

U =

(
U1 U3

U2 U4

)
. (10.3.28)

Áëîê U1 èìååò ðàçìåðû d× d, ñîñåäíèå ñ íèì U2 è U3 � ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêà è
ñòîëáåö äëèíû d, à U4 � ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 10.3.2 Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôîðì F (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (10.2.16) è Fα � ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà (10.2.7). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû U èç ãðóïïû GLd+1(Z) âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû

FU = ABFU−1⟨α⟩, FαU = BFU−1⟨α⟩. (10.3.29)

Çäåñü A � ìàòðèöà (10.2.6),

B = U1 − αU2 (10.3.30)

� ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì

|B| = |U |λ0(U
−1, α), (10.3.31)

ãäå U1, U2 � áëîêè (10.3.28) ìàòðèöû U è λ0(U
−1, α) � ôàêòîð àâòîìîðôíîñòè

(10.3.18).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèì äâå ìàòðèöû FαU è FU−1⟨α⟩. Ââèäó ôîðìóëû (10.3.23)
îíè èìåþò îäèí è òîò æå îáðàç eFαU = eFU−1⟨α⟩ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ
(10.3.26). Ïîýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 10.3.1 óêàçàííûå ìàòðèöû ñâÿçàíû âòîðûì
ñîîòíîøåíèåì èç (10.3.29), â êîòîðîì B � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà èç ãðóïïû GLd(R).
Èç íåãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç (10.3.29), åñëè ó÷åñòü ðà-
âåíñòâî F = AFα èç (10.2.10).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âèä (10.2.7) ïðèâåäåííîé ìàòðèöû Fα è ðàçáèåíèå
(10.3.28), ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

FαU = (−E α)U = (−U1 + αU2 | − U3 + αU4). (10.3.32)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ñïðàâà â (10.3.29) ðàâíî

BFU−1⟨α⟩ = (−B |BU−1⟨α⟩). (10.3.33)

Ñðàâíèâàÿ (10.3.32) c (10.3.33), íàõîäèì ÿâíûé âèä (10.3.30) ìàòðèöû B è åùå
îäíî äîïîëíèòåëüíîå ðàâåíñòâî

BU−1⟨α⟩ = −U3 + αU4. (10.3.34)

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (10.3.29)
èìååì

FαUe = (BFU−1⟨α⟩)e = |B|FU−1⟨α⟩, e. (10.3.35)

Îòñþäà è ðàâåíñòâà (10.3.23) ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ôîðìóëó (10.3.31).
�

Çàìå÷àíèå 10.3.1 Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 10.3.2 áûëî ïîëó÷åíî
ðàâåíñòâî (10.3.34). Åñëè â íåãî ïîäñòàâèòü ÿâíîå âûðàæåíèå (10.3.30) ìàò-
ðèöû B, òî ïðèäåì ê ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ

U−1⟨α⟩ = (U1 − αU2)
−1(−U3 + αU4) (10.3.36)

äëÿ äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.3.17).

10.4 Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìïëåê-

ñîâ è òî÷åê Ôàðåÿ

10.4.1 Òî÷êà è åå äðîáíî-ëèíåéíûé îáðàç.

Âî âòîðîé ôîðìóëå èç (10.3.29) çàìåíèì U íà îáðàòíóþ ìàòðèöó U−1. Ïîëó-
÷èì

FαU
−1 = BU−1FU⟨α⟩, (10.4.1)

ãäå

BU−1 = U−1
1 − αU−1

2 , U−1 =

(
U−1
1 U−1

3

U−1
2 U−1

4

)
. (10.4.2)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà α = (α1, . . . , αd) ÿâëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíîé (1.2.21).
Òîãäà ïî ôîðìóëå (10.3.31) áóäåì èìåòü

|BU−1 | = |U−1| λ0(U, α) ̸= 0 (10.4.3)

è, çíà÷èò, äëÿ BU−1 ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1
U−1 .

Ëåììà 10.4.1 Ïóñòü

α′ =

 α′
1
...
α′
d

 = U⟨α⟩, x′ =


x′
1
...
x′
d

x′
0

 = Ux. (10.4.4)

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|α′
1x

′
0 − x′

1|+ . . .+ |α′
dx

′
0 − x′

d| ≤ cα,U (|α1x0 − x1|+ . . .+ |αdx0 − xd|) (10.4.5)

ñ êîíñòàíòîé
cα,U = ||B−1

U−1 ||1. (10.4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì (10.4.1) â âèäå ðàâåíñòâà

FU⟨α⟩ U = B−1
U−1 Fα. (10.4.7)

Åñëè äàííîå ðàâåíñòâî óìíîæèòü íà ñòîëáåö x è âîñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè
(10.4.4), òî ïîëó÷èì òîæäåñòâî

Fα′ x′ = B−1
U−1 Fα x. (10.4.8)

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (10.4.5) âûòåêàåò èç (10.4.8) è îáùåãî íåðàâåíñòâà (10.2.14).
�

10.4.2 Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà.

Ïóñòü Rd
irr è Rd+1

irr îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà èç ïðîñòðàíñòâ
Rd è Rd+1, ñîñòîÿùåå èç èððàöèîíàëüíûõ (1.2.21) è ∗-èððàöèîíàëüíûõ òî÷åê
(10.2.15); è ïóñòü

Rd+1
irr

φ−→ Rd
irr : x 7→ x = φx (10.4.9)

� ïðîåêöèÿ (9.4.7). Çäåñü îáîçíà÷èëè

x = (x1, . . . , xd, x0) è x = (x1/x0, . . . , xd/x0).

Ëåììà 10.4.2 Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà èç ãðóïïû
GLd+1(Z) è U⟨⟩ � äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (10.3.17) ñ ìàòðèöåé U . Òîãäà
â îáîçíà÷åíèÿõ (10.4.9) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

Rd+1
irr

U−→ Rd+1
irr

↓ φ ↓ φ
Rd

irr

U⟨⟩−→ Rd
irr;

(10.4.10)

èëè êðàòêî �
φ(Ux) = U⟨φx⟩. (10.4.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

Ux =


u1x
...

udx
u0x

 , (10.4.12)

ãäå u1, . . . , ud, u0 � ñòðîêè ìàòðèöû U , è, çíà÷èò, x 7→ uix � ëèíåéíûå ôîðìû. Â
ýòèõ òåðìèíàõ ëåâóþ ÷àñòü â (10.4.11) ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

φ(Ux) = φ(


u1x
...

udx
u0x

) =


u1x
u0x
...

udx
u0x

 . (10.4.13)

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü â (10.4.11). Âñïîìèíàÿ (10.3.17), íàõîäèì

U⟨φx⟩ = U⟨


x1

x0
...
xd

x0

⟩ = U⟨x⟩ =


λ1(U,x)
λ0(U,x)
...

λd(U,x)
λ0(U,x)

 . (10.4.14)

Òàê êàê â ñèëó (10.3.17) è (10.4.12) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

λi(U, x)

λ0(U, x)
=

x0 · λi(U, x)

x0 · λ0(U, x)
=

uix

u0x
, (10.4.15)

òî èç (10.4.13)�(10.4.15) âûâîäèì êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (10.4.11).
�

10.4.3 Óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ Ôàðåÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x =


x1
...
xd

x0

 =


P

[σ]n
max,1
...

P
[σ]n
max,d

Q
[σ]n
max

 (10.4.16)

âåêòîð Ôàðåÿ äëÿ CU -áàçèñà V̂ [σ]n èç (9.7.14). Èç òåîðåìû 9.7.1 ñëåäóþò íåðà-
âåíñòâà ∣∣∣Q[σ]n

maxα− P [σ]n
max

∣∣∣
1
≤ ϱ[σ]nmax (10.4.17)

äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . Ñäåëàåì óíèìîäóëÿðíóþ çàìåíó

x′ =


x′
1
...
x′
d

x′
0

 =


P

′[σ]n
max,1
...

P
′[σ]n
max,d

Q
′[σ]n
max

 = U


P

[σ]n
max,1
...

P
[σ]n
max,d

Q
[σ]n
max

 (10.4.18)
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äëÿ âåêòîðîâ Ôàðåÿ (10.4.16). Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (10.4.5) è (10.4.17) ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ëåììó îá àïïðîêñèìàöèè ïðåîáðàçîâàííîé òî÷êè α′.

Ëåììà 10.4.3 Èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣α′
1Q

′[σ]n
max − P

′[σ]n
max,1

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣α′

dQ
′[σ]n
max − P

′[σ]n
max,d

∣∣∣ ≤ cα,U ϱ[σ]nmax (10.4.19)

äëÿ òî÷êè α′ èç (10.4.4).

�
Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà (10.4.19) ïðèáëèæåíèé äëÿ òî÷êè α′ íåòðè-

âèàëüíà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü ïîðÿäîê ðîñòà ìíîæèòåëåé Q
′[σ]n
max .

Ëåììà 10.4.4 Äëÿ èððàöèîíàëüíîé (1.2.21) òî÷êè α ÷èñëà Q
[σ]n
max > 0 è Q

′[σ]n
max ,

îïðåäåëåííûå â (9.7.24) è (10.4.18), èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê ðîñòà

|Q
′[σ]n
max | ≍ Q

[σ]n
max → +∞ (10.4.20)

ïðè n → +∞, ò.å. îòíîøåíèÿ (|Q
′[σ]n
max |/Q[σ]n

max)±1 îãðàíè÷åíû äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèé n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåêòîðà α̂ èç (10.3.12) ðàññìîòðèì åãî îáðàç

α̂U = Uα̂ =


αU,1
...

αU,d

αU,0

 (10.4.21)

îòíîñèòåëüíî óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U . Èç óñëîâèÿ èððàöèîíàëüíîñòè
òî÷êè α ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû

αU,i ̸= 0. (10.4.22)

Äàëåå ðàäè îïðåäåëåííîñòè ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå

αU,0 > 0. (10.4.23)

Òàêæå ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

V̂
[σ]n
U = U V̂ [σ]n = {v̂[σ]nU,0 , v̂

[σ]n
U,1 , . . . , v̂

[σ]n
U,d } (10.4.24)

áàçèñîâ V̂ [σ]n èç (9.7.14). Îáîçíà÷èì ÷åðåç φn
U,i óãëû ìåæäó âåêòîðàìè v̂

[σ]n
U,i , α̂U .

Èç ëåììû 9.7.3 áóäåò ñëåäîâàòü

φn
U,i → 0 ïðè n→ +∞ (10.4.25)
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äëÿ âñåõ i. Íî òîãäà èç (10.4.25) âûâîäèì, ÷òî óãëû φn
max ìåæäó âåêòîðàìè Ôàðåÿ

v̂[σ]nmax = v̂
[σ]n
0 + v̂

[σ]n
1 + . . .+ v̂

[σ]n
d =


P

[σ]n
max,1
...

P
[σ]n
max,d

Q
[σ]n
max

 (10.4.26)

è âåêòîðîì α̂, à òàêæå óãëû φn
max,U ìåæäó ïðåîáðàçîâàííûìè âåêòîðàìè Ôàðåÿ

v̂
[σ]n
max,U = v̂

[σ]n
U,0 + v̂

[σ]n
U,1 + . . .+ v̂

[σ]n
U,d =


P

′[σ]n
max,1
...

P
′[σ]n
max,d

Q
′[σ]n
max

 (10.4.27)

è âåêòîðîì α̂U òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì

φn
max → 0, φn

max,U → 0 ïðè n→ +∞. (10.4.28)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (10.4.27) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (9.7.23), (9.7.24). Â ñèëó
(9.7.19) èìååì

Q
[σ]n
max → +∞ ïðè n→ +∞. (10.4.29)

Ïîñêîëüêó
v̂
[σ]n
max,U = U v̂[σ]nmax, (10.4.30)

òî èç (10.4.23), (10.4.28)�(10.4.30) ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

Q
′[σ]n
max ≍ Q[σ]n

max (10.4.31)

ïðè n→ +∞. Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé

αU,0 < 0 (10.4.32)

ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîñòè (10.4.20).
�

10.5 Îñíîâíûå òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê èçìåíÿþòñÿ òåîðåìû 9.7.1 è 9.8.1 ïðè äðîáíî-
ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè èððàöèîíàëüíîé òî÷êè α.

Òåîðåìà 10.5.1 Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (1.2.21), σ = {σ1, σ2, . . . ,
σn, . . .} � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî÷åòàíèé σi èç ìíî-
æåñòâà Σ è s[σ]n � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ñèìïëåêñû (9.7.6). Êðîìå
òîãî, ïóñòü ðàäèóñ [σ]n-ïðîèçâîäíîé r[σ]n çâåçäû r, îïðåäåëåííûé â (9.7.13), îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì (9.7.18). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð nα,U ≥ 0, çàâèñÿùèé
îò òî÷êè α è ìàòðèöû U , ÷òî áóäóò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1. Ñóùåñòâóþò ñèìïëåêñû

s
′[σ]n = U⟨s[σ]n⟩ (10.5.1)

äëÿ n ≥ nα,U ; ïðè ýòîì òî÷êà

α′ = (α′
1, . . . , α

′
d) = U⟨α⟩ =

(αU,1

αU,0

, . . . ,
αU,d

αU,0

)
(10.5.2)

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ñèìïëåêñîâ s
′[σ]n, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ìèíèìàëü-

íîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå (9.6.3)�(9.6.5)):

P ′

Q′ /∈ s
′[σ]n , (10.5.3)

åñëè 1 ≤ |Q| ′ < |Q
′[σ]n
max |; åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

P ′

Q′ ∈ s
′[σ]n (10.5.4)

ñî çíàìåíàòåëåì Q′ = Q
′[σ]n
max åñòü òî÷êà Ôàðåÿ P ′

Q′ = P
′[σ]n
max

Q
′[σ]n
max

, îïðåäåëÿåìàÿ ïî

ôîðìóëå

P
′[σ]n
max

Q
′[σ]n
max

= U
⟨P [σ]n

max

Q
[σ]n
max

⟩
, (10.5.5)

ãäå P
[σ]n
max

Q
[σ]n
max

� ïîäõîäÿùèå äðîáè èç íåðàâåíñòâ (9.7.27).

2. Âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣∣α′ − P
′[σ]n
max

Q
′[σ]n
max

∣∣∣∣
1

≤ cα,U
ϱ
[σ]n
max

|Q
′[σ]n
max |

(10.5.6)

äëÿ âñåõ n ≥ nα,U . Çäåñü cα,U � êîíñòàíòà èç (10.4.5) íå çàâèñèò îò n è çíà-
ìåíàòåëè

|Q
′[σ]n
max | → +∞ ïðè n→ +∞. (10.5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ñèìïëåêñîâ s
′[σ]n , èõ ñâÿçü (10.5.1) ñ ñèìïëåê-

ñàìè s[σ]n è ôîðìóëà (10.5.2) ñëåäóþò èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (10.4.10) è
ëåììû 10.4.4. Ôîðìóëà (10.5.5) ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà (10.4.27) è ôîðìóëû äëÿ
äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.3.17), à ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (10.5.3),
(10.5.4) � èç òåîðåìû 9.7.1. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ
(10.4.19) è ëåììû 10.4.4.

�

Çàìå÷àíèå 10.5.1 Íàïîìíèì, ÷òîáû ïðèáëèæåíèÿ (10.5.6) áûëè íåòðèâèàëü-

íû, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (10.5.7) äëÿ çíàìåíàòåëåé Q
′[σ]n
max ïîäõîäÿ-

ùèõ äðîáåé P
′[σ]n
max

Q
′[σ]n
max

.
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Òåîðåìà 10.5.2 Â óñëîâèÿõ òåîðåì 9.8.1 è 10.5.1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣α′ − P
′[σ]n
max

Q
′[σ]n
max

∣∣∣∣
1

≤ c ′

|Q
′[σ]n
max |1+η∗

(10.5.8)

äëÿ âñåõ n ≥ nα,U,η∗. Çäåñü η∗ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåí-
ñòâó η∗ < η, ãäå η = η(α, ℘) � äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà (9.8.5); c ′ = c · cα,U ,
ãäå c � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà (9.8.2) è cα,U èç (10.5.6); íèæíÿÿ ãðàíèöà
nα,U,η∗ äëÿ n îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ïîêàçàòåëÿ η∗ è çàâèñèò îò èððàöèîíàëüíîé
òî÷êè α = (α1, . . . , αd), óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû U è öåëåâîé ôóíêöèè ℘(r).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåì 9.8.1, 10.5.1 è ýêâèâàëåíòíîñòè (10.4.20).

�
Îòíîñèòåëüíî äîêàçàííûõ òåîðåì íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ïîÿñíÿþùèå êîì-

ìåíòàðèè.

Çàìå÷àíèå 10.5.2 Ñðàâíèâàÿ òåîðåìû 9.7.1, 9.8.1 ñ èõ àíàëîãàìè � òåîðåìà-
ìè 10.5.1, 10.5.2 � âèäèì, ÷òî îöåíêè ïðèáëèæåíèé (9.7.27), (9.8.6) îñòàþò-
ñÿ èíâàðèàíòíûìè (10.5.6), (10.5.8) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ
cα,U èç (10.4.6) ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè (10.5.2) àïïðîêñèìèðóåìîé
òî÷êè α.

Çàìå÷àíèå 10.5.3 Ôîðìóëà cα,U = ||B−1
U−1 ||1 ñ ðàçúÿñíåíèÿìè (10.4.2), (10.4.3)

ïîêàçûâàþò, ÷òî ãëàâíûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà âåëè÷èíó cα,U , ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîð-àâòîìîðôíîñòè

λ0(U, α) = u0 · α̂ = u01α1 + . . .+ u0dαd + u00, (10.5.9)

ãäå u0 � íèæíÿÿ ñòðîêà óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû U . Âåëè÷èíà cα,U îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíà çíà÷åíèþ ëèíåéíîé ôîðìû (10.5.9) è, çíà÷èò, ãèïåðïëîñêîñòü
λ0(U, x) = 0 áóäåò êðèòè÷åñêîé ïðè âûáîðå α è U . Îãðàíè÷èâàÿñü â äàííîé ãëà-
âå èððàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè α ìû, òåì ñàìûì, ãàðàíòèðîâàëè âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ λ0(U, α) ̸= 0. Â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôàêòîð-àâòîìîðôíîñòè (10.5.9)
òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå λ0(U, α) = αU,0. Ïîýòîìó ïðèíèìàÿ âî âíèìà-
íèå (10.4.23), (10.4.32) óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî çíàê sign λ0(U, α) = ±1 ñîâïà-

äàåò ñî çíàêîì çíàìåíàòåëåé Q
′[σ]n
max â íåðàâåíñòâàõ (10.5.6), (10.5.8) äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n.



10.6. ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ 251

10.6 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì îñíîâàí íà èíäóöèðîâàííûõ òîðè÷åñêèõ ðàçáè-
åíèÿõ, ïåðâîå ïðèìåíåíèå êîòîðûõ ê çàäà÷àì íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ ìíîãîìåð-
íûõ ïðèáëèæåíèé áûëî íàéäåíî â [23], [26].

Âñå ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû ñèìïëåêñîâ sn èìåþò òîò æå ïîðÿäîê ïðèáëèæå-
íèÿ ê òî÷êå α, ÷òî è òî÷êè Ôàðåÿ Pn

Qn
èç (9.1.3), íî òîëüêî ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ

íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Äëÿ äâóìåðíûõ ïðèáëèæåíèé îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
Ôàðåÿ òî÷åê â ðàçíûõ âàðèàíòàõ èñïîëüçîâàëàñü â [52], [57], [62] [63], [100], [106].
Îäíîìåðíûé ñëó÷àé îáû÷íûõ äðîáåé Ôàðåÿ ñì., íàïðèìåð, [9].

Îáúåäèíåíèå ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ: èíäóöèðîâàííûõ ðàçáèåíèé è ñóìì Ôàðåÿ
� áûëî îñóùåñòâëåíî â ðàáîòå [31].
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Ãëàâà 11

Äðîáíî-ëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíîñòü

ñèìïëåêñ-ìîäóëüíîãî àëãîðèòìà

ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè

Äîêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü cèìïëåêñ-ìîäóëüíîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α = (α1, . . . , αd) â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè îòíîñèòåëü-
íî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé α′ = (α′

1, . . . , α
′
d) = U⟨α⟩ ñ ìàòðèöàìè U ,

ïðèíàäëåæàùèìè óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå GLd+1(Z). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ öåïíûõ
äðîáåé ïðåîáðàçîâàííûõ íàáîðîâ ÷èñåë α′ ñîõðàíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå è ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ê α′.

11.1 Ââåäåíèå

Â ãëàâå 8 áûëî äîêàçàíî, ÷òî òî÷êè Ôàðåÿ Pa

Qa
óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó

ñîîòíîøåíèþ
Pa+d+1

Qa+d+1

=
bdPa+d

bdQa+d

+̂ . . . +̂
b1Pa+1

b1Qa+1

+̂
b0Pa

b0Qa

(11.1.1)

ãäå +̂ îáîçíà÷àåò ñóììó Ôàðåÿ è bi � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà

chPα(x) = det(xE − Pα) = xd+1 − bdx
d − . . .− b1x− b0

ìàòðèöû Ïèçî Pα èç ðàâåíñòâà (7.4.20). Êðîìå òîãî, áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî θ > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà Pα � ëîêà-
ëèçîâàííàÿ ìàòðèöà Ïèçî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣α1 −

Pa1

Qa

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣αd −

Pad

Qa

∣∣∣ ≤ c

Q
1+ 1

d
−θ

a

(11.1.2)

253
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äëÿ âñåõ a ≥ aα,θ. Çäåñü
Pa

Qa

=
(Pa1

Qa

, . . . ,
Pad

Qa

)
� ïîäõîäÿùèå öåïíûå äðîáè ê òî÷êå α = (α1, . . . , αd) è êîíñòàíòû aα,θ > 0 è
c = cα,θ > 0 íå çàâèñÿò îò a.

Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà α1, . . . , αd, ó÷àñòâóþùèå â ïðèâåäåííîì âûøå íåðàâåí-
ñòâå (11.1.2), îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïëîõî ïðèáëèæàþùèõñÿ ÷èñåë. Èç íèæíèõ îöåí-
êè äëÿ äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòû ≥ 1 + 1

d
(ñì. íåðàâåíñòâî (8.4.11)) ñëåäóåò, ÷òî

ïðèáëèæåíèÿ (11.1.2) ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà ëîêàëèçîâàííûõ ìàòðèö Ïèçî Pα

ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì.
Îäíàêî, â ýòîì ìåñòå òðåáóåòñÿ óòî÷íåíèå. Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè, êîòî-

ðûì îáëàäàþò ñèìïëåêñû sa, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ìàòðèöû Ïèçî Pα â
(7.4.20) âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèìïëèöèàëü-
íûõ sa-íîðì (9.1.5), çàäàâàåìûõ àíàëîãè÷íî (2.5.46). Â ïðèâåäåííîì êîíòåêñòå
ïðèáëèæåíèÿì âèäà (11.1.2) îòâå÷àþò ñèìïëåêñû sa, èìåþùèå áëèçêóþ ê øàðî-
âîé ôîðìó.

Öåëü íàñòîÿùåé ãëàâû � äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü SM-àëãîðèòìà (7.1.8) îò-
íîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

α 7→ U⟨α⟩ (11.1.3)

îòíîñèòåëüíî óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû GLd+1(Z). Â òåîðåìå 11.4.1 äîêàçàíî:
ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

U⟨ ⟩ : α 7→ α′, sa 7→ s
′a, Pa

Qa
7→ P′

a

Q′
a

(11.1.4)

ñ ëþáîé ìàòðèöåé U ∈ GLd+1(Z) ñèìïëåêñû s
′a ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ìîíî-

òîííîñòè (9.1.1) è ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè (9.1.2), (9.1.4) èëè â òåðìèíàõ

s
′a-íîðì (9.1.6), (9.1.7). Òî÷êè Ôàðåÿ P′

a

Q′
a
óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîò-

íîøåíèþ (7.8.3) ñî ñâîèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè; è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà ∣∣∣α′

1 −
P′

a1

Q′
a

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣α′

d −
P′

ad

Q′
a

∣∣∣ ≤ c′

Q
′ 1+ 1

d
−θ

a

(11.1.5)

äëÿ âñåõ a ≥ aα,θ,U . Çäåñü çíàìåíàòåëè

|Q′
a| → +∞ ïðè a→ +∞; (11.1.6)

êîíñòàíòû aα,θ,U > 0 è c′ = c′α,θ,U > 0 íå çàâèñÿò îò a.

11.2 Åäèíèöû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé

11.2.1 Ëîêàëèçîâàííûå åäèíèöû Ïèçî.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 8.3.1 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå
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Ñëåäñòâèå 11.2.1 Ïóñòü ε = {ε1, . . . , εt} � íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñè-
ñòåìà åäèíèö âåùåñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ F èç (7.3.1) ñòåïåíè d+ 1,

ζ = εp11 · · · ε
pt
t (11.2.1)

� ïðîèçâîëüíàÿ åäèíèöà; è ïóñòü ζ(i) � ñîïðÿæåííûå åäèíèöû ζ. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî θ > 0 íàéäóòñÿ òàêèå öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè p1, . . . , pt
â (11.2.1), ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ÷èñëî ζ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé Ïèçî (7.3.4);
2) ìîäóëè âñåõ åå ñîïðÿæåííûõ ζ(i) ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ζ−1/d−θ ≤ |ζ(i)| ≤ ζ−1/d+θ (11.2.2)

äëÿ 2 ≤ i ≤ t+ 1.
3) åñëè ïîëå F ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì êâàäðàòè÷íûì èëè êîìïëåêñíûì êó-

áè÷åñêèì, ò.å. èìåþùèì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, òî â íåðàâåíñòâàõ (11.2.2)
ìîæíî ïîëîæèòü θ = 0.

�
Åäèíèöû ζ > 1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (11.2.2), áóäåì íàçûâàòü ëîêàëè-

çîâàííûìè åäèíèöàìè Ïèçî.

11.3 Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è òî÷êè Ôà-

ðåÿ

11.3.1 Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû ìàòðèöGLd+1(Z).
Ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (7.5.8) ïîäåéñòâóåì äàííîé ìàòðèöåé

v′a =
P ′
a

Q′
a

=
(P ′

a,1

Q′
a

, . . . ,
P ′
a,d

Q′
a

)
= U⟨va⟩ (11.3.1)

íà âåðøèíû vai =
Pa,i

Qa,i
(ñì. (7.7.15)) ñèìïëåêñà

sa = P a
α⟨△⟩. (11.3.2)

Âåðøèíå (11.3.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåëî÷èñëåííûé ñòîëáåö

v′
a =


P ′
a1
...

P ′
ad

Q′
a

 = Uva = U


Pa1
...

Pad

Qa

 . (11.3.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Va = (va+d . . .va+1va) (11.3.4)
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êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà d + 1, ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáöîâ (7.7.16). Òîãäà
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (7.7.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

va+d+1 = Vab (11.3.5)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . . ñî ñòîëáöîì

b =


bd
...
b1
b0

 , (11.3.6)

à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ �

V0 = (vd . . .v1v0) = (Pd
αv0 . . . P1

αv0 P
0
αv0), (11.3.7)

ãäå ñòîëáåö v0 çàäàí â (7.7.16). Â ñèëó (11.3.6) è (11.3.5) èìååì

v′
a+d+1 = V′

ab, (11.3.8)

ãäå

V′
a = (v′

a+d . . .v
′
a+1v

′
a) = UVa = (Uva+d . . . Uva+1 Uva) (11.3.9)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . .

Ïðåäëîæåíèå 11.3.1 Ñòîëáöû v′
a èç (11.3.6) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó

ñîîòíîøåíèþ

v′
a+d+1 = bdv

′
a+d + . . .+ b1v

′
a+1 + b0v

′
a (11.3.10)

äëÿ a = 0, 1, 2, . . . ñ òåìè æå ñàìûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî è â ñîîòíîøåíèè
(7.7.19), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

v′
d = UPd

αv0, . . . , v′
1 = UPαv0, v′

0 = Uv0 (11.3.11)

îïðåäåëÿåìûìè óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé U , ìàòðèöåé Ïèçî Pα èç (7.4.20) è
ñòîëáöîì v0 èç (7.7.16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó â ñèëó (11.3.9) èìååì

V′
0 = (v′

d . . .v
′
1v

′
0) = (Uvd . . . Uv1 Uv0) (11.3.12)

òî ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç (11.3.8), (7.7.20) è (11.3.12).
�

Ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû (7.7.15) è (11.3.1) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ äðîáíî-ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì

P ′
a

Q′
a

= U
⟨Pa

Qa

⟩
. (11.3.13)
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Åñëè ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ Ôàðåÿ äëÿ äðîáåé (7.6.25), òî ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå (11.3.10) ìîæíî ïðèìåíèòü

P ′
a+d+1

Q′
a+d+1

=
bdP

′
a+d

bdQ′
a+d

+̂ . . . +̂
b1P

′
a+1

b1Q′
a+1

+̂
b0P

′
a

b0Q′
a

(11.3.14)

íåïîñðåäñòâåííî ê ðàöèîíàëüíûì âåðøèíàì v′a =
P ′
a

Q′
a
èç (11.3.1). Â ýòèõ òåðìèíàõ

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (11.3.11) ïðèìóò âèä

v′d = prUPd
αv0, . . . , v′1 = prUPαv0, v′0 = prUv0, (11.3.15)

ãäå pr îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ (7.6.12).

11.3.2 Òî÷êè Ôàðåÿ.

Ñèìïëåêñ Ïèçî UPa
α⟨△⟩ èìååò ðàöèîíàëüíûå âåðøèíû v′ai =

P ′
a,i

Q′
a,i

äëÿ i =

0, 1, . . . , d. Ñîãëàñíî (7.6.26) äàííûé ñèìïëåêñ ñîäåðæèò òî÷êó Ôàðåÿ

P′
a

Q′
a

=
P

′
a,0

Q
′
a,0

+̂
P

′
a,1

Q
′
a,1

+̂ . . . +̂
P

′

a,d

Q
′
a,d

, (11.3.16)

èìåþùóþ êîîðäèíàòû
P′

a

Q′
a

=
(P′

a1

Q′
a

, . . . ,
P′

ad

Q′
a

)
. (11.3.17)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Ôàðåÿ P′
a

Q′
a
äëÿ ñòåïåíåé a = 0, 1, 2, . . .

òàêæå, êàê è âåðøèíû
P

′
a,i

Q
′
a,i

ñèìïëåêñà Ïèçî UPa
α⟨△⟩, óäîâëåòâîðÿþò

P
′

a+d+1

Q
′
a+d+1

=
bdP

′

a+d

bdQ
′
a+d

+̂ . . . +̂
b1P

′
a+1

b1Q
′
a+1

+̂
b0P

′
a

b0Q
′
a

(11.3.18)

� ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (11.3.14) ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

v′d,max = pr UPd
αvmax, . . . , v′1,max = pr UPαvmax, v′0,max = pr Uvmax,

(11.3.19)
ãäå âåêòîð vmax = v0,max îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (7.8.5) è â êîîðäèíàòàõ çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå (7.8.6). Ïåðåïèøåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (11.3.19) â îäíîðîäíîì ñ
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (11.3.18) âèäå

P′
d

Q′
d
= pr UPd

αvmax, . . . ,
P′

1

Q′
1
= pr UPαvmax,

P′
0

Q′
0
= pr Uvmax. (11.3.20)

11.4 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Ïîêàæåì, êàê èçìåíèòñÿ òåîðåìà 8.4.1 ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè
α 7→ U⟨α⟩ èððàöèîíàëüíîé òî÷êè α.
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Òåîðåìà 11.4.1 Ïóñòü α � ïîëíàÿ òî÷êà ñòåïåíè deg(α) = d + 1; è ïóñòü

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà P′
a

Q′
a
äëÿ a = 0, 1, 2, . . . çàäàíû ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíè-

åì (11.3.18) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (11.3.20). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð
aα,ζ,U ≥ 0, çàâèñÿùèé îò òî÷êè α, åäèíèöû Ïèçî ζ èç (11.2.1) è ìàòðèöû U èç
óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû GLd+1(Z), ÷òî áóäóò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1. Ñóùåñòâóþò ñèìïëåêñû Ïèçî

s
′a = U⟨sa⟩ = UP a

α⟨△⟩ (11.4.1)

� îáðàçû ñèìïëåêñîâ sa èç (11.3.2) äëÿ a ≥ aα,ζ,U ; ïðè ýòîì òî÷êà

α′ = (α′
1, . . . , α

′
d) = U⟨α⟩ =

(αU,1

αU,0

, . . . ,
αU,d

αU,0

)
(11.4.2)

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ñèìïëåêñîâ s
′a, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíî-

ñòè (ñì. îïðåäåëåíèå (7.6.3)�(7.6.5)):

P ′

Q′ /∈ s
′a, (11.4.3)

åñëè 1 ≤ |Q| ′ < |Q′
a,max|; åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

P ′

Q′ ∈ s
′a (11.4.4)

ñî çíàìåíàòåëåì Q′ = Q′
a åñòü òî÷êà Ôàðåÿ

P ′

Q′ =
P′

a

Q′
a
, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

P′
a

Q′
a

= U
⟨Pa

Qa

⟩
, (11.4.5)

ãäå Pa

Qa
� ïîäõîäÿùèå äðîáè èç íåðàâåíñòâ (7.8.12).

2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî θ > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ
ìàòðèöà Ïèçî Pα èç ïðåäëîæåíèÿ 7.4.1, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣α′ − P′

a

Q′
a

∣∣∣
1
≤ c′

Q
′ 1+ 1

d
−θ

a

(11.4.6)

äëÿ âñåõ a ≥ aα,θ,U . Çäåñü çíàìåíàòåëè

|Q′
a| → +∞ ïðè a→ +∞; (11.4.7)

êîíñòàíòû aα,θ,U > 0 è c′ = c′α,θ,U > 0 íå çàâèñÿò îò a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 7.8.1 åñëè α � ïîëíàÿ òî÷êà ñòåïåíè deg(α) =
d + 1 è a ≥ lα(△), òî ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ Ïèçî sa = Pa

α⟨△⟩ è îí îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè (7.8.7), (7.8.8). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî òî÷êà α
èððàöèîíàëüíàÿ (1.2.21) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (8.4.6), ìîæåì ïðèìåíèòü
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òåîðåìó 10.5.1. Ïî ýòîé òåîðåìå íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð aα,U ≥ 0, çàâèñÿùèé îò
òî÷êè α è ìàòðèöû U , ÷òî äëÿ a ≥ aα,U áóäåò ñóùåñòâîâàòü ñèìïëåêñ s

′a =
U⟨sa⟩ ñ ìèíèìàëüíûì ñâîéñòâîì (11.4.3), (11.4.4) äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé òî÷êè
α′ èç (11.4.2). Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû, âûáèðàÿ aα,ζ,U =
max{lα(△), aα,U}.

Òåïåðü äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì∣∣∣α− Pa

Qa

∣∣∣
1
≤ c

Q
1+ 1

d
−θ

a

(11.4.8)

èç òåîðåìû 8.4.1 äëÿ âñåõ a ≥ aα,θ. Èç (11.4.8) è ëåììû 10.4.3 ñëåäóåò îöåíêà∣∣∣α′ − P′
a

Q′
a

∣∣∣
1
≤ c′

Q
1+ 1

d
−θ

a

(11.4.9)

äëÿ òî÷êè α′ èç (11.4.2) ñ äðóãîé êîíñòàíòîé c′, òàêæå íå çàâèñÿùåé îò a. ×òîáû
ïåðåéòè îò (11.4.9) ê íåðàâåíñòâó (11.4.6), ïðèìåíèì ëåììó 10.4.4, ãäå äîêàçàíà
ýêâèâàëåíòíîñòü

|Q′
a| ≍ Qa → +∞ (11.4.10)

ïðè a → +∞, ò.å. îòíîøåíèÿ (|Q′
a|/Qa)

±1 îãðàíè÷åíû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèé a. Ñîïîñòàâëÿÿ (11.4.9) ñ (11.4.10), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (11.4.6), à
ñâîéñòâî (11.4.11) áóäåò âûòåêàòü ñíîâà èç ýêâèâàëåíòíîñòè (11.4.10) è àñèìïòî-
òèêè (8.4.1).

�
Çàìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ (11.4.6) íåòðèâèàëüíû òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ
|Q′

a| → +∞ ïðè a→ +∞ (11.4.11)

äëÿ çíàìåíàòåëåé Q′
a àïïðîêñèìèðóþùèõ òî÷êó α′ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé P′

a

Q′
a
.

11.5 ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈß È ÊÎÌÌÅÍÒÀÐÈÈ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìèíèìàëüíûå ñèìïëåêñû sa ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûì
îáîáùåíèåì îòðåçêîâ Ôàðåÿ [95], [74], [26].

Â [30] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö Ïèçî Pα èç (7.4.20), ïîçâîëÿþùèõ
ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ âèäà (8.4.6) ñ ïîêàçàòåëåì θ < 1/d. Ïîñëå òîãî, êàê áûë
ðàçðàáîòàí îáùèé ñèìïëåêñ-ÿäåðíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
â ìíîãîìåðíûå öåïíûå äðîáè [31], ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ìàòðèöû Ïèçî
Pα ñ ëþáûì íàïåðåä çàäàííûì ïàðàìåòðîì θ > 0.

Õîðîøî èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó îáû÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè è ðåêóððåíòíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà [47]. Àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò è äëÿ
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ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé [86], [109]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé â
íåðàâåíñòâàõ (11.1.5) òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (11.3.18),
íî òåïåðü îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ëîêàëèçîâàííûõ ìàòðèö Ïèçî Pα.
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