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С уважением, Сытая Галина Николаевна, секретарь киевских конференций.

Поступило 1.02.2015



ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК
Том 16 Выпуск 2 (2015)

—————————————————————–

УДК 511.34

BR-МНОЖЕСТВА
А. А. Абросимова (г. Владимир)

Аннотация

Владимирская школа теории чисел долгое время занималась иссле-
дованием квазипериодических разбиений. Постепенно отсюда появилась
задача о равномерном распределении точек на торе, при этом возникала
необходимость в точных оценках остаточных членов этого распределения.

Область исследования работы относится к разделу теории чисел, за-
нимающемуся изучением множеств ограниченного остатка. Актуальность
для теории чисел изучения множеств ограниченного остатка и их много-
мерных динамических модификаций обусловлена современной тенденцией
перехода от классических арифметических числовых и функциональных
структур к нелинейным арифметическим структурам. Динамические си-
стемы на множествах ограниченного остатка порождают хорошо сбалан-
сированные слова, аналогичные словам Штурма и Рози. Значимость же
сбалансированных слов объясняется их многочисленными применениями
в таких областях, как динамические системы, теория кодов, теория ком-
муникации и задачи оптимизации, теория языков и лингвистика, теория
распознавания и статистическая физика.

Целью работы является построение новых многомерных множеств ог-
раниченного остатка и нахождение точных оценок остаточного члена для
этих множеств. Естественно было начать решение с двухмерного тора. В
результате были построены три семейства трехпараметрических двумер-
ных множеств ограниченного остатка на основе гексагональных развер-
ток думерного тора. Теперь в распоряжении автора находятся одномер-
ные и двумерные множества ограниченного остатка. Возникает вопрос:
нельзя ли на основе уже известых множеств, построить новые множества
больших размерностей. Так, с использованием произведения торических
разверток, строятся четыре семейства четырехпараметрических трехмер-
ных множеств ограниченного остатка, на основе гексагональных призм-
разверток трехмерного тора, полученных при умножении полуинтервалов
Гекке и двумерных гексагональных разверток. Для всех построенных мно-
жеств определены точные оценки остаточного члена и доказана многомер-
ная теорема Гекке, найдены средние значения отклонений, а в двумерном
случае построена оптимизация границ отклонений.

В статье приведен обзор основных результатов автора по множествам
ограниченного остатка.
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Ключевые слова: множества ограниченного остатка, распределение
дробных долей, развертка тора.

Библиография: 26 наименований.

BR-SETS
A. A. Abrosimova (Vladimir)

Abstract

Vladimir school of number theory was studied quasiperiodic tilings for a
long time. The uniform distribution problem of fractional parts on the torus
come from here. It is important to find exact estimates of the remainder for
this distribution.

The paper is devoted to the important problem of number theory: bounded
remainder sets. Relevance of the problem caused by the transition from the
classical numerical and functional arithmetic structures to nonlinear arithmetic
structures. Dynamical systems on bounded remainder sets generate balanced
words,similar to words Sturmian and Rauzy words. Balanced words are impor-
tant, for dynamical systems, coding theory,theory of communications and
optimization problems, theory of languages and linguistics, recognition theory,
statistical physics, etc.

The purpose of our research is construction of multidimensional bounded
remainder sets and finding exact estimates of the remainder for this sets. The
solution to this problem we start from two-dimensional case. We construct
three classes of three-parameter two-dimensional bounded remainder sets. For
their construction, we use hexagonal toric development. Now we know bounded
remainder intervals, obtained by Hecke, and two-dimensional bounded remain-
der sets. There is the question: can we construct a new multi-dimensional
sets using known sets? We construct four classes of four-parameter three-
dimensional bounded remainder sets. We used for this the multiplication of
toric developments. By multiplication of Hecke’s intervals and two-dimensional
hexagonal developments we obtain three-dimensional hexagonal Fedorov’s
prisms-developments. For all described sets we give exact estimates of the
remainder and prove generalization of Hecke’s theorem to the multidimensional
case. Also we obtain average values of the remainders, and fined sets with
minimal value of the remainder.

This paper is an expository of the author’s main results on bounded remain-
der sets.

Keywords: bounded remainder sets, distribution of fractional parts, toric
development.

Bibliography: 26 titles.



10 А. А. Абросимова

Введение

В 1916 г. Г. Вейль [1] доказал критерий равномерного распределения. При-
мер последовательности равномерно распределенной по модулю 1 — это после-
довательность дробных долей {iα}i>1 при иррациональном α.

Рассмотрим D-мерный тор TD = RD/L, где L — полная решетка размер-
ности D над множеством действительных чисел R. Пусть на торе TD задано
преобразование Sα — сдвиг тора на вектор α ∈ RD. Выберем на торе началь-
ную точку x0, тогда многократный сдвиг тора Sjα на вектор α порождает на нем
орбиту Orbx0(α) точки x0. Выберем теперь на торе TD некоторую область T .

Определим считающую функцию r(i) = ♯{j : 0 ≤ j < i, Sjα ∈ T} как количе-
ство попаданий точек орбиты Orbx0(α) в область T ∈ TD.

Вектор α = (α1, α2, . . . , αD) иррационален, если его координаты α1, α2, . . . ,
. . . , αD и 1 линейно независимы над кольцом целых чисел Z.

Для иррационального вектора α точки орбиты Orbx0(α) всюду плотно и
равномерно заполняют весь тор, то есть для r(i) справедлива ассимптотическая
формула

r(i) = i Vol (T ) + δ(i), (1)

где Vol (T ) — объем области T , а δ(i) = o(i) – остаточный член формулы (1)
или отклонение считающей функции r(i) от ожидаемой величины i Vol (T ).

Множество T называется множеством ограниченного остатка или BR-
множеством ( bounded remainder set), если существует такая константа C,
что выполняется неравенство

|δ(α, i, T )| 6 C

для всех i.

1. Одномерные BR-множества

В одномерном случае первые примеры BR-множеств были построены 1921
г. Э. Гекке [2]. Это были интервалы X ⊂ [0, 1) длинны 0 < |b+aα| < 1, где a 6= 0
и a, b ∈ Z. Гекке доказал, что они будут являтся интервалами ограниченного
остатка и получил для них следующую оценку остаточного члена

|δ(α, i,X)| 6 |a|.

П. Эрдеш [3] предположил, что любой интервал ограниченного остатка удо-
влетворяет условию, полученному Гекке. Полное описание одномерных интер-
валов ограниченного остатка было найдено Г. Кестеном [4] в 1966 г. В 2007 г.
В. Г. Журавлев на основе квазипериодических разбиений Фибоначчи постро-
ил первое бесконечное семейство интервалов ограниченного остатка, длинны
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которых стремится к нулю, а отклонения ограниченны некоторой абсолютной
константой [5]. Так же в 2007 г. для интервалов Гекке были получены неулут-
шаемые по порядку оценки остаточного члена [6], а в работе [7] были найдены
точные значения максимума и минимума остаточного члена. В [8] были описа-
ны одномерные множества ограниченного остатка, полученные объединением
нескольких интервалов, а явные оценки остаточного члена для этого случая
были получены в работе [9].

2. Многомерные BR-множества

Более сложной оказалась задача нахождения множеств ограниченного ос-
татка и определения границ отклонений в многомерном случае.

В двумерном случае первый пример BR-множеств был получен в 1954 г.
R. Szüsz [10]. Это было семейство параметрических параллелограммов, для
которых выполняется оценка δ(i) = O(1). Анализ конструкции Szüsz привел
P.Liardet [11] к открытию возможной редукции от BR-множеств размерности
D к аналогичным множествам размерности D − 1.

Другой подход к построению множеств ограниченного остатка обнаружили
математики французской школы Ж. Рози [12] и S. Ferenczi [13]. Они связа-
ли свойство быть BR-множеством со свойствами отображения первого возвра-
щения. Но получить оценки остаточного члена в двумерном случае так и не
удалось. В 2005 г. В. Г. Журавлев получил оценки для фрактальных множеств
ограниченного остатка, построенных на основе двумерного разбиения Рози [14].

В 2011 г. В. Г. Журавлев [15] нашел способ построения множеств ограничен-
ного остатка на основе перекладывающихся торических разверток и получил
многомерное обобщение теоремы Гекке [16]. Так например, в одномерном слу-
чае эта идея реализовывается так: единичный полуинтервал T 1 = [0, 1) может
быть разбит на два полуинтервала T 1

0 = [0, 1 − α) и T 1
1 = [α − 1, 1), перекла-

дывание которых соответствует повороту окружности единичной длинны T1 на
угол α. В работе [17] им описан общий подход к построению множеств огра-
ниченного остатка на основе многогранников Е. С. Федорова для трехмерного
случая, параллелоэдров Г. Ф. Вороного для четырехмерного случая, а для раз-
мерности D > 5 с помощью вытягивания многомерного куба. Эта конструкция
обобщается на все размерности.

2.1. Двумерные BR-множества

В 2011 г. автору в [18] удалось построить трехпараметрические множества
ограниченного остатка на основе перекладывающихся шестиугольных развер-
ток T 2(c) двумерного тора T2. В этом случае развертка T 2(c) разбивается на
три перекладывающиеся области T 2

k , k = 0, 12, являющиеся множествами огра-
ниченного остатка.
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Развертка двумерного тора — это фундаментальная область для квадрат-
ной решетки Z2, это значит, что этой фигурой можно заполнить всю плоскость
сдвигая ее на векторы квадратной решетки Z2. Чаще всего в качестве развертки
двумерного тора выбирают квадрат и долгое время предпренимались попыт-
ки построить множества ограниченного остатка на основе квадрата, но это не
принесло положительных результатов. Однако, можно в качестве развертки вы-
брать шестиугольник с попарно равными и параллельными противоположными
сторонами, такая фигура также будет являться фундаментальной областью для
квадратной решетки Z2.

Любой точке c = (c1, c2) из области C = {c = (c1, c2) ∈ R2; min(|c1|, |c2|) 6
1}, где | · | обозначает абсолютную величину, можно поставить в соответ-
свие шестиугольник T 2(c), трансляционно заполняющий всю плоскость. При-
чем, шестиугольник будет выпуклым, если c1, c2 > 0, c1+ c2 6 1, и невыпуклый
в остальных случаях (рисунок 1).

(0,1)

- Ccon

- Cncon1

- Cncon2

(  ,  )1 0(0,  )0

с
=
с

1

2

(0,1)

(0,  )0
(  ,  )1 0

(  ,1)1

T
2
(с)

-c

c=(с ,с )1 2

(0,1)

(0, )0
( , )1 0

( ,1)1

T (c)
2

-c

Рис. 1

Координаты вершин полученного шестиугольника (0, 0), (1− c1,−c2), (1, 0),
(1− c1, 1− c2), (0, 1), (−c1, 1− c2). Сдвигая T 2(c) на векторы квадратной решет-
ки Z2, можно разбить всю плоскость — значит шестиугогльник T 2(c) является
разверткой двумерного тора T2.

Построим вектор α2 = (α2
1, α

2
2) = tc, где ограничения для параметра t, опре-

деляются формой развертки, так, например, 0 < t 6 1 в случае выпуклого
шестиугольника T 2(c). Отложим теперь вектор α2 от вершин (1, 0), (1− c1, 1 −
c2), (0, 1), соединив концы отложенных векторов, получим разбиение развертки
на перекладывающиеся области T 2

k′, k
′ = 0, 1, 2, две из которых будут являться

параллелограммами, а область T 2
0 — шестиугольником (см. рисунок 2). В рабо-

те автора [19] доказано, что перекладывание областей T 2
k соответствует сдвигу

тора T2 на вектор α2. Построенные множества T 2
k′, k

′ = 0, 1, 2 являются множе-
ствами ограниченного остатка.

Для построенных множеств в случаях сдвига тора TD на иррациональный
вектор αD, D = 2, 3, найдены точные оценки остаточного члена δk(i, x0), k =
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Рис. 2

0, 1, . . .D [19]. В случае сдвига на вектор βD = 1
h
(αD + d), где h ∈ N, а d вектор

из решетки Z2, получены эффективные оценки границ отклонени δk(i), k =
0, 1, . . .D и доказано многомерное обобщение теоремы Гекке [20].

В двумерном случае для выпуклой шестиугольной развертки T 2(c) доказана
следующая теорема [18] и следствие из нее [20].

Теорема 1. Пусть дан сдвиг тора Sα2 на вектор α2, и α2 - иррациональ-
ный, т. е. числа α2

1, α
2
2, 1 линейно независимы над Z, пусть тор T2 разбит

на области T2
k : T2 = T2

0 ⊔ T2
1 ⊔ T2

2, а его развертка T 2(c) задана параметром
c = (c1, c2) ∈ Ccon. Тогда для отклонений выполняются точные неравенства:

−σ(x0) 6 δ0(i, x0) 6 2− σ(c)− σ(x0);
x01 − 1 6 δ1(i, x0) 6 x01 + c1;
x02 − 1 6 δ2(i, x0) 6 x02 + c2,

где σ(x) = x1 + x2.

Следствие 1. (двумерное обобщение теоремы Гекке) Если в качестве век-
тора сдвига выбрать вектор β2 = 1

h
(α2+ l), где h ∈ N и l ∈ Z2, то все границы

отклонений δk(i, x0) увеличатся в h раз.

Аналогичные теоремы доказаны для случая двумерной развертки то-
ра, представляющей собой невыпуклый шестиугольник. Заметим, что границы
отклонений определяются лишь формой развертки T 2(c) и выбором начальной
точки x0, в частности в случае теоремы 1, если в качестве начальной точки
выбрать точку x0 = (0, 0), то границы отклонения δ1(i, x0) определяются раз-
мерами развертки T 2(c) в направлении вектора l1, границы отклонения δ2(i, x0)
— размерами развертки T 2(c) в направлении вектора l2 и отклонения δ0(i, x0)
— в направлении вектора l0. Таким образом, сами границы развертки не обя-
зательно должны быть прямыми, а могут быть любыми линиями вплоть до
фрактальных [21], при этом обязательным условием остается соответствие про-
тивоположных сторон.

Также в работе [19] автора найдены средние значения отклонений для дву-
мерных множеств.Средние значения отклонений в одномерном случае были
найдены В. Г. Журавлевым в [22]. Также в 2011 г. А. В. Шутов построил одно
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семейство двумерных множеств ограниченного остатка на основе шестиуголь-
ной развертки тора [9]. Множества, описанные в работе [18], включают в себя
случаи, рассмотренные Шутовым и Szüsz, как частные.

Для каждого δk(i, x0) определено среднее отклонение

〈δk(x0)〉 = lim
N→+∞

1

N

∑

16i6N

δk(i, x0),

и найдены его значения [19].

Теорема 2. Пусть дан сдвиг тора на вектор α2. Пусть вектор α2 ирра-
циональный, т. е. числа α2

1, α
2
2, 1 линейно независимы над Z. Тогда для любого

k′ = 0, 1, 2 существуют средние значения отклонений

〈δk(x0)〉 = lim
N→+∞

1

N

∑

16i6N

δk(i, x0),

и они соответственно равны

〈δ0(x0)〉 = 1− c1+c2
2

− x01 − x02,
〈δ1(x0)〉 = x01 − 1−c1

2
,

〈δ2(x0)〉 = x02 − 1−c2
2

.

2.2. Оптимизация границ отклонений

В работах автора [23], [24] была построена оптимизация границ отклонений
для двумерных множеств на основе шестиугольных разверток двумерного тора.

Если развертка тора TD задана оптимальным образом и kj = k, когда
Sj
αD(x0) ∈ Tk, где x0 начальная точка орбиты, заданной j сдвигами SαD(x0)

тора на вектор αD. Тогда любое бесконечное слово w(x0) = k0k1 . . . kD, записан-
ное в алфавите A = {0, 1, . . . , D}, является
κ-сбалансированным, т.е. у произвольных одинаковой длины факторов (под-
слов) u, v слова w(x0) разность вхождений любой буквы k ∈ A не превышает
κ [25]. Слова w(x0) представляют собою естественное обобщение слов Штурма
над двухбуквенным алфавитом, являющихся 1-сбалансированными словами и
получающихся вращением окружности.

В двумерном случае построена оптимизация границ отклонени δk(i), k =
0, 1, 2 для случая сдвига тора на вектор α2 и начальной точки x0 = (0, 0) орбиты
Orbx0(α

2). В этом случае границы отклонений для областей T 2
k′ равны

0 6 δ0(i) 6 2− c1 − c2;
−1 6 δ1(i) 6 c1;
−1 6 δ2(i) 6 c2,

Возникает естественный вопрос: как сделать границы отклонений как мож-
но меньше? Для достижения этой цели можно изменять параметры c1 и c2, но,
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уменьшая границу одного отклонения, мы неминуемо увеличиваем границу для
другого, поэтому необходим параметр, связывающий все три отклонения. Что-
бы разрешить эту проблему, будем рассматривать отклонения δk(i) как коорди-
наты трехмерного вектора x = (x0, x1, x2) = (δ0, δ1, δ2), а в качестве параметра,
связывающего все три отклонения, выберем метрику трехмерного простран-
ства dθ(x).Будем рассматривать метрики вида dθ(x) = (|x0|θ+ |x1|θ+ |x2|θ)

1
θ , где

1 6 θ 6 ∞.

Назовем ∆θ(c) = supi∈N d2(δ(i)) верхней границей векторного отклонения
δ(i) в метрике dθ(x) при фиксированном c. Тогда ∆θ = infc∈Ccon

∆θ(c) — нижняя
граница ∆θ(c) по всем c из области C.

Если выбрать θ = 2, то получим естественную евклидову метрику d2(x) =√
x2
0 + x2

1 + x2
2.

Относительно величины нижней граници ∆2(c) в метрике d2(x) доказана
следующая теорема [23].

Теорема 3. Пусть отклонения δk, k = 0, 1, 2 задают трехмерный вектор
x, и пусть его длина d2(x). Тогда, если c ∈ Ccon, для ∆2 справедливы следующие
равенства:

∆2 =

√
3

2
.

Полученное равенство достигается при c = (1
2
, 1
2
), а Ccon = {c = (c1, c2) ∈

R2; ci > 0, c1 + c2 6 1} и означает, что рассматривается не вся область C, а
только точки, порождающие выпуклые шестиугольники. Аналогичные резуль-
таты доказаны для невыпуклых шестиугольников в данной метрике, а также
для всех шестиугольников в метриках d1(x) и d∞(x).

2.3. Трехмерные BR-множества

В работах [20], [26] автор описал метод построения трехмерных множеств
ограниченного остатка на основе произведения торических разверток, впервые
определенном в [15]. В данном случае рассматривалось произведение перекла-
дывающихся единичных интервалов T 1 = T 1

0 ∪ T 1
1 и шестиугольных разверток

T 2(c), построенных в [18]. Были получены новые перекладывающаяся разверт-
ки размерности D = 3, геометрически являющиеся шестиугольными призмами
Е. С. Федорова. В работе также доказано трехмерное обобщение теоремы Гекке.

Для построения трехмерных BR-множеств автор использует ⊗k-произведе-
ние торических разверток, впервые описанное в [15], в данном случае произве-
дение шестиугольной развертки T 2(c) и единичного перекладывающегося по-
луинтервала T 1. Как множество, произведение перекладывающихся разверток
совпадает с прямым произведением множеств, и в данном случае образует ше-
стиугольную призму Е. С. Федорова, которая трансляционно заполняет все про-
странство, а значит является разверткой трехмерного тора T3 = R3 Z3. Но по-
мимо выше сказанного, ⊗k-произведение задает и разбиение новой развертки на
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множества ограниченного остатка, причем в зависимости от выбора параметра
k мы можем получать пять различных видов разбиений. Это произведение не
является коммутативным. В случае, когда на первом месте в k-произведении
стоит полуинтервал T 1, получим разбиение развертки на две шестиугольные
призмы и два параллелепипеда (см. рисунок 3), в противном случае разбиение
осуществляется на три парраллелепипеда и шестиугольную призму (см. рису-
нок 4).
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Рис. 3

В трехмерном случае для 0-произведения полуинтервала T 1 и выпуклой ше-
стиугольной развертки T 2(c) получены следующие оценки остаточных членов.
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Теорема 4. [20] Пусть задан трехмерный тор T3 = R3/Z3 с разбиением
T 3
1 ⊔T 3

0,0⊔T 3
0,1⊔T 3

0,2, которое задается произведением T 1⊗0 T
2(c). Пусть кроме

того задан иррациональный вектор γ0 сдвига тора T3, тогда для отклонений
δ1(i, x0), δ0,m(i, x0), m = 0, 1, 2 справедливы точные неравенства.

−σ(x0) 6 δ0,0(i, x0) 6 3− σ(c)(t + 1)− σ(x0);
x01 − 1 6 δ1(i) 6 x01;
x02 − 1 6 δ0,1(i, x0) 6 x02 + α2

1 + c1;
x03 − 1 6 δ0,2(i, x0) 6 x03 + α2

2 + c2.

где σ(x) = x1 + x2.
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Следствие 2. (трехмерное обобщение теоремы Гекке [20]) Если в каче-
стве вектора сдвига выбрать вектор γ′ = 1

h
(γ0 + d), где h ∈ N, d — вектор

полной решетки L1 ⊗0 L
2 для произведения T 1 ⊗0 T

2(c), то границы отклоне-
ний примут вид:

−hσ(x0) 6 δ0,0(i, x0) 6 h(3− σ(c)(t+ 1)− σ(x0));
h(x01 − 1) 6 δ1(i) 6 hx01;
h(x02 − 1) 6 δ0,1(i, x0) 6 h(x02 + α2

1 + c1);
h(x03 − 1) 6 δ0,2(i, x0) 6 h(x03 + α2

2 + c2).

где σ(x) = x1 + x2.

Аналогичные результаты доказаны для 1-произведения полуинтервала T 1 и
шестиугольной развертки T 2(c), а также для 0,1,2-произведений шестиугольной
развертки T 2(c) и полуинтервала T 1.

В трехмерном случае полученные границы отклонений не зависят от выбора
вектора α1, то есть вектора сдвига тора для первого множителя 0-произведения,
эта тенденция наблюдается в случае всех пяти видов произведений и объясня-
ется тем, что геометрически границы отклонений определяются проекциями
афинного образа развертки T 1 ⊗0 T

2(c) в ортонормированном базисе, а они не
зависят от вектора сдвига тора первого множителя, в данном случае вектора
α1.

Для всех полученых множеств в трехмерном случае найдены средние зна-
чения отклонений 〈δk(x0)〉, k = 0, 1, . . .D.

Для каждого δk(i, x0) определено среднее отклонение

〈δk(x0)〉 = lim
N→+∞

1

N

∑

16i6N

δk(i, x0),

и найдены его значения.

Теорема 5. [20] Пусть дан сдвиг тора T3 на вектор γ0. Пусть вектор γ0

иррациональный. Тогда для областей T 3
1 , T

3
0,m, m = 0, 1, 2 существуют средние

значения отклонений

〈δ1(x0)〉 = lim
N→+∞

1

N

∑

16i6N

δ1(i, x0),

〈δ0,1(x0)〉 = lim
N→+∞

1

N

∑

16i6N

δ0,1(i, x0),

и они соответственно равны

〈δ0,0(x0)〉 = σ(x) + σ(c)
2

− 3
2
,

〈δ1(x0)〉 = 1
2
− x01,

〈δ0,1(x0)〉 = 1−c1
2

− x02,
〈δ0,2(x0)〉 = 1−c2

2
x03.
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Аналогичные результаты получены для 1-произведения полуинтервала на
шестиугольник и 0, 1, 2-произведений шестиугольника и полуинтервала [20].

Заключение

Описанный автором подход к построению множеств ограниченного остат-
ка может быть распространен на торы произвольной TD размерности D, так
как произведение перекладывающихся разверток определено и все необходи-
мые элементы найдены. В этом случае разбиение будет осуществляться на об-
ласти TDk , где k = 0, 1, . . .D + 1, каждой из которых для визуализации удобно
присвоить не только номер, но и цвет. Так например, произведение двух пе-
рекладывающихся гексагональных разверток даст новую перекладывающуюся
развертку размерности D = 4, разбитую на пять областей.

В настоящее время активизировался интерес к задачам, связанным с множе-
ствами ограниченного остатка, целый ряд отечественных и зарубежных авторов
работает в этом направлении: В. Г. Журавлев, А. В. Шутов, А. А. Абросимова,
A. Haynes, H. Koivusalo, S. Grepstad, N. Lev.
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1. Weyl H. Über die Gibbs’sche Erscheinung und verwandte Konvergenzph äno-
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distribution mod 1”, Acta Arithmetica, vol. 12, pp. 193–212.

13. Krasilshchikov, V. V. & Shutov, A. V. 2011, “Description and exact maximum
and minimum values of the remainder in the problem of the distribution of
fractional parts”, Mathematical Notes, vol. 89, no. 1, pp. 43–52.

14. Liardet, P. 1992, “Regularities of distribution”, Compositio Math., vol. 61, pp.
267–293.

15. Oren, I. 1982, “Admissible functions with multiplie discontinioutes”, Israel
J.Math., vol. 42, pp. 353-360.
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СТРУКТУРА ДИСКРИМИНАНТНОГО
МНОЖЕСТВА

ВЕЩЕСТВЕННОГО МНОГОЧЛЕНА
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Аннотация

Проблема описания структуры дискриминантного множества вещест-
венного многочлена часто возникает при решении различных прикладных
задач, например, при описании множества устойчивости положений рав-
новесия многопараметрических систем, при вычислении нормальной фор-
мы системы Гамильтона в окрестности положения равновесия в случае
кратных частот. В работе рассматривается структура дискриминантного
множества многочлена с вещественными коэффициентами. Предлагается
два подхода к его изучению. Первый подход основан на исследовании ну-
лей идеалов, образованных набором субдискриминантов исходного много-
члена. Рассмотрены различные способы вычисления субдискриминантов.
Во втором подходе предлагается исследовать особые точки дискриминант-
ного множества. Методами компьютерной алгебры показано, что для ма-
лых значений степени исходного полинома оба подхода эквивалентны, но
первый более предпочтителен из-за меньшего размера идеалов.

Предлагается конструктивный алгоритм построения полиномиальной
параметризации дискриминантного множества в пространстве коэффици-
ентов многочлена. С прикладной точки зрения наибольший интерес пред-
ставляет описание компоненты коразмерности 1 дискриминантного мно-
жества. Именно эта компонента делит пространство коэффициентов на
области с одинаковой структурой корней многочлена. Набор компонент
различных размерностей дискриминантного множества имеет иерархиче-
скую структуру. Каждая компонента большей размерности может рас-
сматриваться как некоторая касательная развертывающая поверхность,
образованная линейными многообразиями соответствующей размерности.
Роль направляющей при этом выполняет компонента дискриминантного
множества, имеющая размерность на единицу меньше и на которой ис-
ходный многочлен обладает единственным кратным корнем, а остальные
его корни простые. Начиная с одномерного алгебраического многообразия
размерности 1, на котором исходный многочлен имеет единственный ко-
рень максимальной кратности, на следующем шаге алгоритма получаем
описание многообразия, на котором многочлен имеет уже 2 корня — один
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простой и один кратный. Повторяя последовательно шаги алгоритма, по-
лучаем в итоге параметрическое представление компоненты коразмерно-
сти 1 дискриминантного множества.

Приведены примеры дискриминантных множеств кубического много-
члена и многочлена четвертой степени.

Ключевые слова: дискриминантное множество, особая точка, рацио-
нальная параметризация.

Библиография: 15 названий.

STRUCTURE OF DISCRIMINANT SET
OF REAL POLYNOMIAL

A. B. Batkhin (Moscow)

Abstract

The problem of description the structure of the discriminant set of a real
polynomial often occurs in solving various applied problems, for example, for
describing a set of stability of stationary points of multiparameter systems, for
computing the normal form of a Hamiltonian system in vicinity of equilibrium
in the case of multiple frequencies. This paper considers the structure of
the discriminant set of a polynomial with real coefficients. There are two
approaches to its study. The first approach is based on the study of zeroes
of ideals formed by the set of subdiscriminants of the original polynomial.
Different ways of computing subdiscriminants are given. There is proposed to
investigate the singular points of the discriminant set in the second approach.
By the methods of computer algebra it is shown that for small values of the
degree of the original polynomial, both approaches are equivalent, but the first
one is preferred because of smaller ideals.

Proposed constructive algorithm for obtaining polynomial parameteriza-
tion of the discriminant set in the space of coefficients of the polynomial.
From the applied point of view the most interesting is the description of the
components of codimension 1 of the discriminant set. It is this component
divides the space of the coefficients into the domains with the same structure
of the roots of the polynomial. The set of components of different dimensions
of the discriminant set has a hierarchical structure. Each component of higher
dimensions can be considered as some kind of tangent developable surface
which is formed by linear varieties of respective dimension. The role of directrix
of this component performs a variety of dimension one less than that on which
the original polynomial has only multiple zero and the remaining zeroes are
simple. Starting with a one-dimensional algebraic variety of dimension 1 on
which the original polynomial has the unique zero of maximal multiplicity,
in the next step of the algorithm we obtain the description of the variety on
which the polynomial has a pair of zeroes: one simple and another multiple.
Repeating sequentially the steps of the algorithm, the resulting parametric
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representation of components of codimension 1 of the discriminant set can be
obtained.

Examples of the discriminant set of a cubic and quartic polynomials are
considered.

Keywords: discriminant set, singular point, rational parametrization.
Bibliography: 15 titles.

1. Introduction

Let
f(x) = xn + an−1x

n−1 + . . .+ a0, (1)

be a generic monic polynomial of degree n with real coefficients. The n-dimensional
real space Π of its coefficients (a0, a1, . . . , an−1) is called the coefficient space.

Definition 1. The discriminant set D(f) of the polynomial f(x) is called
the set of all points of coefficient space Π, at which discriminant D(f) is vanished.

Investigation of the structure of the discriminant set D(f) is important for
solution of many applied problems, for instance, for study stability of a stationary
point of multiparameter mechanical systems (see [1, 2, 3]), for computing normal
form of Hamiltonian system in vicinity of stationary point in the case of equal
frequences [4].

The set D(f) contains the algebraic hypersurface H of codimension 1 in the
space Π. This hypersurface divides the Π into 1 + [n/2] domains with fixed number
of real zeroes of the polynomial f(x) (see [5, Theorem 2]).

Theorem 1. In the space of coefficients Π the domains with the same number
of real zeroes of the polynomial f(x) are separated from each other by discriminant
hypersurface H ⊂ D(f).

The goal of the presented paper is to give the description of the discriminant
set D(f) of a generic monic polynomial with real coefficients and, in particular, to
construct parametrization of the hypersurface H of codimension 1.

Two main approaches can be proposed for study of the discriminant set D(f).

• The first one is based on exploring the subdiscriminants of the polynomial (1).

• The second one is based on investigation of singular points of the discriminant
set D(f).

The structure of the paper is as following. In Section 2 we give the definition of
subdiscriminant of a polynomial and recall some its useful properties. In Section 3
we provide the description of the discriminant set D(f) based on subdiscriminant
approach. In Section 4 we show that the aproach based on investigation of singular
points of the set D(f) is equivalent to the approach based on subdiscriminant
technique. Finally, some examples are provided in the last Section 5.
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2. Subdiscriminant and its properties

Here we recall the definition of the subdiscriminant, which is used in Section 3
for discriminant set description. This section is mainly based on [6, 7]

Definition 2. Let ti, i = 1, . . . , n be the roots of the polynomial f(x). The
discriminant D(f) of f(x) is defined by formula

D(f) =
∏

16i6j6n

(ti − tj)
2. (2)

Usually discriminant D(f) is defined as a resultant computed on the polynomial
f(x) and its first derivative f ′(x) [7]:

D(f) = (−1)n(n−1)/2R(f, f ′).

There are several ways for discriminant D(f) computation:

1. as the determinant of Sylvester matrix (see [6, 7, 8] and below);

2. as the determinant of Bézout matrix (see [6, 7, 9]);

3. as the determinant of Hankel matrix constructed of Newtonian sums (see [6,
7]);

4. with the help of pseudo-remainders sequence.

The author’s computational experiments demonstrated that the most effective
way of the discriminant (and also subdiscriminant) computation is the way with the
help of Bézout matrix.

We consider so called Sylvester-Habicht matrix [6, 10]

SylHab (f, f ′) =




1 an−1 an−2 . . . . . . . . . . a0 0 · · · 0 0
0 1 an−1 . . . . . . . . . . a1 a0 · · · 0 0
...

. . .
. . .

0 0 · · · 1 an−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a1 a0
0 0 · · · 0 n (n− 1)an−1 . . . . . . . 2a2 a1
...

. . .
. . .

0 n . . . . . . . . . . 2a2 a1 0 . . . . . . . . 0
n . . . . . . . . . . . 2a2 a1 0 . . . . . . . . . . . . 0




So, up to the sign D(f) = det SylHab (f, f ′). The choice of Sylvester-Habicht matrix
makes definition of subdiscriminant easier than using the original Sylvester matrix.

If one wants to formulate a condition that the polynomial f(x) has exactly k
distinct zeroes, it is necessary to use subdiscriminant notion.
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Definition 3. The k-th subdiscriminant D(k)(f) of the polynomial f(x) is
defined by the following formula:

D(k)(f) =
∑

I⊂{1,...,p}

#(I)=k

∏

(j,l)∈I

l>j

(tj − tl)
2.

Here #(I) is the cardinality of the set I.

The next proposition provides the way of subdiscriminant computation.

Proposition 1 ([11]). The determinant of a matrix, resulting from the Sylvester
matrix SylHab (f, f ′) by deleting the first k and the last k rows, and the first k and
the last k columns, is equal to the k-th subdiscriminant of the discriminant D(f).

When k = 0 one has the discriminant of the polynomial f(x): D(0)(f) ≡ D(f).
It is clear that k-th subdiscriminant D(k)(f) is the k-th inner [12] of the Sylvester-
Habicht matrix.

Polynomial f(x) has exactly n− 1 non-trivial subdiscriminants each of which is
a quasi homogeneous polynomial of its coefficients a0, . . . , an−1.

Theorem 2. The polynomial f(x) has exactly d common zeroes with its deriva-
tive f ′(x) iff the following conditions take place

D(0)(f) = . . . = D(d−1)(f)︸ ︷︷ ︸
d

= 0, D(d)(f) 6= 0.

Multiple zeroes of the polynomial f(x) are the zeroes of the polynomial GCD(f, f ′),
which can be written as follows:

GCD(f, f ′) = D(d)µd + detM
(1)
d µd−1 + · · ·+ detM

(d)
d ,

where matrix M
(j)
d is the d-th inner of the matrix which is obtained from the Sylves-

ter – Habicht matrix by replacing d+1-th column counted from the right by the j-th
column counted from the right.

The simple zeroes of the polynomial GCD(f, f ′) correspond to the double zeroes
of the original polynomial f(x). The zeroes of polynomial GCD(f, f ′) of multiplicity
m > 1 correspond to zeroes of the polynomial f(x) with multiplicity m+ 1.

3. Subdiscriminant approach

Here we propose the following constructive algorithm for obtaining polynomial
parameterization of the discriminant set in the space Π of coefficients of the polyno-
mial f(x). The main idea of the algorithm is to consider each variety Vi of dimension
i as a tangent developable surface [13, 14] with the directrix defined by the variety
Vi−1.
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1. We compute the variety V1 with parametrization

V1 :
{
ai = (−1)n−iC i

nt
n−i
1 , i = 0, . . . , n− 1

}
,

which solve the system
{
D(j)(f) = 0

}
, j = 0, . . . , n− 2. The polynomial f(x)

has the only zero t1 with multiplicity n on it.

2. Using the variety V1 as a directrix we obtain the variety V2 with parametriza-
tion

V2 :
{
ai = (−1)n−iC i

nt
n−i
1 + (−1)n−iC i

n−1t
n−1−i
1 t2, i = 0, . . . , n− 1

}
,

which solve the system
{
D(j)(f) = 0

}
, j = 0, . . . , n− 3. The polynomial f(x)

has two distinct zeroes on it: zero t1 with multiplicity n − 1 and simple zero
t1 + t2. The variety V2 is a tangent developable surface of dimension 2 in the
space Π.

3. Considering the variety V2 as an envelope of two-dimensional planes one get
variety V3, on which the polynomial f(x) has a zero of mupltiplicity n−2 and
a pair of simple zeroes.

4. Finally, repeating the steps described above one obtain the variety Vn−1, which
is the tangent develope hypersurface H in Π. On this hypersurface polynomial
f(x) has one double zero and n− 2 simple zeroes.

Remark 1. There are other varieties in the discriminant set D(f), on which
polynomial f(x) has zeroes with other scheme of multiplicity. It is easy to show
that in the generic position case these varieties have codimension more then 1 and
therefore they cannot be the parts of the hypersurface H.

Proposition 2. The subset of codimension 1 of the discriminant set D(f) of
a generic monic polynomial with real coefficients is a tangent develope hypersurface
H in the space Π. Therefore it has polynomial paramerization.

4. Singular points approach

It is possible to describe the mentioned above varieties Vi, i = 1, . . . , n − 1 as
singular points of the discriminant set D(f) of orders n− 1− i correspondingly.

Definition 4. Let ϕ(X) be a polynomial of X = (x1, . . . , xn). The point X = X0

of the set ϕ(X) = 0 is said to be a singular point of the k-th order if all the
partial derivatives of ϕ(X) with respect to x1, . . . , xn of order k, inclusive, vanish
and at least one partial derivative of order k + 1 does not vanish.
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Compose the ideal Jk from the discriminant D(f) and all its partial derivatives
up to the order k inclusive. The ideal Jk includes all singular points of order k and
below. The direct computations show that ideal Jk for certain value k 6 n− 2 does
not equal to the ideal Ik ≡

{
D(j)(f)|j = 0, . . . , k

}
, which include the variety Vn−k−1.

With the help of computer algebra algorithms (Gröbner basis and procedures for
polynomial ideals [15]) it was shown that RadJk = RadIk for the following values
of n = 3, 4, 5, where RadP is the radical of ideal P. It is quite possible that this
statement takes place for any n ∈ N.

Remark 2. If statement, that for any finite value k radicals of the ideals Jk
and Ik coincide, is right then, the subdiscriminant approach is equal to the singular
point approach. But it is clear that the first approach is easer than the second one
as far as the number of polynomials in the ideals Ik depends linear on the degree n
and the number of polynomials in the ideals Jk grows as nk.

5. Examples

Example 1. Monic cubic polynomial

Let consider monic cubic polynomial f3(x) = x3+a2x
2+a1x+a0. Its subdiscrimi-

nants are:
D(0)(f3) = −4a32a0 + a22a

2
1 + 18a2a1a0 − 4a31 − 27a20,

D(1)(f3) = a22 − 3a1.

The case of the only zero of multiplicity 3 is described by the ideal

J (1)
3

def
= {D(0)(f3), D

(1)(f3)}

with Hilbert dimension equal to one. Normalization the polynomial GCD(f3, f
′
3) on

the ideal J (1)
3 gives

GCD (f3, f
′
3) = 3x2 + 2a2 + a1 = (3x+ a2)

2/3,

which is a full square.
One-parametric variety V1 has the following parametrization

V1 :
{
a0 = −t31, a1 = 3t21, a2 = −3t1

}
,

and polynomial f3(x) = (x− t1)
3 on it.

The case of two zeroes with multiplicities 2 and 1 correspondingly is described

by the ideal J (0)
3

def
= {D(0)(f3)}, which has Hilbert dimension 2 and its zeroes forms

two-parametric variety V2 of codimension 1

V2 :
{
a0 = −t31 − t21t2, a1 = 3t21 + 2t1t2, a2 = −3t1 − t2

}
,
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Рис. 1: Discriminant surface for monic cubic polynomial

and polynomial f3(x) = (x − t1)
2(x − (t1 + t2)) on it. This variety is a tangent

developable surface in Π = R3 with envelope V1 and is shown in Fig. 1.
So, variety V2 is the hypersurface H dividing coefficient space Π into two domains

with different numbers of real zeroes.

Example 2. Monic quartic polynomial.

Let f4(x)
def
= x4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 be a monic quartic polynomial. Its

subdiscriminants are the following:

D(0)(f4) = −27a43a
2
0 + 18a33a2a1a0 − 4a33a

3
1 − 4a23a

3
2a0 + a23a

2
2a

2
1+

+ 144a23a2a
2
0 − 6a23a

2
1a0 − 80a3a

2
2a1a0 + 18a3a2a

3
1 + 16a42a0−

− 4a32a
2
1 − 192a3a1a

2
0 − 128a22a

2
0 + 144a2a

2
1a0 − 27a41 + 256a30,

D(1)(f4) = −6a33a1 + 2a23a
2
2 − 12a23a0 + 28a3a2a1 − 8a32 + 32a2a0 − 36a21,

D(2)(f4) = 3a23 − 8a2.

One-parameter variety V1 has parametrization

V1 :
{
a0 = t41, a1 = −4t31, a2 = 6t21, a3 = −4t1

}
.

On this variety f4(x) = (x− t1)
4.



DISCRIMINANT SET OF REAL POLYNOMIAL 31

Discriminant set D(f4) contains two varieties, on which the polynomial f4(x)
has only two distinct zeroes with multiplicities (3, 1) and (2, 2) correspondingly. The
variety V(1)

2 is a tangent developable surface in coefficient space Π = R4 as was
shown in Section 3. Its parametrization is the following

V(1)
2 :

{
a0 = t41 + t31t2, a1 = −4t31 − 3t21t2, a2 = 6t21 + 3t1t2,a3 = −4t1 − t2,

}

on which f4(x) = (x − t1)
3(x − t1 − t2). Considering variety V(1)

2 as an envelope
of hyperplanes one can obtain the parametrization of those part of variety V(1)

3 of
codimension 1, on which the polynomial f4(x) has only 3 distinct real zeroes. The
parametriation of this veriety can be given in the following form:

V(1)
3 : {a0 = t21

(
t22 − t23

)
, a1 = 2t1

(
t23 − t22 − t1t2

)
,

a2 = t21 + 4t1t2 + t22 + t23, a3 = −2(t1 + t2)}, (3)

on which f4(x) = (x − t1)
2(x − (t2 + t3))(x − (t2 − t3)). Setting in (3) t3 = 0 one

can get the parametric representation of two-dimensional variety V
(2)
2 , on which the

polynomial f4(x) has a pair of real distinct zeroes with multiplicity two. Moreover,
setting t3 = it3 one gets parametrization of 3-dimensional variety V(2)

3 on which
the polynomial f4(x) has one real zero t1 with multiplicity 2 and a pair of simple
complex mutually conjugated zeroes t2 ± it3. So, both varieties V(1)

3 and V(2)
3 form

the hypersurface H ⊂ D(f4) dividing the coefficient space Π into 3 domains with
different numbers of real zeroes.

Let us make a linear Tschirnhaus transformation x = y − a3/4 and we obtain
polynomial f̃4(y) = y4+ b2y

2+ b1y+ b0 with the coefficient space Π̃ = R3. Then the
variety Ṽ1 shrinks to the origin, the variety Ṽ(1)

2 : {b0 = −3t41, b1 = 8t31, b2 = −6t21},
on which f̃4(y) = (y−t1)

3(y+3t1), becomes one-dimensional, and, finally, the variety

Ṽ3 :
{
b0 = t21

(
t21 − t3

)
, b1 = 2t1t3, b2 = −2t21 − t3,

}

which is a tangent developable surface, on which

f4(y) = (y − t1)
2(y − (t1 + t3))(y − (t2 − t3)),

and the variety Ṽ2(2) : {b0 = t22, b1 = 0, b2 = −2t2}.
Variety Ṽ(1)

2 is one-parameter set of singular points of the first order, because they
form the set of casps. The part of variety Ṽ(2)

2 is one-parameter set of singular points
of the first order, because one branch of the parabola is isolated (for t2 > 0) and
the other branch is the curve of selfintersection of the variety Ṽ3. The last variety is
hypersurface H of codimention 1 in the coefficient space Π̃ and it divides this space
into three domains with different numbers of real zeroes of the polynomial f̃4(y). All
the varieties described above are shown in Figure 2.
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Рис. 2: Discriminant surface for monic quartic polynomial f̃4(y).

6. Resume

The described in Section 3 algorithm of polynomial parametrization of the discri-
minant set D(f) of the real polynomial f(x) allows to represent this parametrization
in a such form that it is possible to obtain the structure of the discriminant set D(f)
as a finite set of algebraic varieties Vi of different dimensions from 1 to n− 1.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Батхин, А. Б., Брюно А. Д., Варин В. П. Множества устойчивости мно-
гопараметрических гамильтоновых систем // ПММ. 2012. Т. 76, № 1. С.
80—133.

2. Батхин А. Б. Устойчивость одной многопараметрической системы Гамиль-
тона // Препринт № 69. М.: ИПМ им. М.В.Келдыша. 2011. 28 с.



DISCRIMINANT SET OF REAL POLYNOMIAL 33

3. Грязина Е. Н., Поляк Б. Т., Тремба А. А. Современное состояние метода
D-разбиения // Автоматика и Телемеханика. 2008. № 12. С. 3—40.

4. Маркеев А. П. Точки либрации в небесной механике и космодинамике. М.:
Наука. 1978.

5. Нейман Н. Н. Некоторые задачи распределения нулей многочленов // УМН.
1949. Т. 4, № 6(34). С. 154—188.

6. Basu S., Pollack R., Roy M.-F. Algorithms in Real Algebraic Geometry. 2006.
Springer-Verlag. Berlin Heidelberg New York.

7. Калинина Е. А., Утешев А. Ю. Теория исключения: Учеб. пособие. Спб.:
Изд-во НИИ химии СПбГУ. 2002. 72 с.

8. Sylvester J. J. On a theory of syzygetic relations of two rational integral
functions, comprising an application to the theory of Sturm’s function // Trans.
Roy. Soc. London (1853).
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УНИВЕРСАЛЬНОЕ ОБОБЩЕНИЕ

АЛГОРИТМА ЦЕПНОЙ ДРОБИ
А. Д. Брюно (г. Москва)

Аннотация

1. Простое обобщение. Пусть в трехмерном вещественном простран-
стве заданы три вещественные однородные линейные формы. Их модули
дают отображение этого пространства в другое. В нем рассматривается
выпуклая оболочка образов всех целочисленных точек первого простран-
ства, кроме его начала координат. Замыкание этой выпуклой оболочки
названо модульным многогранником. Наилучшие целочисленные прибли-
жения к корневым подпространствам заданных форм дают точки, образы
которых лежат на границе модульного многогранника. Граница модульно-
го многогранника вычисляется любой стандартной программой вычисле-
ния выпуклых оболочек. Алгоритм дает также периодичность для куби-
ческих иррациональностей с положительным дискриминантом. Обобщить
цепную дробь пытались Эйлер, Якоби, Дирихле, Эрмит, Пуанкаре, Гур-
виц, Клейн, Минковский, Вороной и многие другие.

2. Универсальное обобщение. Пусть в n-мерном вещественном прос-
транстве Rn заданы l линейных и k квадратичных форм (n = l + 2k).
Модули этих форм задают отображение пространства Rn в положитель-
ный ортант S = Rm+ m-мерного вещественного пространства Rm, m = l+k.
При этом целочисленная решётка Zn в Rn отображается в некоторое мно-
жество Z в S. Замыкание выпуклой оболочки H множества Z\0 является
многогранным множеством. Целочисленные точки из Rn, отображающи-
еся на границу ∂H многогранника H, дают наилучшие диофантовы при-
ближения к совокупности корневых подпространств m заданных форм.
В алгебраическом случае, когда заданные формы определённым образом
связаны с корнями многочлена степени n, доказывается, что многогран-
ник H имеетm−1 независимый период. Это обобщение теоремы Лагранжа
о периодичности цепной дроби квадратичной иррациональности. По тео-
реме Дирихле соответствующее поле алгебраических чисел имеет ровно
m− 1 фундаментальных единиц. Граница ∂H многогранника H вычисля-
ется стандартной программой вычисления выпуклых оболочек.

Ключевые слова: цепная дробь, модульный многогранник, программа
вычисления выпуклого многогранника.
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UNIVERSAL GENERALIZATION OF THE

CONTINUED FRACTION ALGORITHM

A. D. Bruno (Moscow)

Abstract

1. Simple generalization. Let three homogeneous real linear forms be given
in a three-dimensional real space. Their moduli give a mapping of the space
into another space. In the second space, we consider the convex hull of images
of all integer points of the first space except its origin. This convex hull is
called the modular polyhedron. The best integer approximations to the root
subspaces of these forms are given by the integer points whose images lie on the
boundary of the modular polyhedron. For the concret three linear forms, any
part of the boundary of the modular polyhedron can be computed by means of
any standard program for computation of a convex hull. The algorithm gives
the best approximations, and it is periodic for cubic irrationalities with positive
discriminant. It also allows to understand why matrix algorithms proposed by
Euler, Jacobi, Dirichlet, Hermite, Poincare, Hurwitz, Brun, Guting and others
are not universal: proper algorithm is composed from several different matrix
algorithms.

2. Universal generalization. Let l linear forms and k quadratic forms (n =
l + 2k) be given in the n-dimensional real space Rn. Absolute values of the
forms define a map of the space Rn into the positive orthant S of the m-
dimensional real space Rm, where m = l + k. Here the integer lattice Zn in
Rn is mapped into a set Z in S. The closure of the convex hull H of the set
Z\0 is a polyhedral set. Integer points from Rn, which are mapped in the
boundary ∂H of the polyhedron H, give the best Diophantine approximations
to root subspaces of all given forms. In the algebraic case, when the given
forms are connected with roots of a polynomial of degree n, we prove that
the polyhedron H has m − 1 independent periods. It is a generalization of
the Lagrange Theorem, that continued fractions of a square irrationality is
periodic. For the certain set of the m forms, any part of the boundary ∂H of
the polyhedron H can be computed by a program for computing convex hulls.

3. Main achievement. Best Diophantine approximations can be computed
by a global algorithm using a standard program for computing convex hulls,
instead of step-by-step computations as in the continued fraction algorithm.
It gives a solution of the problem, that majority of main mathematicians of
the XIX century tried to solve.

Keywords: continued fraction, modular polyhedron, program for computing
convex hull.
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1. Введение

1.1. Цепная дробь

Пусть α0 и α1 – натуральные числа. Для нахождения их наибольшего общего
делителя используется алгоритм Евклида [1] последовательного деления с остатком:

α0 = a0α1 + α2, α1 = a1α2 + α3, α2 = a2α3 + α4, . . .

где натуральные числа a0, a1, a2, . . . суть неполные частные. Это алгоритм разложе-
ния числа α = α0/α1 в правильную цепную дробь [2], и он применим к любым веще-
ственным числам α. При этом a0 = [α], где [α] – целая часть числа α, a1 = [1/(α−a0)],
. . . , т. е.

α = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .

, (1)

и

(
αk+1

αk+2

)
=

(
0 1
1 −ak

)(
αk
αk+1

)
, ak = [αk/αk+1]. (2)

Если разложение (1) оборвать на ak и свернуть эту оборванную цепную дробь в раци-
ональное число pk/qk, то получается подходящая дробь, которая дает наилучшее
рациональное приближение к числу α. При этом

(
pk pk−1

qk qk−1

)
=

(
pk−1 pk−2

qk−1 qk−2

)(
ak 1
1 0

)
(3)

и (
ak 1
1 0

)−1

=

(
0 1
1 −ak

)
,det

(
pk pk−1

qk qk−1

)
= ±1,

т.е. векторы (αk, αk+1) и (pk, qk) принадлежат сопряженным плоскостям, и пара век-
торов (pk, qk), (pk−1, qk−1) может служить базисом в одной из них. Цепные дроби (1) и
соотношения (2), (3) рассматривал Валлис [3] в 1655 г. В 1737 г. Эйлер [4] дал назва-
ние “непрерывная дробь” (fractio continua). Лагранж [5] доказал, что для квадратич-
ных иррациональностей α разложение в цепную дробь периодично (и обратно), т. е.
последовательность неполных частных a0, a1, a2, a3, . . . , начиная с какого-то номера,
состоит из повторяющегося отрезка ak, ak+1, . . . , ak+t.

Итак, алгоритм разложения числа в цепную дробь:

1. прост;

2. дает наилучшие рациональные приближения к числу;

3. конечен для рационального числа;

4. периодичен для квадратичных иррациональностей [2];

5. устроен как для почти всех чисел [2] для кубических иррациональностей [37].

Кроме того, он обладает еще рядом замечательных свойств.
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1.2. История обобщений
В 1775 г. Эйлер [6] сделал первую попытку обобщить алгоритм цепной дроби на

векторы. Впоследствии его подход развивали Якоби [7, 8], Пуанкаре [9], Брун [10],
Гютинг [67], Брюно [16, 17, 19, 21] (два алгоритма) и Парусников [16, 17], Пустыль-
ников [13] и др. Они по аналогии с (2) строили матричные алгоритмы вида

Ak+1 = CkAk, k = 0, 1, 2, . . . , (4)

где Ak – n-мерный вектор и Ck – квадратная n-матрица с целыми элементами, которая
образована по вектору Ak, и detCk = ±1. Эти алгоритмы просты, но, вообще говоря,
не дают наилучших рациональных приближений к вектору и не всегда при n = 3
обладают аналогом свойства 4.:

4’. периодичность для кубических иррациональностей.
Еще Эрмит [15] критиковал алгоритм Якоби. В работах [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]

было проведено сравнение качества матричных алгоритмов и было установлено, что
ни один их них не обладает свойствами 2 и 4’ для всех векторов A0. При этом ока-
залось, что наихудшим является алгоритм Пуанкаре [9]. В 1842 г. Дирихле [24] при
n = 3 предложил рассматривать не трехмерный вектор A = A0, а две линейные од-
нородные формы l1(X) и l2(X) такие, что l1(A) = l2(A) = 0. В 1850 г. Эрмит [25],
развивая этот подход, предложил свое обобщение цепной дроби. Наконец, в 1895-
96 гг. Клейн [26], Минковский [27] и Вороной [28] независимо пришли к тому, что
надо в R3 рассматривать тройку однородных линейных форм l1(X), l2(X), l3(X) и
предложили свои концепции обобщения цепной дроби. При этом Клейн ограничил-
ся общими геометрическими соображениями, а Минковский и Вороной предложили
конкретные алгоритмы. Впоследствии подход Клейна переоткрывали Скубенко [29]
и Арнольд [30] и называли многогранники Клейна парусами и многогранниками Ар-
нольда [31, 32, 74] соответственно. И хотя в [16] был предложен алгоритм вычисления
многогранников Клейна, в [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23] было выяснено, что многогранники
Клейна-Скубенко-Арнольда не дают основы для хорошего алгоритма, обобщающего
цепную дробь. Только алгоритмы Минковского и Вороного обладают свойствами 2 и
4’ но они весьма громоздки. Их применению и развитию было посвящено много работ
(см. [33, 34, 35]). Свой подход к обобщению цепной дроби предложил Гурвиц [36] в
1894 г., но без алгоритма. Интерес автора к обобщению цепной дроби возник в связи
с его работой [37] 1964 г., которая была повторена Ленгом [38] в 1972 г. (см. так-
же Старк [39]). В 2003 г. автор [40] предложил новое обобщение цепной дроби. Оно
состоит в следующем.

Пусть для X = (x1, x2, x3) ∈ R3 заданы три однородные линейные формы fi(X),
i = 1, 2, 3. Тогда в R3 имеются три плоскости Li = {X : fi(X) = 0} и три прямых

Li ∩ Lj. Модули форм |fi(X)| def= gi(X) задают отображение целочисленной решетки

Z3 ⊂ R3 в некоторое множество Z неотрицательного октанта S
def
= R3

+ = {Y : Y > 0}.
Пусть H – выпуклая оболочка множества Z и ∂H – ее граница. Множество ∂H яв-
ляется двумерной многогранной поверхностью, состоящей из вершин, ребер и гра-
ней. При этом плоскостям Li ⊂ R3 соответствуют координатные квадранты октанта
S, а прямым Li ∩ Lj ⊂ R3 соответствуют координатные лучи октанта S. Наилуч-
шим целочисленным приближением плоскостей Li и прямых Li ∩ Lj в R3 соответ-
ствуют вершины многогранной поверхности ∂H в S. Поэтому нахождение наилуч-
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ших диофантовых приближений сводится к вычислению поверхности ∂H [73], ко-
торая была названа «модульным многогранником». Модульный многогранник
является выпуклой оболочкой четырех многогранников Клейна. Для одиннадцати
наборов форм fi(X), i = 1, 2, 3 модульные многогранники вычислены в [44] и пока-
заны их логарифмические проекции. Свойства модульных многогранников изучены
в [42, 43, 44, 45]. Оказалось, что все грани модульного многогранника являются тре-
угольниками с вершинами G(Bi), i = 1, 2, 3, где вектор G(X) = (g1(X), g2(X), g3(X)).
При этом det(B1B2B3) = 0 или ±1 или ±2. Если коэффициенты форм fi(X) принад-
лежат одному кубическому полю, то поверхность ∂H дважды периодична. В [43, 69]
был предложен алгоритм движения по поверхности ∂H. Однако он был довольно
громоздким.

1.3. Постановка задачи

Рассмотрим более общую ситуацию.
Пусть в n-мерном вещественном пространстве Rn с координатами X = (x1, . . . , xn)

заданы m однородных вещественных форм f1(X), . . . , fm(X), которые не имеют об-
щего корня X 6= 0, 2 6 m 6 n. Целочисленная ненулевая точка X ∈ Zn\0 ⊂ Rn

называется минимальной, если для всякой другой ненулевой целочисленной точки
Y ∈ Zn\0 ∈ Rn выполнены неравенства

|fi(X)| 6 |fi(Y )|, i = 1, . . . ,m.

Задача 1. Найти все минимальные точки.
Частичное решение задачи 1. Модули форм fi(X) задают отображение G(X) про-

странства Rn в положительный ортант S = Rm+ m-мерного пространства Rm с коор-
динатами S = (s1, . . . , sm): si = gi(X) = |fi(X)|, i = 1, . . . ,m. При этом целочис-
ленная решетка Zn ⊂ Rn отображается в некоторое множество Z ⊂ S. Замыкание
выпуклой оболочки H множества Z\0 является выпуклым множеством. Все целочис-
ленные точки X ∈ Zn\0, отображающиеся на границу ∂H множества H, являются
минимальными и дают наилучшие диофантовые приближения к совокупности корне-
вых пространств m форм fi(X). Возможны минимальные точки X, образы которых
G(X) = (g1(X), . . . , gm(X)) не лежат на границе ∂H. Однако будем искать погра-
ничные минимальные точки X, для которых G(X) ∈ ∂H.

Пример 1. Если m = n = 2, а f1(X) и f2(X) — линейные формы, то ∂H – вы-
пуклая ломаная на плоскости R2, лежащая в S = R2

+. Координаты x1 и x2 прообраза
X = (x1, x2) ее вершины G = (g1, g2) – это числитель и знаменатель подходящей цеп-
ной дроби числа, равного тангенсу наклона одной из корневых прямых f1(X) = 0 или
f2(X) = 0. Точки из Z, лежащие на ребрах ломанной ∂H, отсутствуют. Промежу-
точным дробям этой цепной дроби соответствуют не минимальные пограничные
точки.

В дальнейшем ограничимся случаями, когда выпуклое множество H является мно-
гогранным, т.е. его граница ∂H состоит из вершин, ребер и граней различных раз-
мерностей и не содержит непрерывных «кривых» частей. В этих случаях граница ∂H
вычисляется с помощью стандартных программ для вычисления выпуклых много-
гранников [68, 73].
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Пусть иррациональные λ1 и λ2 ∈ R – корни квадратного уравнения λ2+aλ+ b = 0
с целыми коэффициентами. Тогда цепные дроби чисел λ1 и λ2 периодичны и ломаная
∂H для пары форм f1(X) = x1 − λ1x2 и f2(X) = x1 − λ2x2 также периодична.

Задача 2. Найти все периоды поверхности ∂H, т. е. ее линейные автоморфизмы
X = TY .

1.4. О содержании статьи

Статья состоит из трех параграфов.
В § 2 рассматривается случай трех линейных форм от трех переменных. Для этого

случая определяется модульный многогранник, изучаются его свойства. Подробно
рассматривается подслучай, когда коэффициенты всех форм принадлежат одному
кубическому полю. В нем модульный многогранник имеет два независимых периода,
которым соответствуют две фундаментальные единицы поля. Наконец, приводится
11 примеров проекций модульных многогранников на плоскость.

В § 3 обсуждается случай нескольких линейных и нескольких квадратичных форм.
Определяется модульный многогранник. В алгебраическом случае он имеет столько
периодов, сколько фундаментальных единиц имеет соответствующее поле. Через пе-
риоды можно вычислить эти фундаментальные единицы.

2. Модульный многогранник и его глобальные
свойства

2.1. Общие свойства [69]

Пусть в R3 заданы три вещественные независимые однородные линейные формы

fi(X) = 〈Li,X〉 , i = 1, 2, 3, det(L1, L2, L3) 6= 0, (5)

где X ∈ R3, Li = (li1, li2, li3) ∈ R3
∗, 〈·, ·〉 означает скалярное произведение, и простран-

ство R3
∗ двойственно пространству R3. Три линейные однородные формы (5) опреде-

ляют отображение G(X) = (g1(X), g2(X), g3(X)), где gi(X) = |fi(X)|, i = 1, 2, 3.
В [43] предложена следующая конструкция. Вектор-функция G(X) отображает

пространство R3 с координатами X в пространство R3 с координатами G = (g1, g2, g3),
точнее – в его неотрицательный октант R3

+ = S. При этом множество Z3\0 всех цело-
численных точек X кроме X = 0 отображается в некоторое множество Z в S. Пусть H

– замыкание выпуклой оболочки точек множества Z и ∂H – его граница. Очевидно,
что H – это выпуклый многогранник (точнее – многогранное множество), который
назван модульным, и ∂H – это выпуклая многогранная поверхность, состоящая из
вершин Vi, ребер Ri и граней Γi.

Пусть V1, V2, V3 ∈ Z и

Vj = G(Bj), Bj ∈ Z3, j = 1, 2, 3. (6)

Положим ω(V1, V2, V3) = |det(B1B2B3)|. Очевидно ω принимает целые неотрица-
тельные значения. Для грани Γi поверхности ∂H определим ω(Γi) как минимум
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ω(V1, V2, V3) по всем тройкам точек V1, V2, V3 ∈ Z, лежащих на грани Γi и не лежащих
на одной прямой, т. е. V1, V2, V3 ∈ Z ∩ Γi и det(V1V2V3) 6= 0. Грань Γi поверхности ∂H
назовем простой, если она является треугольником с вершинами (6) и не содержит
других точек из множества Z, и полупростой, если она является треугольником,
содержащим внутри ровно одну точку множества Z, и имеет ω(Γi) = 1. Для простой
грани Γi с вершинами (6) имеем ω(Γi) = |det(B1B2B3)|.

Теорема 1. Для граней Γi поверхности ∂H всегда ω(Γi) 6 2.

Теорема 2. Грань Γi с ω(Γi) = 2 является простым треугольником.

Теорема 3. Если точки (6) лежат на одной грани Γi и ω(V1, V2, V3) = 0, то
одна из точек B1, B2, B3 является суммой двух других.

2.2. Периодичность [75, §7]

Определение 0. Унимодулярная 3 × 3 матрица T называется периодом по-
верхности ∂H, если поверхность ∂H̃, соответствующая формам f̃i(Y ) = 〈Li, Y T ∗〉,
i = 1, 2, 3, переводится в ∂H линейным преобразованием

gi = µig̃i, i = 1, 2, 3, (7)

где µi ∈ R и µ1µ2µ3 = 1.

Здесь звездочка означает транспонирование. Таким образом, периодичность ∂H
означает, что для ∂H два линейных преобразования X∗ = TY ∗ в R3 и (7) в S дают
один и тот же результат.

Пусть у неприводимого в Q кубического многочлена

p(λ) = λ3 + aλ2 + bλ+ c (8)

дискриминант положительный. Тогда у него имеются три вещественных корня λ1 <
< λ2 < λ3. Пусть вектор Li в форме (5) такой, что

(L∗
1, L

∗
2, L

∗
3) = RW, (9)

где R – невырожденная матрица, а W – матрица Вандермонда для полинома (8).

Теорема 4. Если все коэффициенты многочлена (8) целые числа, и все элемен-
ты матрицы R рациональные, то поверхность ∂H, соответствующая формам (7),
двояко периодическая, т. е. ее логарифмическая проекция

n1 = log |f1(X)|, n2 = log |f2(X)| (10)

инвариантна относительно двух независимых параллельных переносов.

Положим, что модуль Ω состоит из чисел 〈L,X〉, где X ∈ Z3, и числа r1, r2, r3
являются генераторами модуля Ω. В соответствии с теоремой Дирихле [66, гл. II] в
этом случае имеется ровно две фундаментальные единицы u и v поля Q(λ) в модуле
Ω, т.е. каждая единица поля имеет форму ζumvn, где ζk = 1 и k, l,m ∈ Z. Следова-
тельно, поверхность ∂H имеет два независимых периода D∗

u и D∗
v . В логарифмической

проекции каждому периоду соответствует свой параллельный перенос.
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2.3. Примеры [44]

Здесь для m = n = 3 приводятся вычисления многогранных поверхностей ∂H для
11 тернарных кубических форм вида

h(X) = 〈L1,X〉 〈L2,X〉 〈L3,X〉 , (11)

где fi(X) = 〈Li,X〉, i = 1, 2, 3. Десять из них, являющиеся экстремальными фор-
мами Девенпорта и Свиннертона-Дайера [62], рассматривались в [16] – [23], где для
них были вычислены многогранники Клейна. Одиннадцатая форма (11) была взя-
та из примера работы Вороного [28]. Результаты вычислений представлены в виде
рисунков, где показаны логарифмические проекции (10) многогранников ∂H на плос-
кость n1 = ln |f1(X)|, n2 = ln |f2(X)|. Проекции вершин V (X) обозначены черны-
ми кружочками и соединены проекциями ребер. В каждой из этих точек V (X) =
(|f1(X)|, |f2(X)|, |f3(X)|) указано соответствующее значение вектора X и значение
формы (11) для этого X.

Ниже каждая их этих 11 форм обсуждается в отдельном примере, и для нее при-
водятся начальные значения в виде многочлена (8) и таблицы

B1 f1(B1) f2(B1) f3(B1) a1 fi(B1)
B2 f1(B2) f2(B2) f3(B2) a2 fi(B2)
B3 f1(B3) f2(B3) f3(B3) a3 fi(B3)

где B1, B2, B3 – исходный базис, A = (a1, a2, a3), f1(A) = f2(A) = 0, fi(Bj) точные зна-
чения. Во всех случаях поверхность ∂H просчитывается алгоритмом для вычисления
выпуклого многогранника и имеет 2 независимых периода, которым в логарифмиче-
ской проекции соответствуют параллельные переносы. Указываются фундаменталь-
ные области Φ относительно группы этих переносов.

Пример 2. Форма h1.

Согласно [16, 17], начальные данные суть p(λ) = λ3 + λ2 − 2λ− 1,

(1,0,0) 1 1 1 1 1
(0,1,0) -1.24697960 1.80193773 0.44504187 0.44504187 −λi+2

(0,0,1) -0.55495813 -2.24697960 0.80193774 0.80193774 −1− λi+1

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 1. Фундаментальная
область Φ состоит из двух треугольников

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(1, 0, 0), G(0, 0, 1), G(1, 0, 1)}. (12)

Пример 3. Форма h2.

Согласно [16, 17], начальные данные суть p(λ) = λ3 − 3λ− 1,
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Рис. 1: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h1.
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(1,0,0) 1 1 1 1 1
(0,1,0) -1.87938524 1.53208889 0.34729636 0.34729636 −λi+2

(0,0,1) -0.65270364 -2.87938524 0.53208889 0.53208889 −1− λi+1

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 2. Фундаментальная
область Φ состоит из двух треугольников (12).

Рис. 2: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h2.

Пример 4. Форма h3.

Согласно [18], начальные данные суть p(λ) = λ3 − 3λ2 − λ+ 1,

(1,0,0) 1 1 1 1 1
(0,1,0) 2.48119430 -1.17008647 0.68889218 0.68889218 λi−1

λi

(0,0,1) -5.15632517 -0.369102386 0.52542756 0.52542756 λ2i−3λi+1

λi
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Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 3. Фундаментальная
область Φ состоит из двух треугольников

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(1, 0, 0), G(1, 1, 0), G(2, 1, 1)}. (13)

Рис. 3: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h3.
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Пример 5. Форма bg.

Согласно [20], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 9λ2 + 6λ− 1,

(1,0,0) 1 1 1 1 1
(0,1,0) 0.87891770 -0.13776296 8.25884526 8.25884526 7 + 9λi + λ2

i

(0,0,1) -7.25884526 0.121082302 1.13776296 1.13776296 λi + 1

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 4. Фундаментальная
область Φ состоит из двух треугольников

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(0, 1, 0), G(0, 0, 1), G(0, 1, 1)}. (14)

Рис. 4: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы bg.
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Пример 6. Форма h4.

Согласно [19], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 9λ2 + 6λ− 1,

(1,0,0) 1 1 1 1 1

(0,1,0) 1.90687424 -2.92775456 -0.17911967 1.51261571 −3+15λi+2λ2i
5

(0,0,1) -0.67598551 0.59666387 2.47932164 5.74622955 11+10λi+λ
2
i

5

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 5. Фундаменталь-
ная область ограничена вершинами G(1, 1, 4), G(0, 0, 1), G(1, 0, 0), G(0,−1, 0),
G(−5,−1, 2), G(3, 1,−1), G(−1, 0, 1), G(1, 1, 3) и состоит из 9 треугольников.

Рис. 5: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h4.

Пример 7. Форма h̃4, сопряженная к h4.

Согласно [19], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 9λ2 + 6λ− 1,
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(1,0,0) 1 1 1 1 1

(0,1,0) 0.26323621 -0.68494283 1.51261571 -0.17911967 13+26λi+3λ2i
11

(0,0,1) -0.38431852 -0.452820124 5.74622955 2.47932164 53+73λi+8λ2i
11

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 6. Фундаментальная
область поверхности ∂H состоит из 4 треугольников

Γ1 = {G(2,−5, 1), G(−1, 1, 0), G(−1,−3, 1)}, Γ2 = {G(2,−5, 1), G(−1, 1, 0), G(0, 1, 0)},
Γ3 = {G(0, 1, 0), G(−1, 1, 0), G(−1,−3, 1)},
Γ4 = {G(0, 1, 0), G(−1,−3, 1), G(−1,−2, 1)}.

Рис. 6: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h̃4.

Пример 8. Форма h5.

Согласно [21, 61], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + λ2 − 4λ+ 1,
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(1,0,0) 1 1 1 1 1
(0,1,0) 0.72610945 -0.37720285 3.65109341 3.65109341 −1 + 2λi + λ2

i

(0,0,1) -2.65109341 0.273890555 1.37720285 1.37720285 λi

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 7. Фундаментальная
область Φ состоит из двух треугольников

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(0, 1, 0), G(0, 0, 1), G(0, 1, 1)}. (15)

Рис. 7: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h5.

Пример 9. Форма h6.

Согласно [22, 61], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 4λ2 − 25λ− 1,

(1,0,0) 1 1 1 0.23382690 1

(0,1,0) 3.88530978 -0.24362329 1.35831350 0.12322591 −5+3λi+2λ2i
21

(0,0,1) -2.24362329 -0.64168650 1.88530978 0.31761024 −13+12λi+λ2i
21
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Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 8. Фундаменталь-
ная область состоит из 9 треугольников и ограничена вершинами G(5,−2,−1),
G(−3, 1, 1), G(2, 0,−1), G(−1,−2, 2), G(1,−2, 1), G(0,−1, 1), G(0, 1, 0), G(1, 0, 1),
G(1, 1, 1), G(3, 1, 3), G(2, 0, 1), G(−2, 1, 1).

Рис. 8: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h6.

Пример 10. Форма h7.

Согласно [23, 61], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 − 2λ2 − λ+ 1,

(1,0,0) 1 1 1 -0.08626792 1
(0,1,0) 0.643104132 0.307978528 5.04891734 0.21777981 λ2

i

(0,0,1) 2.24697960 -0.801937736 0.55495813 -0.02393754 λ2
i − 2λi

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 9. Фундаменталь-
ная область ограничена вершинами G(1, 0, 0), G(0, 0, 1), G(−3, 1,−3), G(1, 0, 1),
G(−1, 1,−1), G(0, 1, 0), G(−1, 2, 0), G(−1, 1, 0) и состоит из 6 треугольников.
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Рис. 9: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h7.
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Пример 11. Форма h̃7 сопряженная к h7.

Согласно [23], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 − 2λ2 − λ+ 1,

(1,0,0) 0.30141661 0.78485132 -0.08626792 1
(0,1,0) -0.09692113 -0.12085868 0.21777981 5.04891734
(0,0,1) 0.33863849 -0.31470094 -0.02393754 0.55495813

Здесь матрица {fi(Bj)} обратна матрице {fi(Bj)} примера 10.
Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 10. Фундаменталь-

ная область Φ состоит из двух треугольников Γ1 = {G(−1, 0, 1), G(0, 0, 1), G(0, 1, 0)} и
Γ2 = {G(−1, 0, 1), G(0, 1, 0), G(1, 3, 0)}.

Рис. 10: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h̃7.

Пример 12. Форма Вороного.
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В [28, § 53] рассмотрена форма (11), где Li =
(
1, λi, (λi + λ2i )/2

)
, i = 1, 2, 3, а λi –

корни уравнения λ3 − 7λ− 2 = 0. Начальные данные суть p(λ) = λ3 − 7λ− 2,

(1,0,0) 1 1 1 0.79184956 1
(0,1,0) -2.48928857 -0.28916855 2.77845712 1.95640956 λi
(0,0,1) 1.85363451 -0.10277505 5.24914054 2.20012002 (λi + λ2

i )/2

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 11. Фундаменталь-
ная область Φ ограничена вершинами G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1), G(2, 5, 6),
G(1, 1, 2), G(1, 1, 1) и состоит из 6 треугольников.

Рис. 11: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы Во-
роного.

Замечание 2. Формы h1, h2, h3, bg и h5 являются самосопряженными. Поэтому
для них и их сопряженных форм h̃ многогранники ∂H и ∂H̃ совпадают и устроены
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просто. Формы h4, h6, h7 и форма Вороного не являются самосопряженными. Они
отличаются от своих сопряженных форм; отличаются и их многогранники ∂H,
∂H̃, которые устроены сложнее. Здесь приведены многогранники для сопряженных
форм h̃4 и h̃7, но отсутствуют многогранники для форм, сопряженных к h6 и Во-
роного.

Замечание 2. Неуспех попыток найти единый матричный алгоритм вызван
тем, что в сложных (несамосопряженных) случаях переходы от граней с ω = 1
к другим таким же граням дается последовательностью разных матричных ал-
горитмов. Только в самосопряженных случаях можно обойтись каким-то одним
матричным алгоритмом.

3. Многомерный случай [70]

3.1. Модульный многогранник

Пусть в Rn = {X}, X = (x1, . . . , xn) заданы l линейных форм

fi(X) = 〈Li, X〉, i = 1, . . . , l (16)

и k квадратичных форм

fl+j(X) = 〈Kj , X〉〈K̄j , X〉, j = 1, . . . , k, (17)

l, k > 0, l + 2k = n, l + k = m > 2. (18)

Здесь Li – n-мерные вещественные векторы-строки, Kj – n-мерные комплексные век-
торы-строки, 〈Li, X〉 означает скалярное произведение и черта сверху означает ком-
плексное сопряжение. Очевидно, m 6 n. Предположим, что набор форм (16), (17)
невырожден, т. е.

det(L∗
1, . . . , L

∗
l , K

∗
1 , . . . , K

∗
k , K̄

∗
1 , . . . , K̄

∗
k) 6= 0. (19)

Здесь звездочка ∗ означает транспонирование, т. е. L∗
i и K∗

j векторы-столбцы.
Положим

gi(X) = |fi(X)|, i = 1, . . . , m, (20)

и
G(X) = (g1(X), . . . , gm(X)). (21)

Целочисленная точка X ∈ Zn называется минимальной или наилучшим (диофан-
товым) приближением к корневым подпространствам

Li = {X : fi(X) = 0} , i = 1, . . . , l + k = m, X ∈ Rn, (22)

совокупности форм (16), (17), если для всякого Y ∈ Zn, Y 6= 0:

G(X) 6 G(Y ). (23)

В частности, если n = 2, l = 0 и k = 1, то этот случай не рассматривается, ибо
m = k + l = 1 < 2, что противоречит (18).
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Предлагается изучить структуру наилучших целочисленных приближений X ∈ Zn

к корневым подпространствам (22) форм (16), (17) с помощью следующего подхо-
да [69, 70].

Формулы (20), (21) задают отображение n-мерного пространства Rn = {X} в неот-
рицательный ортант S = {S > 0} m-мерного пространства Rm = {S}. При этом кор-
невые подпространства (22) из Rn отображаются в координатные подпространства
в S, а целочисленные точки X 6= 0, т. е. X ∈ Zn \ {0}, отображаются в некоторое
множество Z ⊂ S. Пусть H – замыкание выпуклой оболочки множества Z. Согласно
определению 0 наилучшим целочисленным приближениям X ∈ Zn корневых под-
пространств (22) соответствуют точки G(X) множества Z, лежащие на границе ∂H
многогранного множества H.

Вершины, ребра и грани любых размерностей для ∂H вычисляются стандартной
программой вычисления выпуклых оболочек [73] для m 6 14 или [68] для любого m.
Точки из Z∩ ∂H, отличные от вершин, также находятся. Они являются пограничны-
ми минимальными точками. Не пограничные минимальные точки этим подходом не
отлавливаются.

3.2. Периодичность модульного многогранника

Рассмотрим линейное преобразование

X = DX̃ (24)

исходных координат, где D – неособая квадратная n-матрица. Напомним, что мат-
рица D называется унимодулярной, если все её элементы – целые и detD = ±1.
Унимодулярная матрица D является периодом модульного многогранника H, если
линейному преобразованию (24) соответствует диагональное линейное преобразова-
ние

gi = µig̃i, i = 1, . . . , m, µ1 . . . µm = 1 (25)

между многогранниками H и H̃, где g̃i = gi

(
X̃
)
, или между их частями.

Пусть неприводимый в Q многочлен

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0 (26)

с целыми коэффициентами ai ∈ Z имеет l вещественных корней λ1, . . ., λl и k пар
комплексно сопряжённых корней λl+1, . . ., λl+k, λ̄l+1, . . ., λ̄l+k, l + 2k = n. Здесь
l > 0, k > 0, но нам нужно чтобы k + l > 2. Пусть W — соответствующая матрица
Вандермонда, R — неособая матрица с рациональными элементами и

(
L∗
1, L

∗
2, . . . , L

∗
l ,K

∗
1 ,K

∗
2 , . . . ,K

∗
k , K̄

∗
1 , K̄

∗
2 , . . . , K̄

∗
k

)
= RW, (27)

где звёздочка означает транспонирование, т. е. L∗
i — вектор-столбец. Рассмотрим m =

k + l форм
fi(X) = 〈Li, X〉, i = 1, . . . , l,

fl+j(X) = 〈Kj , X〉〈K̄j , X〉, j = 1, . . . , k.
(28)

Теорема 5. Соответствующая формам (28) гиперповерхность ∂H размерно-
сти m− 1 имеет ровно m− 1 независимых периодов.
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Согласно теореме Дирихле [66] поле Q(λ) имеет ровно m− 1 независимых фунда-
ментальных единиц. Следовательно, многогранная гиперповерхность ∂H размерности
m − 1 имеет ровно m − 1 независимых периодов, произведение степеней которых не
равно тождественному преобразованию. Алгоритмы, обобщающие цепную дробь, поз-
воляют находить многогранники H. По многогранникам H находятся их периоды и
по ним — фундаментальные единицы поля Q(λ) (см. [66]–[68], также [70, 71, 72, 73]).

Теперь один из векторов Li, i = 1, . . ., l или Kj , j = 1, . . . , k в (27) заменим про-
извольным вектором L′

i или K ′
j с сохранением вещественности или комплексности

вектора Li или Kj и свойства невырожденности (19), и вместо формы fi(X) рассмот-
рим форму

f ′i(X) = 〈L′
i, X〉, если i 6 l,

f ′i(X) = 〈K ′
i−l, X〉〈K̄ ′

i−l, X〉, если i > l.

Пусть пересечение U корневых подпространств Lj всех нештрихованных форм (j 6= i)
отлично от нуля, а пересечение подпространства U с корневым подпространством L′

i

формы f ′i(X) состоит только из нуля X = 0. Тогда поверхность ∂H′, соответству-
ющая m − 1 старым нештрихованным формам и одной штрихованной форме, будет
m − 1 периодической вблизи подпространства U . Это обобщение теоремы Лагранжа
о периодичности цепной дроби для квадратичной иррациональности.

4. Заключение
Наилучшие диофантовые приближения можно вычислять посредством глобаль-

ного алгоритма, использующего стандартную программу вычисления выпуклых обо-
лочек, вместо пошаговых вычислений как в алгоритме цепной дроби. Это дает ре-
шение проблемы, которую пыталось решить большинство ведущих математиков XIX
века.
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Аннотация

Классическая теорема М. Лазара (см. [1]) о структуре кольца коэф-
фициентов универсальной формальной группы является ключевым ре-
зультатом теории одномерных формальных групп. Открытие формальной
группы геометрических кобордизмов ([2], [3]) и теорема Д. Квиллена ([4])
о том, что её можно отождествить с универсальной формальной группой,
позволили ввести теорию формальных групп в аппарат алгебраической
топологии, включая аппарат теории родов Хирцебруха. Широко извест-
но обязанное этому фундаментальное взаимопроникновение методов и ре-
зультатов алгебраической топологии (см. [5]), алгебраической геометрии,
теории функциональных уравнений и математической физики.

Важные приложения в алгебраической топологии нашли результаты
теории эллиптических функций и функций Бейкера–Ахиезера, играющие
фундаментальную роль в современной теории интегрируемых систем.

Актуальным стало построение универсальных формальных групп за-
данного вида, экспоненты которых задаются этими функциями. Извест-
ные результаты в этом направлении используют как классические, так и
полученные недавно, теоремы сложения, определяющие вид формальных
групп.

В настоящей работе решена давно стоявшая задача: найден вид уни-
версальной формальной группы, экспонентой которой является эллипти-
ческая функция уровня 3. Получены результаты о кольце коэффициентов
этой группы, описаны её связи с известными универсальными формаль-
ными группами.

Ключевые слова: формальные группы, эллиптическая функция уровня
3.
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THE UNIVERSAL FORMAL GROUP
THAT DEFINES THE ELLIPTIC

FUNCTION OF LEVEL 3
V. M. Buchstaber, E. Yu. Bunkova (Moscow)

Abstract

The classical theorem of M. Lazar (see [1]) on the structure of the ring of
coefficients of the universal formal group is a key result of the theory of one-
dimensional formal groups. The discovery of the formal group of geometric
cobordisms ([2], [3]) and D. Quillen’s theorem ([4]) that it can be identified
with the universal formal group allowed to introduce the theory of formal
groups in the apparatus of algebraic topology, including the apparatus of
the theory of Hirzebruch genera. Due to this there has been a widely-known
fundamental mutual penetration of methods and results of algebraic topology,
(see [5]), algebraic geometry, the theory of functional equations and mathema-
tical physics.

Important applications in algebraic topology found results of the theory
of elliptic functions and Baker–Akhiezer functions, which play a fundamental
role in the modern theory of integrable systems.

The construction of universal formal groups of given form, with exponents
given by these functions, became actual. Known results in this direction use
both classic and recently obtained addition theorems, that determine the form
of formal groups.

In this paper we solved a long standing problem: we have found the form
of universal formal group the exponent of which is the elliptic function of level
3. We have obtained results on the coefficient ring of this group and described
its relationship with known universal formal groups.

Keywords: formal groups, elliptic function of level 3.
Bibliography: 15 titles.

1. Введение
Эллиптический синус Якоби sn(x) имеет реализацию в виде эллиптической функ-

ции уровня 2. Отображение C → C2, x 7→ (ξ, µ), ξ = sn(x), µ = sn′(x), униформизирует
кривую

µ2 = 1− 2δξ2 + εξ4.

Закон сложения для этой кривой определяется законом сложения для sn(x) в форме
А. Кэли (см. [6])

ψ(x+ y) =
ψ(x)2 − ψ(y)2

ψ(x)ψ′(y)− ψ(y)ψ′(x)
.

Доказано, что sn(x) является экспонентой универсальной формальной группы вида

F (u, v) =
u2 − v2

uB(v)− vB(u)
,
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Кольцо коэффициентов R2 этой формальной группы вычислено в [7]. Оказывается,
что B(u)2 = 1− 2δu2 + εu4 и поэтому R2[

1
2 ] = Z[12 ][δ, ε].

Для эллиптической функции f(x) уровня 3 отображение C → C2, x 7→ (ξ, µ),
ξ = f(x), µ = f ′(x), униформизирует кривую

µ3 + 3aξµ2 = 1 + 2(a3 + 3b)ξ3 + (a3 − 3b)2ξ6. (1)

В настоящей работе мы показываем, что эллиптическая функция уровня 3 явля-
ется экспонентой универсальной формальной группы вида

F (u, v) =
u2C(v)− v2C(u)

uC(v)2 − vC(u)2
, (2)

и тем самым полностью определяется соответствующим законом сложения.
Оказывается, что эта формальная группа определена над кольцом R3, таким что

R3

[
1

2
,
1

3

]
= Z

[
1

2
,
1

3

]
[a, b],

и C(u)2 = w(u) − au, где w(u) ∈ Z[13 ][a, b][[u]] — решение уравнения

w3 + 3auw2 = 1 + 2(a3 + 3b)u3 + (a3 − 3b)2u6 (3)

с начальными данными w(0) = 1.
Формальная группа вида (2) является специализацией формальной группы вида

F (u, v) =
u2A(v)− v2A(u)

uB(v)− vB(u)
, (4)

введёной в [8]. Её кольцо коэффициентов вычислено в [7].

2. Функции Вейерштрасса
Напомним понятия из классической теории эллиптических функций (см. [6]).
Пусть ω1, ω2 ∈ C, Im (ω2/ω1) > 0, L = {2nω1 + 2mω2}, где n,m ∈ Z — решётка,

порождённая (2ω1, 2ω2), положим L′ = L\(0, 0).
Эллиптической функцией (относительно решётки L) называется мероморфная

двоякопериодическая функция, то есть мероморфная f(x), такая что

f(x+ 2ω1) = f(x), f(x+ 2ω2) = f(x).

℘-функция Вейерштрасса

℘(x) =
1

x2
+
∑

l∈L′

(
1

(x− l)2
− 1

l2

)

является эллиптической (относительно решётки L). Отображение C → C2, z 7→ (ξ, µ),
ξ = ℘(z), µ = ℘′(z), униформизует эллиптическую кривую

µ2 = 4ξ3 − g2ξ − g3, (5)
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где g2, g3 задаются формулами

g2 = 60
∑

l∈L′

1

l4
, g3 = 140

∑

l∈L′

1

l6
.

Дискриминант и J-инвариант эллиптической кривой задаются формулами

∆ = g32 − 27g23 , J =
g32

g32 − 27g23
.

ζ-функция Вейерштрасса, определяемая соотношениями

ζ ′(x) = −℘(x), lim
x→0

(
ζ(x)− 1

x

)
= 0,

и σ-функция Вейерштрасса, определяемая соотношениями

(lg σ(x))′ = ζ(x), lim
x→0

σ(x)

x
= 1,

являются квазипериодическими:

ζ(x+ 2ωk) = 2ηk + ζ(x), σ(x+ 2ωk) = −e2ηk(x+ωk)σ(x),

где ηk = ζ(ωk) и имеет место соотношение

η1ω2 − η2ω1 =
πi

2
.

3. Эллиптические функции уровня N

Понятие эллиптического рода уровня N ввёл Ф. Хирцебрух в [9] (см. также [10]).
Функция, которая задаёт этот род называется эллиптической функцией уровня N .
Следуя [11] (см. также [12]), определим эллиптическую функцию уровня N выраже-
нием

f(x) =
σ(x)σ(z)

σ(z − x)
exp (−kx) , (6)

где z = 2n
N ω1 +

2m
N ω2 и k = 2n

N η1 +
2m
N η2, n,m ∈ {0, 1, ..., N − 1}. Имеем

f(x+ 2ω1) = e2πi
m
N f(x), f(x+ 2ω2) = e−2πi n

N f(x).

Таким образом, функция h(x) =
(
f(x)

)N
является эллиптической относительно ре-

шётки L и имеет единственный ноль порядка N в точке x = 0. Она имеет единствен-
ный полюс порядка N в точке x = z — точке порядка N в группе C/L. Сама функция
f(x) является эллиптической относительно подрешётки индекса N решётки L.

Лемма 1 (см. [9], [12]). Эллиптическая функция уровня 3 удовлетворяет диф-
ференциальному уравнению

(
f ′(x)
f(x)

)3

+ a1

(
f ′(x)
f(x)

)2

+ a3 =
1

f(x)3
+ a6f(x)

3, (7)

где коэффициенты ak связаны соотношениями a1 = −6e1, a3 = 32e31 − 4e3, a6 = 4e23
для алгебраически независимых параметров e1 и e3.

Следствие 1. Положив a = −2e1, b =
2
3(e3 − 4e31) в (7), для ξ = f(x), µ = f ′(x),

получаем уравнение (1).
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4. Формальные группы
Пусть R – коммутативное кольцо с единицей 1.
Коммутативной одномерной формальной группой над R называется формальный

ряд

F (u, v) = u+ v +
∑

ai,ju
ivj , ai,j = aj,i ∈ R, i > 0, j > 0, (8)

удовлетворяющий условию ассоциативности

F (u, F (v,w)) = F (F (u, v), w). (9)

Общую теорию формальных групп см. в [13].
Экспонентой формальной группы F (u, v) называется формальный ряд

f(t) ∈ R⊗Q[[t]], однозначно определяемый законом сложения

f(x+ y) = F (f(x), f(y)), f(0) = 0, f ′(0) = 1. (10)

Логарифмом формальной группы F называется формальный ряд g(u) такой, что

g(f(x)) = x.

Из (10) получаем

∂

∂v
F (u, v)

∣∣∣∣
v=0

=
1

g′(u)
,

∂2

∂v2
F (u, v)

∣∣∣∣
v=0

=
g′(u)2g′′(0)− g′′(u)

g′(u)3
. (11)

Формальная группа F(u, v) = u+v+
∑
αi,ju

ivj над кольцом R называется универ-
сальной формальной группой, если для любой формальной группы F (u, v) над неко-
торым кольцом R существует единственный гомоморфизм r : R → R такой, что
F (u, v) = u+ v+

∑
r(αi,j)u

ivj . Гомоморфизм r называется классифицирующим гомо-
морфизмом.

Рассмотрим градуированное кольцо U = Z[βi,j : i > 0, j > 0], deg βi,j = −2(i +
j − 1). Положим F̂ (u, v) = u+ v +

∑
βi,ju

ivj , тогда

F̂
(
F̂ (u, v), w

)
= u+ v + w +

∑
βli,j,ku

ivjwk,

F̂
(
u, F̂ (v,w)

)
= u+ v + w +

∑
βri,j,ku

ivjwk,

где βli,j,k и βri,j,k — однородные полиномы от βi,j и deg βli,j,k = deg βri,j,k = −2(i+j+k−1).

Пусть J ⊂ U — идеал ассоциативности с образующими βli,j,k − βri,j,k. Рассмотрим
кольцо R = U/J , каноническую проекцию π : U → R и пусть F(u, v) = u + v +∑
αi,ju

ivj, где αi,j = π(βi,j). По построению, ряд F(u, v) задаёт формальную группу
над градуированным кольцом R, которая является универсальной. В случае, когда
мы рассматриваем формальные группы F (u, v) определённого вида, то аналогично
определяется универсальная формальная группа заданного вида над кольцом R/I,
где идеал I кольца R определяется видом формальной группы. Обратим внимание,
что кольцо R/I мультипликативно пораждается коэффициентами ряда, задающего
формальную группу.
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Пусть даны универсальные формальные группы F1(u, v) и F2(u, v) разного вида.
Скажем, что эти виды эквивалентны, если каждый из них получается специализацией
другого.

В [14] введена универсальная формальная группа вида

F (u, v) = uw(v) + vw(u)− w1uv +
w(u)β(u) − w(v)β(v)

uw(v) − vw(u)
u2v2, (12)

которая названа формальной группой Кричевера.

Лемма 2. Виды формальных групп (4) и (12) эквивалентны.

Доказательство. Обратим внимание, что вид (4) не зависит от значений B′(0) и
A′′(0), поэтому в случае универсальной формальной группы нужно положить B′(0) =
0 и A′′(0) = 0. Также нужно положить A(0) = 1, B(0) = 1.

Формулы специализации (12) для перехода к (4):

w(u) = B(u) +A′(0)u, β(u) =
A′(0)uB(u) +B(u)2 −A(u)

u2(B(u) +A′(0)u)
.

Формулы специализации (4) для перехода к (12):

A(u) = w(u)(w(u) −w1u− β(u)u2), B(u) = w(u)− w1u.

✷

Следствие 2. Кольца коэффициентов универсальных формальных групп вида (4)
и (12) совпадают.

5. Результаты
Теорема 1. Экспонентой универсальной формальной группы вида (2)

F (u, v) =
u2C(v)− v2C(u)

uC(v)2 − vC(u)2
.

является эллиптическая функция уровня 3.

Теорема 2. Универсальная формальной группы вида (2) определена над кольцом
R3, таким что

R3

[
1

2
,
1

3

]
= Z

[
1

2
,
1

3

]
[a, b].

Здесь a и b — алгебраически независимые параметры.

Доказательство этих теорем мы приводим в следующем разделе. Нам понадобит-
ся следующий результат:

Теорема 3. Эллиптическая функция уровня 3 является двухпараметрической,
с параметрами, скажем, a и b. Её можно задать в любом из следующих видов:
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•

f(x) = −2
℘(x) + a2

4

℘′(x)− a℘(x) + b− a3

4

(13)

где ℘(x) = ℘(x; g2, g3) и ℘′(x) = ℘′(x; g2, g3) — функции Вейерштрасса, и

g2 =
1

4
a(3a3 − 8b), g3 =

1

24
(3a6 − 12a3b+ 8b2).

•

f(x) =
σ(x)σ(s)

σ(s− x)
e−(a

2
+ζ(s))x (14)

где σ(x) = σ(x; ĝ2, ĝ3) и ζ(x) = ζ(x; ĝ2, ĝ3) — функции Вейерштрасса, и

ĝ2 =
3

4
a(a3 + 24b), ĝ3 =

1

8
(a6 − 60a3b− 72b2), (15)

а параметр s определяется соотношениями

℘(s; ĝ2, ĝ3) =
3

4
a2, ℘′(s; ĝ2, ĝ3) = a3 − 3b.

• Решение уравнения

f ′(x)3 + 3af ′(x)2f(x) = (a3 − 3b)2f(x)6 + 2(a3 + 3b)f(x)3 + 1 (16)

с начальными данными f(0) = 0, f ′(0) = 1.

Доказательство. Из следствия 1 мы получаем, что эллиптическая функция
уровня 3 является решением (16) с заданными начальными условиями. Такое решение
полностью определяется параметрами a и b. Функции (13) и (14) являются решениями
того же дифференциального уравнения с теми же начальными условиями, и поэтому
эти три функции совпадают как функции на C.

Доказательство того, что функция (13) удовлетворяет уравнению (16) получается
прямой подстановкой (13) в (16) с использованием соотношения (5). Доказательство
того, что функции (13) и (14) совпадают дано в [14], где эти функции представле-
ны как выражения экспоненты одной и той же формальной группы. Параметры a, b
введены в [15]. ✷

Обратим внимание, что функция (13) является эллиптической относительно ре-
шётки L, соответствующей параметрам g2, g3. Функция (14) является квазипериоди-
ческой относительно решётки L̂, соответствующей параметрам ĝ2, ĝ3. Решётка L яв-
ляется подрешёткой решётки L̂.

Следствие 3. Для инвариантов ĝ2 и ĝ3, заданных формулами (15), точка s,
определяемая соотношениями

℘(s; ĝ2, ĝ3) =
3

4
a2, ℘′(s; ĝ2, ĝ3) = a3 − 3b,

является точкой порядка 3 в группе C/L̂.
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6. Доказательство теорем 1 и 2

Рассмотрим универсальную формальную группу вида (2)

F (u, v) =
u2C(v)− v2C(u)

uC(v)2 − vC(u)2
.

Лемма 3. Имеем C(0) = 1.

Доказательство получается применением к виду (2) условия, что начало разло-
жения формальной группы в ряд должно иметь вид (8).

Положим (см. (11))

w(u) =
∂F (u, v)

∂v

∣∣∣∣
v=0

=
1

g′(u)
.

Введём wk как коэффициенты ряда

w(u) = 1 +
∑

k

wku
k.

Теорема 4. Универсальная формальная группа вида (2) является специализа-
цией универсальной формальной группы вида (4), выделяемым условием, что w(u)
является решением уравнения

w(u) + w1u =

(
w(u)2 − 1

2
uw(u)(w′(u) + w1)−

w2 + w2
1

2
u2
)2

. (17)

Доказательство. Из (11) получаем

∂F (u, v)

∂v

∣∣∣∣
v=0

= w(u),
∂2F (u, v)

∂v2

∣∣∣∣
v=0

= w(u)
(
w′(u)− w1

)
.

С другой стороны, из (2) c учётом леммы 3 получаем

∂F (u, v)

∂v

∣∣∣∣
v=0

= C(u)2 − C ′(0)u,

∂2F (u, v)

∂v2

∣∣∣∣
v=0

= 2C ′(0)2u− 6C ′(0)C(u)2 + 2
C(u)4

u
− C ′′(0)u− 2

C(u)

u
.

Следовательно, имеют место соотношения на коэффициенты

C ′(0) = w1, C ′′(0) = w2 − w2
1,

и выражения

C(u)2 = w(u) + w1u, C(u) = w(u)2 − 1

2
uw(u)w′(u)− w1

2
uw(u) − w2 +w2

1

2
u2. (18)

Отсюда получаем уравнение (17).
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Подстановка (18) в (2) даёт формальную группу

F (u, v) = uw(v) + vw(u) − w1

2
uv − uv

2

uw(v)w′(v)− vw(u)w′(u)
uw(v) − vw(u)

,

которая переобозначением β(u) = w′(u)−w1

2u принимает вид (12).
Применяя лемму 2, получаем доказательство теоремы. ✷
Уравнение (17)

w(u) + w1u =

(
w(u)2 − 1

2
uw(u)(w′(u) + w1)−

w2 + w2
1

2
u2
)2

задаёт коэффициенты wk начиная с k = 4 как многочлены от w1, w2, w3 с рациональ-
ными коэффициентами, поскольку с точностью до элементов, разложимых в кольце
порождённом wk, уравнение превращается в

3(w(u) − 1) = uw′(u) + 2w1u+ w2u
2,

и коэффициент при uk при k > 3 в левой части равен 3, а в правой он равен k.

Лемма 4. Для формальной группы (2) имеет место соотношение на коэффи-
циенты

w2 = w2
1.

Доказательство. Из начальных коэффициентов разложения в ряд уравнения
(17) следует соотношение

w1(w
2
1 − w2) = 0

и выражения

w4 =
1

4
(w2

1 − w2)
2,

w5 = −1

4
w1(w

2
1 − w2)

2 − 1

4
w3(3w

2
1 +w2).

Из условия ассоциативности формальной группы (12) получаем

3

4
(w2

1 − w2)(w
3
1 − w1w2 − w3) = 0.

Таким образом, если w2 6= w2
1, то получаем

w1 = 0, w3 = 0, w5 = 0, . . . w2k+1 = 0.

Далее из условия ассоциативности получаем

w6 = −w2w4.

При этом уравнение (17) принимает вид

w(u) =

(
w(u)2 − 1

2
uw(u)w′(u)− w2

2
u2
)2

,

и из него получаем

w4 =
1

4
w2
2, 3w6 = −2w2w4,

откуда w2 = 0, что противоречит условию w2 6= w2
1. ✷
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Следствие 4. Универсальная формальная группа вида (2) является специали-
зацией универсальной формальной группы вида (4), выделяемым условием, что w(u)
является решением уравнения

w(u)− au =

(
w(u)2 − 1

2
uw(u)(w′(u)− a)− a2u2

)2

(19)

с параметром a. Из уравнения получаем a = −w1.

Из w2 = w2
1 для g(u) = u+

∑
k gku

k+1 получаем g1 = −w1
2 , g2 = 0, g3 =

w3
1−w3

4 .

Для f(u) = u+
∑

k fku
k+1 получаем f1 =

w1
2 , f2 =

w2
1
2 , f3 =

3w3
1+2w3

8 .

Следствие 5. Экспонента формальной группы (2) задаётся двумя параметра-
ми: w1 и w3.

В терминах функции f(x) уравнение (19) принимает вид

f ′(x)− af(x) =

(
f ′(x)2 − 1

2
f(x)(f ′′(x)− af ′(x))− a2f(x)2

)2

. (20)

Теорема 5. Множество экспонент формальных групп вида (2) является дву-
параметрическим и имеет вид, описанный в теореме 3, для a = −w1, 2b = w3.

Доказательство получаем прямой подстановкой функции (13) в (20).
Таким образом, теорема 1 доказана.

Следствие 6. По теореме 3 экспонента f(x) удовлетворяет уравнению (16).
Следовательно, w(u) удовлетворяет (3)

w3 + 3auw2 = 1 + 2(a3 + 3b)u3 + (a3 − 3b)2u6.

Следствие 7. w(u) ∈ Z[13 ][a, b][[u]].

Доказательство. Действительно, w(u) является решением (3) с начальным ус-
ловием w(0) = 1. Это уравнение задаёт коэффициенты wk через a и b рекуррентно
выражением

3(1 + 2au)(w(u) − 1) =

= 2(a3 + 3b)u3 + (a3 − 3b)2u6 − 3au− (w(u) − 1)3 − 3(au+ 1)(w(u) − 1)2,

и следовательно w(u) ∈ Z[13 ][a, b][[u]]. ✷
Таким образом, из (18) мы получаем доказательство теоремы 2.

7. Приложение теоремы 3 к изогениям эллиптиче-
ской кривой
Теорема 6. Пусть для эллиптической кривой с образующими (2ω1, 2ω2) заданы

её дискриминант ∆ и J-инвариант. Тогда дискриминант ∆ и J-инвариант каждой
из кривых с образующими

(
2ω̂1 = 2ω1, 2ω̂2 =

2

3
ω2

)
,

(
2ω̂1 =

2

3
ω1, 2ω̂2 = 2ω2

)
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выражаются следующим образом:

Можно ввести формальные переменные p, s, так, что

∆ = − 1

27
p3s, J = − 1

64

(p− s)(p− 9s)3

p3s
,

тогда

∆̂ = −27s3p, Ĵ = − 1

64

(s− p)(s− 9p)3

s3p
.

Доказательство. Функция (13) имеет в ячейке ровно три полюса в точках x,

где выражение ℘′(x)−a℘(x)+ b− a3

4 обращается в ноль. Функция (14) имеет в ячейке
ровно один полюс в точке x = s.

Таким образом, если (2ω1, 2ω2) — периоды функции (13), то у функции (14) пе-
риоды (2ω̂1 = 2ω1, 2ω̂2 = 2

3ω2) либо (2ω̂1 = 2
3ω1, 2ω̂2 = 2ω2). Данная неоднозначность

получается ввиду неоднозначности выбора формальных переменных p и s.
Выражая ∆ и J через a и b по формулам теоремы 3, после подстановки

a = (p− s)1/3, b =
1

3
p,

получим формулы теоремы 6. ✷
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ПОЛИЭДРАЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ,
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Аннотация

В данной работе рассмотрены проблемы, связанные с построением и
исследованием конусов и многогранников конечных квази-метрик, кото-
рые являются несимметричными аналогами классических метрик.

Во введении рассмотрена история вопроса, приведены примеры ис-
пользования метрик и квазиметрик в математике и ее приложениях, в
том числе задачи, связанные с проблемой максимального разреза.

В первом разделе даны определения конечных метрики и полуметри-
ки, а также их важнейших частных случаев: разреза, мультиразреза и
гиперсемиметрики; построены конусы и многогранники указанных объек-
тов; исследованы их свойства. Рассмотрены связи конуса разрезов с мет-
рическими l1-пространствами. Особое внимание уделено симметриям по-
строенных конусов, которые состоят из перестановок и так называемых
свичингов; именно преобразование свичинга служит основанием для вы-
бора неравенств, определяющих соответствующий многогранник.

Во втором разделе рассмотрены конечные квази-метрики и квази-по-
луметрики, которые являются несимметричным аналогом конечных ме-
тик и полуметрик; даны определения ориентированного разреза и ориен-
тированного мультиразреза — важнейших частных случаев квази-полу-
метрики; введены понятия взвешиваемой квази-метрики и родственной
ей частичной метрики; построены конусы и многогранники указанных
объектов; исследованы их свойства. Рассмотрены связи ориентированных
разрезов с кази-метрическим l1-пространством. Особое внимание уделено
симметриям построенных конусов, которые состоят из перестановок и ори-
ентированных свичингов; как и в симметричном случае, преобразование
ориентированного свичинга служит основанием для выбора неравенств,
определяющих соответствующий многогранник. Рассмотрены резные под-
ходы к построению конуса и многогранника несимметричных гиперполу-
метрик.

В последнем разделе представлены результаты вычислений, посвящен-
ных конусам и многогранникам квази-полуметрик, ориентированных раз-
резов, ориентировнных мультиразрезов, взвешиваемых квази-метрик и ча-
стичных метрик на 3, 4, 5 и 6 точках. Указаны размерность объекта, число
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экстремальных лучей (вершин) и их орбит, число гиперграней и их орбит,
диаметры скелетона и реберного графа построенных конусов и многогран-
ников.

Ключевые слова: Полуметрика, разрез, и мультиразрез, гиперполумет-
рика, конусы и многогранники полуметрик, разрезов и гиперполуметрик,
квази-полуметрика, ориентрованные разрез и мультиразрез, взвешивае-
мая метрика, частичная метрика, конусы квази-полуметрик, ориентиро-
ванных разрезов и мультиразрезов, взвешиваемых и частичных метрик,
многогранники квази-полуметрик, ориентированных разрезов и мульти-
разрезов, взвешиваемых и частичных метрик.
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POLYHEDRAL STRUCTURES ASSOCIATED
WITH QUASI-METRICS

M. M. Deza (Paris, France), E. I. Deza (Moscow),
M. Dutour Sikirić (Zagreb, Croatia)

Abstract

In this paper the problems of construction and description of cones and
polyhedra of finite quasi-metrics are considered. These objects are asymmetri-
cal analogs of classical finite metrics.

The introduction presents the historical background and examples of appli-
cations of metrics and quasi-metrics. In particular, the questions connected
with maximum cut problem are represented.

In the first section definitions of finite metrics and semi-metrics are given,
and also their major special cases are considered: cuts, muluticuts and hyper-
semimetrics. Cones and polyhedrons of the specified objects are constructed;
their properties are investigated. Connections of the cut cone with metric
l1-spaces are indicated. The special attention is paid to symmetries of the
constructed cones which consist of permutations and so-called switchings;
transformation of a switching serves the basis for a choice of the inequalities
defining the corresponding polyhedron.

In the second section finite quasi-metrics and quasi-semimetrics are consi-
dered. They are asymmetrical analogs of the usual finite metrics and semime-
trics. Definition of the oriented cuts and oriented multicuts are given: they
are the most important special cases of the quasi-semimetrics. Concept of
weightable quasi-metrics and related to them partial metrics is introduced.
Cones and polyhedrons of these objects are constructed; their properties are
investigated. Connections of the oriented cut cone with quasi-metric l1-space
are considered. The special attention is paid to symmetries of the constructed
cones, which consist of permutations and oriented switchings; as well as in
symmetric case, transformation of the oriented switching serves the basis for
a choice of the inequalities defining the corresponding polyhedron. Different
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approaches to creation of a cone and a polyhedron of asymmetrical hypersemi-
metrics are considered.

In the last section results of the calculations devoted to cones and to
polyhedrons of quasi-semimetrics, the oriented cuts, the oriented multicuts,
weighed quasimetrics and partial metrics for 3, 4, 5 and 6 points are considered.
In fact, the dimension of an object, the number of its extreme rays (vertices)
and their orbits, the number of its facets and their orbits, the diameters of the
skeleton and the the ridge graph of the constructed cones and polyhedrons are
specified.

Keywords: Semi-metrics, cut and multicut, hypersemimetric, cones and
polyhedra of semimetrics, cuts and hypersemimetrics, quasi-semimetrics, ori-
ented cut and multicut, weightable metric, partial metric, cones of quasi-
semimetrics, of oriented cuts and oriented multicuts, of weightable and partial
metrics, polyhedra of quasi-semimetrics, of oriented cuts and multicuts, of
weightable and partial metrics.

Bibliography: 15 titles.

1. Введение
Метрики и их аналоги играют большую роль как непосредственно в математиче-

ской науке, так и в ее многочисленных приложениях. В частности, к центральным объ-
ектам дискретной математики принадлежат метрический и разрезной конусы. Так,
разрезной конус на n точках состоит из всех n-точечных полуметрических подпро-
странств пространства l1 [8]. Родственная проблема максимального разреза, состоя-
щая в нахождении для данного графа разреза максимального веса, является одной из
наиболее значимых в комбинаторной оптимизации и имеет множество применений, в
том числе в статистической механике.

Представляют значительный интерес и другие полиэдральные конструкции, свя-
занные с конечными метриками, их аналогами и обобщениями: квази-метриками (не-
симметричный случай), m-метриками (многомерный случай) и т.д. В данной статье
мы рассматриваем вопросы, касающиеся конусов и многогранников конечных квази-
метрик, ориентированных разрезов и других несимметричных объектов, родственных
метрикам, в том числе анализируем результаты машинных вычислений, полученные
для таких конусов и многогранников небольших размеров.

2. Метрики и их компаньоны: классический слу-
чай
Метрикой на n точках называется функция d : {1, . . . , n}2 → R≥0, для всех

i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям dii = 0; dij 6= 0 при i 6= j;dij = dji
(симметричность); dik 6 dij + djk (неравенства треугольника).

При построении полиэдральных конструкций понятие метрики слишком ограни-
чивает наши возможности, и значительно удобнее пользоваться его ослабленным ана-
логом — понятием полуметрики.



82 М. М. ДЕЗА, Е. И. ДЕЗА, М. ДЮТУР СИКИРИЧ

Полуметрикой на n точках называется симметричная функция

d : {1, . . . , n}2 → R≥0,

для всех i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям dii = 0 и неравенствам тре-
угольника dik 6 dij + djk. Коротко говоря, полуметрика — это метрика, позволяющая
расстояние ”ноль“ между несовпадающими точками.

Среди множества различных полуметрик особую роль играют так называемые
разрезы и мультиразрезы.

Разрезом на n точках для множества S ⊆ {1, . . . , n} называется функция δS :
{1, . . . , n}2 → R, определенная по закону

δS(i, j) =

{
1, если |S ∩ {i, j}| = 1,
0, иначе.

Легко проверить, что любой разрез является полуметрикой (но не метрикой).
Мультиразрезом (точнее, m-мультиразрезом) на n точках для разбиения

m⋃

i=1

Si = {1, . . . , n}

называется функция δS1,...,Sm : {1, . . . , n}2 → R, определенная по закону

δS1,...,Sm(i, j) =

{
1, если i ∈ Sa, j ∈ Sb, и a 6= b,
0, иначе.

Очевидно, что 2-мультиразрезы совпадают с разрезами. Более того, любой мульти-
разрез можно представить в виде неотрицательной линейной комбинации разрезов:

δS1,...,Sm =

m∑

i=1

δSi,Si
.

Число всех мультиразрезов на n точках представляет собой число Белла B(n), то
есть число всех разбиений n-множества.

Еще одним интересным классом полуметрик являются гиперполуметрики.
Гиперполуметрикой на n точках называется симметричная функция

d : {1, . . . , n}2 → R≥0,

для всех i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям dii = 0 и гиперметрическим
неравенствам

H(b, d) =
∑

1≤i<j≤n
bibjdij ≤ 0 для всех b ∈ Zn,

∑

i

bi = 1.

Поскольку вектора b вида (1, 1,−1, 0n−3) превращают гиперметрические неравенства
в неравенства треугольника, то любая гиперполуметрика является специальным слу-
чаем полуметрики.
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Центральным разделом теории конечных полуметрик являются задачи комбина-
торной оптимизации, решаемые полиэдральным методом, ведущим к построению со-
ответствующих конусов и многогранников.

Метрическим конусом на n точках METn называется множество всех полуметрик
на {1, . . . , n}.

Метрическим многогранником на n точках METPn называется множество всех
полуметрик d ∈METn, удовлетворяющих неравенствам периметра

dik + dij + djk ≤ 2.

Разрезным конусом (или конусом разрезов) на n точках CUTn называется кониче-
ская оболочка (множество всех линейных комбинаций с неотрицательными коэффи-
циентами) всех 2n−1 − 1 ненулевых разрезов на {1, . . . , n}.

Следует заметить, что разрезный конус CUTn представляет собой множество n-
точечных l1-полуметрик, то есть полуметрик, изометрически вложимых в простран-
ство l1 = (Rm, ||x− y||1) с l1-нормой

||z||1 =

m∑

i=1

|zi|.

В пространстве меры величине ||x−y||1 соответствует µ(A∆B), где A,B - множества,
представляющие x и y [8].

Разрезным многогранником (многогранником разрезов) на n точках CUTPn назы-
вается выпуклая оболочка всех 2n−1 разрезов на {1, . . . , n}.

Гиперметрическим конусом на n точках HY Pn называется множество всех гипер-
полуметрик на {1, . . . , n}.

Гиперметрическим многогранником на n точках HY PPn называется множество
гиперполуметрик d ∈ HY Pn [5], удовлетворяющих обобщенным гиперметрическим
неравенствам

∑

1≤i<j≤n
bibjdi,j ≤ s(s+ 1), b = (b1, . . . , bn) ∈ Zn,

n∑

i=1

bi = 2s + 1, s ∈ Z.

(Заметим, что обычные гиперметрические неравенства, определяющие HY PPn, яв-
ляются частным случаем обобщенных гиперметрических неравенств при s = 0.)

Поскольку метрический многогранник METPn получается при использовании
наборов b вида (1, 1,−1, 0n−3) и (1, 1, 1, 0n−3), то имеет место очевидное включение
HY PPn ⊂METPn.

Метрики были введены в начале 20-го века Фреше и Хаусдорфом. Первое исследо-
вание конечных метрик принадлежит Блюменталю. Работы, связанные с разрезами,
появились в конце 80-х годов 20-го века. Обширная библиорафия и детальный обзор
имеющийся в этой области литературы дан в [8].

Конусы METn и CUTn представляют собой полноразмерные конусы в Rn(n−1)/2.
Поскольку любой разрез является полуметрикой, то выполняется очевидное включе-
ние CUTn ⊆ METn с равенством лишь для n = 3, 4. Поскольку любой мультиразрез
представляет собой неотрицательную линейную комбинацию разрезов, то говорить о
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конусе мультиразрезов смысла не имеет: коническая оболочка множества мультираз-
резов является частью конуса CUTn.

Полная группа симметрий конусов CUTn и METn представляет собой группу
Sym(n) для n 6= 4 и группу Sym(4) × Sym(3) для n = 4. Многогранники CUTPn
и METPn инвариантны, помимо перестановок, относительно так называемого сви-
чинга US : {1, . . . , n}2 → R, осуществляющегося по закону

(i, j) 7→
{

1− dij , если |S ∩ {i, j}| = 1,
dij , иначе.

В целом это дает группу порядка 2n−1 ×n!. Для n 6= 4 это полная группа симметрий.
Для n = 4 полная группа симметрий представляет собой Aut(K4,4), то есть имеет
порядок 23 × 144.

Следует заметить, что свичинг неравенства треугольника приводит к неравенству
периметра; свичинг гиперметрического неравенства приводит к обобщенному гипер-
метрическому неравенству. Именно этот факт послужил основанием для выбора нера-
венств, определяющих метрический и гиперметрический многогранники.

3. Квази-метрики и их компаньоны: несимметрич-
ный случай

Одним из возможных обобщений (полу)метрик и (мульти)разрезов являются ква-
зи-(полу)метрики и ориентированные (мульти)разрезы, соответственно, представля-
ющие собой аналогичные, но несимметриченые конструкции.

Квази-метрикой на n точках называется функция q : {1, . . . , n}2 → R>0, для всех
i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям qii = 0; qij 6= 0 при i 6= j; qik 6 qij + qjk
(ориентированные неравенства треугольника). Другими словами, квази-метрика, в
отличие от метрики, не всегда удовлетворяет условияю симметричности dij = dji.

Квази-полуметрикой q на n точках называется функция q : {1, . . . , n}2 → R>0,
для всех i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям qii = 0 и ориентированным
неравенствам треугольника qik 6 qij + qjk. Таким образом, квази-полуметрика - это
”несимметричная полуметрика“, или, что то же, ”несимметричная метрика, позволя-
ющая значение ноль на несовпадающих точках“.

Нас интересует важный специальный случай квази-полуметрик, являющийся не-
симметричным аналогом разрезов и мультиразрезов.

Ориентированным разрезом на n точках для множества S ⊆ {1, . . . , n} называется
функция δ

′

S : {1, . . . , n}2 → R, определенная по закону

δ
′

S(i, j) =

{
1, если i ∈ S, j 6∈ S,
0, иначе.

Легко проверить, что любой ориентированный разрез является квази-полуметрикой
(но не квази-метрикой).

Ориентированным мультиразрезом (точнее, ориентированным m-мультиразре-
зом) для ориентированного разбиения ∪mi=1Si = {1, . . . , n} множества {1, . . . , n} на
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m частей S1, . . . , Sm называется функция δ
′

S1,...,Sm
: {1, . . . , n}2 → R, определенная по

закону

δ′S1,...,Sm
(i, j) =

{
1, если i ∈ Sa, j ∈ Sb, и a < b,
0, иначе.

Очевидно, что ориентированные 2-мультиразрезы совпадают с ориентированными
разрезами: δ′S = δ′

S,S
. Однако, в отличие от классического симметричного случая,

не каждый ориентированный мультиразрез (даже в простейшем случае n = 3) можно
представить в виде линейной комбинации ориентированных разрезов.

Число всех ориентированных мультиразрезов на n точках представляет собой чис-
ло Фубини (упорядочное число Белла) p′(n), то есть число всех упорядоченных разби-
ений множества {1, . . . , n}; оно равно

∑

π∈Sym(n)

2D(π),

где D(π) := |{i ≤ n : ai > ai+1}| для перестановки π = (a1, . . . , an) ∈ Sym(n).
Для нашего исследования представляет интерес еще один специальный

класс квази-полуметрик — так называемые взвешиваемые квази-полуметрики.
Взвешиваемой квази-полуметрикой на n точках называется квази-полуметрика q

на {1, . . . , n}, для которой существует весовая функция w : {1, . . . , n} → R>0, для всех
i, j ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям qij + wi = qji + wj.

Легко видеть, что квази-полуметрика q является взвешиваемой если и только если
она обладает свойством 3-симметрии, то есть, для различных i, j, k ∈ {1, . . . , n},

qij + qjk + qki = qik + qkj + qji.

В [4] доказано, что свойство 3-симметрии равносильно свойству k-симмметрии (k > 3):
сохранению сумм расстояний при изменении направления обхода k-угольника.

В свою очередь, взвешиваемые квази-полуметрики оказываются тесно связаны
с еще одним обобщением классического случая - так называемыми частичными по-
луметриками: объектами, сохранившими симметричность, но потерявшими свойство
превращаться в ноль на паре (i, i).

Частичной полуметрикой на n точках называется симметричная функция

p : {1, . . . , n}2 → R≥0,

для всех i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющая условиям 0 6 pii 6 pij и жестким
неравенствам треугольника

pik 6 pij + pjk − pjj.

Очевидно, что q = ((qij)) является взвешиваемой квази-полуметрикой тогда и
только тогда, когда q+w = ((qij+wi)) есть частичная полуметрика. С другой стороны,
p = ((pij)) является частичной полумерикой тогда и только тогда, когда ((pij − pii))
является взвешиваемой квази-полуметрикой.

Как и в классическом симметричном случае, интерес представляют полиэдраль-
ные конструкции, связанные с квази-полуметриками.
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Квази-метрическим конусом на n точках QMETn называется множество всех
квази-полуметрик на {1, . . . , n}.

Квази-метрическим многогранником на n точках QMETPn называется мно-
жество квази-полуметрик q ∈ QMETn, для всех i, j, k ∈ {1, . . . , n} удовлетворяющих
неравенствам периметра

qki + qij + qjk ≤ 2.

Конусом ориентированных мультиразрезов на n точках OMCUTn называется
коническая оболочка всех p′(n) − 1 ненулевых ориентированных мультиразрезов на
{1, . . . , n}. Пользуясь формулой δS1,...,Sm = δ′S1,...,Sm

+ δ′Sm,...,S1
, мы получаем, что

CUTn = {q + qT : q ∈ OMCUTn}.

Многогранником ориентированных мультиразрезов на n точках OMCUTPn есте-
ственно назвать выпуклую оболочку всех p′(n) ориентированных мультиразрезов на
{1, . . . , n}.

Конусом ориентированных разрезов на n точках OCUTn называется коническая
оболочка всех 2n − 2 ненулевых ориентированных разрезов на {1, . . . , n}.

Многогранником ориентированных разрезов на n точках OCUTPn естественно на-
звать выпуклую оболочку всех 2n ориентированных разрезов на {1, . . . , n}.

Поскольку в несимметричном случае ориентированный мультиразрез может и не
быть линейной комбинацией ориетированных разрезов, то конусы OMCUTn и OCUTn
не совпадают.

Конус OCUTn представляет собой множество всех n-точечных l1-квази-полумет-
рик, то есть квази-полуметрик, вложимых в квази-метрическое пространство
(Rm, ||x − y||or.;1) с ориентированной l1-нормой

||z||or.;1 =
m∑

i=1

max(zi, 0).

На пространстве меры величине ||x − y||or.;1 соответствует µ(B \ A), где множества
B,A представляют x, y [6].

Конусом взвешиваемых квази-полуметрик на n точках WQMETn называется
множество всех взвешиваемых квази-полуметрик на {1, . . . , n}.

Многогранником взвешиваемых квази-полуметрик на n точках WQMETPn назы-
вается множество WQMETn ∩QMETPn.

Конусом частичных полуметрик на n точках PMETn называется множество всех
частичных полуметрик на {1, . . . , n}.

Выпуклым телом частичных полуметрик PMETPn называется множество ча-
стичных полуметрик p ∈ PMETn, удовлетворяющих для всех i, j, k ∈ {1, . . . , . . . n}
условиям pij ≤ 1 + pii и неравенствам периметра

pij + pjk + pki ≤ 2 + pii + pjj + pkk.

В PMETPn элементы pij ограничены элементами pii, но величины pii не огра-
ничены; таким образом, PMETPn не является многогранником. Однако мы можем
получить многогранник, добавляя неравенства

∑
i pii ≤ 1; вершины полученного мно-

гогранника - это вершины METPn вместе с экстремальными лучами конуса PMETn.
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Квази-полуметрики изучались в [6, 3, 4, 9]. Частичные полуметрики были введе-
ны в [13]; они используются для работы с частично определяемыми/вычисляемыми
объектами в семантике вычислений: положительность p(x, x) означает, что объект x
еще не полностью определен, в то время как числовое значение p(x, x) показывает,
как много информации нужно еще вычислить.

Конусы QMETn и OMCUTn являются полномерными конусами в пространстве
Rn(n−1), конусы WQMETn и OCUTn имеют размерность

(
n+1
2

)
− 1, а конус PMETn

имеет размерность
(n+1

2

)
.

Кроме очевидных строгих включений

WQMETn ⊂ QMETn и OCUTn ⊂ OMCUTn,

мы имеем, с равенством только для n = 3, включения

OMCUTn ⊆ QMETn и OCUTn ⊆WQMETn.

В [7] показано, что конусы WQMETn и OCUTn (определенные на множестве
{1, . . . , n}) есть проекции конусов METn+1 и CUTn+1 (определенных на множестве
{0, 1, . . . , n}), соответественно, на подпространство, ортогональное к δ{0}. Так,
WQMETn состоит из всех ((dij + di0 − dj0)), где d = ((dij)) есть полуметрика на мно-
жестве {0, 1, . . . , n}; при этом соблюдения неравенств di0 + dj0 − dij > 0 не требуется.

Более того, квази-гиперметрический конус на n точках WQHY Pn может быть
определен как такая проекция для HY Pn+1; в этом случае имеет место включение

OCUTn ⊆WQHY Pn ⊆WQMETn

с равенством WQHY Pn ⊆ WQMETn только для n = 3 и равенствами OCUTn =
WQHY Pn только для 3 6 n 6 5. (См. данные для WQHY P5 в таблице 1.)

Экстремальные лучи конуса QMETn исследовались в [6]. Здесь было доказано,
что они не являются симметричными и имеют по меньше мере n− 1 нулей, то есть не
могут быть расстояниями на ориентированном графе. Ориентированные мультираз-
резы соответствуют экстремальным лучам конуса QMETn. Кроме того, расщепление
экстремального луча вновь дает экстремальный луч.

В [6] была представлена и таблица несмежности гиперграней конуса
QMETn; было сделано предположение о том, что во всех остальных случаях гипергра-
ни смежны, откуда следует, что диаметр скелетона дуального конуса QMET ∗

n равен
2. Диаметр скелетона QMETn равен 3 для n = 4, 5.

Существует предположение, что диаметры OCUTn и OMCUTn равны 1 и 2, со-
ответственно. Более того, если f ≥ 0 определяет гипергрань OMCUTn, то нулевое
расширение f в OMCUTn+1 останется гипергранью, как и в классическом случае
конуса разрезов CUTn.

Группа Sym(n) всех перестановок на n точках является группой симметрий кону-
сов QMETn и OMCUTn. Но существует и другая симметрия, называемая реверселем.
Для осуществления операции реверселя нужно поставить в соответствие каждому лу-
чу q луч qT , определенный как qTij = qji. (Другими словами, в матричных терминах ре-
версель соответствует транспонированию матриц.) Из этого факта следует, что группа
Z2 × Sym(n) также является группой симметрий для конусов QMETn и OMCUTn.
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Мы предполагаем, что это их полная группа симметрий. Для конуса OCUTn этот
факт доказан в [6].

Для многогранника QMETPn можно определить ориентированный аналог опера-
ции свичинга на METPn. Для данной квази-полуметрики q ∈ QMETPn и данного
множества S ⊂ {1, . . . , n} назовем ориентированным свичингом операцию

US(q) : {1, . . . , n}2 → R,

осуществляемую по закону

(i, j) 7→
{

1− qji, если |S ∩ {i, j}| = 1,
qij, иначе.

Она, вместе с перестановками Sym(n) и реверселем, образует группу порядка 2nn!.
Мы предполагаем, что эта группа является полной группой симметрий для много-
гранников QMETPn и WQMETPn (проверено для n ≤ 9).

Таблица 1: Чило экстремальных лучей и гиперграней в некоторых квази-
метрических конусах для 3 6 n 6 6

Конус Разм. Число экст. лучей Число гиперграней Диам.
(орбит) (орбит)

OCUT3=WQMET3 5 6(2) 9(2) 1; 2
OCUT4=QHY P4 9 14(3) 30(3) 1; 2

OCUT5 14 30(4) 130(6) 1; 3
OCUT6 20 62(5) 16,460(61) 1; 3
QHY P5 14 70(6) 90(4) 2; 2
WQMET4 9 20(4) 24(2) 2; 2
WQMET5 14 190(11) 50(2) 2; 2
WQMET6 20 18,502(77) 90(2) 3; 2

OMCUT3=QMET3 6 12(2) 12(2) 2; 2
OMCUT4 12 74(5) 72(4) 2; 2
OMCUT5 20 540(9) 35,320(194) 2; 3
QMET4 12 164(10) 36(2) 3; 2
QMET5 20 43,590(229) 80(2) 3; 2

При появлении операции ориентированного свичинга возникает ситуация, требу-
ющая несколько изменить определения многогранников ориентированных разрезов и
мультиразрезов. Именно, в этих условиях кажется естественным определить много-
гранник ориентированных разрезов OCUTPn как выпуклую оболочку всех ориенти-
рованных разрезов и их образов относительно ориентированных свичингов. Анало-
гично, OMCUTPn можно определить как выпуклую оболочку всех ориентированных
мультиразрезов и их образов относительно ориентированных свичингов. Мы предпо-
лагаем, что определенный таким образом многогранник OCUTPn имеет ровно 22n−2

вершин, что значительно больше, чем 2n − 2 - число экстремальных лучей в OCUTn.
Оба этих многогранника имеют ту же группу симметрий, что и QMETPn.
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Группа Sym(n) является группой симметрий для конуса частичных
метрик PMETn. Мы предполагаем, что Sym(n) является полной симмертической
группой для PMETn (проверено для n ≤ 9). Однако PMETPn имеет и дополнитель-
ные симметрии. Для данной частичной метрики p ∈ PMETn и данного множества
S ⊂ {1, . . . , n} определим p-свичинг US(p) : {1, . . . , n}2 → R по закону

(i, j) 7→
{

1 + pii + pjj − pji, если |S ∩ {i, j}| = 1,
pij, иначе.

Мы предполагаем что, вместе с Sym(n), данная операция определяет полную группу
симметрий для PMETPn (проверено для n ≤ 9).

4. Численные данные для несимметричного слу-
чая
В этом параграфе мы анализируем полученную с помощью вычислительной тех-

ники информацию о поведении ”ориенитрованных“ конусов и многогранников на n
точках при малых значениях n.

Таблица 2: Число вершин и гиперграней в некоторых квази-метрических мно-
гогранниках для 3 6 n 6 6

Многогранник Разм. Число вершин Число гиперграней
(орбит) (орбит)

OCUTP3=WQMETP3 5 16(2) 16(2)
OCUTP4=WQMETP4 9 64(3) 40(2)

OCUTP5 14 256(3) 1,056(5)
OCUTP6 20 1,024(4) 1,625,068(97)

WQMETP5 14 2,656(8) 80(2)
WQMETP6 20 1,933,760(120) 140(2)

OMCUTP3=QMETP3 6 22(3) 20(2)
OMCUTP4 12 136(5) 1,160(9)
OMCUTP5 20 1,016(7) ?(?)
QMETP4 12 544(8) 56(2)
QMETP5 20 1,155,136(392) 120(2)

В таблицах 1 и 2, представлены результаты вычислений для малых квази-метри-
ческих конусов и многогранников, соответственно; орбиты даны относительно Sym(n)
для конусов и относительно Sym(n)× Z2 для многогранников.

В таблицах 3 и 4 рассмотрены имеющиеся данные по конусу и многограннику ча-
стичных метрик. Орбиты конуса PMETn рассмотрены относительно Sym(n), в то вре-
мя как орбиты тела PMETPn - относительно группы (порядка 2n−1n!), порожденной
свичингами и перестановками. Однако оба этих объекта имеют 3 орбиты гиперграней
и, вероятно, реберный граф диаметра 2.
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Таблица 3: Число экстремальных лучей и гиперграней в конусе PMETn для
3 6 n 6 6

Конус Разм. Число экстр. лучей Число гиперграней Диам.
(орбит) (орбит)

PMET3 6 13(5) 12(3) 3; 2
PMET4 10 62(11) 28(3) 3; 2
PMET5 15 1,696(44) 55(3) 3; 2
PMET6 21 337,092(734) 96(3) 3; 2

Таблица 4: Число вершин и гиперграней в теле PMETPn для 3 6 n 6 6

Тело Разм. Число вершин (орбит) Число гиперграней (орбит) Диам.

PMETP3 6 17(4) 19(3) 2; 2
PMETP4 12 97(6) 44(3) 2; 2
PMETP5 20 7953(24) 85(3) 3; 2
PMETP6 12 5090337(427) 146(3) ?; 2

5. Заключение

Помимо рассмотренных в статье несимметричных аналогов классического симмет-
ричного случая метрик, разрезов, мультиразрезов и других родственных конструк-
ций, интерес представляют многомерные аналоги классического двумерного случая:
m-метрики (m ≥ 3; случай m = 2 соответствует обычной метрике), m-суперметрики
и др.

Построение и исследование соответствующих конусов и многогранников на малом
числе точек можно провести по той же схеме.
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МНОГОЦВЕТНЫЕ МНОЖЕСТВА
ОГРАНИЧЕННОГО ОСТАТКА1

В. Г. Журавлев (г. Владимир)

Аннотация

Пусть r(i,X1) — количество точек орбиты длины i относительно вра-
щения Sα : T1 −→ T1 окружности единичной длины T1 = R/Z на угол
α, попавших в X1, и пусть δ(i,X1) = r(i,X1)− i|X1| — отклонение функ-
ции распределения r(i,X1) от ее среднего значения i|X1|, где |X1| озна-
чает длину X1. В 1921 г. Э. Гекке доказал теорему: если X1 имеет длину
|X1| = hα + b, где h ∈ N, b ∈ Z, то для отклонения δ(i,X1) выполняется
неравенство |δ(i,X1)| 6 h для всех i = 0, 1, 2, . . .

В 1981 г. И. Орен перенес результат Гекке на конечные объединения
интервалов X1 и для таких множеств получил оценку δ(i,X1) = O(1) при
i→ ∞.

В общем случае, если Xd принадлежит d-мерному тору Td = Rd/Zd и
для него выполняется условие δ(i,Xd) = O(1) при i → ∞, то Xd называ-
ется множеством ограниченного остатка.

Глобальный подход к поиску множеств ограниченного остатка предло-
жен В. Г. Журавлевым, при котором вместо отдельных множеств Xd

k на
торе Td рассматриваются полные разбиения торов Tdc,λ = Xd

0⊔Xd
1⊔. . .⊔Xd

s

с некоторыми параметрами c, λ. Основная идея состояла в том, чтобы
определить подъем тора Td в накрывающее пространство Rd так, что-
бы повороту тора Sα отвечало перекладывание Sv некоторых множеств
X ′

0,X
′
1, . . . ,X

′
s из Rd. Если число таких множеств X ′

k окажется s+1 6 d+1,
то каждый из образов Xd

k = π(X ′
k) на торе Td будет BR-множеством, а

соответствующее объединение T dc,λ = X ′
0 ⊔ X ′

1 ⊔ . . . ⊔ X ′
s из Rd — тори-

ческой разверткой для Td. Такие развертки T d были сконструированы с
помощью перекладывающихся параллелоэдров — многогранников, транс-
ляционно разбивающих пространство Rd. Указанные параллелоэдры по-
лучаются сложением по Минковскому d-мерного единичного куба Cd и
отрезков.

В 2012 г. В. Г. Журавлевым по указанной схеме были построены про-
стейшие многомерные множества ограниченного остатка Xd = P d, являю-
щиеся d-мерными многогранниками: параллелепипедами или выпуклыми
параллелоэдрами с числом вершин ♯V (P d) = 2d+1 − 2. Для размерностей
d = 1 и 2 это будут соответственно множества, содержащие отрезки Гекке

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 14-01-00360.
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и шестиугольники с попарно параллельными равными сторонами, а для
d = 3, 4 — параллелоэдры Вороного, среди которых содержится, напри-
мер, ромбический додекаэдр Федорова.

В настоящей работе с помощью разбиений многомерных торов стро-
ятся множества ограниченного остатка, представляющие собою конечные
объединения выпуклых многогранников. Для отклонений распределения
точек орбит относительно сдвигов тора по указанным множествам дока-
зывается многомерный вариант теоремы Гекке о распределении дробных
долей на окружности.

Ключевые слова: многомерная теорема Гекке, множества ограниченно-
го остатка, многогранники.

Библиография: 9 названий.

MULTI-COLOUR BOUNDED REMAINDER
SETS

V. G. Zuravlev (Vladimir)

Abstract

Let r(i,X1) be the number of points in the Sα-orbit of the length i with
respect to a rotation Sα : T1 −→ T1 of the unit circle T1 = R/Z by an angle α
hit the X1. Denote by δ(i,X1) = r(i,X1)− i|X1| the deviation of the function
r(i,X1) from its average value i|X1|, where |X1| is the length of X1.

In 1921 E. Hecke had proved the theorem: if X1 has the length |X1| =
hα + b, where h ∈ N, b ∈ Z, then the inequality |δ(i,X1)| 6 h для всех
i = 0, 1, 2, . . . holds for all i = 0, 1, 2, . . .

In 1981 г. I. Oren was able to generalize the Hecke theorem to the case of
a finite union of intervals X1. He proved the estimation δ(i,X1) = O(1) as
i→ ∞.

In the general case, if Xd belongs to the d-dimensional torus Td = Rd/Zd

and there is δ(i,Xd) = O(1) as i→ ∞, then Xd is called a bounded remainder
set.

Global approach to search of bounded remainder sets was proposed by
V.G. Zhuravlev in 2011 when, instead of separate sets Xd

k on the torus Td,
the complete toric decompositions Tdc,λ = Xd

0 ⊔Xd
1 ⊔ . . .⊔Xd

s with parameters

c, λ began to be considered. The main idea was to determine a lifting π−1 :
Td →֒ Rd of the torus Td into the covering space Rd so the rotation Sα maps
to a rearrangement Sv of the corresponding sets X ′

0,X
′
1, . . . ,X

′
s in Rd. In the

case s+ 1 6 d+ 1, each set Xd
k = π(X ′

k) is a bounded remainder set and the
union T dc,λ = X ′

0 ⊔ X ′
1 ⊔ . . . ⊔ X ′

s in Rd is a toric development for Td. These

developments T d were built with the help of rearrangement parallelohedra,
and the parallelohedra obtained as the Minkowskii sums of the unit cube Cd

and intervals. If d = 3, 4 we have the Voronoi parallelohedra and the Fedorov
rhombic dodecahedron.

In the present paper, by using tilings of multidimensional tori, bounded
remainder sets are constructed. The tilings consist of a finite combination of
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convex polyhedra. A multi-dimension version of Hecke theorem with respect
to the uniform distribution of fractional parts on the unit circle is proved for
these sets.

Keywords: multi-dimension Hecke theorem, bounded remainder sets, poly-
hedra.

Bibliography: 9 titles.

Введение
Пусть r(i,X1) — количество точек орбиты длины i относительно вращения

Sα(x) ≡ x+ α mod1

окружности единичной длины T1 = R/Z на угол α, попавших в X1. Обозначим через

δ(i,X1) = r(i,X1)− i|X1|

отклонение функции распределения r(i,X1) от ее среднего значения i|X1|, где |X1|
означает длину X1. В 1921 г. Э. Гекке доказал теорему [1]: если X1 имеет длину
|X1| = hα + b, где h ∈ N, b ∈ Z, то для отклонения δ(i,X1) выполняется неравенство

|δ(i,X1)| 6 h (1)

для всех i = 0, 1, 2, . . .
Орен [2] перенес результат Гекке на конечные объединения интервалов X1 и для

таких множеств получил оценку

δ(i,X1) = O(1) при i→ ∞ (2)

Отметим, что интервалы из множества X1 сами в отдельности могут и не обладать
свойством (2).

В общем случае, если Xd принадлежит d-мерному тору Td = Rd/Zd и для него
выполняется условие (2), то Xd называется множеством ограниченного остатка.

Глобальный подход к поиску множеств ограниченного остатка предложен в [3], где
вместо отдельных множеств Xd

k на торе Td стали рассматриваться полные разбиения
торов

Tdc,λ = Xd
0 ⊔Xd

1 ⊔ . . . ⊔Xd
s

с некоторыми параметрами c, λ. Основная идея состояла в том, чтобы определить
подъем тора Td в накрывающее пространство Rd:

Rd
Sv−→ Rd

π ↓ ↓ π ,

Td
Sα−→ Td

(3)

при котором повороту тора Sα отвечает перекладывание Sv некоторых множеств
X ′

0,X
′
1, . . . ,X

′
s из Rd. Если число таких множеств X ′

k окажется s + 1 6 d + 1, то
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каждый из образов Xd
k = π(X ′

k) на торе Td будет BR-множеством, а соответствующее
объединение

T dc,λ = X ′
0 ⊔X ′

1 ⊔ . . . ⊔X ′
s

из Rd — торической разверткой для Td, т.е. фундаментальной областью в простран-
стве Rd относительно трансляций кубической решеткой Zd. Такие развертки T d были
сконструированы в [4] с помощью перекладывающихся параллелоэдров — многогран-
ников, трансляционно разбивающих пространство Rd. Указанные параллелоэдры по-
лучаются сложением по Минковскому d-мерного единичного куба Cd и отрезков.

В [5] по схеме (3) были построены простейшие многомерные множества ограничен-
ного остатка Xd = P d, являющиеся d-мерными многогранниками: параллелепипедами
или выпуклыми параллелоэдрами с числом вершин

♯V (P d) = 2d+1 − 2.

Для размерностей d = 1 и 2 это будут соответственно множества, содержащие отрезки
Гекке и шестиугольники с попарно параллельными равными сторонами, а для d = 3, 4
— параллелоэдры Вороного [6], среди которых содержится, например, ромбический
додекаэдр Федорова [7]. Для указанных многогранников ограниченного остатка Xd =
P d в [5] доказано неравенство

|δ(i,Xd)| 6 dh, (4)

являющееся многомерным аналогом теоремы Гекке (1). Здесь в неравенстве (4) от-
клонения δ(i,Xd) рассматриваются для сдвига тора Sβ на вектор β = 1

h(α+ l), где h
— любое натуральное число и l — произвольный вектор из кубической решетки Zd.

Следующим шагом исследования общих многомерных множеств ограниченного
остатка может служить задача о построении более сложные множества Xd, отличных
от вытянутых кубов Xd = P d и их малых деформаций. Основная идея состоит в том,
чтобы использовать многоцветные разбиения

TdA,c,λ = Xd
0 ⊔Xd

1 ⊔ . . . ⊔Xd
D

тора Td с числом областей D+1 > d+1, получающиеся как сечения соответствующих
перекладывающихся разбиений

TDA,c,λ = XD
0 ⊔XD

1 ⊔ . . . ⊔XD
D

тора TD бо́льшей размерности D > d. При таком подходе возникают множества огра-
ниченного остатка Xd, представляющие собою конечные объединения d-мерных мно-
гогранников, каждый из которых является сечением некоторого D-мерного много-
гранника из разбиения TDA,c,λ, т.е. некоторого отмеченного выше параллелепипеда или

выпуклого параллелоэдра PD. В теореме 5.1 доказывается, что отклонения δ(i,Xd)
для таких многоцветных множеств ограниченного остатка Xd снова удовлетворяют
неравенству (4).

1. Торические развертки
1.1. Перекладывающиеся торические развертки. Пусть дан D-мерный тор

TD ≃ RD/L, (1)



МНОГОЦВЕТНЫЕ МНОЖЕСТВА ОГРАНИЧЕННОГО ОСТАТКА 97

где L — невырожденная решетка из векторного пространства RD, т.е. решетка L имеет
размерность D над R. Пусть задан сдвиг тора

TD
Sα−→ TD : x 7→ Sα(x) ≡ x+ α modL. (2)

Разверткой TD тора TD назовем такое подмножество TD из RD, для которого огра-
ничение фактор-отображения

RD
modL−→ TD : x 7→ x modL

на указанное подмножество TD ⊂ RD задает биекцию

TD
modL−→∼ TD. (3)

Пусть дана торическая развертка TD, удовлетворяющяя следующему условию.
Существует такое разбиение

TD = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ TD (4)

развертки TD, что если с помощью биекции (3) отождествить тор TD с его разверткой
TD, то индуцированное отображение

TD
Sv−→ TD

для сдвига тора (2) будет эквивалентно перекладыванию областей T0, T1, . . . , TD раз-
вертки TD:

Sv(x) = x+ v(x), (5)

где вектор сдвига v(x) зависит от x ∈ TD и определяется условием

v(x) = vk, если x ∈ Tk, (6)

при этом v0, v1, . . . , vD — некоторая фиксированная система векторов. Развертка TD,
удовлетворяющая условиям (3)–(6), называется перекладывающейся.

Заметим, что в силу биекции (3) разбиению (4) развертки TD отвечает разбиение

TD = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ TD (7)

тора TD на соответствующие области Tk ≡ Tk modL.
Далее мы будем использовать понятие разбиения множеств в обычном

(строгом) смысле, когда рассматриваются покрытия множеств

X = X1 ⊔X2 ⊔ . . .

с условием Xk ∩Xk′ = ∅ для k 6= k′, а также в расширенном смысле

X = X1 ∪X2 ∪ . . . ,

предполагая в данном случае, что различные множества Xk, Xk′ не имеют общих
внутренних точек X int

k ∩X int
k′ = ∅.
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1.2. Трансляционная решетка и ранг вектора сдвига. Из определений (2),
(5) и (6) вытекают сравнения

vk ≡ α modL для k = 0, 1, . . . ,D, (8)

при этом векторы
lk = vk − v0 для k = 1, . . . ,D (9)

принадлежат основной решетке периодов L тора (1). В дальнейшем на протяжении
всей статьи будем предполагать, что L является невырожденной решеткой, порожда-
емой

L = Z[l1, . . . , lD] (10)

векторами (9) над кольцом целых чисел Z, т.е.

векторы l1, . . . , lD имеют ранг D над R. (11)

При этом условии вектор сдвига α можно разложить по данному базису

α = α1l1 + . . .+ αDlD. (12)

Пусть α — произвольный вектор из RD с координатами (α1, . . . , αD) в базисе (12).
Определим его ранг относительно решетки L равенством

rankL(α) = rankZM(α)− 1, (13)

где
M(α) = Z[1, α1, . . . , αD] ⊂ R

обозначает модуль над кольцом Z, порождаемый числами 1, α1, . . . , αD;

rankZ Z[1, α1, . . . , αD]

— размерность этого модуля над Z. Если α′ ⊂ RD — другой вектор, удовлетворяющий
условию α′ ≡ αmodL, то из определения (13) вытекает равенство

rankL(α
′) = rankL(α).

Это означает, что ранг rankL(α) корректно определен для векторов α на торе TD ≃
RD/L. Из определения (13) также следуют неравенства

0 6 rankZ(α) 6 D.

Назовем вектор α иррациональным, если rankZ(α) > 0. Если при этом ранг принимает
наибольшее значение rankZ(α) = D, то будем говорить, что вектор максимально ир-
рациональный. В оставшемся случае rankZ(α) = 0 скажем, что вектор рациональный.
Это равносильно тому, что вектор α имеет рациональные координаты α1, . . . , αD в
базисе (12).

Для вектора α отвечающие ему сдвиг Sα тора (2) и перекладывание Sv из (6)
будем называть соответствующим образом.
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2. Торические развертки и множества ограничен-
ного остатка
2.1. Цветные k-отклонения. Пусть TD = T0 ⊔ T1 ⊔ . . . ⊔ TD — разбиение тора

(7), отвечающее разбиениею (4) развертки тора TD. Зададим сдвиг тора

TD
Sβ−→ TD : x 7→ Sβ(x) ≡ x+ β modL (1)

на вектор

β =
1

h
(α+ b ◦ l), (2)

при этом h — произвольное натуральное число,

b ◦ l = b1l1 + · · · + bDlD

и b = (b1, · · · , bd) ∈ ZD — целый вектор. Из определения следует, что вектор b ◦ l
принадлежит решетке L. Любому сдвигу тора (1) можно сопоставить считающую
функцию

rk(i, x0) = ♯{j;Sjβ(x0) ∈ Tk; 0 ≤ j < i}. (3)

По условию L — невырожденная решетка (10). Поэтому для ее базиса l1, . . . . . . , lD
существует двойственный базис l∗1, . . . , l

∗
D, связанный с исходным базисом соотноше-

ниями
l∗k · lm = δkm, (4)

где x · y = x1y1 + . . . + xDyD — скалярное произведение для x = (x1, . . . xD), y =
(y1, . . . yD) из RD и δkm — символ Кронекера.

Для k = 0, 1, . . . ,D обозначим

δk(i, x0) = rk(i, x0)− iak. (5)

Здесь коэффициенты ak (k = 1, . . . ,D) задаются равенствами

ak = −l∗k · α = −αk, (6)

где αk — координаты (12) вектора α относительно базиса l1, . . . , lD, а коэффициент a0
определяется из равенства

a0 + a1 + · · ·+ aD = 1. (7)

Назовем δk(i, x0) отклонением распределения точек орбиты

OrbSβ
(x0) = {Siβ(x0) ≡ x0 + iβ mod L; i = 0, 1, 2, . . .} (8)

относительно области Tk ⊂ TD, или кратко — k-отклонением или цветным откло-
нением.

Для произвольного множества X ⊂ RD определим его крайние значения

mk(X) = infx∈X l∗k · x, mk(X) = supx∈X l∗k · x, (9)

где векторы l∗1, . . . , l
∗
D определены в (4) и

l∗0 = −l∗1 − . . .− l∗D. (10)

Относительно отклонений δk(i, x0) в [5] доказана следующая теорема.
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Теорема 1. При любом k = 0, 1, . . . ,D выполняются неравенства

|δk(i, x0)| ≤ ck(T )h (11)

для всех i = 0, 1, 2, . . ., где константы

ck(T ) = mk(T )−mk(T ), (12)

не зависят от h, i и определяются исключительно размерами развертки тора T =
TD, определенной в (4).

2.2. Вырождение орбит. Пусть вектор сдвига α будет произвольным, т.е. не обя-
зательно иррациональным, и пусть OrbSβ

(x0) — орбита (8) произвольной начальной
точки x0 ∈ T относительно сдвига Sβ, где вектор сдвига β определен равенством (2).
Обозначим OrbSβ

(x0)
c замыкание орбиты OrbSβ

(x0).
Если вектор сдвига α будет максимально иррациональным, то есть иметь ранг

rankZ(α) = D, то вектор β также будет максимально иррациональным. Известно [8],
что для указанных β будет выполняться равенство

dim OrbSβ
(x0)

c = D

и, таким образом, в этом случае выполняется формула

OrbSβ
(x0)

c = T c. (13)

В общем случае будет выполняться лишь включение

OrbSβ
(x0)

c ⊆ T c, (14)

поэтому для констант (12) из (14) будет следовать неравенство

ck(X) ≤ ck(T ). (15)

Здесь множество X определяется с помощью биекции (3):

TD ⊇ X
modL−→∼ OrbSβ

(x0)
c ⊂ TD. (16)

Если неравенство (15) будет строгим, то, как следствие, в случае произвольного
вектора сдвига α мы получим для отклонений δk(i, x0) усиление оценки (11).

В этом случае теорема 1 принимает вид [5].

Теорема 2. При любом k = 0, 1, . . . ,D выполняются неравенства

|δk(i, x0)| ≤ ck(X)h (17)

для всех i = 0, 1, 2, . . ., где константы ck(X) вычисляются по формуле

ck(X) = mk(X) −mk(X), (18)

не зависят от h, i и определяются исключительно размерами множества X из (16).
Величины mk(X) и mk(X) определены в (9).
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2.3. Единичный базис. Константы ck(X) из теоремы 2 можно конкретизировать,
если перейти

l1 = −e1, . . . lD = −eD (19)

от базиса (11) к единичному базису

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , eD = (0, 0, . . . , 1). (20)

При таком выборе базиса решетка L, определенная в (10), будет иметь вид

L = ZD = Z[e1, . . . , eD], (21)

т.е. будет кубической решеткой ZD в пространстве RD.
Если решетка L имеет вид (21), то выполняется следующая теорема [5].

Теорема 3. Пусть векторы l1, . . . , lD выбраны в виде (19) и x0 — произвольная
начальная точки из тора TD.

1. Тогда k-отклонения (5) принимают вид

δk(i, x0) = rk(i, x0)− iαk для k = 0, 1, . . . ,D, (22)

где вектор сдвига α = (α1, . . . , αD) записан в единичном базисе e1, . . . , eD и α0 =
1− α1 − . . .− αD.

2. Пусть выбран вектор сдвига β = 1
h(α + l) с произвольным натуральным h и

вектором l из кубической решетки ZD. Тогда при любом k = 0, 1, . . . ,D выполняются
неравенства

|δk(i, x0)| ≤ ck(X)h (23)

для всех i = 0, 1, 2, . . . с константами

ck(X) = mk(X) −mk(X),

где множество X определено в (16),

mk(X) = − supx∈X ek · x, mk(X) = − infx∈X ek · x

для k = 1, . . . ,D и

m0(X) = infx∈X e0 · x, m0(X) = supx∈X e0 · x

для k = 0, где e0 = e1 + . . .+ eD.
3. В случае h = 1 выполняются точные неравенства:

x0k − sup
x∈X

ek · x ≤ δk(i, x0) ≤ x0k − inf
x∈X

ek · x (24)

для k = 1, . . . ,D, где начальная точка x0 = (x01, . . . , x0D) — записана в базисе e1, . . .
. . . , eD; и

m0(X) − σ(x0) ≤ δ0(i, x0) ≤ m0(X) − σ(x0), (25)

где σ(x0) = x01 + . . . + x0D.
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3. Разбиения вытянутых параллелоэдров
3.1. Вытянутые кубы Cs. Приведем из [4] основные понятия и результаты, необ-

ходимые нам для дальнейшего. Пусть C = CD — замкнутый D-мерный куб, натяну-
тый на единичные векторы e1, . . . , eD. Обозначим RD+ положительный конус, состо-
ящий из x = (x1, . . . , xD) ∈ RD с координатами x1 > 0, . . . , xD > 0. Для любого векто-
ра s из конуса RD+ определим операцию вытягивания Strs произвольного множества
X ⊂ RD как сумму по Минковскому

Strs(X) = X + Is =
⋃
t∈I (X + ts) (1)

самого множества X и вложенного в пространство RD отрезка Is = {ts; t ∈ I}, где
I = [0, 1]. Условимся s из (1) называть вытягивющим вектором.

Применяя данную операцию к единичному кубу C, построим из него многогранник

C
s
= Strs(C ), (2)

представляющий собою вытянутый куб, имеющий объем

volCs = σ(s) + 1.

Здесь обозначили
σ(s) = s1 + · · · + sD

для вектора s = (s1, . . . , sD). Вытянутые кубы C
s

обладают следующим важным для
наших целей свойством ( [4], теорема 1.1):

для любого вектора s ∈ RD+ имеет место разбиение пространства

RD =
⋃

l∈Ls

Cs[l], (3)

где Cs[l] = Cs + l — множество, полученное сдвигом куба Cs на вектор l, и

Ls = Z[e1,s, . . . , eD,s]

— полная решетка, порождаемая векторами ek,s = ek + s для k = 1, . . . ,D.

3.2. Вытянутые параллелоэдры Cc. Линейное отображение

RD
Ms−→ RD : ek,s 7→ ek k = 1, . . . ,D (4)

задает изоморфизм решеток
Ms : L

+
s

−→∼ ZD

и переводит D-мерный единичный куб C в параллелоэдр

C =Ms(C), (5)

натянутый соответственно на векторы

e1,c = e1 − c, . . . , eD,c = eD − c,
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где вектор c вычисляется по формуле

c = inv(s). (6)

Здесь

inv(x) =
x

σ(x) + 1

представляет собою линейно-инверсное преобразование пространства RD.
Согласно (5), вытянутый куб Cs отображается

Ms : Cs −→ Cc

в многогранник
Cc = Strc(C), (7)

получающийся вытягиванием параллелоэдра C вдоль вектора c, связанного с векто-
ром s формулой (6). Вытянутый параллелоэдр Cc имеет объем

vol Cc = 1 (8)

и число вершин ♯V (Cc) = 2D+1 − 2.
3.3. Вытягивающие векторы для параллелоэдров. Согласно [5], имеет место

биекция
inv : S<1

−→∼ C<1 (9)

между S<1 = RD+ и множеством

C<1 = {c ∈ RD+ ;σ(c) < 1}, (10)

где σ(c) = c1 + . . .+ cD. Множество C<1 является D-мерным симплексом, замыкание
которого содержит (D − 1)-мерный симплекс

Cc
1 = {c ∈ (RD+)

c;σ(c) = 1}.

В [9] доказана следующая теорема.

Теорема 4. 1. Множество

C≤1 = C<1 ⊔C1, (11)

где
C1 = {c ∈ RD+ ;σ(c) = 1}

— внутренность симплекса Cc
1, представляет собою множество вытягивающих

векторов для параллелоэдров (7): любому вектору c ∈ C≤1 соответствует c 7→ Cc
— выпуклый параллелоэдр Cc.

2. Вытянутые параллелоэдры Cc разбивают пространство

RD =
⋃

l∈ZD

Cc[l] (12)

на многогранники Cc[l] = Cc + l без общих внутренних точек.
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3.4. Разбиения и перекладывания вытянутых параллелоэдров. Используя
(12), определим разбиение пространства RD:

Tc =
⋃

l∈ZD

Cc[l]. (13)

Обозначим
∂Tc =

⋃

l∈ZD

∂Cc[l]

множество всех границ разбиения Tc, состоящее из границ всех многогранников Cc[l].
Для любого α = λc, 0 < λ < 1, определим множество границ

∂Cc,λ = ∂Cc ∪ [Cc ∩ (∂Tc − α)] ⊂ Cc.

Границы ∂Cc,λ разбивают вытянутый параллелоэдр Cc на D + 1 область без общих
внутренних точек [5]:

Cc,λ = Pc
0 ∪ . . . ∪ Pc

D, (14)

где Pc
k для k = 1, . . . ,D — параллелоэдры, содедержащие точки

ek = (0, . . . ,
(k)

1 , . . . , 0),

а
Pc
0 = [Cc \ (Pc

1 ∪ . . . ∪ Pc
D)]

c

— вытянутый параллелоэдр вида Pc
0 = Strc−α(C).

Зададим перекладывание

Sv(Cc,λ) def
= Sv(Pc

0) ∪ Sv(Pc
1) ∪ . . . ∪ Sv(Pc

D) (15)

вытянутого параллелоэдра с разбиением (14), где

Sv(Pc
k) = Pc

k[vk] = Pc
k + vk

— параллельный сдвиг многогранника Pc
k на вектор

vk = α−
{

0, если k = 0,
ek, если k > 0.

(16)

Перекладывание Sv индуцирует многозначное отображение

Sv : Strc(C) −→ RD, (17)

определяемое условиями

x 7→ Sv(x) = x+ vk, если x ∈ Pc
k.

Из ([4], предложение 1.1) вытекает следующее свойство перекладывания Sv.

Предложение 1. Вытянутый параллелоэдр Cc,λ = Strc(C) с разбиением (14)
замкнут Sv(Cc,λ) ⊆ Cc,λ относительно операции перекладывания (15).
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Из определения (16) векторов сдвигов vk вытекает сравнение vk ≡ α modZD для
любого k = 0, 1, . . . ,D. Отсюда и (17) получаем сравнение

Sv(x) ≡ x+ α modZD, (18)

означающее, что многозначное отображение Sv становится однозначным на вытяну-
том параллелоэдре Sv : Cc −→ Cc, если отображение Sv рассмотреть по modZD.

Определим на торе TD ≃ RD/ZD сдвиг

TD
Sα−→ TD : x 7→ Sα(x) ≡ x+ α modZD.

Тогда из (15)-(18) вытекает, что следующая диаграмма коммутативна

Cc Sv−→ Cc
modZD ↓ ↓ modZD.

TD
Sα−→ TD

(19)

3.5. Построение перекладывающихся торических разверток. Чтобы по-
строить для вытянутого параллелоэдра Cc,λ с разбиением (14) соответствующую ему
перекладывающуюся торическую развертку Tc,λ ⊂ RD (см. определение в п. 1.1), нам
потребуется следующий i-алгоритм [4], определяющий индекс i(x) точек x ∈ Cc,λ.

Согласно i-алгоритму, любая точка x из вытянутого параллелоэдра C
c,λ имеет

однозначно определенный индекс

i(x) = −1, 0, 1, . . . ,D.

Если точка x принадлежит внутренности некоторого параллелоэдра Pc
k, то она

имеет индекс i(x) = k. Так что смысл индекса i(x) состоит в том, что он распределяет
общие граничные точки между параллелоэдрами Pc

0 ,Pc
1 , . . . ,Pc

D.
Используя индекс i(x), определим следующие незамкнутые многогранники

Pk = {x ∈ Cc,λ; i(x) = k} (20)

для k = 0, 1, . . . ,D. Они состоят из всех внутренних точек параллелоэдров Pc
k и части

их граничных точек. Из однозначности индекса i(x) следует Pk1 ∩Pk2 = ∅ с номерами
k1 6= k2. Так определенные многогранники Pk обладают следующим свойством [4].

Теорема 5. Пусть параметр c ∈ C61 определен равенством α = λc, где 0 < λ 6

1 в случае c ∈ C<1 и 0 < λ < 1, если c ∈ C1. Кроме того, пусть Pk — многогранники
(20). Тогда их объединение

TD
c,λ = P0 ⊔ P1 ⊔ . . . ⊔ PD (21)

является перекладывающейся торической разверткой из RD.

Итак, любому вытянутому параллелоэдру C
c

с разбиением C
c,λ из (14) i-алгоритм

ставит в соответствие

C
c

⇒ C
c,λ ⇒ T (C

c,λ) = TD
c,λ (22)



106 В. Г. ЖУРАВЛЕВ

перекладывающуюся торическую развертку TD
c,λ ⊂ C

c
с разбиением (21). Ее роль со-

стоит в том, посредством биекции (3) она задает каноническое разбиение тора

TD
c,λ = TD0 ⊔ TD1 ⊔ . . . ⊔ TDD (23)

на множества TDk = PkmodZD, являющиеся по теореме 1 множествами ограниченного
остатка.

Из последовательности шагов (14), (22) и (23) получается следующий алгоритм
построения разбиений тора TD

c,λ.

Общая схема для канонического разбиения тора TD
c,λ :

C ⇒ C
c

⇒ C
c,λ ⇒ TD

c,λ ⇒ TD
c,λ. (24)

4. Теорема Гекке для BR-многогранников
4.1. Многомерная теорема Гекке. Пусть

TD
c,λ = P0 ⊔ P1 ⊔ . . . ⊔ PD

— перекладывающаяся торическая развертка (21) с заданным на ней перекладыва-
нием Sv (см. определение (5)). Указанной развертке TD

c,λ по схеме (24) соответствует
разбиение тора

TD
c,λ = TD0 ⊔ TD1 ⊔ . . . ⊔ TDD,

на котором определен сдвиг Sα(x) ≡ x+ α modZD. Введем обозначение (ср. (2))

β =
1

h
(α+ l), (1)

при этом h — произвольное натуральное число и l ∈ ZD. Определим считающую
функцию

rk(i;β, x0,T
D
c,λ) = ♯{j;Sjβ(x0) ∈ TDk ; 0 ≤ j < i},

где Sβ — сдвиг тора на вектор (1) и x0 — произвольная начальная точка на торе
TD. Пусть вектор α = (α1, . . . , αD) записан в единичном базисе e1, . . . , eD и α0 =
1− α1 − . . .− αD. Относительно отклонений

δk(i;β, x0,T
D
c,λ) = rk(i;β, x0,T

D
c,λ)− i vol(TDk ) для k = 0, 1, . . . ,D (2)

доказана следующая теорема [4].
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Теорема 6. (многомерное обобщение теоремы Гекке).
1. Пусть α = λc, где 0 < λ 6 1 в случае c ∈ C<1 и 0 < λ < 1, если c ∈ C1. Тогда

в формуле (2) объемы равны

vol(TDk ) = αk (3)

для k = 0, 1, . . . ,D и для отклонений (2) выполняются неравенства

|δk(i;β, x0,TDc,λ)| ≤ ck(Cc)h (4)

для всех i = 0, 1, 2, . . . Константы ck(Cc) вычисляются по формуле

ck(Cc) = max
v∈V (Cc)

ek · v − min
v∈V (Cc)

ek · v, (5)

где ek — единичные векторы для k = 1, . . . ,D и e0 = −e1 − · · · − eD. Здесь в (5)
через V (Cc) обозначено множество вершин вытянутого параллелоэдра Cc. Таким об-
разом, константы ck(Cc) в неравенстве (4) не зависят от выбора множителя h в
определении (1) вектора сдвига β.

2. Если вектор c = (c1, . . . , cD) записан в единичном базисе e1, . . . , eD, то кон-
станты ck(Cc) вычисляются по формулам:

ck(Cc) = 1 + (D − 1)ck (6)

для k = 1, . . . ,D; и соответственно

ck(Cc) = 1 + (D − 1)(1 − σ(c)) (7)

для k = 0.

3. Для констант ck(Cc) из (6), (7) выполняется общее неравенство

ck(Cc) ≤ D для любого c ∈ C≤1. (8)

4.2. BR-многогранники. Замкнутые многогранники Pc
k с номерами k = 1, . . . ,D,

определенные в (14), допускают простое описание

Pc
k = P ck + ω. (9)

Здесь P ck ⊂ RD обозначает замкнутый параллелепипед, натянутый на векторы

α, c− ek′ для всех k′ = 1, . . . ,D, k′ 6= k, (10)

где c = λα и ek′ — единичные векторы. Точка

ω = e0 − (D − 1)c − α, (11)

где e0 = (1, . . . , 1), является общей для всех могогранников Pc
k для k = 0, 1, . . . . . . ,D.

При этом в случае k = 0 многогранник P c0 также задается равенством (9), в котором
полагаем ω = 0 и Pc

0 — вытянутый параллелоэдр вида (см. (7))

Pc
0 = Strc−α(C). (12)
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Если α = (α1, . . . , αD) и α ∈ C<1, то из определения (10) следует

volP ck = αk. (13)

В (20) были определены незамкнутые многогранники Pk, содержащие все внут-
ренние и некоторые граничные точки многогранника Pc

k. Используя Pk, определим
соответсвующие незамкнутые многогранники Pk равенством (ср. (9))

Pk = Pk + ω для k = 0, 1, . . . ,D. (14)

Множество X ⊂ RD назовем ZD-различимым, если оно удовлетворяет свойству

∀x, y ∈ X : x− y ∈ ZD ⇒ x = y. (15)

Из определения (14) следует, что все многогранники Pk являются ZD-различимыми,
так как, согласно теореме 4.1, все их сдвиги в совокупности образуют торическую
развертку TD

c,λ. Пусть дан произвольный вектор сдвига β ∈ RD и число h = 1, 2, 3, . . .
— такое, что существует вектор α, удовлетворяющий условиям

α ∈ C<1, α ≡ hβmodZD. (16)

Обозначим
Pk = Pβ,h,λ,k (17)

многогранники, определенные равенствами (14) для векторов α из (16) и c = λα, где
σ(α) < λ 6 1.

Для сдвига Sβ тора TD и многогранника Pk зададим считающую функцию

r(i;β, x0, Pk) = ♯{j; Sjβ(x0) ∈ Pk modZD, 0 ≤ j < i},

где x0 — произвольная начальная точка на торе TD; и, принимая во внимание равен-
ство (13), определим отвечающее функции r(i;β, x0, Pk) отклонение

δ(i;β, x0, Pk) = r(i;β, x0, Pk)− ivol PDk (18)

распределения точек орбиты Orb(Sβ, x0) относительно области PDk ≡ Pk modZD на то-
ре TD, имеющие, согласно (3) и (13), объемы volPDk = volP ck = αk для k = 0, 1, . . . ,D.

Из теоремы 6 вытекает следствие [5].

Теорема 7. Пусть даны вектор сдвига β ∈ RD и h = 1, 2, 3, . . ., удовлетворяю-
щие условиям (16), c = λα, где σ(α) < λ 6 1, и пусть Pk = Pβ,h,λ,k — отвечающие
этим параметрам многогранники (17). При этих условиях имеют место следующие
утверждения.

1. Для отклонений (18) выполняются неравенства

|δ(i;β, x0, Pk)| 6 hγk (19)

с константами

γk = 1 + (D − 1)ck (20)
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для k = 1, . . . ,D и
γk = 1 + (D − 1)(1 − σ(c)) (21)

для k = 0, где c = (c1, . . . , cD).
2. Также для отклонений выполняется общее неравенство

|δ(i;β, x0, Pk)| 6 hD. (22)

Как уже отмечалось, многогранники Pk, определенные в (14), являются ZD-разли-
чимыми, а из теоремы 7 следует, что относительно сдвига Sβ многогранники Pk, если
их рассматривать как области PDk ≡ Pk modZD на торе TD, являются множествами
ограниченного остатка. По аналогии с определением (2) многогранники, обладающие
указанными свойствами, естественно назвать многогранниками ограниченного остат-
ка или, кратко, BR-многогранниками.

Для произвольной размерности D многогранники Pk с номерами k = 1, . . . . . . ,D
по своей конструкции — параллелепипеды (10) — представляют собою простейший
вид BR-многогранников. Многогранник P0 также может быть параллелепипедом в
исключительном случае вектора c = λα, когда λ = 1. Если же λ < 1, то P0 — парал-
лелоэдр с числом вершин ♯V (Pk) = 2D+1 − 2.

Заметим, что приведенное во введении неравенство (4) вытекает из неравенства
(22).

Далее мы предполагаем построить более сложные BR-множества, состоящие из
объединения нескольких многогранников, каждый их которых уже не обязан быть
BR-многогранником.

5. Многоцветные разбиения торов
5.1. Вложения торов и торические обмотки. Определим вложение

Rd
∧→֒ R̂d ⊆ RD, (1)

полагая x̂ = (x, 0) для x ∈ Rd. Здесь считает, что RD = Rd × Rd
′

, где D = d+ d′.
Поскольку кубическая решетка ZD также разлагается в прямое произве-

дение ZD = Zd × Zd
′

, то вложение (1) можно факторизовать

xmodZd 7→ x̂modZD (2)

в виде вложения

Td
∧→֒ T̂d ⊆ TD (3)

тора Td = Rd/Zd в тор TD = RD/ZD. Так определенное вложение (3) согласовано

Td
∧→֒ TD

Sα ↓∼ ↓∼ Sα̂

Td
∧→֒ TD

(4)

с действием соответствующих сдвигов торов

Sα(x) ≡ x+ αmodZd, Sα̂(x̂) ≡ x̂+ α̂modZD. (5)
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Укажем, что в (5) при определении сдвига Sα — в отличие от п. 1.1 — мы теперь
выбираем d-мерный вектор сдвига α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd.

Тор ме́ньшей размерности T̂d ⊆ TD будем называть торической обмоткой в TD.
Из (3) и (4) следует, что торическая обмотка T̂d — инвариантное множество

Sα̂T̂
d = T̂d (6)

относительно сдвига Sα̂.
Начиная с этого места, если не оговорено противное, будем предполать, что вектор

сдвига α тора Td максимально иррациональный, т.е. rankZd(Zd) = d.
5.2. Автоморфизмы тора TD. С помощью автоморфизмов тора TD исходя из

некторой фиксированной обмотки T̂d можно получить богатое семейство других то-
рических обмоток на торе TD. Обозначим AutTD группу автоморфизмов тора TD. Ее
можно разложить в прямое произведение

AutTD ≃ Auth ×Auts

ее некоммутативной подгруппы гиперболических автоморфизмов Auth ≃ ≃
GLD(Z) и коммутативной подгруппы сдвигов тора Auts ≃ TD. Здесь GLD(Z) обозна-
чает группу унимодулярных матриц или, иначе, матриц с целыми коэффициентами
определителя ±1.

1. Гиперболические автоморфизмы тора TD. Любая матрица A ∈ GLD(Z) задает
автоморфизм тора TD следующим образом

A : TD
−→∼ TD : xDmodZD 7→ AxDmodZD. (7)

Это непосредственно вытекает из свойства GLD(Z) быть группой автоморфизмов ку-
бической решетки ZD: для любого A из группы GLD(Z) отображение xD 7→ AxD

задает изоморфизм решетки ZD.
2. Сдвиги тора TD. Если элемент tD ∈ TD, то отвечающий ему автоморфизм тора

TD из подгруппы Auts будет обычным сдвигом тора

StD : TD
−→∼ TD : xD 7→ xD + tDmodZD. (8)

5.3. Согласованность сдвига Sα с автоморфизмами тора TD. Для произ-
вольного преобразования A ∈ GLD(Z) и вектора α ∈ Rd обозначим

A∧α = Aα̂ (9)

и определим вектор сдвига α̂A тора TD:

α̂A ≡ A∧α mod ZD,

полагая при этом, что вектор α̂A имеет вид

α̂A = (α̂A,1, . . . , α̂A,D), где 0 6 α̂A,k < 1. (10)

При автоморфизме тора (7) преобразование сдвига Sα̂ переходит в преобразование
Sα̂A

, что означает коммутативность диаграммы

TD
A−→∼ TD

Sα̂ ↓∼ ↓∼ Sα̂A
.

TD
A−→∼ TD

(11)
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Из диаграммы (11) и коммутируемости сдвигов

StD ◦ Sα̂A
= Sα̂A

◦ StD

получаем еще одну коммутативную диаграмму

TD
A
tD−→∼ TD

Sα̂ ↓∼ ↓∼ Sα̂A
,

TD
A
tD−→∼ TD

(12)

где автоморфизм AtD тора TD определяется как композиция

AtD(x
D) ≡ AxD + tDmodZD. (13)

5.4. Стационарные разбиения тора Td. Пусть t = tD и

T̂dAt
= A∧

t T
d = StA T̂d ⊆ TD (14)

— торическая обмотка, где полагаем

A∧
t (x) = At(x̂).

Из диаграммы (12) и инвариантности (6) торической обмотки T̂d ⊂ TD вытекает
инвариантность

Sα̂A
T̂dAt

= T̂dAt
(15)

обмотки (14), при этом, как нетрудно убедиться, имеют место следующие коммута-
тивные диаграммы

Td
A∧
t−→∼ T̂dAt

Sα ↓∼ ↓∼ Sα̂A

Td
A∧
t−→∼ T̂dAt

(16)

и

T̂dAt

id→֒ TD

Sα̂A
↓∼ ↓∼ Sα̂A

.

T̂dAt

id→֒ TD

(17)

Здесь id обозначает тождественное вложение обмотки T̂d в содержащий ее тор TD.
Пусть вектор сдвига α будет иррациональным. Для таких α в [9] доказано, что

существуют преобразования A из группы GLD(Z) с условием

σ(α̂A) < 1, (18)

где
σ(α̂A) = α̂A,1 + . . . + α̂A,D

для вектора (10). Неравенство (18) означает, что α̂A принадлежит

α̂A ∈ C<1 (19)
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— множеству параметров (10). Определим вектор c равенством

α̂A = λc, где σ(α̂A) < λ ≤ 1. (20)

Отсюда следует, что вектор c также, как и вектор α̂A, удовлетворяет условию

c ∈ C<1. (21)

Для таких векторов c по схеме (24) мы можем построить

TDc,λ = TD0 ⊔ TD1 ⊔ . . . ⊔ TDD (22)

— каноническое разбиение тора TD. Используя разбиение (22) и вложение (17), можем
естественным образом задать разбиение торической обмотки T̂dAt

⊂ TD, полагая

T̂dAt,c,λ = T̂dAt,0 ⊔ T̂dAt,1 ⊔ . . . ⊔ T̂dAt,D, (23)

где
T̂dAt,k = T̂dAt

∩ TDk

и множества TDk взяты из разбиения (22).
Теперь с помощью изоморфизма (2) мы можем перенести разбиение (23) обмотки

T̂dAt
на изоморфный ей тор Td:

TdAt,c,λ = TdAt,0 ⊔ TdAt,1 ⊔ . . . ⊔ TdAt,D. (24)

Разбиение TdAt,c,λ
назовем стационарным разбиением тора Td. Такое название обу-

словлено тем, что в п. 7.1 мы определим еще другой вид, так называемых, динамиче-
ских разбиений.

5.5. Распределение точек орбит на торе TD: общий случай. Определим
считающую функцию

rk(i; β̂A, x
D
0 ,T

D
c,λ) = ♯{j;Sj

β̂A
(xD0 ) ∈ TDk ; 0 ≤ j < i} (25)

для сдвига тора S
β̂A

на вектор β̂A = A∧β. Здесь xD0 — произвольная начальная точка

на торе TD и

β =
1

h
(α+ ld), (26)

где h — произвольное натуральное число и ld из решетки ZD. Обозначим

δk(i; β̂A, x
D
0 ,T

D
c,λ) = rk(i; β̂A, x

D
0 ,T

D
c,λ)− iα̂A,k для k = 0, 1, . . . ,D (27)

— отклонение распределения точек орбиты Orb(S
β̂A
, x0) относительно области TDk на

торе TD, где согласно (19) координаты вектора α̂A = (α̂A,1, . . . , α̂A,D) удовлетворяют
условиям:

α̂A,1 + . . .+ α̂A,D < 1 и α̂A,k > 0. (28)

Аналогично, как это было сделано в теореме 3, дополнительно определяем нулевую
координату

α̂A,0 = 1− α̂A,1 − . . .− α̂A,D = 1− σ(α̂A). (29)
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Из (28) следует, что α̂A,0 > 0. Тогда, согласно теореме 6, для отклонений (27) выпол-
няются неравенства

|δk(i; β̂A, xD0 ,TDc,λ)| ≤ ck(Cc)h (30)

для всех i = 0, 1, 2, . . .. Здесь константы ck(Cc) в силу (6) и (7) вычисляются по следу-
ющим формулам:

ck(Cc) = 1 + (D − 1)ck (31)

для k = 1, . . . ,D и
ck(Cc) = 1 + (D − 1)(1 − σ(c)) (32)

для k = 0, где вектор c = (c1, . . . , cD) определен в (20). Для констант ck(Cc) из формул
(31) и (32) вытекает грубое неравенство

ck(Cc) < D (33)

для всех k = 0, 1, . . . ,D.
5.6. Отклонения на Td: стационарный случай. Выберем произвольную на-

чальную точку xd0 на торе Td и для стационарного разбиения TdAt,c,λ
из (15) определим

считающую функцию

rk(i;β, x
d
0 ,T

d
At,c,λ) = ♯{j;Sjβ(xd0) ∈ TDAt,k; 0 ≤ j < i}, (34)

а также отклонение

δk(i;β, x
d
0,T

d
At,c,λ

) = rk(i;β, x
d
0,T

d
At,c,λ

)− i α̂A,k для k = 0, 1, . . . ,D (35)

распределения точек орбиты OrbSβ
(xd0) относительно области TDAt,k

из разбиения тора

TdAt,c,λ
, определенного в (24).

Теорема 8. 1. Пусть параметр c определен равенством (20), где α̂A ∈ C61 для
некоторого преобразования A ∈ GLD(Z). Тогда для отклонений (35) имеют место
неравенства

|δk(i;β, xd0,TdAt,c,λ
)| ≤ ck(Cc)h для k = 0, 1, . . . ,D, (36)

где константы ck(Cc) определены в (31) и (32).

2. При тех же условиях, независимо от выбора параметра c ∈ C<1, выполняют-
ся неравенства

|δk(i;β, xd0,TdAt,c,λ
)| < Dh для k = 0, 1, . . . ,D. (37)

Доказательство. Пусть вектор сдвига β̂A определен согласно (10). Так как по
условию β = 1

h(α + ld), где ld ∈ ZD, то обмотка T̂d ⊂ TD инвариантна S
β̂
(T̂d) = T̂d

относительно сдвига S
β̂
. Отсюда следует инвариантность

S
β̂A

T̂dAt
= T̂dAt

(38)

обмотки (14).
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Пусть xD0 = A∧
t x

d
0. Согласно коммутативной диаграмме (17), имеем согласование

Sj
β̂A

(xD0 ) ∈ T̂dAt,k
⇔ Sj

β̂A
(xD0 ) ∈ TDk ,

а в силу диаграммы (16) и (38) — еще одно согласование

Sjβ(x
d
0) ∈ Tdk ⇔ Sj

β̂A
(xD0 ) ∈ T̂dAt,k

.

Отсюда для любого k выводим равносильность

Sjβ(x
d
0) ∈ TdAt,k

⇔ Sj
β̂A

(xD0 ) ∈ TDk . (39)

Из определений (34), (35) и согласования (39) для любого i вытекает равенство от-
клонений

δk(i;β, x
d
0,T

d
At,c,λ) = δk(i; β̂A, x

D
0 T

D
c,λ), (40)

для k = 0, 1, . . . ,D. Теперь из равенства (40) и теоремы 6 следуют неравенства (36) и
(37). �

6. Заключение
Чтобы продвигаться дальше, было бы интересно на первом шаге более подробно

рассмотреть случай d = 1, когда описанным выше методом получаются конечные
разбиения

X1 = T1
At,c,λ

⊂ T1

единичной окружности или, что равносильно — единичного полуинтервала T1. По
теореме 8 разбиения X1 состоят

X1 = X1
0 ⊔ . . . ⊔X1

D (41)

из множеств ограниченного остатка X1
k для k = 0, 1, . . . ,D.

Каждое такое X1
k есть конечное объединение полуинтервалов и при этом для от-

клонений δk(i;β, x
1
0,X

1) выполняются неравенства

|δk(i;β, x10,X1)| ≤ ck(Cc)h (42)

для всех i = 0, 1, 2, . . .
С другой стороны, ранее [2] Орен также рассматривал конечные объединения по-

луинтервалов X1 и для них получил оценку

δ(i,X1) = O(1) при i→ ∞. (43)

Более того, А. В. Шутов [10] получил явные оценки в (43).
Из сопоставления двух оценок (42) и (43) сразу возникает несколько задач.
1. Образуют ли совокупности всех множеств X1

k из (41) и X1 из (43) один и тот
же класс множеств ограниченного остатка на T1.

2. Как ведут себя отклонения из (42) с ростом размерности D → ∞ объемлющего
пространства RD.

3. Описать развертки TD тора TD, минимизирующие границы отклонений в нера-
венствах (42).

4. Чему соответствуют размерность D и развертки тора TD в терминах работ [2]
и [10].
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УДК 511.2

О РЕШЕНИИ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ
В ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОРЯДКАХ

М. Е. Зеленова (г. Москва)

Аннотация

В данной статье описывается алгоритм решения полиномиальных ура-
внений в кольце D[x], где D – произвольный порядок поля Q(ω), а ω – це-
лое алгебраическое число. Предложенный алгоритм является развитием
идеи Курта Гензеля, описанной им в 1904 году и впоследствии названной
леммой Гензеля о подъеме решения полиномиального сравнения. Описы-
ваемый алгоритм основан на следующих теоретических результатах. Во-
первых, оцениваются коэффициенты разложения по базису порядка D

решений уравнения, то есть выводится оценка на высоту решения поли-
номиального уравнения в произвольном порядке поля алгебраических чи-
сел. Во-вторых, выписывается итерационная формула, не содержащая в
себе делений, позволяющая произвести квадратичный подъем решения со-
ответствующего сравнения по модулю степени простого числа в порядке.
В-третьих, подбирается эффективная оценка на степень простого числа,
до которой следует поднимать решение вышеуказанного сравнения для
получения точного решения исходного уравнения.

Следует заметить, что для корректной работы алгоритма требуется
выбрать простое число p, по которому будет производиться подъем, так,
чтобы выполнялись определенные условия. А именно, p не должно делить
норму результанта исходного многочлена и его производной и дискрими-
нант целого алгебраического числа ω. Также вычислительная сложность
алгоритма уменьшается, если удается подобрать простое число p, которое
в дополнение к двум условиям, изложенным в предыдущем предложе-
нии, обладает тем свойством, что минимальный многочлен алгебраиче-
ского числа ω, все коэффициенты которого редуцированы по модулю p,
неприводим в конечном поле из p элементов. В этом случае вычислитель-
ная сложность алгоритма составляет O(m4 + m3 lnm ln(max06i6m γi ) +
m3 ln(max06i6m γi ) ln ln(max06i6m γi ) арифметических операций. Здесь
m – степень исходного многочлена, γi, 0 6 i 6 m – его коэффициенты, а
γ – максимум модулей всех чисел, сопряженных с γ. В том же случае,
когда не удается выбрать простое число p так, чтобы минимальный мно-
гочлен ω был неприводим в конечном поле из p элементов, вычислитель-
ная сложность алгоритма составляет O(m4 + m3 lnm ln(max06i6m γi ) +
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m3 ln(max06i6m γi ) ln ln(max06i6m γi )+m
d ln ln(max06i6m γi )) арифмети-

ческих операций. Здесь d – количество неприводимых сомножителей, на
которые раскладывается минимальный многочлен числа ω в Fp. Алго-
ритм, изложенный в статье, включает в себя стратегию выбора простого
числа p для достижения меньшей вычислительной сложности.

Ключевые слова: полиномиальные уравнения, алгебраические числа,
группа Галуа.

Библиография: 15 названий.

SOLUTION OF POLYNOMIAL EQUATIONS
IN ARBITRARY ORDERS

M. E. Zelenova

Abstract
The article deals with an algorithm of solving polynomial equations in a

ring D[x], where D is an arbitrary order of field Q(ω) and ω is an algebraic
integer. The algorithm develops Kurt Hensel’s idea published in 1904 which
was named Hensel’s lifting lemma later. The algorithm described is based on
the following theoretical results. Firstly, basis of order D expansion coefficients
of the equation roots are estimated, i. e. an estimate for the polynomial
equation roots height in an algebraic number field arbitrary order is derived.
Secondly, an iterative formula for the corresponding polynomial congruence
solution quadratic lifting modulo power of prime in the order is obtained.
This formula does not contain any divisions. Thirdly, an effective bound for
prime power the congruence solution needs to be lifted to obtain the exact
solution of the original equation is derived.

Notice that a prime p which is used for lifting needs to satisfy certain
conditions for the algorithm correct work. In particular, p should not derive
the original polynomial and its derivative resultant norm and also p should not
derive discriminant of an algebraic integer ω. Also the algorithm complexity
is decreased if it is possible to choose prime p which in addition to two
previous conditions has the following property: the minimal polynomial of
ω which coefficients are reduced modulo p is irreducible over finite field Fp.
In this case the algorithm complexity is O(m4 +m3 lnm ln(max06i6m γi ) +
m3 ln(max06i6m γi ) ln ln(max06i6m γi ) arithmetic operations. Here m is the
original polynomial degree, γi, 0 6 i 6 m are its coefficients and γ is the
algebraic numbers conjugated to γ absolute values maximum. If it is impossible
to choose prime number p such that minimal polynomial of ω is irreducible
over Fp then the algorithm complexity is O(m4 +m3 lnm ln(max06i6m γi ) +
m3 ln(max06i6m γi ) ln ln(max06i6m γi )+md ln ln(max06i6m γi )) arithmetic
operations. Here d is the minimal polynomial of ω irreducible factors over
Fp number. The algorithm includes strategy to select a prime p to achieve
lower computational complexity. Keywords: polynomial equations, algebraic

numbers, Galois group.
Bibliography: 15 titles.
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1. Введение
Нахождение корней уравнений и систем в определенных кольцах или полях явля-

ется одной из классических задач алгебры и теории чисел.
Один из подходов к решению данной задачи основан на классическом результате, а

именно, лемме Гензеля о подъеме решения полиномиального сравнения (см. [1]). Идея
алгоритмов, построенных с помощью данного подхода, состоит в том, что сначала с
помощью подъема ищется решение данного уравнения или системы по модулю степени
некоторого простого числа, а потом с помощью полученного результата ищется ответ
к исходной задаче.

Данная идея была использована, например, в статье [2] для факторизации мно-
гочленов с рациональными коэффициентами. Известен также алгоритм нахождения
рациональных решений целочисленных линейных систем (см. [3]).

Также модифицированный алгоритм подъема был использован автором в статье
[4] для нахождения решений полиномиальных уравнений в полях алгебраических чи-
сел. Полученный в данной работе результат является обобщением алгоритма, описан-
ного автором в статье [4]. Первая статья не содержала в себе оценку простого числа
p, по которому требовалось производить подъем. В данной работе такая оценка имеет
место быть.

Итак, пусть ω — целое алгебраическое число степени d, и

µω(x) =
d∑

i=0

cix
i ∈ Z[x],

где cd = 1, — его минимальный многочлен. Обозначим через D произвольный по-
рядок поля K = Q(ω). Предлагаемый алгоритм позволяет по заданному многочлену
f(x) ∈ D[x] найти все его корни, принадлежащие D, а также определяет случаи, когда
исходное уравнение корней не имеет.

2. Алгоритм
Предположим, что

f(x) =

m∑

i=0

γix
i, γi ∈ D, γm 6= 0

— многочлен без кратных корней.
Положим R = γmD(f), где D(f) — дискриминант многочлена f(x), R ∈ D; N(R) ∈

Z — норма R.
Обозначим через g(x)(p) ∈ Fp[x] многочлен, получающийся из g(x) заменой коэф-

фициентов ci их вычетами по модулю простого числа p.
Каждый элемент β ∈ D представим в виде

β = b1ω1 + · · ·+ bdωd,

где bi ∈ Z. Здесь Ω = {ω1, . . . , ωd} — базис D. Будем использовать обозначение

‖β‖ = max |bi|.
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Также обозначим через Dω дискриминант числа ω, а через Dspl — дискриминант
поля разложения многочлена µω(x).

Для произвольного алгебраического числа γ положим

γ = max
16k6d

|γ(k)|,

где γ(k) – числа, сопряженные с γ.
Через pi будем обозначать i–ое простое число, через #M — количество элементов

в множестве M, а через Mi — i–ый элемент множества M.
Алгоритм.

Дано: ω — целое алгебраическое число степени d;
D – порядок в поле Q(ω);
µω(x) =

∑d
i=0 cix

i ∈ Z[x], cd = 1, – минимальный многочлен ω;
f(x) =

∑m
i=0 γix

i, γi ∈ D – многочлен без кратных корней.

Найти: множество решений уравнения f(x) = 0 в D или дать ответ, что решений нет.

1. Положить S′ = ∅. [на выходе алгоритма множество S′ будет состоять из
решений исходного уравнения]

2. Вычислить R = γmD(f), N(R) и R′ ∈ D, такое, что N(R) = R · R′. [см. лемму
1]

3. Вычислить A(x), B(x) ∈ D[x], такие, что

R = A(x)f(x) +B(x)f ′(x).

[см. лемму 2]

4. Вычислить Dω, Dspl.

5. Положить W = [(4 log |Dspl|+ 2, 5d + 5)2].

6. Для каждого i, удовлетворяющего pi 6W , выполнять следующие действия:

6.1. Положить M = ∅ и K = 0.

6.2. Проверить, выполняются ли условия

(pi, N(R)) = 1 и (pi,Dω) = 1.

Если нет, то перейти на начало шага 6.

6.3. Разложить многочлен µω(x)(pi) на неприводимые множители в поле Fpi :

µω(x)(pi) = µi,1(x) · . . . · µi,ri(x).

Если ri = 1, то положить M = {µi,1(ω)}, K = 1, P = pi и перейти на шаг
8.

6.4. Если M = ∅ или #M > ri, то положить

M = {µi,1(ω), . . . , µi,ri(ω)},K = ri, P = pi.
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7. Если M = ∅, то найти простое число p > pW , такое, что

(p,N(R)) = 1 и (p,Dω) = 1,

найти разложение многочлена µω(x)(p) на неприводимые множители

µω(x)(p) = µ1(x) · . . . · µr(x)

и положить M = {µ1(ω), . . . , µr(ω)}, K = r, P = p.

8. Для каждого i = 1, . . . ,K решить сравнение f(x) ≡ 0 (mod pi), где pi = (P,Mi).
[см. замечание 1]

Если оно неразрешимо, то уравнение f(x) = 0 неразрешимо в D.

Если оно разрешимо, то обозначим через Si множество решений сравнения, а
через si — их количество.

Выберем ровно по одному элементу ai ∈ Si. Обозначим через Tk систему срав-
нений x ≡ ak (mod pk), 1 6 k 6 K.

9. ЕслиK > 1, то с помощью китайской теоремы об остатках получить все решения
сравнения f(x) ≡ 0 (mod p), решив системы Tk, где 1 6 k 6 K. [см. [5], гл. II
§2]

10. Обозначим через S множество всех элементов из D, таких, что для каждого
δ ∈ S

f(δ) ≡ 0 (mod p).

[при K = 1 такие элементы были получены на шаге 8, а при K > 1 — на шаге
9]

Выбрать δ так, чтобы выполнялось ‖δ‖ 6
p
2 .

11. Положить V = 1 + ⌊log2(logp(2CU))⌋, где

C = d · max
16j6d

ω′
j ,

U = max
06j<m

γj · γm d−1 + 1.

Здесь ω′
j — элементы базиса, взаимного к Ω.

12. Найти решение N0 сравнения

N(R) · x ≡ 1 (mod p), x ∈ Z,

для которого выполняется условие |N0| 6 p
2 .

13. Для каждого k = 1, . . . , V вычислить Nk ∈ Z, такие, что

Nk ≡ 2Nk−1 −N(R)N2
k−1 (mod p2

k
),

|Nk| 6
p2

k

2
.



122 М. Е. ЗЕЛЕНОВА

14. Для каждого δ ∈ S выполнять следующие действия:

14.1. Положить δ0 = δ.

14.2. Для каждого k = 1, . . . , V вычислить

δk ≡ δk−1 − f(δk−1)B(δk−1)R
′Nk (mod p2

k
),

δk ∈ D, ‖δk‖ 6
p2

k

2
.

14.3. Проверить, удовлетворяет ли число δV равенству

f(δV ) = 0.

Если равенство выполняется, то

S′ = S′ ∪ {δV }.

15. Если S′ = ∅, то дать ответ, что уравнение f(x) = 0 неразрешимо в D.

Замечание 1. Для того, чтобы решить сравнение f(x) ≡ 0 (mod p), где p =
(p, µ(ω)), достаточно решить уравнение f(x) = 0 в поле Fpdegµ(x) . Алгоритмы на-
хождения корней многочленов в конечных полях можно найти в книге [6], гл. 3.

3. Обоснование шагов 5–7

Более подробно с теорией, изложенной в данном параграфе, можно ознакомиться
в книгах [7] и [8]; определение символа Артина и формулировка теоремы 1 в более
общем виде содержится в работе [9].

Теорема 1. Предположим, что справедлива расширенная гипотеза Римана.
Пусть L ⊃ Q — нормальное расширение степени n с дискриминантом D. Тогда для
произвольного элемента σ ∈ Gal(L/Q) существует простое число p, p ∤ ∆, удовле-

творяющее условиям
(
L/Q
p

)
= σ и p 6 (4 log |D|+ 2, 5n + 5)2.

Доказательство. См. [9], §8.8. ✷

Следствие 1. Предположим, что справедлива расширенная гипотеза Римана.

Если группа Галуа многочлена µω(x) содержит цикл длины d = deg µω(x), то
найдется простое число p, удовлетворяющее условиям:

1. p ∤ Dspl.

2. Многочлен µω(x)(p) неприводим в Fp.

3. p 6 (4 log |Dspl|+ 2, 5d + 5)2.



О РЕШЕНИИ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В . . . 123

Через El(B) будем обозначать следующее множество:

El(B) = {g(x) = glx
l + . . .+ g1x+ g0 ∈ Z[x] | gl = 1, max(|g0|, . . . , |gl|) 6 B,

Gal(g/F ) 6= Sl}.

Теорема 2. Справедлива оценка

El(B) = O(Bl− 1
2 logB).

Доказательство. См. [10]. ✷

Замечание 2. Заметим, что доля унитарных многочленов с целыми коэффици-
ентами степени l, группа Галуа которых меньше, чем Sl, а коэффициенты ограниче-

ны B, составляет O
(
logB√
B

)
, а эта величина стремится к нулю при B → ∞. Таким

образом, можно ожидать, что большое количество многочленов, возникающих в
качестве µω(x), имеет группу Галуа Sd, откуда следует, что σd ∈ Gal(µω/Q), и то-
гда при условии справедливости расширенной гипотезы Римана верны утверждения
следствия 1. Тогда в алгоритме появляется возможность сократить количество
вычислений, перепрыгнув с шага 6 сразу на шаг 8, а потом на шаг 10.

4. Обоснование подъема решений
Лемма 1. Существует R′ ∈ D такое, что N(R) = R · R′.

Доказательство. См. [11], гл. 2 §2. ✷

Лемма 2. Существуют A(x), B(x) ∈ D[x] такие, что R = A(x)f(x)+B(x)f ′(x).
При этом многочлены A(x) и B(x) можно выписать в явном виде.

Доказательство. См. [12], гл. 5 §34. ✷

Лемма 3. При любом k > 0 для чисел Nk, определенных на шагах 12 и 13
алгоритма, выполняется сравнение

N(R) ·Nk ≡ 1 (mod p2
k
).

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по k. При k = 0 теорема
верна по построению N0. Пусть теперь k > 1, и сравнение выполнено для всех Ni при
i < k.

Согласно предположению индукции,

N(R) ·Nk−1 − 1 ≡ 0 (mod p2
k−1

).

Следовательно,

(N(R) ·Nk−1 − 1)2 = N(R) · (N(R) ·N2
k−1 − 2Nk−1) + 1 ≡

≡ −N(R) ·Nk + 1 ≡ 0 (mod p2
k
).

✷
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Теорема 3. При любом k > 0 для чисел δk, определенных на шагах 14.1 и 14.2
алгоритма, выполняется следующее сравнение:

f(δk) ≡ 0 (mod p2
k
)

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по k. При k = 0 теорема
верна по построению δ0. Пусть теперь k > 1, и сравнение выполнено для всех δi при
i < k.

Пусть A(x), B(x) ∈ D[x] – многочлены, построенные на шаге 3 алгоритма.

Согласно предположению индукции, f(δk−1) ≡ 0 (mod p2
k−1

).

Выполняется следующая цепочка сравнений по модулю p2
k
:

f(δk) ≡ f(δk−1 − f(δk−1)B(δk−1)R
′Nk) ≡ f

(
δk−1 −

f(δk−1)B(δk−1)R
′

N(R)

)
≡

≡ f(δk−1)− f ′(δk−1)
f(δk−1)B(δk−1)R

′

N(R)
=
f(δk−1)R

′

N(R)
(R − f ′(δk−1)B(δk−1)) =

=
(f(δk−1))

2R′

N(R)
A(δk−1) ≡ 0 (mod p2

k
),

так как по предположению индукции (f(δk−1))
2 ≡ 0 (mod (p2

k−1
)2 = p2

k
). ✷

5. Оценка коэффициентов решения уравнения

Пусть α ∈ D – корень уравнения f(x) = 0. Число α имеет вид α =
∑d

i=1 aiωi, где
ai ∈ Z. В данном параграфе найдем оценку ‖α‖ через известные величины.

Лемма 4. Имеет место равенство |α| 6 max06i<m |γi|
|γm| +1, где γi – коэффициенты

многочлена f(x).

Доказательство. См. [13], гл. 9 §39. ✷

Теорема 4. Имеет место неравенство

‖α‖ 6 CU,

где
C = d · max

16j6d
ω′
j , U = max

06j<m
γj · γm d−1 + 1.

Доказательство. Обозначим через Ω′ = {ω′
1, . . . , ω

′
d} базис, взаимный к Ω. Тогда

ai = Tr(αω′
i) =

d∑

j=1

α(j)(ω′
i)
(j).

Следовательно,

|ai| 6 max
16j6d

|α(j)|
d∑

j=1

|(ω′
i)
(j)| 6 α · d · max

16j6d
|(ω′

i)
(j)| = α · d · ω′

i 6 α · d · max
16j6d

ω′
j .
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Здесь (ω′
i)
(j), 1 6 i, j 6 d – числа, сопряженные с ω′

i, а α(j), 1 6 j 6 d – чис-

ла, сопряженные к α. Они являются корнями уравнений γ
(j)
m xm + · · · + γ

(j)
0 = 0, где

γ
(j)
m , . . . , γ

(j)
0 сопряжены с γm, . . . , γ0 соответственно.

Так как γ
(j)
m – целое алгебраическое число и γ

(j)
m 6= 0, то N

(
γ
(j)
m

)
∈ Z\{0}. Следо-

вательно,
1 6 |N(γ(j)m )| = |γmγ(2)m . . . γ(d)m | 6 |γ(j)m | γm d−1.

Таким образом, |γ(j)m | > γm
1−d.

По лемме 4,

|α(j)| 6 max06i<m |γ(j)i |
|γ(j)m |

+ 1 6
max06i<m γi

γm
1−d + 1 6 max

06i<m
γi · γm d−1 + 1.

Следовательно,

|ai| 6 ( max
06j<m

γj · γm d−1 + 1) · d · max
16j6d

ω′
j 6 CU.

✷

6. Обоснование корректности работы алгоритма
Теорема 5. Алгоритм находит все решения уравнения f(x) = 0 в D и возвра-

щает пустое множество, если данное уравнение неразрешимо.

Если α ∈ D – корень многочлена f(x), то на шаге 6 найдется такое число δ0, что
f(δ0) ≡ 0 (mod p), δ0 ≡ α (mod p) и ‖δ0‖ 6

p
2 . Поскольку

δk ≡ δk−1 − f(δk−1)B(δk−1)R
′Nk (mod p2

k
) и f(δk−1) ≡ 0 (mod p2

k−1
)

при любом k > 1, то δV ≡ δ0 ≡ α (mod p).

По теореме 3,
f(α)− f(δV ) = −f(δV ) ≡ 0 (mod p2

V
).

Левую часть сравнения можно представить в виде

f(α)− f(δV ) = (α− δV )

m∑

i=1

γi(α
i−1 + αi−2δV + · · ·+ (δV )

i−1).

Таким образом, выполняется сравнение

(α− δV )
m∑

i=1

γi(α
i−1 + αi−2δV + · · · + (δV )

i−1) ≡ 0 (mod p2
V
). (1)

Разложим (p) в произведение простых идеалов:

(p) = P1 . . .Pr.
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Заметим также, что все Pi различны, поскольку p ∤ Dω.

Из формулы (1) следует, что

(α− δV )

m∑

i=1

γi(α
i−1 + αi−2δV + · · · + (δV )

i−1) ≡ 0 (mod Pi2
V
), (2)

где 1 6 i 6 r.

Так как δV ≡ α (mod p), то верно, что δV ≡ α (mod Pi), 1 6 i 6 r, и, таким
образом,

m∑

i=1

γi(α
i−1 + αi−2δV + · · · + (δV )

i−1) ≡ f ′(δV ) (mod Pi).

По лемме 2, B(δV )f
′(δV ) ≡ R (mod p), и, следовательно,

B(δV )f
′(δV ) ≡ R (mod Pi), 1 6 i 6 r. (3)

Докажем от противного, что R 6≡ 0 (mod Pi), 1 6 i 6 r. Предположим, что это не
так, и R ∈ Pi. Но тогда и

N(R) ∈ Pi. (4)

Однако N(R) — целое число, откуда и из условия (4) следует, что p | N(R). Но это
противоречит выбору p. Таким образом, доказано, что R 6≡ 0 (mod Pi), 1 6 i 6 r.

Теперь из выражения (3) следует, что f ′(δV ) 6≡ 0 (mod Pi), 1 6 i 6 r.

Итак, Pi – простой идеал в D. При этом

(α− δV )

m∑

i=1

γi(α
i−1 + αi−2δV + · · ·+ (δV )

i−1) ≡ 0 (mod Pi2
V
)

и
m∑

i=1

γi(α
i−1 + αi−2δV + · · · + (δV )

i−1) 6≡ 0 (mod Pi).

Следовательно, α ≡ δV (mod Pi2
V
) для любого индекса 1 6 i 6 r, и, таким обра-

зом, α ≡ δV (mod p2
V
).

Оценим модуль коэффициентов разности α и δV :

‖α− δV ‖ 6 ‖α‖+ ‖δV ‖ 6 CU +
p2

V

2
< p2

V
, так как V > log2(logp(2CU)).

Но каждый коэффициент α− δV – целое число, делящееся на p2
V
. Следовательно, все

коэффициенты равны нулю и δV = α.
Таким образом, доказано, что каждый корень многочлена f(x), лежащий в кольце D,
содержится среди чисел, найденных на шаге 14.2 алгоритма. ✷
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7. Оценка сложности работы алгоритма
Предположим, что целое алгебраическое число ω и порядок D фиксированы. Тогда

можно считать, что сложность вычислений, связанных с подсчетом Dω,Dspl, φR(x), R,
R′ и разложением µω(x) на множители в конечном поле, является константой. Также
в таком случае можно считать, что сложность арифметических операций в данном
порядке поля алгебраических чисел составляет O(1).

Будем вычислять сложность описанного алгоритма в зависимости от параметров
многочлена f(x) =

∑m
i=0 γix

i, а именно, его степени и коэффициентов.

Теорема 6. Существует хотя бы одно простое число p > 2, удовлетворяющее
условию

p <
d(2m− 1)(lnm+ 1

2 ln(2m− 1) + ln(max06i6m γi ))

A
,

Для которого верно, что (p,N(R)) = 1. Здесь A — константа, удовлетворяющая
условию ∏

q<p

q > eAp, (5)

где произведение берется по всем простым числам q, меньшим p (см. [14, §22.2]).

Доказательство. Выполняется следующее равенство:

N(R) = R · R(2) · . . . ·R(d), (6)

где R(i), 2 6 i 6 d — числа, сопряженные с R.
Заметим, что R можно записать в виде

R = (−1)
m(m−1)

2 R(f, f ′), (7)

где R(f, f ′) — это определитель матрицы размера (2m−1)×(2m−1), элементы которой
ограничены числом m ·max06i6m |γi|.

Таким образом, по неравенству Адамара (см. [15, гл. 8 §7] ) и формуле (7), полу-
чаем неравенство

|R| = |(R(f, f ′))| 6 (m · max
06i6m

|γi|)2m−1(2m− 1)m− 1
2 . (8)

Аналогично можно показать, что верны соотношения

|R(j)| 6 (m · max
06i6m

|γ(j)i |)2m−1(2m− 1)m− 1
2 , 2 6 j 6 d, (9)

где γ
(j)
i — числа, сопряженные с γi. Теперь из формул (6), (8) и (9) следует, что

|N(R)| 6 (m2(2m− 1))d(m− 1
2
) max
06i6m

γi
(2m−1)d. (10)

Предположим теперь, что p — наименьшее простое число, удовлетворяющее условию
p ∤ N(R). Тогда для него должно выполняться неравенство

∏
q<p q 6 N(R). Применим
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к вышеуказанному соотношению формулы (10) и (5). Получим следующую цепочку
неравенств:

eAp <
∏

q<p

q 6 N(R) 6 (m2(2m− 1))d(m− 1
2
) max
06i6m

γi
(2m−1)d,

откуда следует, что

p <
d(2m− 1)(lnm+ 1

2 ln(2m− 1) + ln(max06i6m γi ))

A
.

✷

Теорема 7. Наихудшая сложность алгоритма в зависимости от параметров
многочлена f(x) составляет

O(m4 +m3 lnm ln( max
06i6m

γi ) +m3 ln( max
06i6m

γi ) ln ln( max
06i6m

γi )+

+md ln ln( max
06i6m

γi ))

арифметических операций.

Доказательство. Сложность шага 2 алгоритма равна количеству операций, тре-
буемых для вычисления определителя матрицы размера (2m−1)×(2m−1) и поэтому
равна

O(m3). (11)

Для шага 3 требуется вычислить m и m−1 определителей такого же вида, откуда
сложность шага 3 получается равной

O(m4). (12)

На шаге 6 требуется для каждого pi < W , где W — граница, зависящая только
от исходного порядка, раскладывать на множители многочлены степени d. Следова-
тельно, временная сложность шага 6 не зависит от многочлена f(x).

На шаге 7 нужно, во-первых, найти такое простое число p > W , что p ∤ N(R) и
p ∤ Dω. На это требуется

O(π(p)− π(W ))

операций. Из теоремы 6 и оценок Чебышева следует, что на поиск числа p нужно не
больше, чем

O
(

C3

lnC3

)
, C3 =

d(2m− 1)(lnm+ 1
2 ln(2m− 1) + ln(max06i6m γi ))

A
(13)

арифметических выражений. Выражение (13) можно преобразовать с учетом того,
что, по предположению, порядок D фиксирован. Получим следующее:

O
(

C3

lnC3

)
= O

(
m lnm+m ln(maxo6i6m γi )

lnm+ ln ln(maxo6i6m γi )

)
. (14)
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Во-вторых, на шаге 7 требуется разложить на неприводимые множители в конеч-
ном поле Fp многочлен µω(x)(p), причем deg(µω(x)(p)) = d. Здесь p — простое число,
удовлетворяющее неравенству p < C3. Если пользоваться алгоритмом Берлекэмпа,
для этого требуется не более, чем

O(d3 + d2p)

арифметических операций. Из теоремы 6 теперь можно получить, что на вторую часть
шага 7 нужно не более

O(m lnm+m ln( max
o6i6m

γi )) (15)

операций.
На шаге 8 требуется K раз (K 6 d) решить уравнение f(x) = 0 в полях вида Fpl,

где l 6 d. На выполнение вышеуказаннх действий требуется

O(m2p ln p), p < C3

арифметических операций (см. [6, гл. 3 §3]). С учетом формулы (13) можно заключить,
что сложность шага 12 составляет

O(m3(lnm)2 +m3 lnm ln( max
06i6m

γi ) +m3 ln( max
o6i6m

γi ) ln ln( max
o6i6m

γi )). (16)

Поскольку по условию минимальный многочлен µω(x) фиксирован, то и на на-
хождение каждого решения системы Tk по китайской теореме об остатках на шаге 9
потребуется фиксированное время. Поскольку количество решений каждого уравне-
ния на шаге 8 не превосходит m, то всего таких систем требуется решить не более чем
mK , где K — количество неприводимых сомножителей при разложении многочлена
µω(x)(p) на множители в Fp, K 6 d. Соответственно, в наихудшем случае сложность
шага 9 составляет

O(md) (17)

арифметических операций.
Для оценки числа V , выбираемого на шаге 11, заметим, что из того, что p > 2,

следует, что

V 6 1 + ⌊log2 log3(2CU)⌋. (18)

Для выполнения шага 12 требуется применить обобщенный алгоритм Евклида для
чисел N(R) и p. Таким образом, сложность шага 12 составляет

O(ln p) = O(lnm+ ln ln( max
06i6m

γi ) (19)

арифметических операций.
Шаги 13 и 14 выполняются за O(V md) операций. Из формулы (18) получаем, что

O(V md) = O(md ln ln( max
06i6m

γi )) (20)

операций.
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Объединим выражения (11), (12), (14), (15), (16), (17), (19), (20). Получим, что
суммарная сложность всего алгоритма составляет

O(m4 +m3 lnm ln( max
06i6m

γi ) +m3 ln( max
06i6m

γi ) ln ln( max
06i6m

γi )+

+md ln ln( max
06i6m

γi ))

арифметических операций. ✷

8. Заключение
Заметим, что если алгоритм попал в случай, описанный в замечании 2, то для

решения сравнения f(x) ≡ 0 (mod p) в D достаточно будет решить уравнение f(x) = 0
в поле Fpd . В таком случае сложность алгоритма будет составлять

O(m4 +m3 lnm ln( max
06i6m

γi ) +m3 ln( max
06i6m

γi ) ln ln( max
06i6m

γi )

арифметических операций.
Таким образом, описанный алгоритм имеет полиномиальную сложность и может

представлять практическую значимость.
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1. Введение
Настоящая статья посвящена одной задаче, лежащей на стыке комбинаторной гео-

метрии и теории случайных графов. Напомним несколько основных определений. Гра-
фом расстояний в пространстве Rd называется любой граф G = (V,E), у которого
V ⊂ Rd, а

E = {{x,y} : x,y ∈ V, |x− y| = 1},
где |x−y| — евклидово расстояние между точками. В то же время графом диаметров
для множества V ⊂ Rd называется граф G = (V,E), у которого

E = {{x,y} : x,y ∈ V, |x− y| = diamV },

где diamV = sup
x,y∈V

|x − y|. Если множество V конечно, то можно сказать, что граф

диаметров — это граф максимальных расстояний.
Графы расстояний возникают в связи с классической проблемой Нелсона–Хадви-

гера о хроматическом числе пространства (см. [1]–[4]), а изучение графов диаметров
мотивировано другой классической проблемой комбинаторной геометрии — пробле-
мой Борсука о разбиении множеств в пространстве на части меньшего диаметра (см.
[2]–[5]).

В дальнейшем нас будет интересовать, насколько часто в некотором смысле встре-
чаются графы расстояний или графы диаметров среди абстрактных графов на n
вершинах. Пусть G(n, p) — случайный граф в биномиальной модели Эрдеша–Реньи,
т.е. G(n, p) — это случайный элемент со значениями во множестве всех графов на
данных n вершинах без петель, кратных ребер и ориентации и с распределением
P(G(n, p) = ({1, . . . , n}, E)) = p|E|(1− p)C

2
n−|E| (см. [6]).

Рассмотрим для каждого n ∈ N и каждого d ∈ N две “пороговых” вероятности:

p∗dist(n, d) = sup {p ∈ [0, 1] : P(G(n, p) изоморфен

некоторому графу расстояний в Rd) >
1

2

}
,

p∗diam(n, d) = sup {p ∈ [0, 1] : P(G(n, p) изоморфен

некоторому графу диаметров в Rd) >
1

2

}
.

В следующем разделе мы приведем формулировки результатов — как ранее из-
вестных, так и новых.

2. Формулировки результатов
Величина p∗dist(n, d) была исследована ранее. Сейчас известно (см. [7]), что

p∗dist(n, 1) ∼
3
√
6 ln 2

n4/3
, n→ ∞,
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и что для любого d > 2 имеют место неравенства

(1 + o(1))
1

n
6 p∗dist(n, d) 6 (1 + o(1))

c(d)

n
, n→ ∞,

где, например,

c(2) = 14.797 . . . , c(3) = 55.272 . . . , c(4) = 164.528 . . . , c(5) = 504.285 . . . ,

c(6) = 1365.170 . . . , c(7) = 3624.758 . . . , c(8) = 8675.785 . . .

Для графов диаметров результатов прежде не было. Здесь случай d = 1 тривиален,
т.к. в его рамках вовсе нет графов диаметров, которые имели бы более двух вершин.
При d = 2 нам удалось получить асимптотику пороговой вероятности.

Теорема 1. Справедлива асимптотическая формула

p∗diam(n, 2) ∼
6
√
840 ln 2

n7/6
, n→ ∞.

Этот результат внешне напоминает упомянутый выше результат о графах рассто-
яний. Однако размерность на 1 больше, и метод доказательства (см. раздел 3) иной.
Любопытно то, что при d > 3 также удается получить утверждение, аналогичное
указанному выше утверждению о графах рассстояний в размерностях d > 2.

Теорема 2. Для любого d > 3 существуют числа c1(d), c2(d), с которыми

c1(d)

n
6 p∗diam(n, d) 6

c2(d)

n
.

Отметим, что существуют и некоторые другие вероятностные постановки задач
о реализации графов в пространствах (см. [8]–[12]). В следующих двух разделах мы
опишем доказательства теорем 1 и 2.

3. Доказательство теоремы 1
Доказательство теоремы 1 распадается на несколько шагов, каждый из которых

состоит в обосновании некоей леммы. Прежде всего обозначим H дерево на семи
вершинах 1, 2, . . . , 7 с ребрами (1, 2), (2, 3), (1, 4), (4, 5), (1, 6), (6, 7) (см. рис. 1).

Лемма 1. Не существует графа диаметров на плоскости, изоморфного дереву
H.

Данное утверждение доказывается, например, в [13]. Далее,

Лемма 2. Пусть p = c
n7/6 , где c > 6

√
840 ln 2. Тогда существует такое n0, что

для всех n > n0 случайный граф G(n, p) с вероятностью, большей 1
2 , содержит дерево

H.
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Рис. 1: Дерево на семи вершинах, не изоморфное никакому графу диаметров
на плоскости.

Это прямое следствие из теоремы, которую можно найти в [6]:

Теорема 3. Пусть H — дерево с k вершинами и a автоморфизмами, p = c
nk/(k−1) ,

где c = const, Xn — количество копий H в G(n, p). Тогда Xn имеет асимптотическое

распределение Пуассона с параметром λ = ck−1

a .

В самом деле, дерево H имеет k = 7 вершин и у него a = 840 автоморфизмов.
Тогда при c > 6

√
840 ln 2 имеем

λ =
ck−1

a
> ln 2,

откуда

P(G(n, p) содержит дерево H) = P(Xn > 0) = 1− P(Xn = 0) > 1− e− ln 2 =
1

2
.

Последнее неравенство выполнено при больших n.
Пусть, наконец, 0 < ε < 1

2 . Обозначим Kε объединение двух кругов радиуса ε на
плоскости, расстояние между центрами которых равно 1. Пусть также W — множе-
ство всех деревьев на не более чем семи вершинах, за исключением дерева из одной
вершины и дерева H.

Лемма 3. Для каждого ε и каждого дерева из множества W найдется изоморф-
ный ему граф диаметров на плоскости, вершины которого принадлежат множеству
Kε.

Для доказательства этого утверждения достаточно изобразить каждое из деревьев
на плоскости так, как показано на рис. 2.—5.

Дальнейшее доказательство основной теоремы не представляет труда. Действи-
тельно, при p = c

n7/6 случайный граф G(n, p) с асимптотической вероятностью 1 яв-
ляется лесом, каждая компонента которого имеет размер не более семи. Из лемм 1 и 2
следует, что при p = c

n7/6 , где c > 6
√
840 ln 2, и достаточно больших n граф G(n, p) со-

держит дерево H и, тем самым, не может быть изоморфен никакому графу диаметров
на плоскости.

В случае же, когда c < 6
√
840 ln 2 и, значит, G(n, p) с вероятностью, большей поло-

вины, не содержит дерево H, остается показать, что лес, каждая компонента которого
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Рис. 2: Реализация рассматриваемых деревьев графами диаметров на плоско-
сти.

Рис. 3: Реализация рассматриваемых деревьев графами диаметров на плоско-
сти.

Рис. 4: Реализация рассматриваемых деревьев графами диаметров на плоско-
сти.

либо изолированная вершина, либо дерево из W , изоморфен некоторому графу диа-
метров на плоскости.

Действительно, воспользовавшись результатом леммы 3, получаем, что каждое из
деревьев множества W изоморфно некоторому графу диаметров на плоскости, верши-
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Рис. 5: Реализация рассматриваемых деревьев графами диаметров на плоско-
сти.

ны которого принадлежат соответствующему множеству Kε. Разместив полученные
множества Kε так, как показано на рис. 6, и, добавив изолированные вершины, полу-
чим требуемую реализацию.

Рис. 6: Реализация рассматриваемого леса графом диаметров на плоскости.

4. Доказательство теоремы 2

Здесь так же, как и в случае теоремы 1, используются несколько вспомогательных
утверждений, которые мы перечислим ниже. Мы назовем их не леммами, а фактами,
т.к. каждое из них — известная теорема.

Факт 1. При p = c
n , где c <

3
√

9+
√
87

62/3
− 1

3
√

6(9+
√
87)

, и достаточно больших n случайный

граф G(n, p) с вероятностью, большей 1
2 , является лесом.

Это простое упражнение по теории случайных графов (см., например, [14]). Дей-
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ствительно, математическое ожидание количества циклов равно

EX =

∞∑

k=3

Ckn · (k − 1)!

2
· pk 6

∞∑

k=3

ck

2k
6

∞∑

k=3

ck =
c3

1− c
.

Далее, используя неравенство Маркова, получаем P(X > 0) 6 EX 6 c3

1−c . Последнее

выражение меньше 1
2 при c <

3
√

9+
√
87

62/3
− 1

3
√

6(9+
√
87)

. Стоит отметить, что отыскание

наилучшей константы — сложная задача.

Факт 2. Всякий лес изоморфен некоторому графу диаметров в Rd при d > 3.

Доказательство данного факта использует нетривиальную теорему, доказанную в
[15]:

Теорема 4. Множество вершин любого дерева T можно так вложить в про-
странство R3, что расстояние между любыми двумя смежными вершинами равно
1, а расстояние между не смежными вершинами меньше 1.

Легко понять, что данное утверждение верно и в случае леса. Действительно, рас-
смотрим два произвольных дерева. Соединим эти два дерева в одно, добавляя цепь
O1V O2 длины два между ними. Такое дерево, согласно теореме 4, реализуется гра-
фом диаметров в R3. Удалим вершину V вместе с исходящими из нее ребрами из
геометрической реализации получившегося дерева. Останется геометрическая реали-
зация исходного леса. При этом новые ребра не появятся. Последовательно объединяя
таким образом деревья леса, получим необходимую реализацию.

Из фактов 1 и 2 следует, что при p = c
n , где c <

3
√

9+
√
87

62/3
− 1

3
√

6(9+
√
87)

, и достаточно

больших n случайный граф G(n, p) является лесом (факт 1), который изоморфен
некоторому графу диаметров в Rd при d > 3 (факт 2), т.е. верна нижняя оценка
величины p∗diam(n, d).

Напомним, что хроматическим числом графа G = (V,E) называется минималь-
ное количество χ(G) цветов, в которые можно так покрасить все вершины графа,
чтобы среди вершин одного цвета не было ребер. Далее, каждое множество вершин,
свободное от ребер, называется независимым, а максимум мощности независимого
множества — это число независимости α(G) графа. Очевидно, что χ(G) > |V |

α(G) .

Обозначим χ(d) максимальное значение хроматического числа графа диаметров
в Rd.

Факт 3. При любом d значение χ(d) конечно. Более того, известно, что

χ(d) 6 min

(
5d ·

√
d · (4 + ln d) ·

(
3

2

)d/2
, 2d−1 + 1

)
.

Первая из двух оценок принадлежит Шрамму (см. [16]); близкое утверждение
доказано также Бургейном и Линденштрауссом в [17]. Вторая из двух оценок уста-
новлена Лассаком в [18].

С помощью неравенства Маркова легко показать, что при p = c
n , где c > 2χ(d) ·

(1+ln (χ(d))), и достаточно больших n хроматическое число случайного графа G(n, p)
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с вероятностью, большей 1
2 , больше, чем χ(d). Из этого с учетом факта 3 вытекает

верхняя оценка величины p∗diam(n, d).
Действительно, обозначим X количество независимых множеств размера k =⌈
n
χ(d)

⌉
в случайном графе G(n, p). Тогда

P (χ(G(n, p)) > χ(d)) > P

(
α(G(n, p)) <

n

χ(d)

)
=

= 1− P

(
α(G(n, p)) >

n

χ(d)

)
> 1− P (X > 1) > 1− EX.

В свою очередь,

EX = Ckn · (1− p)C
2
k 6

nk

k!
· e−p·

k(k−1)
2 6

6

(ne
k

)k
· e−p·

k(k−1)
2 6 e

ln(χ(d))+1
χ(d)

·n−(1+o(1)) c
2(χ(d))2

·n
.

Ясно, что при c > 2χ(d) · (1 + ln (χ(d))) последнее выражение стремится к нулю с
ростом n. Таким образом, P (χ(G(n, p)) > χ(d)) > 1

2 , что и требовалось.

5. Заключение
В настоящей работе мы изучили проблему реализации графов графами расстоя-

ний и диаметров в евклидовых пространствах.
Основным результатом является отыскание точных по порядку оценок для порого-

вых вероятностей вложимости случайного графа в соответствующих геометрический
граф в пространстве. Более того, для случая плоскости и графов диаметров на ней
найдена асимптотика пороговой вероятности.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ
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УДК 511.3

К ЗАДАЧЕ ЧИСЛЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ
НЕТРИВИАЛЬНЫХ НУЛЕЙ

L-ФУНКЦИЙ ДИРИХЛЕ ЧИСЛОВЫХ ПОЛЕЙ
В. Н. Кузнецов, В. А. Матвеев (г. Саратов)
kuznetsovvn@info.sgu.ru, vladimir.matweev@gmail.com

Аннотация

В случае L-функций Дирихле с числовыми характерами разработан
алгоритм определения нетривиальных нулей таких L-функций, в осно-
ве которого лежит построение полиномов Дирихле, приближающих L-
функцию в любом прямоугольнике, расположенном в критической полосе,
с показательной скоростью.

Для L-функций Дирихле числовых полей последний результат не име-
ет места, так как в противном случае степенной ряд с теми же коэффи-
циентами, что и ряд Дирихле, определённый L-функцией, сходился бы к
функции, голоморфной в точке 1. Но известно, что такой степенной ряд
в случае числового поля, отличного от поля рациональных чисел, анали-
тически непродолжим за границу сходимости.

В связи с этим требуется разработать новую вычислительную схему
определения нетривиальных нулей L-функций числовых полей. Изучени-
юю этой задачи и посвящена данная работа.

Показано, что существует последовательность полиномов Дирих-
ле, приближающих в любом прямоугольнике, расположенном в критиче-
ской полосе, L-функцию Дирихле числового поля со скоростью, превосхо-
дящей любую степенную функцию. В случае разложения L-функции Ди-
рихле числового поля в произведение классических L-функций Дирихле
указана явная конструкция аппроксимирующих полиномов Дирихле, ну-
ли которых в заданном прямоугольнике совпадают с нулями L-функции.
Также обсуждаются вопросы, связанные с явной конструкцией таких по-
линомов Дирихле в случае произвольных L-функций Дирихле.

Ключевые слова: характеры Дирихле, L-функции Дирихле числовых
полей, нетривиальные нули L-функций

Библиография: 11 названий.

ON A PROBLEM OF FINDING NON-TRIVIAL

ZEROS OF DIRICHLET L-FUNCTIONS
IN NUMBER FIELDS
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Abstract

There is a numeric algorithm for finding non-trivial zeros of regular Dirich-
let L-functions. This algorithm is based on a construction of Dirichlet polyno-
mials which approximate these L-functions in any rectangle in the critical strip
with exponential speed.

This result does not hold for Dirichlet L-functions in number fields, because
if it did, a power series with the same coefficients as the Dirichlet series
defining the L-function would converge to a function which is holomorphic
at 1, however, it is known that that such power series in case of a number field
different from the field of rational numbers can’t be continued analytically
past its convergence boundary.

Consequently, we need to develop a new numerical algorithm for finding
non-trivial zeros of Dirichlet L-functions in number fields. This problem is
discussed in this paper.

We show that there exists a sequence of Dirichlet polynomials which appro-
ximate a Dirichlet L-function in a number field faster than any power function
in any rectangle inside the critical strip. We also provide an explicit construc-
tion of approximating Dirichlet polynomials, whose zeros coincide with those
of a Dirichlet L-function in the specified rectangle, for an L-function, if it
can be split into a product of classical L-functions. Additionally we discuss
some questions related to the construction of such polynomials for arbitrary
Dirichlet L-functions.

Keywords: Dirichlet characters, Dirichlet L-functions in number fields, non-
trivial zeros of L-functions

Bibliography: 11 titles.

1. Введение

Пусть K — поле алгебраических чисел, [K : Q] = k, O — кольцо целых поля K, χ
— характер Дирихле по модулю m, заданный на полугруппе целых идеалов кольца O.

Рассмотрим L-функция Дирихле поля K:

L(s, χ,K) =
∏

p

(
1− χ(p)

N(p)s

)−1

=

∞∑

n=1

an
ns
, s = σ + it, (1)

где произведение берётся по всем простым идеалам кольца O.
Известно [1, 2, 3], что L-функция (1) в случае неглавного характера χ определяет

целую функцию, нетривиальные нули которой лежат в критической полосе 0 < σ < 1.
При этом имеет место расширенная гипотеза Римана о том, что такие нули распола-
гаются на критической прямой. Известные плотностные теоремы [4] дают картину
распределения нулей L-функции Дирихле (1) в критической полосе.

В работах [5, 6, 7] была разработана численная схема определения нетривиальных
нулей классических L-функций Дирихле, т.е. L-функций с числовыми характерами.
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В основе этой вычислительной схемы лежат результаты о взаимосвязи между анали-
тическими свойствами рядов Дирихле с конечнозначными коэффициентами и поведе-
нием соответствующих (с теми же коэффициентами) степенных рядов в окрестности
единицы, полученные в работе [8].

Алгоритм определения нулей L-функции Дирихле в классическом случае заклю-
чается в следующем.

Пусть соответствующий степенной ряд

g(z) =
∞∑

n=1

χ(n)zn

определяет функцию, голоморфную в точках z = ±1. Рассмотрим разложение g(x)
на отрезке [−1, 1] по полиномам Чебышева:

g(x) =

∞∑

k=0

CkTk(x)

Пусть Pn(x) =
n∑
k=0

b
(n)
k xk — частичные суммы этого разложения. В работе [5] по-

казано, что соответствующие полиномы Дирихле

Qn(s) =

n∑

k=1

b
(n)
k

ks
,

приближают L-функцию в любом прямоугольнике DT : 0 < σ0 ≤ σ ≤ 1, |t| ≤ T с
показательной скоростью, то есть

||L(s, χ)−Qn(s)||DT
= O

(
1

ρn

)
,

где величина ρ > 1 определяется модулем характера χ.
Там же ([5], [6]) показано, что в прямоугольнике DT высоты T нули L-функции

L(s, χ) являются нулями полинома Qn, где n =
[
T
lnρ

]
. В частности, если модуль харак-

тера χ не превосходит 12, то n = [2T ]+1. В основе этого результата лежит информация
о нулях почти периодических функций конечного класса (см. [6]), каковыми являют-
ся полиномы Дирихле, а также тот факт, что приближение L-функций полиномами
Дирихле в прямоугольнике DT осуществляется с показательной скоростью.

Как показано в [6], [9], этот алгоритм построения аппроксимирующих полиномов
и его численная реализация не только говорят в пользу расширенной гипотезы Рима-
на для классических L-функций, но и позволяют получать отличным от известного
способом плотностные теоремы для нулей классических L-функций Дирихле.

В связи с этим представляет интерес разработать алгоритм, позволяющий опре-
делять нули L-функций Дирихле числовых полей, лежащих в прямоугольнике DT

высоты T .
Отметим, что в работе [10] было показано, что в случае поля K 6= Q степенной

ряд, соответствующий L-функции (1):

g(z) =

∞∑

n=1

anz
n (2)
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определяет функцию, аналитически непродолжимую за границу единичного круга, и
в этом случае полиномы Дирихле Qn(s), определяемые частичными суммами разло-
жения функции g(x) на отрезке [−1, 1] по полиномам Чебышева, не могут приближать
L-функцию (1) с показательной скоростью. Этот факт не позволяет перенести чис-
ленную схему определения нулей в классическом случае на случай произвольного
числового поля.

В данной работе исследуются вопросы, связанные с разработкой такого алгоритма,
высказываются предположения в этом направлении и приводится их обоснование.

2. Аппроксимационные теоремы для L-функций
Дирихле числовых полей

Рассмотрим степенной ряд (2):

g(z) =

∞∑

n=1

anz
n.

Так как L-функция (1) определяет целую функцию, то, как показано в [11], у
функции g(z) в точке z = 1 существуют конечные радиальные производные вида

lim
x→1−0

g(n)(x) = αn.

В этом случае известно [12, 13], что существует последовательность алгебраиче-
ских полиномов

Pn(x) =

n∑

k=1

a
(n)
k xk (3)

приближающих функцию g(x) в пространстве C[0, 1] со скоростью более высокой, чем
любая степенная функция, т.е.

||g(x) − Pn(x)||C[0,1] = o

(
1

nm

)
(4)

при любом натуральном m.
Обозначим через Qn(s) последовательность полиномов Дирихле, коэффициенты

которых совпадают с коэффициентами алгебраических полиномов вида (3).
При данных обозначениях имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Последовательность полиномов Дирихле Qn(s) приближает ряд
Дирихле (1) в любом прямоугольнике DT : 0 < σ0 ≤ σ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T с скоростью
более высокой, чем любая степенная функция, т.е.

||L(s, χ,K) −Qn(s)||DT
= o

(
1

nm

)
,

где m — любое натуральное.
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Доказательство. В силу преобразования Меллина [14] ряды (1) и (2) и полино-
мы Pn(x) и Qn(s) связаны следующими соотношениями:

L(s, χ,K) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0
g(e−x)xs−1dx, σ > 0,

где g(e−x) =
∞∑
n=1

ane
−nx, Γ(s) — Γ-функция Эйлера, и

Qn(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0
Pn(e

−x)xs−1dx, σ > 0.

Отсюда при 0 < σ0 ≤ σ < 1, |t| ≤ T получаем оценку вида

|L(s, χ,K)−Qn(s)| ≤
1

|Γ(s)|

∫ n

0
|g(e−x)− Pn(e

−x)|xσ−1dx+

+
1

|Γ(s)|

∫ ∞

n
e−λx|eλx(g(e−x)− Pn(e

−x))|xσ−1dx,

где 0 < λ < 1.
Оценим первый интеграл:
∫ n

0
|g(e−x)− Pn(e

−x)|xσ−1dx = o

(
1

nm

)∫ n

0
xσ−1dx = o

(
1

nm

)
nσ

σ0
= o

(
1

nm

)
,

где m — любое натуральное.
Для второго интеграла для x ∈ [n,∞) имеем:

|eλx(g(e−x)− Pn(e
−x))| = |e(λ−1)x(g̃(e−x)− P̃n(e

−x))| ≤ Ce(λ−1)x.

Здесь мы воспользовались тем, что на отрезке [n,∞) выполняется оценка g̃(e−x)−
(̃Pn)(e

−x) = O(1). Многократное применение формулы интегрирования по частям
даёт оценку вида:

∫ ∞

n
e−λxxσ−1dx =

e−λnnσ

σ
+
λe−λnnσ+1

σ(σ + 1)
+ . . . =

=
e−λnnσ

σ

(
1 +

λn

σ + 1
+ . . . +

(λn)k

(σ + 1) . . . (σ + k)
+ . . .

)
≤

≤ e−λnnσ

σ
eλn =

nσ

σ
.

Отсюда получаем
∫ ∞

n
e−λx|eλx(g(e−x)− Pn(e

−x)|xσ−1dx ≤ Ce(λ−1)nn
σ

σ
= o

(
1

nm

)

при любом m.
Таким образом, утверждение теоремы 1 полностью доказано. ✷
Отметим, что теорема 1 не позволяет указать соотношение между n и T , при кото-

ром в прямоугольнике DT нули L-функции Дирихле совпадали бы с нулями полинома
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Дирихле Qn(s). Ниже мы укажем класс L-функций Дирихле, для которых это удаётся
сделать.

Рассмотрим случай норменного характера χ числового поля K, т.е. такого харак-
тера, для которого существует числовой характер Дирихле χ1, такой, что для любого
простого идеала p кольца целых элементов O поля K имеет место равенство

χ(p) = χ1(N(p)).

В работе [15] приведено описание полей K, для которых все характеры Дирихле
являются норменными. При этом в этой работае показано, что в случае норменного
характера χ имеет место разложение L-функции L(s, χ,K) в произведение классиче-
ских L-функций Дирихле:

L(s, χ,K) =

l∏

i=1

L(s, χi), l ≤ k. (5)

В работах [5], [6] было показано, что для классических L-функций Дирихле имеет
место следующее утверждение: существует такая последовательность полиномов Ди-
рихле Qn(s), что в любом прямоугольнике DT : 0 < σ0 ≤ σ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T имеет
место оценка

||L(s, χ)−Qn(s)||DT
= O

(
1

ρn

)
, (6)

где ρ > 1, а константа в «O» имеет вид

eT

T
.

При этом там же ([5], [6]) указан численный алгоритм построения таких полиномов
Дирихле.

Приведённые выше факты позволяют доказать следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть χ — норменный характер числового поля K. Тогда суще-
ствует последовательность полиномов Дирихле Qnl(s), где l ≤ k, что для любого
прямоугольника DT : 0 < σ0 ≤ σ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T имеет место оценка вида

||L(s, χ,K)−Qnl(s)||DT
= O

(
1

ρn

)
, (7)

где ρ > 1, а константа в оценке не превосходит величичны lT l−2eT .

Доказательство. Доказательство достаточно провести для случае, когда в раз-
ложении (5) присутствуют только два сомножителя. Общий случай будет следовать
из случая двух сомножителей на основании индуктивных рассуждений.

Обозначим f1(s) = L(s, χ1) и f2(s) = L(s, χ2) и соответствущие последовательно-
сти полиномов Дирихле Qn,1(s), Qn,2(s).

Пусть Qn2(s) = Qn,1(s)Qn,2(s). Тогда при s ∈ DT имеем:

|f1(s)f2(s)−Qn2(s)| ≤
≤ |f1(s)f2(s)−Qn,1(s)f2(s)| · |Qn,1(s)f2(s)−Qn,1(s)Qn,2(s)| ≤

≤ TeT

T

1

ρn1
+
TeT

T

1

ρn2
≤ 2TeT

T

1

min{ρ1, ρ2}n
,

что и доказывает утверждение теоремы 2. ✷
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3. К задаче построения аппроксимирующих поли-
номов

В этом параграфе обсудим вопросы, связанные с построением аппроксимирующих
полиномов Дирихле, нули которых в прямоугольнике DT : 0 < σ0 ≤ σ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T
должны совпадать с нулями L-функции числового поля K. При изучении этой задачи
наряду с теоретическими рассуждениями будут использованы результаты численного
эксперимента.

Рассмотрим случай норменных характеров. Как было показано в теореме 2, суще-
ствует последовательность полиномов Дирихле Qnk(s), для которых в каждом прямо-
угольнике DT высоты T имеет место оценка (7). Укажем достаточно грубое соотноше-
ние между n и T , при котором нули L-функции Дирихле L(s, χ,K) должны совпадать
с нулями полиномов Qnk(s).

В работе [6] указано, что Qnk(s) является почти периодической функцией конечно-
го класса, и число нулей с учётом их кратности n(T ) такой функции в полосе 0 ≤ t ≤ T
равно

n(T ) =
k lnn

2π
T + ω(T ), (8)

где ω(T ) — некоторая почти периодическая функция. Из результатов работы [6] сле-
дует, что ω(T ) = O(T ), и основная масса нулей Qnk(s) лежит в критической полосе.

Пусть n такое, что величина отклонения ε = ||L(s, χ, k) − Qnk(s)||DT
равна вели-

чине T
n(T ) . В силу (8) получаем:

ε =
T

n(T )
≈ π

k lnn
. (9)

В силу (7) имеем:
π

k lnn
≈ eTT kk

ρn
.

Отсюда получаем:

k lnn ≈ πρn

eTT kk
.

Из этого равенства следует, что

ln lnn ≤ lnπ + n ln ρ− T − k lnT ln k,

и, следовательно,
n ln ρ− T ≥ 0

или

n ≥ T

ln ρ
. (10)

Если величина нормы модуля характера χ, не превосходит величины 12, то можно
показать, что ln ρ ≥ 1

2 . В этом случае можно считать, что

n = [2T ] + 1. (11)
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Таким образом, грубая оценка соотношения между величиной n аппроксимирую-
щего полинома Qnk(s), степень которого равна nk, и величиной T такая же, как и для
аппроксимирующих полиномов Qn(s) в классическом случае (см. [5], [6]).

Ниже приведены результаты вычислений в случае ряда Дирихле

f(s) = L(s, χ1)L(s, χ2),

(a) n = 30 (b) n = 40 (c) n = 50

(d) n = 60 (e) n = 70

где χ1 — характер Дирихле по модулю 3, принимающий значения

χ1(n) =





0, n ≡ 0 (mod 3),

1, n ≡ 1 (mod 3),

−1, n ≡ 2 (mod 3),

χ2 — характер Дирихле по модулю 5, принимающий значения

χ2(n) =





0 n ≡ 0 (mod 5),

1 n ≡ 1 (mod 5),

i n ≡ 2 (mod 5),

−i n ≡ 3 (mod 5),

−1 n ≡ 4 (mod 5).

Вычисления проводились с помощью аппроксимирующих полиномов

Qn2(s) = Qn,1(s)Qn,2(s),
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и с помощью аппроксимирующих полиномов, полученных в результате разложения
на отрезке [−1, 1] соответствующего степенного ряда по полиномам Чебышева. На-
блюдается практическое совпадение нулей как в первом, так и во втором случаях.

Можно только предположить, что в случае произвольных характеров Дирихле бу-
дет эффективной численная схема определения нулей L-функций Дирихле числовых
полей, связанная с разложением соответствующих степенных рядов по полиномам Че-
бышева. При этом величины n и T будут связаны соотношением n > mT , где величина
m зависит от нормы модуля характера.

4. Заключение

Остановимся на вопросах, вставших в связи с приведёнными выше результатами.
Во-первых, отметим, что численная схема определения нулей L-функций Дирихле
числовых полей требует дальнейшей доработки. Во-вторых как показано в [9], ап-
проксимационный подход позволяет получить плотностные теоремы для нулей рядов
Дирихле с периодическими коэффициентами. Представляет интерес на основании ап-
проксимационных теорем для полиномов Дирихле получить плотностные теоремы
для нулей L-функций Дирихле числовых полей.
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Аннотация

В работе приводится обзор результатов (с разной степенью подробно-
сти) по трём различным направлениям.

Основное центральное направление относится к рекуррентным после-
довательностям, прежде всего к их базисным (в различном понимании)
множествам.

Другое направление связано с новыми комбинаторными объектами –
(v, k1, k2)-конфигурациями, возникающими на пути ослабления условий,
определяющих известные комбинаторные объекты – (v, k, λ)-конфигура-
ции.

Третье направление имеет дело с инвариантными дифференциалами
высших порядков от нескольких гладких функций одной вещественной
переменной.

В каждой из этих тем рассматриваемые вопросы связаны с комби-
наторными конфигурациями в виде конечных плоскостей, а приводимые
результаты получены благодаря однотипным представлениям точек соот-
ветствующих конфигураций точками многомерных локально евклидовых
пространств. В случае инвариантных дифференциалов эти представления
возникают естественно, а в случае рекуррентных последовательностей и
(v, k1, k2)-конфигураций вводятся по аналогии, но уже искусственным об-
разом.

Ключевые слова: рекуррентные последовательности, решётки, торы,
комбинаторные конфигурации, инвариантные дифференциальные опера-
торы.
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BASES OF RECURRENT SEQUENCES
F. M. Malyshev (Moscow)

Abstract

This paper provides an overview of the results (with varying degrees of
detail) in three different directions.

The main Central direction refers to recurrent sequences, primarily to their
base (in a different sense) sets.
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Another direction is related to new combinatorial objects (v, k1, k2)-confi-
gurations encountered on the way of weakening the determinants of well-known
combinatorial objects (v, k, λ)-configuration.

The third direction deals with invariant differentials of higher orders from
several smooth functions of one real variable.

In each of these themes the issues associated with combinatorial configura-
tions in the form of finite planes, and the results obtained through the same
type of views, points of the corresponding configurations of points in multidi-
mensional locally Euclidean spaces. In the case of invariant differentials of
these representations arise naturally, and in the case of recurrent sequences
and (v, k1, k2)-configurations are introduced by analogy, but in an artificial
way.

Keywords: recurrent sequences, lattices, Torah, combinatorial configura-
tion, invariant differential operators.

Bibliography: 39 titles.

1. Введение
Основное содержание предлагаемого обзора относится к рекуррентным последо-

вательностям. Приводимые результаты относительно порождающих множеств в ре-
куррентных последовательностях получены благодаря дополнительно вводимой мно-
гомерноной структуре на множестве индексов, нумерующих элементы последователь-
ности. Во введении приводится краткий обзор других примеров использования мно-
гомерных структур на дискретных нумерующих множествах, изначально мыслимых
одномерными, линейно упорядоченными.

В качестве эпиграфа к настоящему обзору можно отнести высказывание со стр. 15
учебника [1] о том, что базисные векторы линейных пространств "совершенно не обя-
зательно" нумеровать от 1 до n. Там подчёркивалось, что при решении конкретных
задач вместо линейного упорядочения "может оказаться важной другая структура
на множестве индексов базиса" , а собственно линейная упорядоченность, добавим,
может оказаться даже вредной.

Аналогичная ситуация имеет место с определениями декартова произведения се-
мейств множеств, где также не всегда полезна линейная упорядоченность на мно-
жестве, индексирующем семейство "сомножителей" [2]. Элементы декартова произве-
дения конечного или счётного числа множеств совсем не обязательно представлять
упорядоченной последовательностью. Каждая решаемая задача, как правило, требует
своей присущей именно ей какой-либо структуры на множестве индексов.

Впервые на важность этих замечаний автор обратил внимание в связи с одной из
задач доклада [3] по описанию инвариантных дифференциалов

d(f1(x), ... , fk(x))

порядка k + r от гладких вещественных функций f1(x), ... , fk(x):

d(f1(x), ... , fk(x)) =
∑

i1>0, ... , ik>0
i1+ ...+ik=r

ci1 ... ikf
(1+i1)
1 (x) ... f

(1+ik)
k (x)(dx)k+r, (1)



БАЗИСЫ РЕКУРРЕНТНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 157

где ci1 ... ik ∈ R – некоторые определяющие дифференциал коэффициенты. В случае
гладких замен переменной x = x(t) данный дифференциал d(ϕ1(t), ... , ϕk(t)) от функ-
ций ϕj(t) = fj(x(t)), j = 1, ... , k, следует вычислять по формуле (1), в которой вместо

f
(1+ij)
j (x) должны быть производные ϕ

(1+ij)
j (t) =

(
d
dt

)1+ij (ϕj(t)), а вместо (dx)k+r, со-

ответственно, (dt)k+r. Но можно непосредственно в правую часть выражения (1) вме-

сто x подставить x(t) (тогда f
(1+ij)
j (x) заменяется на f

(1+ij)
j (x(t))), а вместо (dx)k+r,

соответственно, (dx(t))k+r = (ẋ(t)dt)k+r = ẋ(t)k+r(dt)k+r. Дифференциал (1), задава-
емый коэффициентами ci1 ... ik , является инвариантным, если результаты вычислений
по этим двум схемам дают одинаковые выражения для любых функций f1(x), ... , fk(x)
и замен x(t). Отдельное ненулевое слагаемое в (1) является инвариантным дифферен-
циалом только при r = 0, поскольку дифференциал f (1+i)(x)(dx)1+i является инва-
риантным только при i = 0. При k = 1, r = 0 дифференциал (1) инвариантен по
известной теореме об инвариантности первого дифференциала. Непосредственно про-
веряется, что инвариантным является дифференциал

d(f1(x), f2(x)) = (f ′1(x)f
′′
2 (x)− f ′′1 (x)f

′
2(x))(dx)

3.

Необходимые и достаточные условия на коэффициенты ci1 ... ik для инвариантно-
сти дифференциала (1) в работе [4] сформулированы на языке однородных уравне-
ний в частных производных многочленов от k переменных. Эти условия сводятся
(см. [5]) к системе из b =

(k+r−1
k

)
лиинейных уравнений с v =

(k+r−1
r

)
неизвестными

ci1 ... ik , причём в каждом уравнении k неизвестных, а каждое неизвестное участвует
в r уравнениях, vr = bk. Совокупность из v неизвестных образует конечную плос-
кость [6] c b "прямыми", состоящими из k точек. Каждая точка плоскости содер-
жится ровно в r "прямых". Приписывание в работе [5] неизвестных ci1 ... ik к точкам
(i1, ... , ik) ∈ N0 ⊂ Rk высветило особенности этой системы, указывающие на способ её
решения. После введения новых переменных c̃i1 ... ik = i1!...ik!ci1 ... ik система предстаёт
в виде

k∑

j=1

(ij + δ + 1)c̃i1...ij−1,ij+δ,ij+1,...,ik = 0,

δ = 1, ... , r, i1 > 0, ... , ik > 0, i1 + ... + ik = r − δ. В работе [5] доказано, что верх-
ними оценками для размерностей пространств решений этих систем при разных k
и r выступают величины ak,r, определяемые равенством

∑
i>0 ak,i = (1 + t)(1 + t +

t2)...(1 + t+ ...+ tk−1). Отсюда следует, что Вронскиан det
∥∥∥f (i)j

∥∥∥
i,j=1,...,k

(dx)
k(k+1)

2 яв-

ляется инвариантным дифференциалом для k функций самого высокого возможного
порядка.

Полезная для нахождения инвариантных дифференциалов (k − 1)-мерная струк-
тура на номерах (i1, ... , ik) неизвестных ci1 ... ik присутствует в явном виде, оставалось
только её использовать.

Ситуация иная в случае рекуррентных последовательностей xi ∈ X, i ∈ Z, рас-
сматриваемых в настоящей работе в общем виде:

xi+m = f
(
xi, xi+s1 , ..., xi+sk−2

)
, (2)

k > 3, 0 < s1 < ... < sk−2 < m, НОД(s1, ..., sk−2,m) = 1. Алфавит X и отображение
f : Xk−1 → X, задающие рекуррентное соотношение (2), могут быть произвольными.
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Через v обозначаем минимальный период последовательности {xi, i ∈ Z}: xi+v = xi,
i ∈ Z. При отсутствии конечного периода считаем v = ∞. Здесь "прямые" {i, i +
s1, ... , i + sk−2, i + m}, i ∈ Zv, образуют конечную плоскость с параметрами b = v,
r = k на множестве вычетов Zv = {0, 1, ... , v − 1} = Z/〈v〉. Считаем Z = Z∞.

Группы по сложению Z и Z/〈v〉 из-за их естественных вложений соответственно в R
и {z ∈ C, |z| = 1}, обычно представляются одномерными. Но конкретные приложения
рекуррентных последовательностей и удачный пример с инвариантными дифферен-
циалами инициировали искусственное введение (k − 1)-мерных структур на Z и Zv
путём их дискретных вложений в (k − 1)-мерные цилиндр и тор соответственно. Та-
кие вложения обеспечиваются эпиморфизмами

ϕ : Zk−1 → Zv, ϕ(z0, z1, ..., zk−2) = (mz0 + s1z1 + ...+ sk−2zk−2) mod v,

при которых Zv ∼= Zk−1/ kerϕ ⊂ Rk−1/ kerϕ. Данные вложения позволили (см. §§ 2
– 6) определить строение всех возможных минимальных подмножеств элементов по-
следовательности {xi, i ∈ Z}, по которым каждый знак xj , j > 0, может быть получен
за конечное число применений рекуррентного соотношения (2). Такие подмножества
названы базисными в [7].

Случаю k = 3 дополнительно посвящена работа [8]. Он рассматривается в § 7 осо-
бо. Возникающее семейство вложений Z в цилиндр для всех пар (s1,m), 0 < s1 < m,
(s1,m) = 1, устанавливает в работе [9] связь между известным разбиением на фунда-
ментальные области верхней комплексной полуплоскости при действии модулярной
группой и приёмом (в плоском случае) максимального пустого шара Делоне – Санда-
ковой [10].

Ещё одно приложение связано с приводимым ниже рис. 1, взятым из работы [11] по
клеточным автоматам. Там на местах (i, j) ∈ Z2 располагаются значения zi,j ∈ GF (2)
(0 – светлая клетка, 1 – тёмная) так, что zi−1,j + zi,j + zi,j+1 = 0. На самой нижней
горизонтальной линии эти значения выбирались псевдо случайным образом.

Рис. 1
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Аналогичная картина будет иметь место и для рекуррентных последовательностей
при k = 3, X = GF (2), f(x, y) = x + y, если вложение Z в цилиндр таково, что
номера t, t + s1, t +m знаков xt, xt+s1 , xt+m оказываются соответственно на местах
(i− 1, j), (i, j), (i, j + 1) плоской развёртки цилиндра. Данное обстоятельство как раз
и предопределило представление вычетов Zv точками многомерных торов.

Наблюдаемая на рис. 1 закономерность позволила, в частности, получить теоре-
мы о распределении в левой зоне числа единиц в булевых аналогах треугольников
Паскаля [12].

В случае решёток Γ ⊂ Zk1−1 максимального ранга вложения групп Zk1−1/Γ в торы
Rk1−1/Γ позволяют строить относительно новые комбинаторные объекты, так называ-
емые (v, k1, k2)-конфигурации. Каждая такая конфигурация задаётся парой конечных
плоскостей на одном и том же множестве из v точек с b = v "прямыми", состоящими
из k1 точки в одной плоскости и из k2 точек в другой плоскости. В первой плоскости
через одну точку проходит r1 = k1 "прямых", а во второй, соответственно, r2 = k2
"прямых". Матрицы инцидентности этих плоскостей должны быть невырожденны-
ми над полем GF (2) и взаимно обратными. При k1 = k2 = k используется обозна-
чение (v, k)-конфигурация. Если в качестве "прямых" выступают смежные классы
подмножеств в группе G мощности соответственно k1, k2, то (v, k1, k2)-конфигурацию
называем (v, k1, k2)-группой, а при k1 = k2 = k – (v, k)-группой.

Первоначальные примеры (v, k)-конфигураций были получены в работе [13]. При
их построении привлекались известные по монографиям [14] – [18] (v, k, λ)-конфигура-
ции, матрицы Адамара, конечные проективные плоскости, совершенные разностные
множества, теоретико-числовые конструкции, графы с различными свойствами сим-
метрии, однородные многогранники, триангуляции двумерных торов, связанные с рас-
положениями на них вычетов Zv, описываемыми выше в случае k = 3. Построением
(v, k1, k2)-конфигураций в разное время занимались М. В. Брославский, А. М. Зубков,
Е. Г. Красулина, Ф. М. Малышев, В. Н. Сачков, В. Е. Тараканов, А. Е. Тришин, А.
А. Фролов.

К настоящему времени удалось показать, что каждая связная (v, 3)-конфигурация
реализуется на группе Zv "прямыми" {i, i + 1, i + 1 + v/2}, i ∈ Zv, при чётном v, и
триангуляцией листа Мёбиуса при v = 5. Доказательство этого утверждения в работе
[19] продемонстрировало важность отсутствия структуры линейного упорядочения на
множестве из v точек соответствующих конечных геометрий, упорядоченность сковы-
вала бы инвариантные рассуждения при доказательстве. В практических приложени-
ях (v, k1, k2)-конфигурации выступают в виде их матриц инцидентности, называемых
(v, k1, k2)-матрицами и (v, k)-матрицами при k1 = k2 = k. Роль линейной упорядочен-
ности на v точках чисто техническая, требуется только для задания этих матриц.

В работе [20] приводится исчерпывающая классификация циклических (v, 5)-
групп, а в [21] – остальных абелевых (v, 5)-групп. В работе [22] дана классификация
циклических (v, 3, 7)-групп и всех конечных (v, 3, 5)-групп.

Имеется способ получения (v, 3, k)-конфигураций на двумерных торах, исполь-
зующий паркетирование евклидовой плоскости правильными треугольниками. В ка-
честве "прямых" рассматриваются вершины одинаково ориентированных треуголь-
ников, закрашенных для определённости, в тёмный цвет. Вокруг каждой вершины
имеет место чередование светлых и тёмных треугольников. Если группа Γ движений
плоскости (см. [23]) сохраняет такое паркетирование (с учётом раскраски), то оно
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переносится и на поверхность R2/Γ. В случае тора решётки Γ ⊂ Z2 (см. [24]) разби-
ваются на два класса. Решётки одного класса предоставляют (v, 3, k)-конфигурации,
когда матрица инцидентности L соответствующей конечной геометрии с 3-х точечны-
ми "прямыми" на v =

∣∣Z2/Γ
∣∣ точках невырождена над полем GF (2). Тогда L−1 будет

матрицей инцидентности другой конечной геометрии на тех же v точках с некото-
рыми нечётными параметрами k = r. Для решёток другого класса, когда матрица
L вырождена, вложение Z2/Γ ⊂ R2/Γ будет отвечать описываемому в § 3 вложению,
соответствующему трёхчленной рекуррентной последовательности или полилинейной
рекуррентной последовательности [25], [26]. Напротив, для решёток Γ первого класса
такая реализация вложения Z2/Γ ⊂ R2/Γ невозможна. Интересно, что реальная прак-
тика криптографического синтеза давно предопределила такое разбиение: решётки
первого класса предоставляют матрицы для блочных шифраторов (см., например,
[27] – [30]), а решётки второго класса отвечают рекуррентным и полилинейным ре-
куррентным последовательностям, используемым в поточных шифраторах.

Изначально использование геометрических представлений в задачах рекуррент-
ной природы, привлекающих для своих формулировок семейства подмножеств i+B,
i ∈ Z, с фиксированным B = {0, s1, ... , sk−2,m} ⊂ Z, предполагало предваритель-
ный поиск вложений Zv ⊂ M , v ∈ N ∪ {∞}, в римановы пространства M как можно
меньшей размерности, которые удовлетворяли бы следующим качественным не фор-
мальным требованиям: а) элементы Zv равномерно, дискретно и достаточно плотно
рассосредотачиваются по M ; б) имеется действие группы Zv на M изометриями, при
котором z · x = z + x для всех z ∈ Zv, x ∈ Zv ⊂ M ; в) элементы подмножества
Bv = {z(modv), z ∈ B} должны находиться в непосредственной близости друг от
друга.

Такие вложения может обеспечивать следующая конструкция. Пусть имеется кри-
сталлографическая группа G движений на одном из римановых односвязных про-
странств Λ постоянной кривизны [31], содержащая нормальную подгруппу Γ, свобод-
но действующую на Λ, такую, что G/Γ ∼= Zv. Требуемое вложение G/Γ ⊂ Λ/Γ = M
задаётся орбитой внутренней точки фундаментальной области при действии G/Γ на
M . Условия а) и б) при этом выполняются. Для обеспечения свойства в) тройка
Γ ⊳ G : Λ должна подбираться специальным образом. К настоящему времени ис-
пользовался только случай, когда: Λ – евклидово пространство; G ⊂ Λ – решётка
максимального ранга [24]; Γ ⊳ G – подрешётка того же или на единицу меньшего
ранга.

В заключении, обращаясь к началу введения, отметим, что в некоторых ситуаци-
ях бывает исключительно полезным даже отказ от искусственно вводимой линейной
упорядоченности на конечных множествах. Примером этому может служить рабо-
та [32]. Там, действуя вопреки представлениям систем корней простых алгебр Ли
из монографии [33], использующей линейную упорядоченность базиса, удалось опи-
сать регулярные подалгебры матричных алгебр Ли, содержащих все диагональные
элементы, на языке предупорядоченностей [34] и конечных топологий [35]. В резуль-
тате размерности когомологий этих подалгебр стали выражаться через числа Бетти
обычных клеточных комплексов. Благодаря этому была получена большая серия ра-
нее не известных (см. [36]) примеров так называемых жёстких разрешимых алгеб Ли.
Алгебра является жёсткой, если при малом изменении её структурных констант полу-
чающаяся алгебра изоморфна исходной. К жёстким относятся прежде всего простые
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и полупростые алгеебры Ли.

2. Определения порождающих наборов элементов
рекуррентных последовательностей
В настоящем и следующих параграфах рассматриваются последовательности xi ∈

X, i ∈ Z, заданные рекуррентными соотношениями вида

xi+m = f
(
xi, xi+s1 , ... , xi+sk−2

)
, i ∈ Z, (3)

где k > 3, 0 = s0 < s1 < ... < sk−2 < sk−1 = m, НОД(s1, ..., sk−2,m) = 1. Случай, когда
НОД(s1, ..., sk−2,m) = d > 1, легко сводится к рассматриваемому, поскольку тогда
рекуррентная последовательность разбивается на d подпоследовательностей, каждая
из которых удовлетворяет соотношению вида (3).

Интересующие нас вопросы не зависят от конкретного алфавита X и отображе-
ния f : Xk−1 → X, а целиком определяются набором чисел k,m, s1, ... , sk−2. Элемен-
ты рекуррентной последовательности xi, i ∈ Z, будут пониматься как переменные,
принимающие значения из алфавита X.

Свойства рекуррентных последовательностей при заданном m зависят как от k,
так и от конкретных значений s1, ... , sk−2 [37].

Для подмножества S ⊂ Z будем обозначать через [S] ⊂ Z совокупность всех таких
i ∈ Z, что xi представимо формулой (см. [38]), содержащей (кроме скобок и запятых)
только символы f и xt, t ∈ S. Построение формулы для xi, i ∈ [S], производится
путём суперпозиции с помощью начального соотношения (3), начиная с равенства
xi = f

(
xi−m, xi−m+s1 , ... , xi−m+sk−2

)
. К некоторым переменным из правой части по-

следнего равенства снова применяется соотношение (3), конечно, если номера этих
переменных ещё не содержатся в S. Соотношения (3) привлекаются до тех пор, пока
хотя бы один номер входящих в очередную формулу переменных не содержится в S.
Полученную таким образом формулу будем записывать в виде xi = Fi(xt, t ∈ S).

Определение 1. Множество S ⊂ Z назовём минимальным порождающим на-
бором, если выполняются следующие два условия:
а) при некотором T ∈ Z имеем: [S] ⊃ {T, T + 1, T + 2, ... };
б) условие а) не выполняется ни для какого собственного подмножества множества
S.

Множество S рассматривается с точностью до сдвигов на целые числа, поскольку
для любых n ∈ Z и минимального порождающего набора S множество S + n = {s +
n| s ∈ S} тоже будет минимальным порождающим набором.

Случай с минимально возможным значением m = 2 (когда k = 3 и s1 = 1) не
является типичным (хотя к нему относится одна из наиболее известных рекуррентных
последовательностей – числа Фибоначчи). При m = 2, k = 3 и s1 = 1, как нетрудно
убедиться, минимальными порождающими наборами являются {i, i+1}, i ∈ Z. Здесь
всегда |S| = m = 2. Далее считаем m > 3.

Не является типичным и случай с максимально возможным значением k = m+1,
когда si = i, i = 1, ... ,m − 1. В этом случае минимальный порождающий набор тоже
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только один с точностью до сдвигов, он состоит из m подряд идущих номеров. Далее
считаем 3 6 k 6 m.

Подробные доказательства приводимых далее достаточно простых замечаний име-
ются в работе [7]. Это же относится и к формулируемым в этом параграфе теоремам.

Для минимального порождающего набора S представления элементов xi, i ∈ [S] в
виде xi = Fi(xt, t ∈ S), единственны. Но свойство однозначного представления xi для
всех i > T при некотором достаточно большом T нельзя рассматривать в качестве
эквивалентного определения для минимального порождающего набора. Минималь-
ный порождающий набор существует, например, S = {−1,−2, ... ,−m}, его мощность
всегда конечна – |S| <∞, но при заданных параметрах m,k, s1, ... , sk−2 мощность |S|
может быть сколь угодно большой.

Минимальный порождающий набор S минимально возможной мощности (с |S| =
m) назовём базисным набором для рекуррентной последовательности.

Далее в § 3 теоремами 1, 2 и 3 характеризуются минимальные порождающие на-
боры в случае трёхчленных рекуррентных последовательностей (когда k = 3). При
k > 4 в § 4 теоремами 4 и 5 описываются базисные наборы. В случае, когда функ-
ция f биективна по первой переменной при любой фиксации остальных переменных,
имеется возможность однозначно продолжать рекурренту в обратную сторону. Тогда
естественно рассматривать минимальные порождающие наборы, позволяющие полу-
чать x−i для всех достаточно больших i, пользуясь при этом только соотношениями
xi = f̃

(
xi+s1 , ... , xi+sk−2

, xi+m
)
, i ∈ Z, где используемое отображение f̃ : Xk−1 → X

получается из (3) благодаря биективности f по первой переменной. Базисный набор
S, который остаётся базисным набором и в этом новом смысле, называем совершен-
ным базисным набором. Теоремы 6 и 7 в § 5 устанавливают строение совершенных
базисных наборов для любых k > 3. В § 6 формулируются другие постановки задач,
относящихся к порождающим множествам.

3. Минимальные порождающие наборы для трёх-
членных рекуррентных последовательностей
При k = 3 полагаем s1 = s ∈ {1, ... ,m − 1}. Воспользуемся специальным распо-

ложением множества целых чисел на бесконечном двумерном цилиндре, являющемся
прямым произведением окружности T 1 = R/Z и вещественной прямой R. Приведём
подробное описание конструкции такого расположения.

Пусть ϕ : Z2 → Z – гомоморфизм решётки Z2 ⊂ R2 евклидовой плоскости R2 на
множество целых чисел Z, заданный равенством

ϕ(x, y) = x(s−m) + ym. (4)

В силу взаимной простоты чисел m и s гомоморфизм ϕ является эпиморфизмом.
Обозначим через Γ ядро гомоморфизма ϕ: Γ = kerϕ = 〈(m,m− s)〉.

Векторы e1 = (1, 0) и e2 = (0, 1) считаем ортонормальными в R2, первый считаем
горизонтальным и направленным вправо, а второй – вертикальным и направленным
вверх.

По теореме о гомоморфизме эпиморфизм ϕ естественным образом задаёт изомор-
физм Z2/Γ ∼= Z. Коль скоро Z2 ⊂ R2, то Z2/Γ ⊂ R2/Γ. Тем самым имеем требуемое
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вложение множества целых чисел Z ∼= Z2/Γ в цилиндр R2/Γ, обозначаемый далее через
Z.

Плоскость R2 является накрывающей поверхностью для цилиндра R2/Γ, а часть
плоскости R2 между параллельными прямыми, перпендикулярными вектору (m,m−
s) и проходящими, соответственно, через точки (0, 0) и (m,m− s), является развёрт-
кой этого цилиндра. Окружность на цилиндре, накрываемую отрезком плоскости с
концами (0, 0) и (m,m− s), обозначим через C.

Проводимые ниже построения на цилиндре удобней заменять соответствующими
Γ-инвариантными построениями на его накрывающей плоскости.

Расположение целых чисел на цилиндре можно задать и непосредственно. Для
этого на плоскости R2 рассмотрим три семейства параллельных прямых:
e2-семейство состоит из прямых

{(x, 0) + te2, t ∈ R} = {(x, t), t ∈ R}, x ∈ Z;

(−e1)-семейство состоит из прямых

{(0, y) + t(−e1), t ∈ R} = {(−t, y), t ∈ R}, y ∈ Z;

(e1 + e2)-семейство состоит из прямых

{(0, z) + t(e1 + e2), t ∈ R} = {(t, t+ z), t ∈ R}, z ∈ Z.

Данные три семейства прямых образуют 3-сеть на плоскости R2, которая инвариантна
относительно сдвигов на элементы подгруппы Γ в R2 (групповой операцией в R2 яв-
ляется обычное сложение векторов). В силу Γ-инвариантности эта 3-сеть переносится
на цилиндр.

Припишем какому-либо узлу 3-сети на цилиндре целое число 0. У этого узла ткани
имеется шесть соседних узлов. Паре этих узлов на проходящей через нулевой узел пря-
мой e2-семейства припишем целые числа m и −m соответственно. При продвижении
от узла 0 к узлу m должно происходить увеличение параметра t на соответствующей
прямой. Двум другим парам узлов, соседних с узлом 0, аналогичным образом припи-
сываем целые числа m−s и s−m, s и −s. Числа s и −s на прямой (e1+e2)-семейства,
а числа m−s и s−m на прямой (−e1)-семейства. Увеличение параметра t на соответ-
ствующих прямых должно происходить при продвижении от узла 0 к узлам s и m− s
соответственно. По такому же принципу соседям узла i, i ∈ Z, будем приписывать
целые числа i +m, i −m, i+m− s, i −m+ s, i+ s, i − s. В результате каждому узлу
на цилиндре (см. рис. 2) будет приписано единственное целое число, при этом каждое
целое число будет отвечать какому-то одному узлу. Это свойство следует из исполь-
зованной выше теоремы о гомоморфизме, применённой к эпиморфизму ϕ, заданному
равенством (4).

Заметим, что всего на цилиндре имеется m прямых в e2-семействе, m − s пря-
мых в (−e1)-семействе и s прямых в (e1 + e2)-семействе. Вершинам сети на одной
прямой приписаны целые числа с одним значением вычета по модулю m, m − s и s
соответственно.
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Рис. 2

Далее нам удобно картинку на рис. 2 представлять повёрнутой на 45◦ по часо-
вой стрелке. Тогда отрезки (e1 + e2)-прямых будут горизонтальными, на них пара-
метр t увеличивается при движении направо (на развёртке цилиндра). У отрезков
e2-прямых параметр t увеличивается при движении на “северо-восток”, а у отрезков
(−e1)-прямых параметр t увеличивается при движении на “северо-запад”. Отрезки
e2-прямых и (−e1)-прямых далее считаем наклонными.

На рис. 3 приведена развёртка цилиндра для значений параметров m = 5, s =
2. Пунктиром там указан отрезок, превращающийся в окружность C после склейки
развёртки в цилиндр. (Рекомендуется представлять “шов” склейки за плоскостью рис.
3).

Прямые 3-сети на цилиндре Z (общим числом 2m) являются винтовыми линиями.
Прямые e2-семейства и (e1 + e2)-семейства соответствуют правой резьбе, а прямые
(−e1)-семейства закручены в противоположном направлении и соответствуют левой
резьбе. Отрезки на этих прямых с концами в виде узлов сети будем называть e2-
отрезками, (−e1)-отрезками и (e1 + e2)-отрезками соответственно. Естественно, e2-
отрезки и (−e1)-отрезки считать наклонными, а (e1+e2)-отрезки – горизонтальными.
Целые числа будем отождествлять с узлами сети, называя их ещё целочисленными
точками цилиндра.

За единицу длины (e1 + e2)-отрезков (в отличие от e2-отрезков и (−e1)-отрезков)
берётся длина вектора e1+e2, т. е. (как и для e2-отрезков и (−e1)-отрезков) расстояние
между двумя соседними узлами на отрезке.

Теперь мы располагаем всем необходимым для описания минимальных порожда-
ющих наборов.

Рассмотрим на цилиндре гомотопный окружности C цикл (замкнутый путь) L,
состоящий из строго чередующихся горизонтальных и наклонных отрезков. Соседние
отрезки образуют угол в 45◦ при вершине, обязательно являющейся узлом сети. Го-
мотопность означает непрерывную стягиваемость цикла L к окружности C. Другими
словами, цикл L делает один оборот вокруг цилиндра.
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На цикле L выбираем такую ориентацию, что на его горизонтальных (e1 + e2)-
отрезках она отвечает увеличению параметра t. Тогда на (−e1)-отрезках эта ориента-
ция тоже будет отвечать увеличению t, но на e2-отрезках будет иметь место умень-
шение параметра t.

Рис. 3

Каждой точке y ∈ Z \ L припишем белый или чёрный цвет. Для этого вначале
в достаточно малых окрестностях O(x), x ∈ L \ Z, пересекающихся только с одним
отрезком L, точки справа от L объявим белыми, а слева – чёрными. Если отрезок
[y, z] целиком содержится в Z \ L и точке y приписан некоторый цвет, то точке z
приписываем тот же цвет. В результате каждой точке y ∈ Z \L будет приписан белый
или чёрный цвет, а некоторым точкам Z \ L возможно будут приписаны оба цвета.
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Определение 2. Цикл L на цилиндре Z, гомотопный окружности C и являю-
щийся ломаной из чередующихся горизонтальных и наклонных отрезков с углами в
45◦ в целочисленных вершинах, назовём правильным, если каждой точке Z \ L при-
писан только один цвет – белый или чёрный и каждая белая точка содержится в
горизонтальном отрезке из белых точек длиной более 1.99.

Пример правильного цикла приведён на рис. 4. Там представлена накрывающая
плоскость цилиндра, вертикальные прямые накрывают “шов” продольного разреза
цилиндра, полоса между двумя соседними из этих прямых является развёрткой ци-
линдра. Концы D ломаной на рис. 4 находятся на соседних вертикалях, потому как
цикл L делает один оборот вокруг цилиндра.

Рис. 4

Правильный цикл L не может иметь самопересечений, но может дважды прохо-
дить через некоторые целочисленные точки, которые называем точками касания.

На правильном цикле L точки касания могут быть только трёх следующих ти-
пов: а) внутренний узел (−e1)-отрезка, являющийся одновременно концевой точкой
(e1 + e2)-отрезка и начальной точкой следующего за ним e2-отрезка (точка A рис.
4); б) внутренний узел e2-отрезка, являющийся одновременно концевой точкой (−e1)-
отрезка и начальной точкой следующего за ним (e1 + e2)-отрезка (точка B рис. 4); в)
узел при вершине угла в виде конечной точки (e1 + e2)-отрезка и начальной точки
e2-отрезка, являющийся одновременно вершиной угла в виде конечной точки (−e1)-
отрезка и начальной точки (e1 + e2)-отрезка (точка C рис. 4).

Множество белых точек, отвечающих правильному циклу L, связно неограничен-
но и располагается ниже L. Множество чёрных точек состоит из нескольких ограни-
ченных односвязных областей и связной неограниченной области, располагающейся
выше L.
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Каждая из 2m прямых 3-сети на цилиндре разбивается на белые и чёрные отрезки
и на два луча – один белый, другой чёрный.

Далее через M обозначим суммарную длину всех (e1 + e2)-отрезков правильного
цикла L, через K – суммарную длину всех e2-отрезков на L и через δ – суммарную
длину всех (−e1)-отрезков на L. Тогда, очевидно, имеем: M(1, 1)+K(0,−1)+δ(−1, 0) =
(m,m− s), или

M = m+ δ, K = s+M −m = s+ δ. (5)

Теорема 1. Пусть L – правильный цикл на цилиндре Z = R2/Γ. Тогда совокуп-
ность узлов S = S(L), состоящая из внутренних узлов горизонтальных отрезков
L и крайних нижних узлов наклонных отрезков, будет минимальным порождаю-
щим набором. Обратно, любой минимальный порождающий набор представляется
в таком виде для некоторого правильного цикла L.

Для доказательства данной простой на первый взгляд теоремы в работе [7] потре-
бовалось 4 страницы. По ходу доказательства устанавливается, что для правильного
цикла L множество [S(L)] состоит из всех целочисленных точек чёрного цвета и всех
целочисленных точек, расположенных непосредственно на цикле L. Белые целочис-
ленные точки в множество [S(L)] не входят.

Поскольку на правильном цикле L имеет место строгое чередование наклонных и
горизонтальных отрезков, мощность |S(L)| соответствующего минимального порож-
дающего набора S(L) равна суммарной длине горизонтальных отрезков цикла L, обо-
значенной выше через M . Согласно условию (5) имеем: |S| =M > m.

При m > 3 мощностью минимального порождающего набора может быть любое
целое, не меньшее m. В самом деле, Sm = {0, s, 2s, ... , (m − 1)s} – не уменьшаемый
порождающий набор мощности m, а для i > m по индукции строится не уменьшаемый
порождающий набор Si = (Si−1\{minSi−1})∪{minSi−1−m, minSi−1−m+s} мощности
i.

Для базисных порождающих наборов, когда |S| = m, из равенств (5) получаем
δ = 0. Тогда на соответствующем правильном цикле нет (−e1)-отрезков, суммарная
длина (e1 + e2)-отрезков равна M = m, а суммарная длина e2-отрезков на этом цикле
равна K = s.

Множество так устроенных правильных циклов L находится в естественной биек-
ции с множеством ожерелий (см. [17]) изm+s бусинок двух цветов – m бусинок одного
цвета ( (e1 + e2)-отрезки длины один) и s бусинок другого цвета ( e2-отрезки длины
один). С учётом взаимной простоты m и s это замечание позволяет сформулировать
следующую теорему.

Теорема 2. Число базисных наборов Nm,s для трёхчленных рекуррентных по-
следовательностей с параметрами m, s, 0 < s < m, (s,m) = 1, равно

Nm,s =
1

m+ s

(
m+ s

s

)
=

1

m

(
m− 1 + s

m− 1

)
.

Как видно из этой теоремы, число базисных наборов увеличивается с увеличением
s. При s = 1 базисный набор только один, он состоит из m подряд идущих номеров.
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Теорема 3. Любой базисный набор для трёхчленной рекуррентной последова-
тельности с параметрами m, s, 0 < s < m, (s,m) = 1, представляется объедине-
нием упорядоченной совокупности из r 6 s конечных арифметических прогрессий с
разностью s: ai, ai + s, ... , bi − s, bi, i = 0, 1, ... , r − 1, в которой a(i+1)modr < bi + s,

bi+s−a(i+1)modr ≡ 0modm для всех i = 0, 1, ... , r−1, и
∑r−1

i=0 (bi+s−a(i+1)modr) = sm.
Обратно, любой набор указанного вида является базисным.

Арифметическими прогрессиями в формулировке этой теоремы являются цело-
численные точки отдельных горизонтальных отрезков соответствующего правильно-
го цикла. Число горизонтальных отрезков обозначено через r. Крайние правые точки
этих отрезков из указанных арифметических прогрессий исключаются.

4. Базисные наборы в случае k > 4

Здесь нам потребуется гомоморфизм π : Z → Zm, π(z) = z(modm), z ∈ Z. Если
S ⊂ Z – базисный набор для рекуррентной последовательности (3), то |S| = m и
|S ∩ π−1(y)| = 1 для всех y ∈ Zm. В силу этого S является образом Zm при некотором
отображении σ : Zm → Z, удовлетворяющем условию (σ◦π)(y) = π(σ(y)) = y для всех
y ∈ Zm, S = Imσ. Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Множество S = Imσ для отображения σ : Zm → Z с условием
(σ ◦ π)(y) = π(σ(y)) = y, y ∈ Zm, является базисным набором рекуррентной последо-
вательности (3) тогда и только тогда, когда

σ(y + π(si)) 6 σ(y) + si (6)

для всех y ∈ Zm и i = 1, 2, ... , k − 2. А в случае выполнения неравенств (6) имеем:

[S] =
⋃

y∈Zm
(σ(y) +mN0). (7)

При конкретном формировании базисных наборов, как и в § 3, воспользуемся
представлением множества целых чисел Z точками (k− 1)-мерного цилиндра Ck−1 =
T k−2×R, где T k−2 – (k− 2)-мерный тор. По аналогии с гомоморфизмом (4), рассмот-
рим гомоморфизм ϕ : Zk−1 → Z, ϕ(z0, z1, ... , zk−2) = mz0 +

∑k−2
i=1 sizi, являющийся

эпиморфизмом, и потому Z ∼= Zk−1/Γ, Γ = kerϕ.
Используя вложение Zk−1 = Z × Zk−2 ⊂ R × Rk−2 = Rk−1, получаем вложение

множества всех целых чисел Z ∼= Zk−1/Γ в Ck−1 = Rk−1/Γ = T k−2 × R. Здесь T k−2 =
ker Φ/Γ, а Φ : Rk−1 → R, Φ(x0, x1, ... , xk−2) = mx0+

∑k−2
i=1 sixi. Точке (z0, z1, ... , zk−2)+

Γ на цилиндре отвечает число ϕ(z0, z1, ... , zk−2).
Прямую R в произведении R × Rk−2 удобно представлять направленной верти-

кально вверх, а пространство Rk−2 считать горизонтальным.
Числа z ∈ Z будем считать приписанными к соответствующим целочисленным

точкам цилиндра Ck−1 и его односвязной накрывающей Rk−1. В последнем случае
одно и то же число z приписывается ко всем точкам некоторого смежного класса
по подгруппе Γ. Здесь и далее целочисленными считаем точки с целочисленными
координатами или смежные классы по Γ, содержащие такие точки.
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Далее часто используется проекция ρ пространства Rk−1 = R × Rk−2 на Rk−2

параллельно R, ρ(α, x) = x, α ∈ R, x ∈ Rk−2.
Положим Γ̃ = ρ(Γ), T̃ k−2 = Rk−2/Γ̃, Γ0 = Γ ∩ Rk−2 ⊂ Γ̃. Нетрудно убедиться, что

Γ0 = kerψ, где ψ : Zk−2 → Z, ψ(z1, ... , zk−2) =
∑k−2

i=1 sizi. В этом случае Γ̃ = ker(ψ ◦π).
Пусть НОД(s1, ... , sk−2) = d. Тогда Imψ = dZ,

Zk−2/Γ0
∼= dZ ⊂ Rk−2/Γ0 = Ck−2, НОД(d,m) = 1, Im(ψ ◦ π) = Zm,

Zk−2/Γ̃ ∼= Zm ⊂ Rk−2/Γ̃ = T̃ k−2. Таким образом, вершинам (i,Zk−2) приписаны числа
из im+dZ, i ∈ Z. Учитывая взаимную простоту чиселm и d, имеем: Z =

⋃d−1
i=0 (im+dZ),

Γ = Γ0 ⊕ 〈(d, y)〉 для некоторого y ∈ Zk−2.
К целочисленным точкам (k − 2)-мерного цилиндра Ck−2 = Rk−2/Γ0 , вложенного

в Ck−1 = Rk−1/Γ в виде винтовой гиперповерхности, приписаны числа из dZ. Это
же относится и к целочисленным точкам (k − 2)-мерного цилиндра im + Ck−2 =
im+Rk−2/Γ0 , которым приписаны числа из im+dZ, i = 1, ... , d−1. Данные d винтовых
гиперповерхностей покрывают все целочисленные точки Ck−1, т. е. всё множество Z.
Если точке x ∈ Rk−2 приписано число md, то Γ̃ = Γ0 ⊕ 〈x〉 и T̃ k−2 = Rk−2/Γ̃ =
Ck−2/〈md〉.

Отображение ρ : Rk−1 → Rk−2 индуцирует отображение π̃ : Ck−1 → T̃ k−2, при этом
z ∈ Z ⊂Ck−1 переходит в z(modm) ∈ Zm ⊂ T̃ k−2, т. е. π̃|Z = π. Отметим, что π̃|im+Ck−2

является бесконечнолистным накрытием тора T̃ k−2 при каждом i = 0, 1, ... , d − 1.
Пространство Rk−2 естественным образом разбивается на элементарные

ячейки в виде единичных (k − 2)-мерных кубов с целочисленными вершинами, их
рёбра параллельны главным осям. Такое разбиение переносится также на цилиндры
im + Ck−2, i = 0, 1, ... , d − 1, и на тор T̃ k−2. Число z ∈ im + Ck−2 дополнительно
будем вписывать в куб с вершинами z, z + sj, j = 1, ... , k − 2. Напомним, что в со-

ответствии с основной конструкцией число z = im+
∑k−2

j=1 sjzj приписывалось точке

(i, z1, ... , zk−2) +Γ ∈ im+Ck−2 ⊂ Ck−1 , и эту точку согласно установленному вложе-
нию Z ⊂ Ck−1 стали обозначать через z. В результате дополнительно в элементарную
ячейку с вершиной z вписываем число z. Аналогично, вычет v ∈ Zm ⊂ T̃ k−2 вписы-
ваем в куб с вершинами v, v+π(sj), j = 1, ... , k− 2, (остальные 2k−2− k+1 вершины
куба по k − 1 указанным восстанавливаются однозначно).

Замкнутую гиперповерхность M в цилиндре Ck−2, составленную из (k−3)-мерных
граней элементарных ячеек, будем называть монотонной, если она гомотопна тору
T̃ k−3 = (Rk−2∩ kerΦ)/Γ0 цилиндра Ck−2, разбивает этот цилиндр на две части – верх-
нюю и нижнюю, и для любой точки z ∈M ∩ (dZ) все точки вида z+

∑k−2
i=1 siti, ti ∈ N0,

i = 1, ... , k − 2, содержатся или на самой гиперповерхности M или в верхней части
цилиндра Ck−2. По определению замкнутая гиперповерхность не имеет самопересе-
чений, и окрестность любой её точки гомеоморфна окрестности Rk−3 – внутренности
(k−3)-мерного шара. Далее (k−3)-мерные грани элементарных ячеек будем называть
стенками.

При наличии каких-либо d монотонных гиперповерхностей M0, ... ,Md−1 в Ck−2

будем рассматривать также семейство гиперповерхностей U = {imd +Mj | i ∈ Z, j =
0, 1, ... , d − 1}. Возможно совпадающие гиперповерхности этого семейства различаем
по их номеру (i, j) ∈ Z × {0, 1, ... , d − 1}. Каждой стенке β приписываем вес h(β),
равный числу гиперповерхностей семейства U , которым она принадлежит: h(β) =
|{(i, j) ∈ Z× {0, 1, ... , d − 1}|β ⊂ imd+Mj}|.
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Семейство U является 〈md〉-инвариантным, поэтому введённая система весов пе-
реносится на стенки β̃ тора T̃ k−2. Для β̃ ⊂ T̃ k−2 имеем:

h(β̃) =
d−1∑

j=0

|[π̃−1(β̃) ∩Mj]|.

(Через |[ ... ]| обозначаем число стенок в соответствующем множестве.) Систему ве-
сов на торе T̃ k−2 можно определять как и на цилиндре Ck−2, используя вместо U
семейство Ũ = {π̃(Mj)| j = 0, 1, ... , d − 1}, при этом нужно только учитывать, что в
гиперповерхности π̃(Mj), j = 0, 1, ... , d−1, могут возникать кратные стенки β̃, накры-
ваемые несколькими ячейками из Mj . Соответствующую кратность обозначим через
λj(β̃) = |[π̃−1(β̃) ∩ Mj ]|. Для стенок β в Ck−2 кратности равны нулю или единице:
λij(β) = 1, если β ⊂ im+Mj , и λij(β) = 0 иначе. В этих обозначениях для β̃ ⊂ T̃ k−2

имеем: h(β̃) =
∑d−1

j=0 λj(β̃), а для β ⊂ Ck−2 соответственно имеем:

h(β) =
∑

i∈Z

d−1∑

j=0

λij(β) =
d−1∑

j=0

λj(π̃(β)) = h(π̃(β)).

Обозначим, наконец, вес стенки между ячейками v и v + π(si) тора T̃ k−2 через
hi(v), i = 1, ... , k − 2.

Теорема 5. Для любых d монотонных гиперповерхностей на цилиндре Ck−2

равенства: σ(0) = 0, σ(v + π(si)) = σ(v) + si − hi(v)m, v ∈ Zm, i = 1, ... , k − 2,
корректным образом задают отображение σ : Zm → Z, для которого Imσ является
базисным набором. Обратно, любой базисный набор S после возможного сдвига на
целое число может быть реализован таким способом для некоторых монотонных
гиперповерхностей M0,M1, ... ,Md−1 в Ck−2.

Доказательство этой теоремы на порядок сложней доказательства теоремы 1, в
работе [7] оно потребовало 6 страниц. Из доказательства следует, в частности, что в
качестве монотонных гиперповерхностей M0,M1, ... ,Md−1 на цилиндре Ck−2 можно
брать не произвольные, а только “непересекающиеся”, но, возможно, совпадающие и
касающиеся друг друга по нескольким стенкам, при этом следующие друг за дру-
гом гиперповерхности M1, ... ,Md−1 находятся между M0 и Md = md + M0, гипер-
поверхность Mi находится между Mi−1 и Mi+1, i = 1, ... , d − 1. Гиперповерхности
π̃(M0), π̃(M1), ... , π̃(Md−1) на торе тоже гомотопны тору T̃ k−3 = (Rk−2 ∩ kerΦ)/Γ0 и
следуют друг за другом, за π̃(Md−1) следует π̃(M0).

Оценка числа базисных наборов (рассматриваемых, напомним, с точностью до
сдвига) является отдельной задачей. Пока же, в соответствии с теоремой 2, можно
утверждать, что при k = 4, НОД(s1, s2) = 1 и при достаточно больших m > m(s1, s2)
число базисных наборов равно 1

s1+s2

(
s1+s2
s1

)
. Если же НОД(s1, s2) = d > 1, то при

m → ∞ и ограниченных s1, s2 асимптотически число базисных наборов совпадает с[
d

s1+s2

((s1+s2)/d
s1/d

)]d
md−1

d! . При k > 5 и ограниченных s1, ... , sk−2 это число имеет поря-

док O(md−1). Если s1 = 1, то при любом k > 3 базисный набор только один, состоит
из m подряд идущих номеров.
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5. Совершенные базисные наборы
Если в соотношении (3) отображение f является подстановочным по первой пере-

менной при любой фиксации остальных k− 2 переменных, то для некоторого отобра-
жения f̃ : Xk−1 → X наряду с (3) справедливо соотношение

xi = f̃
(
xi+s1 , ... , xi+sk−2

, xi+m
)
, i ∈ Z, (8)

что указывает на возможность продолжать рекурренту в обратную сторону. В этом
случае для конечного подмножества S ⊂ Z, наряду с [S] ⊂ Z, будем рассматривать и
обозначать через [[S]] ⊂ Z совокупность всех номеров i ∈ Z, для которых xi предста-
вимо формулой, содержащей кроме скобок и запятых символы f̃ и xt, t ∈ S.

Определение 3. Для рекуррентной последовательности (3), в которой отоб-
ражение f является подстановочным по первой переменной при любой фиксации
остальных k− 2 переменных, подмножество S ⊂ Z мощности m назовём совершен-
ным базисным набором, если для некоторого достаточно большого T ∈ N имеем:
[S] ⊃ T +N и [[S]] ⊃ −(T +N).

Переписав соотношение (8) в виде

xj−m = f̃
(
xj−(m−s1), ... , xj−(m−sk−2), xj

)
, j ∈ Z,

по аналогии с теоремой 4 можно утверждать, что для множества S = Imσ, отвеча-
ющего отображению σ : Zm → Z с условием π(σ(y)) = y, y ∈ Zm, множество [[S]]
содержит T −N = {T − 1, T − 2, ... } при некотором T ∈ Z тогда и только тогда, когда

σ(y)−m+ si 6 σ(y + π(si)) (9)

для всех y ∈ Zm и i = 1, ... , k − 2. Также в случае выполнения неравенств (9), имеем

[[S]] =
⋃

y∈Zm
(σ(y) −mN0). (10)

При одновременном выполнении неравенств (6) и (9), с учётом того, что π(σ(y)−m+
si) = π(σ(y + π(si))) = π(σ(y) + si), y ∈ Zm, i = 1, ... , k − 2, для σ(y + π(si)) имеются
только две возможности: либо σ(y+π(si)) = σ(y)+si, либо σ(y+π(si)) = σ(y)+si−m.
В этом случае, согласно равенствам (7) и (10), получаем: [S]∪ [[S]] = Z, [S]∩ [[S]] = S.

В результате справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Множество S = Imσ для отображения σ : Zm → Z с условием
π(σ(y)) = y, y ∈ Zm, является совершенным базисным набором рекуррентной после-
довательности (3) тогда и только тогда, когда для всех y ∈ Zm и i = 1, ... , k − 2
либо σ(y + π(si)) = σ(y) + si, либо σ(y + π(si)) = σ(y) + si −m. В случае выполнения
этого условия справедливы равенства: [S] ∪ [[S]] = Z, [S] ∩ [[S]] = S.

В условиях теоремы 5 совершенность базисного набора равносильна, тем самым,
требованиям: hi(v) ∈ {0, 1}, v ∈ Zm, i = 1, ... , k−2. Другими словами, задающие отоб-
ражение σ : Zm → Z и следующие друг за другом гиперповерхности π̃(M0), π̃(M1),
. . . , π̃(Md−1) на торе T̃ k−2 не только попарно “не пересекаются”, но и исключается
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наличие стенок, принадлежащих одновременно двум и более из этих гиперповерхно-
стей, причём ограничения π̃|Mi , i = 0, 1, ... , d− 1, являются гомеоморфизмами между
Mi и π̃(Mi). Последнее означает, что у π̃(Mi) нет кратных стенок.

Особенно просто совершенные базисные наборы устроены при k = 3. Они отож-
дествляются с ожерельями из s и m − s бусинок. Как и в случае теоремы 2 для
этого достаточно обратиться к введённым в § 3 3-сетям на бесконечном двумерном
цилиндре. По аналогии с теоремами 2 и 3 убеждаемся в справедливости следующей
теоремы.

Теорема 7. Для трёхчленной рекуррентной последовательности порядка m
подмножество S ⊂ Z мощности m является совершенным базисным набором то-
гда и только тогда, когда S находится на замкнутом гомотопном окружности C
цикле, состоящем из (e1 + e2)-отрезков и (−e1)-отрезков общей длиной m. Совокуп-
ность (e1 + e2)-отрезков на таком цикле имеет общую длину m− s, а совокупность
(−e1)-отрезков имеет общую длину s. Число совершенных базисных наборов, рас-
сматриваемых с точностью до сдвигов, равно 1

m

(
m
s

)
.

Согласно теореме 3 можно также утверждать, что любой совершенный базисный
набор для трёхчленной рекуррентной последовательности с параметрами m, s, 0 <
s < m, (s,m) = 1, представляется объединением упорядоченной совокупности из
s конечных арифметических прогрессий с разностью s и общей длиной m: ai, ai +

s, ... , bi − s, bi; bi − ai > 0, i = 0, 1, ... , s − 1,
∑s−1

i=0

(
bi−ai
s + 1

)
= m, в которой bi −

a(i+1)mods = m − s для всех i = 0, 1, ... , s − 1. Обратно, любое конечное множество
целых чисел мощности m указанного вида является совершенным базисным набором.
Иначе ещё можно сказать, что совершенный базисный набор при k = 3 является
конечной последовательностью целых чисел длины m, в которой каждый следующий
член, начиная со второго, либо больше предыдущего на s, либо меньше предыдущего
на m− s, а самый первый член в этой последовательности либо больше её последнего
члена на s, либо меньше его на m− s.

6. Общий случай порождающих наборов рекур-
рентных последовательностей

Обратим внимание, что при наличии дополнительного к (3) условия (8) понятие
совершенных базисных наборов, не смотря на красивое их описание, связанное с оже-
рельями, является несколько искусственным. С практической точки зрения логичней
для подмножества S ⊂ Z рассматривать в качестве его расширения подмножество
S̄ ⊂ Z, представляющее собой совокупность всех номеров i ∈ Z, для которых xi
представимо формулой, содержащей (кроме скобок и запятых) символы f , f̃ и xt,
t ∈ S, а базисными наборами логичней считать те подмножества S мощности m, для
которых S̄ = Z. Множество базисных наборов в этом смысле гораздо шире множе-
ства совершенных базисных наборов, являющегося пересечением множества наборов,
определяемых неравенствами (6), и множества наборов, определяемых неравенствами
(9).
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Обобщая приведённую здесь точку зрения, следует рассматривать подмножество

Θ ⊂ {0, 1, ... , k − 2},

состоящее из всех таких номеров j ∈ {0, 1, ... , k − 2}, что отображение

f(xi, xi+s1 , ... , xi+sk−2
)

подстановочно по переменной xi+sj при любой фиксации остальных k − 2 переменных.
Если j ∈ Θ, то для некоторого отображения

f (j) : Xk−1 → X

наряду с (3) справедливо соотношение

xi+sj = f (j)(xi, xi+s1 , ... , xi+sj−1 , xi+sj+1 , ... , xi+sk−2
, xi+m), i ∈ Z.

Если 0 ∈ Θ, то f (0) = f̃ .
Определившись с Θ, для подмножества S ⊂ Z нужно рассматривать его расши-

рение S̄ ⊂ Z, представляющее собой совокупность всех номеров i ∈ Z, для которых
xi представимо формулой, содержащей (кроме скобок и запятых) символы: f ; f (j),
j ∈ Θ; xt, t ∈ S, а Θ-базисными наборами нужно считать такие подмножества S мощ-
ности m, что S̄ ⊃ T + N при некотором достаточно большом T . В этом случае, если
0 ∈ Θ, то автоматически будем получать условие S̄ = Z. В настоящем параграфе рас-
смотрен только случай, когда Θ = ∅. Важными, на наш взгляд, являются следующие
два крайних случая: Θ = {0} и Θ = {0, 1, ... , k − 2}. Следующий параграф посвящён
неуменьшаемым множествам S ⊂ Z, |S| > m, для которых S̄ = Z, в случае k = 3 и
Θ = {0, 1}.

7. Минимальные порождающие наборы трёхчлен-
ных рекуррентных последовательностей с ква-
зигрупповыми рекуррентными соотношениями

7.1. В случае трёхчленных рекуррентных последовательностей соотношение (3)
предстаёт в виде: xi+m = f(xi, xi+s), i ∈ Z, 0 < s < m, (s,m) = 1. Отображение
f : X2 → X здесь задаёт квазигрупповую операцию на множестве X. Неуменьшаемые
порождающие множества S ⊂ Z, когда S̄ = Z, введённые в § 6, в настоящем пара-
графе рассматриваются относительно Θ = {0, 1}. Будем называть их (m, s)-базисами
множества целых чисел Z.

Понятие (m, s)-базиса удобно связывать с частичной бинарной операцией ̟m,s

на множестве Z. Значение ̟m,s(z1, z2), z1, z2 ∈ Z, определено только при |z1 − z2| ∈
{s,m,m − s}, когда имеется единственное i ∈ Z такое, что {z1, z2} ⊂ {i, i + s, i +m},
и тогда ̟m,s(z1, z2) = {i, i+ s, i+m}\{z1, z2}.

Для подмножества S ⊂ Z через [S] ⊆ Z обозначим минимальное содержащее S
подмножество в Z, замкнутое относительно операции ̟m,s.
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Определение 4. Конечное подмножество S ⊂ Z назовём (m, s)-базисом, если
[S] = Z, а любое собственное подмножество S этим свойством не обладает.

Если S – (m, s)-базис, то l+ S = {l+ z| z ∈ S} тоже будет (m, s)-базисом для всех
l ∈ Z. Базисные множества рассматриваем поэтому с точность до сдвигов на целые
числа.

В формулировке основной теоремы параграфа используется специальная функция
ψ : N → N. Для определения ψ(m), m ∈ N, аргумент m зададим в виде суммы чисел
Фибоначчи (см., например, [39]) ϕi, i > 0: ϕ0 = 1, ϕ1 = 2, ϕn = ϕn−1+ϕn−2, n > 2. Если
m = ϕn0 +ϕn1 +ϕn2 + ... , n0gn1gn2g ... , то ψ(m) = 2n0 +2n1+1+2n2+2+ ... +2ni+i+ ... .
Выражение nigni+1 здесь означает, что ni − ni+1 > 2, i > 0.

Представление натурального m такой суммой чисел Фибоначчи всегда существу-
ет и единственно [39]. В качестве ϕn0 берётся максимальное число Фибоначчи, не
превосходящее m, в качестве ϕn1 – максимальное, не превосходящее m − ϕn0 , и т.д.
Единственность проверяется по индукции, поскольку ϕn0 6 m < ϕn0+1. Для такой
суммы используется также запись

m = 1cn−1cn−2 ... c1c0 = ϕn +

n−1∑

i=0

ciϕi (11)

с n = n0 > 0, в которой нет двух соседних единиц среди ci ∈ {0, 1} и обязательно
cn−1 = 0. Запись (11) можно представлять ещё в виде

m = 1(νl)1(νl−l)1 ... 1(ν1)1(ν0), (12)

где через (νj) обозначена серия нулей длины νj, j = 0, 1, ... , l, l > 0, причём νj > 0
для j > 1. При таком представлении m запись ψ(m) в двоичной системе счисления
имеет вид

ψ(m) = 1(νl − 1)1(νl−l − 1)1 ... 1(ν1 − 1)1(ν0 + l). (13)

Как видим, для получения ψ(m) достаточно по одному нулю из каждой серии нулей
между двумя единицами в фибоначчиевом представлении m в (12) перенести в самый
конец – в область младших разрядов, а полученную в результате последовательность
нулей и единиц (13) воспринимать как двоичное представление натурального числа
ψ(m).

Для функции ψ(m) при m > 2 в работе [8] доказываются неравенства

0.719mτ < ψ(m) <

√
5
τ

4
mτ +

1(
α2

2

)n
α4(α− 1)

< 0.797mτ +
1

4
, (14)

где α =
√
5+1
2 , τ = logα 2, ϕn − ϕn−4 < m 6 ϕn+1 + ϕn−3 и ϕi = 0 при i < 0. Здесь√

5
τ
/4 ∈ (0.7967, 0.7968); α2/2 ∈ (1.3, 1.31); α4(α− 1) ∈ (4.236, 4.2361).
Верхняя оценка в (14) достаточно точная, по крайней мере, для m = ϕn значе-

ние ψ(ϕn) = 2n является ближайшим целым к
√
5
τ

4 (ϕn)
τ . К сожалению, для нижней

оценки в (14) можно утверждать лишь, что 0.721mτ > ψ(m) для неограниченного
множества значений m вида m = ϕn+ϕn−3+ϕn−6+ ... +ϕn−3i+ ... . Нам не известно
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значение нижнего предела c∗ = limm→∞
ψ(m)
mτ ∈ (0.719, 0.721), и мы не располагаем

доказательством того, что c∗mτ 6 ψ(m) хотя бы для достаточно больших m.
Довольно объёмная работа [8] практически целиком посвящена доказательству

следующей теоремы.

Теорема 8. Если S – (m, s)-базис, то m 6 |S| 6 ψ(m). Обратно, для любого
целого n, m 6 n 6 ψ(m), имеется (m, s)-базис мощности n.

В случае квазигрупповыx рекуррентныx соотношений

xi+m = f(xi, xi+s1 , ... , xi+sk−2
), i ∈ Z,

0 = s0 < s1 < s2 < ... < sk−2 < sk−1 = m,НОД(s1, s2, ... , sk−2,m) = 1,

в работе [8] аналогичным образом определяются (m, s1, ... , sk−2)-базисы и для k >

4. При k = 4, в отличие от сформулированной теоремы, существуют пары s1, s2,
при которых (m, s1, s2)-базисы могут иметь сколь угодно большую мощность. В то
же время при любых m и k 6 m + 1 существуют такие наборы s1, s2, ... , sk−2, что
мощности (m, s1, s2, ... , sk−2)-базисов ограничены константой, зависящей от m.

7.2. Основным средством для доказательства теоремы 8 служит 3-сеть на беско-
нечном цилиндре, введённая в § 3. Она предоставляет удобное правило построения
множества [S] для каждого конкретного подмножества S ⊂ Z. Для этого заштрихуем
половину треугольников, на которые цилиндр разбивается нашей 3-сетью. Заштрихо-
вываем треугольники с вершинами {i, i+ s, i+m}, i ∈ Z. Треугольники с вершинами
{i, i+ s, i−m}, i ∈ Z, оставляем светлыми. Светлые и заштрихованные треугольники
будем называть элементарными. Можно считать их равносторонними с углами по 60◦

и длиной сторон 1.
Правило построения множества [S] заключается в следующем. Прежде всего, S ⊂

[S]. Далее, если две вершины заштрихованного треугольника входят в [S], то третья
вершина этого треугольника тоже должна входить в [S].

Описание возможных (m, s)-базисов начнём с введения необходимых понятий, от-
носящихся к треугольникам. Доказательства всех используемых при этом утвержде-
ний имеются в работе [8].

Треугольники со сторонами, находящимися на прямых 3-сети, у которых внутри
при угловых вершинах стоят заштрихованные элементарные треугольники, называем
стандартными. Стандартный треугольник обозначаем через ∆t(i) или ∆t, если его
угловыми вершинами являются i, i + ts, i + tm, i ∈ Z, t > 0. Длину стороны стан-
дартного треугольника ∆ обозначаем через τ(∆): τ(∆t(i)) = t, i ∈ Z, t > 0. Считаем
∆0(i) = {i}, i ∈ Z. Заштрихованными являются элементарные треугольники ∆1(i),
i ∈ Z.

При t 6 m−1 треугольники ∆t(i), i ∈ Z, располагаются на цилиндре без самопере-
сечений. Треугольники ∆t(i) при t > m являются самопересекающимися на цилиндре.
Уже при t = m вершина i+ms треугольника ∆m(i) оказывается на противоположной
стороне этого треугольника (с концами i и i + m2). При t > m треугольники ∆t(i)
охватывают цилиндр полностью, они гомологичны окружности C.

Непересекающиеся треугольники ∆t1(i1), ∆t2(i2) считаем близкими, если пересека-
ются их 0.5-окрестности. Под 0.5-окрестностью треугольника понимается объединение



176 Ф. М. МАЛЫШЕВ

всех замкнутых кругов диаметра 1 с центрами в этом треугольнике. Для близких тре-
угольников существуют целые z1 ∈ ∆t1(i1) и z2 ∈ ∆t2(i2), расстояние между которыми
равно 1. В этом случае z1, z2 являются соседними вершинами 3-сети.

Обратим внимание, что хотя треугольник ∆m−1(i) и не является самопересекаю-
щимся, но его 0.5-окрестность уже самопересекающаяся – охватывает цилиндр пол-
ностью. Угловая вершина i + (m − 1)s треугольника ∆m−1(i) является соседней на
3-сети для точек i + (s − 1)m и i + sm, находящихся на противоположной стороне
треугольника с концами i и i+ (m− 1)m.

Последние замечания позволяют заключить, что [∆t ∩ Z] = Z при t > m − 1 и
[∆t ∩ Z] = ∆t ∩ Z при t 6 m− 2.

Построение множества [S] происходит довольно эффективно благодаря специаль-
ной операции ∗ над парой стандартных треугольников ∆′, ∆′′ с τ(∆′) 6 m − 2 и
τ(∆′′) 6 m − 2, которые пересекаются или являются близкими. Результатом опера-
ции ∗ является минимальный стандартный треугольник ∆ = ∆′ ∗ ∆′′, содержащий
треугольники ∆′ и ∆′′. Нетрудно убедиться, что [(∆′ ∩ Z) ∪ (∆′′ ∩ Z)] = [∆ ∩ Z]. Ес-
ли τ(∆) > m − 1, то левая и правая части в последнем равенстве совпадают с Z. В
редких случаях, когда объединение 0.5-окрестностей треугольников ∆′, ∆′′ целиком
охватывает цилиндр (гомологично окружности C), треугольник ∆ задаётся неодно-
значно, но конкретный его выбор для нас не принципиален, поскольку в каждом из
двух возможных случаев [∆ ∩ Z] = Z.

7.3. Пусть вначале S ⊂ Z произвольное конечное подмножество. Введём неориен-
тированный граф Γ = Γ(S) с множеством вершин S, соединяя вершины, расстояние
между которыми равно единице. Рёбрами будут единичные отрезки прямых 3-сети
или, иначе, стороны заштрихованных элементарных треугольников. Если граф Γ(S)
связен и [S] 6= Z, то [S] совпадает с целочисленными точками минимального стандарт-
ного треугольника ∆, содержащего S, с длиной стороны τ(∆) 6 m − 2: [S] = ∆ ∩ Z.
Множество [S] 6= Z тоже называем треугольником, если оно совпадает с совокупно-
стью целочисленных точек минимального стандартного треугольника, содержащего
S.

Далее до конца параграфа подмножество S ⊂ Z считаем (m, s)-базисом. Пусть Sj,
j ∈ J , – множества вершин связных компонент графа Γ = Γ(S), S =

⊔
j∈J Sj. Тогда

[Sj′ ] ∩ [Sj′′ ] = ∅ при j′ 6= j′′

Приведём два типа примеров связных компонент графа Γ.
Тип I. За основу берётся светлый треугольник {i, i+s, i+s−m}, i ∈ Z. Из вершины

i + s выходит ветвь из единичных отрезков. Каждый очередной отрезок параллелен
одному из векторов e2 или e1+e2. Единственной точкой ветвления (инцидентной более
чем двум рёбрам) на этой ветви является исходная вершина i+ s, последняя вершина
ветви инцидентна только одному ребру. Аналогичная ветвь из единичных отрезков,
параллельных (−e1) или −e1 − e2, выходит из вершины i. Такая же ветвь выходит и
из вершины i + s −m с единичными отрезками, параллельными e1 или −e2. Длина
отдельной ветви может быть и нулевой: тогда ветвь отсутствует. Могут отсутствовать
две и даже все три ветви. Введённые выше ветви будем называть (e2, e1+ e2)-ветвью,
(−e1, −e1−e2)-ветвью и (e1, −e2)-ветвью соответственно. Вершинами связной компо-
ненты типа I, вместе с i, i + s, i + s −m, будут вершины на этих ветвях, а рёбрами,
кроме (i, i + s), (i, i + s−m), (i+ s, i+ s−m), будут отрезки на этих ветвях.
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Тип II. За основу берётся вершина i ∈ Z, из которой выходят (e2, e1 + e2)-ветвь,
(−e1, −e1 − e2)-ветвь и (e1, −e2)-ветвь. Какие-то из этих ветвей могут отсутствовать,
может не быть ни одной ветви. Вершинами и рёбрами связной компоненты типа II
будут вершины и отрезки на этих ветвях. При их отсутствии связная компонента
состоит из единственной вершины i. Как пример, связная компонента типа II может
состоять из одной (−e1, −e1 − e2)-ветви, образующей цикл, целиком охватывающий
цилиндр. В этом случае конец (−e1, −e1 − e2)-ветви будет находиться на расстоянии
1 от её начала i.

Теорема 9. Если подмножество S ⊂ Z является (m, s)-базисом, то каждая
связная компонента Γ0 = Γ(S0) графа Γ(S), S0 ⊂ S, содержит не более m вершин и
относится или к типу I или к типу II. Размер треугольника [S0] равен |S0| − 1 при
|S0| < m. Если |S0| = m, то S = S0.

В случае S = S0, |S| = m, при опоясывании цилиндра 0.5-окрестностью минималь-
ного содержащего S стандартного треугольника ∆ размера m−1, его угловая вершина
v, принадлежащая сторонам, параллельным векторам e1 и e1 + e2, будет находиться
на расстоянии 1 от вершин v1 и v2, лежащих на противоположной к v стороне. Если
v ∈ S, а {v1, v2}∩S = ∅, то Γ(S) состоит из одной (−e1, −e1−e2)-ветви. Если бы такая
ветвь заканчивалась вершиной v1 или вершиной v2 (при |{v1, v2} ∩ S| = 1), то граф
Γ(S) был бы циклом, целиком охватывающим цилиндр. На этом цикле из m рёбер
m− s параллельны e1 + e2, а остальные s рёбер параллельны e1. В § 5 совокупности
целочисленных точек на таких циклах отнесены к совершенным базисным наборам,
отвечающим ожерельям из s и m− s бусинок.

7.4. В данном пункте приводится описание строения (m, s)-базисов S ⊂ Z мини-
мально возможной мощности m. Вначале же определим последовательность графов
Γ(0) = Γ(S),Γ(1), ... ,Γ(r), связанную с произвольным (m, s)-базисом S ⊂ Z, |S| > m.
Вершинами графов Γ(j), j = 1, ... , r, будут стандартные треугольники. Обратная по-
следовательность Γ(r),Γ(r−1), ... ,Γ(1),Γ(0) будет задавать структуру (m, s)-базиса.

Выше связные компоненты графа Γ(0) параметризовались множеством J . По тео-
реме 9 для дальнейшего рассмотрения представляет интерес только случай, когда
|J | > 2, иначе r = 0.

Рассмотрим неориентированный граф Γ(1) с множеством вершин J , в котором
ребро (j′, j′′) существует тогда и только тогда, когда треугольники [Sj′ ] и [Sj′′ ] пе-
ресекаются или являются близкими, т. е. когда пересекаются их 0.5-окрестности. В
последнем случае найдутся v1 ∈ [Sj′ ] и v2 ∈ [Sj′′ ], расстояние между которыми равно
1. Эти вершины соединены отрезком 3-сети. Правильнее считать вершинами графа
Γ(1) сами минимальные стандартные треугольники [Sj ], j ∈ J , содержащие связные
компоненты графа Γ = Γ(0).

Вершинами графа Γ(i), i > 2, являются минимальные стандартные треугольники,
содержащие связные компоненты графа Γ(i−1). Вершины [S′] и [S′′] в графе Γ(i) со-
единены ребром, если они сами пересекаются или пересекаются их 0.5-окрестности.
Замыкающим в последовательности Γ(0),Γ(1), ... ,Γ(r), является граф Γ(r), r > 0, со-
стоящий из одной связной компоненты. Задание какого-либо (m, s)-базиса сопряжено
с построением цепочки этих графов, но в обратной последовательности:

Γ(r),Γ(r−1), ... ,Γ(1),Γ(0).
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Подробное строение графов Γ(i), i > 1, при |S| > m будет приведено в следующем
п. 7.5. При |S| = m потребуются два описываемых ниже типа связных компонент
графов Γ(i), i > 1, вершинами которых являются стандартные треугольники размера
нуль и выше.

Как и в § 3 при описании строения графов вектор e1 + e2 представляем гори-
зонтальным, направленным вправо, а вектор e1 – направленным вниз направо, тогда
вектор e2 будет направлен вверх направо. При таком представлении угловые вер-
шины стандартного треугольника при нижнем горизонтальном основании называем
соответственно левой и правой, а третью угловую вершину – верхней, одну боковую
сторону называем левой, другую – правой.

Тип A. Граф состоит из трёх ветвей, каждая из которых состоит из стандартных
треугольников. Первая ветвь, называемая (e2, e1 + e2)-ветвью, выходит из вершины
i + s, i ∈ Z, и начинается стандартным треугольником ∆(1) размера t > 0 с левой
вершиной i + s. Пусть v – вершина внутри или на границе угла в 60◦, образованно-
го лучами i + s + u(e1 + e2), u > 0, и i + s + ue2, u > 0, не содержащаяся в ∆(1),
но находящаяся на расстоянии 1 от одной из целочисленных точек в ∆(1). Для сле-
дующего стандартного треугольника ∆(2) рассматриваемой ветви точка v является
левой угловой вершиной. Далее, стандартные треугольники ∆(j), j > 3, соотносят-
ся с треугольниками ∆(j−1) в точности так же, как треугольник ∆(2) соотносится
с ∆(1). Из вершины i выходит аналогичная (−e1,−e1 − e2)-ветвь, в которой i будет
правой угловой вершиной первого треугольника ветви. Из вершины i + s − m вы-
ходит (e1,−e2)-ветвь, в которой i + s − m будет верхней угловой вершиной первого
треугольника ветви. Каждая из этих ветвей может состоять из единственного пер-
вого треугольника, один из которых, в свою очередь, может иметь нулевой размер –
принадлежать {i, i + s, i+ s−m}.

Тип B. За основу берётся треугольник ∆(1) с угловыми вершинами i, i+ ls, i+ lm,
i ∈ Z, l > 0, начиная с которого строятся (e2, e1 + e2)-ветвь, (−e1,−e1 − e2)-ветвь и
(e1,−e2)-ветвь. Каждая из этих трёх ветвей может состоять из одного единственного
треугольника ∆(1).

Теорема 10. Если S ⊂ Z – (m, s)-базис, |S| = m, то связные компоненты графов
Γ(i), i = 1, ... .r, относятся или к типу A или к типу B.

7.5. Для (m, s)-базиса S ⊂ Z, |S| > m, в п. 7.4 была определена последовательность
неориентированных графов Γ(0) = Γ(S),Γ(1), ... ,Γ(r), r > 0. Первым связным графом
в указанной последовательности (с двумя и более вершинами при r > 1) является
граф Γ(r). Структура графа Γ(0) была представлена в теореме 9. Приведём пять типов
графов для Γ(j), j > 1.

Тип A. За основу берутся три смежных друг с другом стандартных треугольника
∆(1), ∆(2), ∆(3) таких, что каждая сторона минимального стандартного треугольника

∆, их содержащего, содержит сторону только одного треугольника из трёх исходных,
причём последние не содержат угловых вершин ∆. Треугольник ∆(i), i ∈ {1, 2, 3},
(возможно нулевого размера) примыкает к стороне окаймляющего треугольника ∆,
параллельной ei при i = 1, 2 или e1 + e2 при i = 3. Пусть вершинами треугольника ∆
являются i, i+lm, i+ls, i ∈ Z, l > 0. От треугольника ∆(1) отходит направленная впра-

во (e2, e1+e2)-ветвь ∆(0) = ∆(1),∆
(1), ... ,∆(h), h > 0, из стандартных треугольников не

обязательно положительного размера, определяемая следующими тремя условиями:
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а) треугольники ∆(j), j = 0, 1, ... , h, не пересекаются с лучами {i + te2| t > 0} и
{i+ t(e1 + e2)| t > 0};

б ) треугольник ∆(j), j = 1, ... , h, смежен с треугольником ∆(j−1) и не смежен с
треугольниками ∆(j−2),∆(j−3), ... ,∆(1),∆(0) = ∆(1),∆(2),∆(3);

в) стороны треугольников ∆(j), j = 1, ... , h, параллельные e1, строго монотонно
удаляются от прямой {i+ ls+ te1| t ∈ R}.
Аналогично определяется направленная вниз (e1,−e2)-ветвь, начинающаяся с тре-
угольника ∆(3), и направленная влево (−e1,−e1−e2)-ветвь, начинающаяся с треуголь-
ника ∆(2). Каждая из трёх ветвей в графе типа A может ограничиваться единственной

вершиной ∆(0) ∈ {∆(1),∆(2),∆(3)}.
Тип В. За основу берётся стандартный треугольник ∆(0) и ещё три стандарт-

ных треугольника, обозначаемых как ∆(1),∆(2) и ∆(3). Последние смежны с ∆(0) и не
смежны друг с другом. Каждая сторона минимального стандартного треугольника
∆ с угловыми вершинами i, i + lm, i + ls, i ∈ Z, l > 0, содержащего ∆(1),∆(2),∆(3),
содержит сторону только одного из этих треугольников. Треугольник ∆(0) не пере-

секается с периметром треугольника ∆, содержится строго внутри ∆. Треугольник
∆(i), i ∈ {1, 2, 3}, примыкает к стороне треугольника ∆, параллельной соответственно
ei или e1 + e2 при i = 3. От треугольника ∆(1) вправо отходит (e2, e1 + e2)-ветвь, от
треугольника ∆(3) вниз – (e1,−e2)-ветвь, от треугольника ∆(2) влево (−e1,−e1 − e2)-
ветвь.

Тип С. За основу берётся стандартный треугольник ∆(0) с нижним основанием
на прямой {i + t(e1 + e2)| t ∈ R}, i ∈ Z, смежный со стандартными треугольниками
∆(1) и ∆(2). Треугольники ∆(1) и ∆(2) не смежны друг с другом. Основание мини-

мального стандартного треугольника ∆, содержащего треугольники ∆(0), ∆(1), ∆(2),

находится на прямой {i + t(e1 + e2)| t ∈ R}. Левая сторона треугольника ∆ пересе-
кается только с ∆(2), содержит левую сторону треугольника ∆(2) и не пересекается

с ∆(0) и ∆(1). Аналогично, правая сторона треугольника ∆ пересекается только с
∆(1), содержит правую сторону треугольника ∆(1) и не пересекается с ∆(0) и ∆(2).
От треугольника ∆(1) вправо отходит (e2, e1 + e2)-ветвь, а от треугольника ∆(2) влево
(−e1,−e1 − e2)-ветвь. Условия а) и б ) в определении ветвей из описания графов типа
А здесь несколько ослаблены, они принимают следующий вид:

а’) никакая часть какого-либо треугольника из обеих ветвей не может быть ниже
прямой {i+ t(e1 + e2)| t ∈ R}; треугольники (e2, e1 + e2)-ветви, начиная с ∆(0) = ∆(1),
не пересекаются с лучом {v + te2| t > 0}, а треугольники (−e1,−e1 − e2)-ветви не
пересекаются с лучом {w − te1| t > 0}, если v = i и w = i + ls, l > 0, суть левая и
правая вершины треугольника ∆;

б ’) объединение обеих ветвей и ∆(0) является простой цепью.
Принципиальное условие в) сохраняется в прежнем виде.

Графы, получающиеся из описанного поворотом на 120◦ в одну или другую сто-
рону, тоже относятся к типу С.

Тип D. За основу берётся стандартный треугольник ∆(0) размера l > 0 с верши-
нами i, i+ lm, i+ ls, i ∈ Z, от которого отходит (−e1,−e1−e2)-ветвь. Условие на ветви
а) из описания графов типа А здесь принимает вид:

а”) треугольники ∆(j), j = 0, 1, ... , h, содержатся в углу с вершиной i+ ls и лучами
{i+ ls−te1| t > 0}, {i+ ls−t(e1+e2)| t > 0}, стороны треугольников ∆(j), j = 0, 1, ... , h,
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могут находиться на лучах угла.
Условия б ) и в) сохраняются в прежнем виде.

Графы, получающиеся из описанного поворотом на 120◦ в одну или другую сто-
рону, тоже относятся к типу D.

Тип Е. Простая замкнутая цепь из стандартных треугольников

∆(j), j = 0, 1, ... , h − 1,

целиком охватывающая цилиндр. Смежными являются только треугольники

∆(j), ∆((j+1)modh), j = 0, 1, ... , h − 1,

причём левая сторона треугольника ∆((j+1)modh) располагается строго правее левой
стороны треугольника ∆(j), а прямая e2-семейства, содержащая правую вершину тре-
угольника ∆((j+1)modh) располагается строго правее прямой e2-семейства, содержащей
правую вершину треугольника ∆(j).

Теорема 11. Если S ⊂ Z является (m, s)-базисом, то каждая связная компо-
нента графов Γ(i), i = 1, ... , r, относится к одному из типов A, B, C, D, а граф Γ(r)

может ещё иметь тип E.
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О НОВЫХ СВОЙСТВАХ НЕКОТОРЫХ
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ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РОСТА
Ю. Р. Пестова (г. Ульяновск)

Аннотация

При изучении разных математических структур хорошо известным и
давно используемым в математике алгебраическим приемом является вы-
деление классов объектов исследования с помощью тождеств. Класс всех
линейных алгебр над некоторым полем, в которых выполнен фиксирован-
ный набор тождественных соотношений, А.И. Мальцев назвал многообра-
зием линейных алгебр над заданным полем. Существует такое понятие как
рост многообразия. В математическом анализе принято различать поли-
номиальный или степенной, экспоненциальный или показательный рост. В
данной работе речь пойдет о свойствах некоторых многообразий в разных
классах линейных алгебр над полем нулевой характеристики, имеющих
почти полиномиальный рост, то есть таких многообразий, рост которых
не является полиномиальным, но рост любого собственного подмногообра-
зия полиномиален. Статья носит обзорный характер и не содержит новых
результатов.

Один из разделов статьи посвящен описанию основных свойств ассо-
циативных, лиевых многообразий и многообразий алгебр Лейбница почти
полиномиального роста над полем нулевой характеристики. В случае ас-
социативных алгебр таких многообразий всего два. В классе алгебр Ли
четыре многообразия исчерпывают весь набор разрешимых лиевых мно-
гообразий почти полиномиального роста, а одно многообразие является
неразрешимым и вопрос о его единственности до сих пор остается от-
крытым. В случае алгебр Лейбница существует девять многообразий по-
чти полиномиального роста. Пять из них это упомянутые многообразия
алгебр Ли, которые также являются многообразиями алгебр Лейбница.
Оставшиеся четыре это многообразия по свойствам схожие с разрешимы-
ми лиевыми многообразиями почти полиномиального роста.

Следующие два раздела мы посвятим описанию давно известных, а
также полученных недавно характеристик двух лиевых многообразий по-
чти полиномиального роста. В одном из разделов речь пойдет о найденной
нами кодлине многообразия, порожденного трехмерной простой алгеброй
Ли sl2, которую образует множество всех матриц второго порядка со сле-
дом равным нулю над основным полем относительно операции комму-
тирования. Далее будет описан базис полилинейной части многообразия,
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состоящего из алгебр Ли с нильпотентным ступени не выше двух ком-
мутантом. Здесь же мы представим явные формулы для вычисления его
кодлин и коразмерностей.

Последний раздел будет посвящен описанию базиса полилинейной ча-
сти многообразия алгебр Лейбница почти полиномиального роста, опре-
деленного тождеством x1(x2x3)(x4x5) ≡ 0.

Ключевые слова: многообразие, почти полиномиальный рост, кодлина,
коразмерность, базис полилинейной части.

ON NEW PROPERTIES OF SOME VARIETIES
WITH ALMOST POLYNOMIAL GROWTH

Yu. R. Pestova

Abstract

In the study of different mathematical structures well known and long used
in mathematics algebraic method is the selection of classes of objects by means
of identities. Class of all linear algebras over some field in which a fixed set
of identities takes place is called the variety of linear algebras over a given
field by A.I. Malcev. We have such concept as the growth of the variety. There
is polynomial or exponential growth in mathematical analysis. In this work
we will speak about properties of some varieties in different classes of linear
algebras over zero characteristic field with almost polynomial growth. That
means that the growth of the variety is not polynomial, but the growth of
any its own subvariety is polynomial. The article has a synoptic and abstract
character.

One unit of the article is devoted to the description of basic properties
all associative, Lie’s and Leibniz’s varieties over zero characteristic field with
almost polynomial growth. In the case of associative algebras there are only
two such varieties. In the class of Lie algebras there are exactly four solvable
varieties with almost polynomial growth and is found one unsolvable variety
wiht almost polynomial growth and the question about its uniqueness is open-
ed in our days. In the case of Leibniz algebras there are nine varieties with
almost polynomial growth. Five of them are named before Lie varieties, which
are Leibniz varieties too. The last four ones are varieties which have the same
properties as solvable Lie varieties of almost polynomial growth.

Next units we’ll devote to famous and new characteristics of two Lie’s
varieties with almost polynomial growth. In the first of them we speak about
found by us colength of the variety generated by three-dimensional simple Lie
algebra sl2, which is formed by a set of all 2× 2 matrices with zero trace over
a basic field with operation of commutation.

Then it will be described a basis of multilinear part of the variety which
consists of Lie algebras with nilpotent commutant degree not higher than two.
Also we’ll give formulas for its colength and codimension.

The last unit is devoted to description the basis of multilinear part
of Leibniz variety with almost polynomial growth defined by the identity
x1(x2x3)(x4x5) ≡ 0.
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1. Введение
На протяжении всей статьи характеристика основного поля Φ равна нулю. Все

неопределяемые понятия можно найти в монографиях [1] и [2].
Напомним, что линейная алгебра является векторным пространством и ее опе-

рации являются линейными по каждому аргументу. Пусть u и v разные элементы
абсолютно свободной алгебры, то есть u 6= v. Мы будем использовать знак равенства
с тремя черточками вместо обычного равенства и называть тождеством выражение
u ≡ v. Одно и тоже тождество может выполняться в одной алгебре и не выполнять-
ся в другой. Обычное равенство мы будем понимать в привычном для нас смысле.
Например, тождество коммутативности xy ≡ yx выполняется в алгебре многочле-
нов, так как для любых двух многочленов f, g выполняется равенство fg = gf. В то
же время тождество коммутативности не выполняется в ассоциативной алгебре всех
квадратных матриц.

Напомним, что линейная алгебра называется ассоциативной, если в ней выполня-
ется тождество ассоциативности (xy)z ≡ x(yz). Если же это тождество не выполня-
ется в алгебре, то необходимо следить за скобочной структурой. Для удобства дого-
воримся опускать в элементах скобки в случае левонормированного произведения, то
есть (ab)c = abc. Алгеброй Ли называется линейная алгебра, в которой выполняются
тождество антикоммутативности x2 ≡ 0 и тождество Якоби xyz + yzx + zxy ≡ 0.
Хорошо известно [1], что любое произведение элементов в алгебре Ли равно линей-
ной комбинации произведений с левонормированной расстановкой скобок. Линейная
алгебра называется алгеброй Лейбница, если в ней выполняется тождество Лейбница
xyz ≡ xzy + x(yz). Заметим, что понятие алгебры Лейбница является обобщением
понятия алгебр Ли, так как из тождеств алгебры Ли следует, в частности, тождество
Лейбница. Последние две алгебры являются примерами неассоциативных алгебр.

Пусть V — некоторое многообразие алгебр (ассоциативных, Ли или Лейбница),
а Φ(X,V) — относительно свободная алгебра этого многообразия со счетным мно-
жеством свободных образующих X = {x1, x2, . . . }. Множество всех полилинейных
элементов от x1, . . . , xn в алгебре Φ(X,V) обозначим через Pn(V) и определим есте-
ственным способом на нем структуру модуля симметрической группы Sn. Результат
действия перестановки p ∈ Sn на полилинейном левонормированном мономе

xi1xi2 . . . xin ∈ Pn(V)

равен xp(i1)xp(i2) . . . xp(in). Еще в середине прошлого века в работе [3] было показано,
что в случае нулевой характеристики основного поля любое тождество эквивалентно
системе полилинейных тождеств. Таким образом, вся информация о многообразии
V содержится в пространствах Pn(V), n = 1, 2, . . . , так называемых, полилинейных
частях многообразия. Поэтому исследование структуры Sn-модуля Pn(V) играет важ-
ную роль при изучении многообразия V.Модуль Pn(V) является вполне приводимым,
рассмотрим разложение его характера в целочисленную комбинацию неприводимых
характеров χλ с кратностями mλ, где λ ⊢ n — разбиение числа n,
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χn(V) = χ(Pn(V)) =
∑

λ⊢n
mλχλ. (1)

К важным числовым характеристикам многообразия V относится его последо-
вательность коразмерностей cn(V), являющаяся размерностью пространства Pn(V),
кратности mλ и последовательность кодлин

ln(V) =
∑

λ⊢n
mλ, n = 1, 2, . . . ,

то есть последовательность длин модулей Pn(V).
Обозначим через dλ размерность соответствующего разбиению λ неприводимого

модуля, то есть dλ = degχλ. Понятно, что имеет место такое равенство

cn(V) = dimPn(V) =
∑

λ⊢n
mλdλ.

Асимптотическое поведение размерности пространства Pn(V) определяет рост мно-
гообразия. Напомним, что рост многообразия называется полиномиальным, если су-
ществуют такие числа C, k, что для любого n выполняется неравенство cn(V) < Cnk.
Говорят, что многообразие V имеет почти полиномиальный рост, если рост самого
многообразия не является полиномиальным, но рост любого собственного подмногооб-
разия полиномиален. Напомним также, что экспонентой многообразия V называется
предел

exp(V) = lim
n→∞

n
√
cn(V)

в случае его существования.
Целью данной работы является описание многообразий почти полиномиального

роста в различных классах линейных алгебр.
В случае ассоциативных алгебр существуют только два многообразия почти поли-

номиального роста. В классе алгебр Ли существует ровно четыре разрешимых мно-
гообразий почти полиномиального роста и найдено одно неразрешимое многообразие
почти полиномиального роста. В случае алгебр Лейбница найдены еще четыре много-
образия с аналогичным экстремальным свойством. Все эти многообразия будут пред-
ставлены в первом разделе данной работы. В случае поля нулевой характеристики в
работе [4] найдена формула кодлины многообразия, порожденного трехмерной про-
стой алгеброй Ли sl2. Этому результату будет посвящен второй раздел нашей статьи.
В третьем разделе будут представлены формулы кодлины и коразмерности многооб-
разия, состоящего из алгебр Ли с нильпотентным ступени не выше двух коммутан-
том, а также описан базис его полилинейной части. Этот результат был опубликован
в работе [5]. В последнем разделе мы опишем результат, который был представлен в
работе [6], а именно базис полилинейной части многообразия алгебр Лейбница, опре-
деленного тождеством x1(x2x3)(x4x5) ≡ 0.
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2. Описание многообразий почти полиномиально-
го роста в классе ассоциативных алгебр, алгебр
Ли и алгебр Лейбница
В теории ассоциативных алгебр особую роль играют бесконечномерная алгебра

Грассмана G и алгебра верхнетреугольных матриц порядка два UT2. Существует
только два многообразия ассоциативных алгебр почти полиномиального роста. Они
порождены алгебрами G и UT2 соответственно. Перечислим основные свойства мно-
гообразий, порожденных этими алгебрами.

Начнем с многообразия, порожденного алгеброй верхнетреугольных матриц по-
рядка два UT2. В работе [3] найден базис тождеств рассматриваемого многообразия,
состоящий из тождества [x1, x2][x3, x4] ≡ 0. Опишем структуру полилинейной части
Pn(UT2), о которой подробно изложено, например, в работах [7], [8]. В разложении
(1) характера полилинейной части Pn(UT2) m(n) = 1 и m(λ1,λ2,λ3) = λ1 − λ2 + 1, если
λ2 > 1 и λ3 = 0 или λ3 = 1. Также mλ = 0, если λ4 6= 0 или λ3 > 2.

Если полилинейную часть рассматривать как Sn-модуль, то она имеет вид:

✛ q ✲

✛ p✲

mλ = q + 1,
где λ = (p + q + 1, p + 1, 1);

✛ q ✲

✛ p ✲

mλ = q + 1,
где λ = (p + q, p), p > 0;

mλ = 1,
где λ = (n).

Базис полилинейной части Pn(UT2) состоит из следующих множеств полилинейных
элементов

x1 . . . xn и xi1 . . . xir [xi, xj ]xj1 . . . xjs

для любых i, j; r> 0 и s> 0 таких, что n= s + r + 2 и i1 < . . . < ir, j1 < . . . < js. Для
многообразия, порожденного алгеброй UT2, укажем такие числовые характеристики
как коразмерность, кодлина и экспонента:

cn(UT2) = 2n−1(n− 2) + 2, ln(UT2) =
1

2
n2 +

5

2
n+ 4, exp(UT2) = 2.

Бесконечномерной алгеброй Грассмана над полем Φ называется ассоциативная ал-
гебра с бесконечным числом образующих e1, e2, e3, . . . и определяющими соотношени-
ями eiek+ekei = 0. Многообразие, порожденное этой алгеброй, подробно исследовано,
например, в работе [9]. Характер (1) полилинейной части Pn(G) имеет разложение

χn(G) =

n−1∑

r=0

χ(n−r,1r)
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и кратности находятся по формулам

mλ =

{
1, если λ2 6 1;
0, если λ2 > 2.

Структура полилинейной части Pn(G) многообразия, порожденного бесконечномер-
ной алгеброй Грассмана, как Sn-модуля имеет вид:

✛ p ✲

mλ = 1,
где λ = (p+ 1, 1n−p−1),
p = 0, . . . , n− 1.

Тождество [[x1, x2], x3] ≡ 0 является базисом тождеств этого многообразия. Базис
полилинейной части Pn(G) состоит из элементов вида

xi1 . . . xir [xj1 , xj2 ] . . . [xjs−1 , xjs ],

для любых r > 0 и s > 0 таких, что n = s + r и i1 < . . . < ir, j1 < . . . < js. Что
касается основных числовых характеристик, то коразмерность cn(G) = 2n−1, кодлина
ln(G) = n и экспонента exp(G) = 2.

Еще раз повторим, что многообразия, порожденные алгебрами G и UT2, един-
ственные многообразия почти полиномиального роста в случае ассоциативных алгебр
и не существует ассоциативных многообразий промежуточного роста (между полино-
миальным и экспоненциальным).

В классе алгебр Ли известны пять многообразий почти полиномиального роста.
Сохраним принятые для них в работе [10] обозначения V0, V1, V2, V3, V4. Все эти
многообразия подробно описаны в работах [10], [11]. Изложим основные сведения о
них.

Рассмотрим матрицы второго порядка со следом нуль над основным полем нуле-
вой характеристики относительно операции коммутирования. Множество этих матриц
образует трехмерную простую алгебру Ли, которую обозначим sl2. Многообразие V0

порождено этой алгеброй. Оно достаточно хорошо изучено, и мы к нему еще вернемся
во втором разделе, в частности, перечислим основные свойства этого многообразия,
а также определим формулы для вычисления его кодлины.

Обозначим многообразие всех нильпотентных алгебр ступени нильпотентности не
выше s через Ns, а многообразие всех абелевых алгебр — A. Тогда их произведе-
ние NsA состоит из всех таких алгебр R, которые содержат идеал I ∈ Ns такой,
что R/I ∈ A. NsA — многообразие алгебр Ли, определяемое тождеством (x1x2) . . .
(x2s+1x2s+2) ≡ 0. Таким образом, многообразие N2A состоит из алгебр, имеющих
нильпотентный ступени не выше двух идеал, фактор-алгебра по которому является
абелевой и определяется тождеством (x1x2)(x3x4)(x5x6) ≡ 0. Многообразие алгебр
Ли V1 = N2A достаточно подробно исследовано в работе [12]. Основные свойства
данного многообразия мы перечислим в третьем разделе, а также предоставим новые
результаты для него: построим базис полилинейной части Pn(N2A), найдем формулы
для вычисления его кодлин и коразмерностей.
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Следующим примером лиева многообразия почти полиномиального роста являет-
ся многообразие V2, которое было построено в работе [13]. Оно порождается следую-
щей алгеброй. Пусть G является бесконечномерной алгеброй Грассмана. Обозначим
через G0 ту же самую алгебру только относительно другого умножения, когда резуль-
тат произведения любых двух ее элементов равен нулю, то есть для любых g01 , g

0
2 ∈ G0

произведение g01g
0
2 = 0. Рассмотрим прямую сумму векторных пространств G0 и G и

определим на нем произведение следующим образом

(g01 + g1)(g
0
2 + g2) = (g01g2)

0 − (g02g1)
0 + [g1, g2],

где [g1, g2] – это коммутатор в ассоциативной алгебре Грассмана. Изоморфной этой
алгебре является алгебра квадратных матриц порядка два, у которой первая строка
состоит из элементов алгебры Грассмана, а вторая строка нулевая, рассматриваемая
относительно операции коммутирования матриц (подробности см. [1], стр. 265).

Диаграммы Юнга, для которых кратности многообразия V2 отличны от нуля,
имеют следующий вид:

✛ p ✲

mλ = 1,
где λ = (p+ 1, 1n−p−1),
p = 1, . . . , n− 2;

✛ p ✲

mλ = 1,
где λ = (p+ 2, 2, 1n−p−4),
p = 0, . . . , n− 4.

Заметим, что базис тождеств этого многообразия состоит из следующих двух тож-
дественных соотношений

(x1x2x3)(x4x5x6) ≡ 0,

(x1x2)(x3x4)(x1x3) ≡ 0.

Обратим внимание, что последнее тождество отлично от тождества, определяющего
многообразие V1 = N2A, так как оно не является полилинейным, хотя и имеет ту же
скобочную структуру. Формулы для вычисления кодлины и коразмерности данного
многообразия следующие: ln(V2) = 2n − 5 для всех n > 3, cn(V2) = (n − 2)2n−2.
Экспонента многообразия exp(V2) = 2.

И наконец, последние два многообразия почти полиномиального роста определя-
ются схожим образом. Многообразия V3 и V4 построены в статье [11]. Пусть R –
ассоциативно-коммутативное кольцо многочленов от переменной t, рассматриваемое
как алгебра с нулевым умножением, то есть R2 = 0. N3 – это трехмерная нильпо-
тентная алгебра Гейзенберга с базисом {a, b, c} и таблицей умножения ba = c, ab =
−c, a2 = b2 = c2 = 0, ac = ca = bc = cb = 0, а M2 – двумерная метабелева (разреши-
мая ступени 2) алгебра Ли с базисом {h, e} и таблицей умножения he = h, eh = −h и
h2 = e2 = 0.
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Превратим R в правый N3-модуль, полагая

f(t)a = f ′(t), f(t)b = tf(t), f(t)c = f(t),

а также в M2-модуль, считая, что

f(t)h = tf(t), f(t)e = tf ′(t),

где штрих над многочленом обозначает, как обычно, взятие производной. Пусть N
является полупрямым произведением алгебр Ли R и N3, а M – полупрямым произ-
ведением алгебр Ли R и M2. Тогда в алгебре N умножение определяется так

(f1 + n1)(f2 + n2) = f1n2 − f2n1 + n1n2,

где f1, f2 ∈ R, n1, n2 ∈ N3 и в алгебре M аналогично. Алгебра N порождает многооб-
разие V3, а алгебра M – многообразие V4.

В случае многообразий алгебр Лейбница, кроме лиевых многообразий почти по-
линомиального роста, построены еще четыре многообразия почти полиномиального
роста Ṽ1, Ṽ2, Ṽ3, Ṽ4, которые по своим свойствам схожи с разрешимыми лиевыми.

Многообразие Ṽ1 исследовано в работе [8]. Это многообразие определяется тожде-
ством x1(x2x3)(x4x5) ≡ 0 и оно является аналогом многообразия алгебр Ли N2A = V1.
Более подробно об этом многообразии мы поговорим в четвертом разделе данной ра-
боты.

Следующее многообразие Ṽ2 представлено в работе [14] и его свойства близки
к свойствам многообразия алгебр Ли V2. Это многообразие порождается алгеброй
следующего вида. Пусть G0 бесконечномерная алгебра Грассмана с нулевым умно-
жением. Рассмотрим прямую сумму векторных пространств G0 and G и определим
произведение

(g01 + g1)(g
0
2 + g2) = (g01g2)

0 + [g1, g2],

где [g1, g2] — это коммутатор в ассоциативной алгебре Грассмана. При разложении
n-го кохарактера (1) многообразия Ṽ2 в целочисленную комбинацию неприводимых
характеров χλ с кратностями m̃λ для всех n ≥ 4 имеем

m̃λ =





2, если λ = (r, 1n−r), где n > 2 и r = 2, . . . , n− 1;
1, если λ = (n), (1n) или (r, 2, 1n−r−2), где r = 2, . . . , n− 4;
0, в остальных случаях.

Также для вычисления кодлины многообразия Ṽ2 верна формула ln(Ṽ2) = 3n−5 при
n > 3. Экспонента этого многообразия равна двум exp(Ṽ2) = 2. В работе [15] доказано,
что базис тождеств здесь состоит из следующих двух тождественных соотношений:

x(y(zt)) ≡ 0,

z(x y)(x y) ≡ 0.

Многообразия Ṽ3 и Ṽ4 определены следующим образом в работе [16]. Рассмотрим
кольцо многочленов R от переменной t как алгебру Лейбница с нулевым умножением.
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Алгебру R будем считать правым N3-модулем алгебры Гейзенберга N3 со следующим
действием:

f(t)a = f ′(t), f(t)b = tf(t), f(t)c = f(t),

где штрих над многочленом обозначает взятие производной. Прямую сумму алгебр
N3 и R обозначим Ñ и зададим умножение следующим образом:

(x+ f(t))(y + g(t)) = xy + f(t)y,

где x, y ∈ N3, f(t), g(t) ∈ R. Алгебра Ñ порождает многообразие алгебр Лейбница Ṽ3.
Зададим действие элементов двумерной метабелевой алгебры Ли M2 на элементы R:
f(t)e = tf ′(t), f(t)h = tf(t). Пусть M̃ является прямой суммой алгебр N3 и R c
заданной на ней умножением

(m1 + f(t))(m2 + g(t)) = m1m2 + f(t)m2,

где m1,m2 ∈M2, f(t), g(t) ∈ R. Тогда эта алгебра порождает многообразие Ṽ4.
Заметим, что экспонента многообразия Ṽ3 равна трем, а экспонента Ṽ4 равна

двум. Скажем еще, что для многообразия Ṽ3 ненулевые кратности существуют только
для диаграмм вида

✛ q ✲

✛ p✲

✛ q ✲

✛ p ✲

✛ q ✲

✛ p ✲

,

а для многообразия Ṽ4 они выглядят следующим образом:

✛ q ✲

✛ p✲

✛ q ✲

✛ p ✲

Многообразия Ṽ1, Ṽ2, Ṽ3 и Ṽ4 имеют почти полиномиальный рост и в случае
алгебр Лейбница существование других примеров многообразий почти полиномиаль-
ного роста остается открытой проблемой.
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3. Кодлина многообразия, порожденного трехмер-
ной простой алгеброй Ли sl2

Рассмотрим матрицы второго порядка со следом 0 над основным полем относи-
тельно операции коммутирования. Как мы уже говорили, множество этих матриц
образует трехмерную простую алгебру Ли, которую обозначим sl2. Следуя [10], для
многообразия, порожденного этой алгеброй, сохраним обозначение V0. Это много-
образие достаточно хорошо изучено. Так, например, в работах [17], [18] доказано,
что оно является шпехтовым, это значит, что оно само и любое его подмногообразие
определяется конечным набором тождеств; а также получен базис тождеств данного
многообразия:

∑

p∈S4

(−1)px0xp(1)xp(2)xp(3)xp(4) ≡ 0, (x2x1)(x3x1)x1 ≡ 0.

В статье [19] получена информация о строении полилинейных частей этого многообра-
зия как модулей симметрических групп, построены ненулевые элементы относительно
свободной алгебры многообразия V0, линеаризациями которых порождаются непри-
водимые модули в полилинейной части Pn(V0). Сформулируем необходимый нам в
дальнейшем результат о кратностях в виде отдельной теоремы [19].

Теорема 1. В разложении (1) характера полилинейной части Pn(V0), n > 1,
для кратностей выполняются следующие равенства:

mλ =

{
1, если λ = (p+ q + r, p + q, p), где p+ q 6= 0 и q или r нечетное;
0, в остальных случаях.

Поясним, что в связи с тем, что тождества, которые выполняются в алгебре sl2
имеют степень не менее пяти, то модуль Pn(V0) при n ≤ 4 совпадает с соответству-
ющим модулем многообразия всех алгебр Ли и его строение хорошо известно (см.,
например, [1]), а именно:

χ1(V0) = χ(1), χ2(V0) = χ(1,1), χ3(V0) = χ(2,1), χ4(V0) = χ(3,1) + χ(2,1,1).

Для доказательства основной теоремы этого раздела нам понадобятся вспомога-
тельные результаты, которые мы сформулируем в виде лемм. Все ниже изложенные
результаты принадлежат автору и их доказательство опубликовано в работе [4].

Лемма 1. Для кодлин многообразия V0 при n ≥ 4 верно следующее соотношение:

ln(V0) = ln−3(V0) + an + εn, (2)

где an =





n
4 , если n = 4k;
n+2
4 , если n = 4k + 2;

n−1
2 , если n = 2m+ 1

и εn =

{
1, если n = 2m;
0, если n = 2m+ 1.

Доказательство. С дополнительными условиями на числа p, q, r согласно тео-
реме 1 ненулевые кратности многообразия V0 могут быть получены только для диа-
грамм следующих видов:
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✛ r ✲

✛ q ✲

✛ p ✲

✛ r ✲

✛ q ✲

Обозначим через an вклад в кодлину кратностей, соответствующих разбиениям
на две части, то есть когда p = 0. В зависимости от четности степени n при рассмот-
рении двухстрочковых диаграмм Юнга и и вычисления соответствующих им крат-
ностей, исходя из теоремы 1, получим сумму an. Для диаграмм Юнга, состоящих из
трех строчек, рассмотрим два случая. Сперва разберем случай, когда p ≥ 2, q ≥ 0,
r ≥ 0 или случай, когда p = 1, q > 1. От диаграмм такого вида будем "отрезать"
крайний столбец слева. При этом параметры q и r будут оставаться неизменными.
Тогда сумма кратностей mλ, соответствующих указанному разбиению, равна кодлине
многообразия V0 степени n − 3, то есть ln−3(V0). Остался лишь один не подходя-
щий нам случай, когда диаграмма Юнга состоит из трех строчек, но p = 1, q = 0
и r = n − 3. Тогда после удаления левого столбца получим диаграмму в виде одной
строчки и соответсвующее тождество выполняется в любой алгебре Ли. В этом случае
кратность m(n−2,1,1) зависит от четности параметра r. То есть, получится, что если
n = 2t, то кратность m(n−2,1,1) равна 1, если же n = 2t + 1, то кратность m(n−2,1,1)

равна 0. Вклад кратностей m(n−2,1,1) в кодлину многообразия V0 обозначим εn.

Напомним, что по определению кодлина многообразия равна сумме кратностей по
всем разбиениям числа n. Таким образом, кодлина многообразия V0 вычисляется по
формуле (2). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для кодлин многообразия V0 при n ≥ 4 верно следующее соотношение:

ln+1(V0) = ln(V0) + en, (3)

где en =





k, если n = 4k;
1, если n = 4k + 1;
k, если n = 4k + 2;
1, если n = 4k + 3.

Доказательство. Будем писать просто ln для обозначения кодлины вме-
сто ln(V0). Доказательство проведем методом математической индукции по степени
n. Выполнимость формулы (3) для n = 5, 6, 7, 8 можно проверить непосредствен-
но с помощью рассмотрений соответствующих диаграмм Юнга и вычислений. Это и
будет составлять базу индукции. По предположению индукции будем считать, что в
многообразии V0 выполняются следующие равенства:

l4k−3 = l4(k−1) + k − 1, l4k−2 = l4k−3 + 1 = l4(k−1) + k − 1 + 1 = l4(k−1) + k,

l4k−1 = l4k−2 + k − 1 = l4(k−1) + 2k − 1, l4k = l4k−1 + 1 = l4(k−1) + 2k.

Распишем значения кодлин для следующих четырех степеней n по формуле (2) и
убедимся, что наше предположение верно:

l4k+1 = l4k−2 +
4k + 1− 1

2
= l4k + k, l4k+2 = l4k−1 +

4k + 2 + 2

4
+ 1 = l4k+1 + 1,
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l4k+3 = l4k +
4k + 3− 1

2
= l4k+2 + k, l4k+4 = l4k+1 +

4k + 4

4
+ 1 = l4k+3 + 1.

Таким образом, формула (3) выполняется для всех степеней n. Лемма 2 доказана.
Сформулируем основной результат этого параграфа.

Теорема 2. Для всех n ≥ 4 кодлина многообразия V0 вычисляется по формулам:

ln(V0) =





n2+4n
16 , если n = 4k;

n2+6n−7
16 , если n = 4k + 1;

n2+4n+4
16 , если n = 4k + 2;

n2+6n−11
16 , если n = 4k + 3.

Доказательство. При обозначении кодлины мы, по-прежнему, как при доказа-
тельстве леммы 2, опускаем символ многообразия, то есть пишем ln вместо ln(V0).
Используя последние четыре равенства доказательства леммы 2, подставим в выра-
жение l4k+4 через l4k+1 выражение l4k+1 через l4k и получим

l4(k+1) = l4k + 2k + 2. (4)

Сначала методом математической индукции по k, где k > 0, покажем, что для n = 4k,
верно

l4k = k(k + 1). (5)

Формула верна при k = 1, так как l4 = 2. Предположим, что l4k = k(k + 1) и сделаем
индуктивный переход. Для степени n = 4(k+1), используя соотношение (4), запишем

l4(k+1) = l4k + 2k + 2 = k(k + 1) + 2k + 2 = k2 + 3k + 2 = (k + 1)(k + 2).

Таким образом, равенство (5) выполняется в многообразии V0. Пользуясь формулами
(3) и (5), получим

l4k =
n

4

(n
4
+ 1
)
=
n2 + 4n

16
, l4k+1 = l4k + k =

(
n− 1

4

)2

+ 2
n− 1

4
=
n2 + 6n− 7

16
,

l4k+2 = l4k+1 + 1 =

(
n− 2

4

)2

+ 2
n− 2

4
+ 1 =

n2 + 4n + 4

16
,

l4k+3 = l4k+2 + k =

(
n− 3

4

)2

+ 3
n− 3

4
+ 1 =

n2 + 6n− 11

16
.

Формулы, которые мы получили для вычисления кодлины многообразия V0, совпада-
ют с формулами, которые указаны в формулировке теоремы. Таким образом, теорема
2 доказана.
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4. Новые свойства многообразия алгебр Ли N2A

В алгебрах Ли фраза "правило дифференцирования" означает использование сле-
дующего тождественного соотношения

xyz ≡ xzy + x(yz), (6)

то есть использование того факта, что умножение справа является, так называемым,
внутренним дифференцированием алгебры Ли.

Многообразие алгебр Ли N2A определяется тождеством

(x1x2)(x3x4)(x5x6) ≡ 0 (7)

и состоит из алгебр Ли с нильпотентным ступени не выше двух коммутантом. Мно-
гообразие N2A было достаточно подробно исследовано в работе [12], где установлена
почти полиномиальность роста этого многообразия, найдены формулы для кратно-
стей вхождения неприводимых модулей в разложение полилинейной части, рассмат-
риваемой как модуль симметрической группы, описаны на "языке тождеств" подмно-
гообразия с дистрибутивной решеткой подмногообразий.

Договоримся использовать для обозначения оператора умножения справа на эле-
мент, например y, соответствующую заглавную букву Y, то есть xY = xy. Это обозна-
чение в некоторых случаях оказывается удобным. Например, левонормированное про-
изведение xy . . . y степени m+1 нельзя записать так xym, но можно записать в таком
виде xY m, где Y m — степень линейного оператора. Кроме того, будем использовать
специальный символ над образующими (звезду, черту или волну) для обозначения
кососимметризации. Если же образующие в наборах совпадают, то будем говорить
об альтернированных наборах образующих, так как в этом случае обычное свойство
кососимметризации нарушается.

Используя тождество антикоммутативности и тождество Якоби, которые опреде-
ляют алгебру Ли, можно показать, что в ней выполняются следующие тождества

x∗1x
∗
2f ≡ 2x1x2f ; x

∗
1x

∗
2x

∗
3f ≡ 0; (8)

x∗1x
∗
2x3f ≡ 2x∗1x3x

∗
2f ; 2wx∗1x

∗
2f ≡ w(x∗1x

∗
2)f,

где w - любой элемент алгебры, а f - произвольный ассоциативный полином от внут-
ренних дифференцирований. Отметим, что применение нечетной перестановки к пе-
ременным, помеченным специальным символом, влечет изменение знака. Например,

x4x
∗
1x

∗
2x

∗
3 = −x4x∗2x∗1x∗3 = x4x

∗
3x

∗
1x

∗
2.

Фраза "проальтернируем тождество по паре образующих", например, по x и y означа-
ет получение из тождества f(x, y, . . . ) ≡ 0 такого следствия f(x, y, . . . )− f(y, x, . . . ) ≡
0. При этом степень тождества по этим образующим должна быть равна единице.

Перейдем к изложению результатов о свойствах многообразия N2A. Выпишем
некоторые тождественные соотношения, которые выполняются в многообразии N2A.
Используя тождества (8) и правило дифференцирования (6), элемент, содержащий
пару альтернированных образующих, можно переписать так:

wx∗1Y1 . . . Ymx
∗
2 =

1

2
w(x∗1x

∗
2)Y1 . . . Ym −

m∑

i=2

wx∗1Y1 . . . Yi−1(x
∗
2Yi)Yi+1 . . . Ym.
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Это соображение позволяет получить такие тождественные соотношения многообра-
зия N2A:

(xyxp(1) . . . xp(k))(ztyq(1) . . . yq(m)) ≡ (xyx1 . . . xk)(zty1 . . . ym) (9)

где p ∈ Sk, q ∈ Sm. Таким образом, в скобках можно менять местами любые два
соседних элемента, начиная с третьей позиции.

Сформулируем полученный в работе [12] результат о кратностях многообразия
N2A в виде отдельной теоремы. Для этого определим две числовые величины, кото-
рые зависят от целых неотрицательных аргументов:

m(p, q) =

{
[ q2 ] + 1, если p или q нечетное число;
q
2 , если оба параметра четные;

n(p, q) =

{
[ q+1

2 ], при p = 0;
q + 1, в противном случае.

Квадратные скобки означают целую часть числа.

Теорема 3. В разложении (1) характера полилинейной части
Pn(N2A), n > 6, для кратностей выполняются следующие равенства:

mλ =





m(p, q), если λ = (p + q + 1, p + 1, 1, 1), n = 2p+ q + 4;
m(p, q), если λ = (p + q + 2, p + 2, 2), n = 2p+ q + 6;
m(p, q), если λ = (p + q, p), p ≥ 2, n = 2p+ q;
n(p, q), если λ = (p + q + 1, p + 1, 1), n = 2p+ q + 3;
1, если λ = (n− 1, 1);
0 в остальных случаях.

Следует пояснить, что тождество (7) имеет шестую степень, поэтому
модуль Pn(N2A) при n 6 5 совпадает с соответствующим модулем многообразия всех
алгебр Ли и его строение хорошо известно (см., например, п. 4.8.4 монографии [1]).
Сформулируем новые результаты, касающиеся этого многообразия [5].

Теорема 4. Кодлина многообразия N2A вычисляется по следующим формулам:

ln(N2A) =





5n2−24n+32
8 , если n = 4m;

5n2−24n+36
8 , если n = 4m+ 2;

5n2−24n+35
8 , если n = 4m+ 1 или n = 4m+ 3.

Формула получена непосредственным вычислением, используя формулы для крат-
ностей из теоремы 3.

Теорема 5. Базис полилинейной части Pn(N2A) состоит из элементов вида:

xi1xnxi2 . . . xin−1 , (10)

где i1 < n > i2 > · · · > in−1;

(xi1xnxi2 . . . xin−k−1
)(xj1xj2 . . . xjk), (11)

где k = 2, . . . , (n − 2) и i1 < n > i2 > · · · > in−k−1, j1 < j2 > j3 > · · · > jk.
При n > 2 коразмерность многообразия задается формулой

cn(N2A) = (n− 1)
(
(n− 4)2n−3 + 2

)
.
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Доказательство. Хорошо известно, что любой полилинейный элемент равен ли-
нейной комбинации левонормированных мономов с одной и той же образующей, на-
пример xn, на первом слева месте, а следовательно, в силу тождества антикоммутатив-
ности с одной и той же образующей на втором слева месте. Рассмотрим произвольный
такой моном xi1xnxi2 . . . xin−1 . Если выполняются неравенства i1 < n > i2 > · · · > in−1,
то это моном вида (10). Пусть в мономе xi1xn . . . xixjxj1 . . . xjk существует пара сосед-
них образующих xi, xj с возрастающими индексами, то есть i < j. В этом случае
воспользуемся тождеством x(yz) ≡ xyz − xzy, которое выполняется в любой алгебре
Ли, и получим

xi1xn . . . xixjxj1 . . . xjk ≡ xnxi1 . . . (xixj)xj1 . . . xjk + xn . . . xjxixj1 . . . xjk .

Несложная индукция по числу соседних пар образующих, индексы которых возрас-
тают, позволяет установить, что любой моном выражается через элементы вида (10)
и элементы вида xi1xn . . . (xixj)xj1 . . . xjk . Заметим, что дифференцируя последний
элемент образующими xj1 , . . . , xjk , получаем мономы вида (11), в которых дополни-
тельно можно считать, что вторая слева образующая второго произведения является
максимальной, то есть индекс j2 является максимальным среди индексов j1, j2, . . . , jk.
Для завершения доказательства, что элементы вида (10) и (11) порождают вектор-
ное пространство Pn(N2A), осталось заметить, что в силу тождества (9) образующие
xi2 , . . . , xin−k−1

, так же как и образующие xj3 , . . . , xjk , в мономах вида (11) можно ме-
нять местами. Таким образом, получаем необходимые неравенства i1 < n > i2 > · · · >
in−k−1, j1 < j2 > j3 > · · · > jk.

Итак, пространство Pn(N2A) является линейной оболочкой мономов вида (10) и
(11). Докажем теперь, что это множество мономов является линейно независимым.
Рассмотрим линейную комбинацию этих элементов и предположим, что она равна 0.
Так как в относительно свободной алгебре любое равенство от свободных образую-
щих является тождеством многообразия, то мы получаем, что в многообразии N2A

выполнено тождество

n−1∑

i1=1

αi1xi1xnxi2 . . . xin−1 +
∑

βI,J,i1,j1(xi1xnxi2 . . . xin−k−1
)(xj1xj2 . . . xjk) ≡ 0, (12)

где коэффициенты во второй сумме зависят от индексов i1, j1 и множеств

I = {i1, i2, . . . , in−k−1}, J = {j1, j2, . . . , jk}.

Если существует i1 такой, что αi1 6= 0, то подставив в (12) вместо образующей xi1
образующую x, а вместо остальных образующих – y, получим в качестве следствия
тождество энгелевости xY n−1 ≡ 0. Получили противоречие, так как в силу теоремы 3
кратность m(n−1,1) отлична от нуля. Таким образом, тождество (12) приобретает вид

∑
βI,J,i1,j1(xi1xnxi2 . . . xin−k−1

)(xj1xj2 . . . xjk) ≡ 0, (13)

в котором хотя бы один коэффициент отличен от нуля.
Переобозначим образующие (в частности, xn = x, xj2 = y) так, чтобы слагаемое с

отличным от нуля коэффициентом имело вид:

(xykyk+1 . . . yn−2)(yy1 . . . yk−1).
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Мы еще воспользовались антикоммутативностью и переставили первые пары в каж-
дой скобке. В полученное тождество вместо образующей x подставим z1z2x1 . . . xk−1,
а вместо образующей y подставим z3z4xk+1 . . . xn−2. Проальтернируем по парам об-
разующих xs, ys, где s = 1, 2, . . . , n − 2. В силу тождеств (9) после произведенной
подстановки и альтернирований все остальные слагаемые станут равны нулю, оста-
нется только выделенное слагаемое и полученное следствие примет вид

(z1z2x̄1 . . . x̃k ¯̄yk+1 . . . ˜̃yn−2)(z3z4ȳ1 . . . ỹk ¯̄xk+1 . . . ˜̃xn−2) ≡ 0.

Получили противоречие, так как это тождество не выполняется в многообразии N2A,
иначе бы, например, кратность m(p,p) при нечетном p > n + 2 была бы равна 0, а не
1, как было установлено в теореме 3.

Итак, все элементы вида (10) и (11) линейно независимы и образуют базис про-
странства Pn(N2A). Понятно, что количество элементов вида (10) равно n−1. Элемен-
ты вида (11) зависят от выбора индексов j1, ..., jk, а также от выбора i1, j1. Простые
комбинаторные соображения позволяют выписать такую формулу для коразмерно-
стей

cn(N2A) = (n− 1) +
n−2∑

k=2

(k − 1)(n − k − 1)

(
n− 1

k

)
.

Для завершения доказательства достаточно использовать следующие равенства,
касающиеся биномиальных коэффициентов:

m∑

k=0

(m
k

)
= 2m,

m∑

k=0

k
(m
k

)
= m · 2m−1,

m∑

k=0

k2
(m
k

)
= (m2 +m) · 2m−2,

доказательства которых мы опускаем. Теорема 5 доказана.

5. Базис полилинейной части многообразия алгебр
Лейбница Ṽ1

Напомним, что алгебра Лейбница определяется тождеством Лейбница

xyz ≡ xzy + x(yz), (14)

которое позволяет выразить любое произведение элементов алгебры в виде линейной
комбинации левонормированных произведений. В частности,

x(yz) ≡ xyz − xzy.

Кроме того, если подставить z = y в тождество Лейбница, то получим тождество

x(y2) ≡ x(yy) ≡ 0,

линеаризация которого имеет вид

x(yz) ≡ −x(zy). (15)
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Пусть eij — матричные единички, а UT2 = UT2(Φ) = Φe11 + Φe12 + Φe22 — ас-
социативная алгебра верхнетреугольных матриц размера 2 × 2 над основным полем
Φ. Обозначим через UT 0

2 алгебру тех же матриц только относительно другого умно-
жения, когда результат произведения двух матриц равен нулю, то есть для любых
a01, a

0
2 ∈ UT 0

2 произведение a01a
0
2 = 0 равно нулю. Пусть теперь U = UT 0

2 ⊕UT2 — пря-
мая сумма двух векторных пространств UT 0

2 и UT2. Зададим на U структуру алгебры,
определяя произведение в ней следующим образом (a01+a1)(a

0
2+a2) = (a01a2)

0+[a1, a2],
где [a1, a2] = a1a2 − a2a1 коммутатор матриц, а

e0ijehl =

{
eil , если j = h
0 , если j 6= h.

В работе [8] сделан вывод, что алгебра U является алгеброй Лейбница, которая
порождает многообразие Ṽ1. Это многообразие определяется тождеством

x1(x2x3)(x4x5) ≡ 0. (16)

Из выше упомянутой работы (следствие 2.3 и лемма 3.3) получаем, что для ко-
размерностей исследуемого многообразия верна формула cn(Ṽ1) = 2n−2n(n− 3) + 2n.
Таким образом, экспонента равна двум, то есть exp(Ṽ1) = 2. Приведем также полу-
ченные в той же самой работе результаты, касающиеся кратностей и кодлины. Для
кодлины при n > 2 выполнены формулы: ln(Ṽ1) = n2 − 7

2n + 6, если n четное, и

ln(Ṽ1) = n2 − 7
2n + 11

2 , если n нечетное. В разложении (1) характера полилинейной

части Pn(Ṽ1), кратности вычисляются по следующим формулам:

m̃λ =





q + 1, если λ = (p+ q + 1, p + 1, 1, 1), (p+ q + 2, p + 2, 2), (q + 1, 1);
2q + 1, если λ = (q + 1, 1, 1);
2q + 2, если λ = (p+ q, p), p > 2;
3q + 3, если λ = (p+ q + 1, p + 1, 1), p > 0;
1, если λ = (n);
0, в остальных случаях.

Для получения основного результата этого параграфа нам потребуется такая не-
сложная лемма.

Лемма 3. В многообразии алгебр Лейбница Ṽ1 выполняются следующие тож-
дественные соотношения, где p ∈ Sk, q ∈ Sm.

(xxp(1) . . . xp(k))(ztyq(1) . . . yq(m)) ≡ (xx1 . . . xk)(zty1 . . . ym), (17)

Отметим, что достаточно показать, что можно в первой скобке менять местами
любые два соседних элемента, начиная со второго места, а во второй скобке — начиная
с третьего.

Замечание 2. Из леммы следует, что наличие пары альтернированных обра-
зующих начиная со второй позиции внутри первой скобки или во второй скобке,
начиная с третьей позиции, влечет равенство элемента нулю.
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Замечание 2. Тождество

(z1x̄1 . . . x̃k ¯̄yk+1 . . . ˜̃yn−2)(z2z3ȳ1 . . . ỹk ¯̄xk+1 . . . ˜̃xn−2) ≡ 0

не выполняется в алгебре U, а следовательно и в многообразии Ṽ1. Действительно,
достаточно подставить z1 = e011, z2 = e11, z3 = e12, xs = e11, ys = e22, s = 1, 2, . . . , n−
2, чтобы получить отличный от нуля результат.

Сформулируем основной результат этого раздела [6].

Теорема 6. Базис полилинейной части Pn(Ṽ1) состоит из элементов вида:

xi1xi2 . . . xin , (18)

где i2 > · · · > in;
(xi1xi2 . . . xin−k

)(xj1xj2 . . . xjk), (19)

где k = 2, . . . , (n − 1), i2 > · · · > in−k, j1 < j2 и j2 > j3 > · · · > jk.

Доказательство. Так как любой элемент полилинейной части является линей-
ной комбинацией левонормированных, достаточно рассмотреть левонормированный
элемент xj1xj2 . . . xjn . Используя тождество Лейбница (14), получим xj1xj2 . . . xjn =
xj1xi2 . . . xin + w, где i2 > · · · > in, а w является линейной комбинацией элементов
вида

xj1 . . . xjm(xixj)xk1 . . . xkt, (20)

в которых m ≥ 1, t ≥ 0, m+t = n−2, а множество {j1, . . . , jm, i, j, k1, . . . , kt} совпадает
с начальным отрезком натурального ряда {1, . . . , n}. Отметим, что первое слагаемое
является элементом из множества (18).

Рассмотрим элемент (20). Дифференцируя в нем образующими xks , s = 1, . . . , t,
получим линейную комбинацию элементов вида:

(xi1xi2 . . . xin−k
)(xj1xj2 . . . xjk),

где k ≥ 2 и n − k ≥ 1. Применяя к этим элементам тождества (14) и (15), которые
позволяют внутри второй скобки действовать аналогично случаю алгебр Ли, можно
добиться, чтобы индекс j2 был максимальным среди индексов j1, . . . , jk. Используя
тождества из леммы 3, делаем так, чтобы в этих элементах индексы, начиная со
второго в первой скобке, и начиная с третьего во второй скобке, были упорядочены
по убыванию. Таким образом, мы доказали, что элементы вида (18) и (19) порождают
полилинейную часть Pn как векторное пространство. Для завершения доказательства
осталось установить их линейную независимость.

Рассмотрим линейную комбинацию этих элементов и предположим, что она равна
0. Так как в относительно свободной алгебре любое равенство от свободных образу-
ющих является тождеством многообразия, то мы получаем, что в многообразии Ṽ1

выполнено тождество
n∑

s=1

αi (xsxn . . . x̂s . . . x1)+

+
∑

βI,J,i1,j1 (xi1xi2 . . . xin−k
)(xj1xj2 . . . xjk) ≡ 0, (21)
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где коэффициенты во второй сумме зависят от индексов i1, j1 и множеств

I = {i2, . . . , in−k−1}, J = {j2, . . . , jk},

а домиком, как общепринято, обозначено отсутствие в последовательности букв соот-
ветствующей образующей.

Если существует индекс s такой, что αs 6= 0, то подставив в (21) вместо обра-
зующей xs квадрат x2, а вместо остальных образующих — y, получим, используя
тождество xy2 ≡ 0, в качестве следствия тождество xxY n−1 ≡ 0, из которого следует
такое xXn ≡ 0. Получили противоречие, так как в разложении кохарактера много-
образия Ṽ1 кратность m̃(n+1) не равна нулю, точнее m̃(n+1) = 1. Таким образом, все
коэффициенты первой суммы равны нулю и тождество (21) приобретает вид

∑
βI,J,i1,j1(xi1xi2 . . . xin−k−1

)(xj1xj2 . . . xjk) ≡ 0,

в котором хотя бы один коэффициент отличен от нуля.
Переобозначим образующие (в частности, xi1 = x, xj1 = y) так, чтобы слагаемое с

отличным от нуля коэффициентом имело вид

(xykyk+1 . . . yn−2)(yy1 . . . yk−1).

В полученное тождество вместо образующей x подставим z1x1 . . . xk−1, а вместо об-
разующей y подставим z2z3xk . . . xn−2. Проальтернируем по парам образующих xs, ys,
где s = 1, 2, . . . , n − 2. В силу замечания 1 в результате произведенной подстановки
и альтернирований все остальные слагаемые станут равны нулю, останется только
выделенное слагаемое, которое примет вид

(z1x̄1 . . . x̃k ¯̄yk+1 . . . ˜̃yn−2)(z2z3ȳ1 . . . ỹk ¯̄xk+1 . . . ˜̃xn−2) ≡ 0.

Получили противоречие, так как в силу замечания 2 это тождество не выполняется в
алгебре U, а следовательно и в многообразии Ṽ1. Теорема полностью доказана.

Отметим взаимосвязь формул для коразмерностей трех многообразий: многообра-
зия ассоциативных алгебр UT2, порожденного алгеброй верхнетреугольных матриц
порядка два UT2; многообразия N2A всех алгебр Ли, коммутанты которых нильпо-
тентны ступени не выше двух и многообразия алгебр Лейбница Ṽ1. Для всех n > 1
выполнены равенства

cn(Ṽ1) = n · cn−1(UT2) = cn+1(N2A).

В заключении выражаю искреннюю признательность и благодарность своему на-
учному руководителю, доктору физико-математических наук, профессору Сергею
Петровичу Мищенко за предложенное направление исследований, полезные советы,
постоянное внимание к работе и поддержку.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ТЕТРАЭДРОВ

С НЕГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ ГРАНЯМИ

В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОМ

ПРОСТРАНСТВЕ
ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ

Л. Н. Ромакина (г. Саратов)

Аннотация

Работа содержит первое исследование тетраэдров гиперболического
пространства Ĥ3 положительной кривизны.

Пространство Ĥ3 реализуется на внешней относительно овальной ги-
перквадрики области проективного трехмерного пространства, т. е. на иде-
альной области пространства Лобачевского.

Все прямые пространства Ĥ3 по наличию общих точек с абсолютом
могут быть эллиптическими, параболическими или гиперболическими. В
зависимости от положения по отношению к абсолюту все плоскости про-
странства Ĥ3 относятся к трем типам: эллиптические, коевклидовы и ги-
перболические плоскости положительной кривизны. Углы эллиптической
плоскости одного типа, плоскости коевклидовой — трех типов, а гипербо-
лической плоскости положительной кривизны — пятнадцати типов. Также
к пятнадцати типам относятся все двугранные углы пространства Ĥ3.

Всевозможные наборы типов граней определяют в пространстве Ĥ3

пятнадцать типов тетраэдров. В работе проведена классификация тетра-
эдров с негиперболическими гранями. Все такие тетраэдры относятся к
пяти типам. Доказано, что каждое ребро тетраэдра с негиперболически-
ми гранями принадлежит эллиптической, замкнутой в пространстве Ĥ3,
прямой.

В дальнейшей классификации тетраэдров с негиперболическими гра-
нями используем понятие α-грани тетраэдра. С каждой точкой простран-
ства Ĥ3 связан конус касательных к абсолютной овальной гиперквадрике,
названный световым конусом точки. Световой линией грани тетраэдра на-
звана линия пересечения плоскости, содержащей данную грань, со свето-
вым конусом противоположной к данной грани вершины тетраэдра. Грань
тетраэдра пространства Ĥ3 названа α-гранью, если она содержит пол-
ностью свою световую линию. Доказана теорема о количестве α-граней:
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тетраэдр с негиперболическими гранями в пространстве Ĥ3 либо не содер-
жит α-граней, либо содержит одну α-грань, либо все его грани являются
α-гранями.

Количество α-граней и их типы определяют классы и роды тетраэдров
с негиперболическими гранями. В работе установлены типы двугранных
углов в тетраэдре каждого класса (рода).

Ключевые слова: гиперболическое пространство Ĥ3 положитель-
ной кривизны, классификация тетраэдров гиперболического пространства
положительной кривизны.

Библиография: 15 наименований.

CLASSIFICATION OF TETRAHEDRONS

WITH NOT HYPERBOLIC SIDES

IN A HYPERBOLIC SPACE
OF POSITIVE CURVATURE

L. N. Romakina

Abstract

The work contains the research of tetrahedrons of a hyperbolic space Ĥ3

of positive curvature.
The space Ĥ3 is realized by on external domain of projective three-dimen-

sional space with respect to the oval hyperquadric, т. e. on ideal domain of the
Lobachevskii space.

All lines of the space Ĥ3 on existence of the common points with the
absolute can be elliptic, parabolic or hyperbolic. All planes of the space Ĥ3

depending on position with respect to the absolute belong to the three types:
elliptic, coeuclidean and hyperbolic of positive curvature. The angles of the
elliptic plane of one type. The angles of the coeuclidean plane of three types.
The angles of the hyperbolic plane of positive curvature of fifteen types. Also
all dihedral angles of the space Ĥ3 belong to fifteen types.

Various sets of types of sides define in the space Ĥ3 fifteen types of tetrahed-
rons. In work the classification of tetrahedrons with not hyperbolic sides is
carried out. All such tetrahedrons belong to five types. It is proved that each
edge of a tetrahedron with not hyperbolic sides belongs to the elliptic line.
The elliptic line is the closed line in the space Ĥ3.

In further classification of tetrahedrons with not hyperbolic sides we use
concept α-sides of the tetrahedron. In the space Ĥ3 the cone of tangents to
absolute oval hyperquadric is connected with each point. This cone we called
a light cone of a point. The curve of crossing of the side plane with a light
cone of tetrahedron top, opposite to this side, is called the light curve of a side
of a tetrahedron. The tetrahedron side in the space Ĥ3 is called a α-side if
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it contains completely the light curve. The following theorem is proved. The
tetrahedron with not hyperbolic sides in the space Ĥ3 or doesn’t contain the
α-sides, or supports one α-side, or all its sides are the α-sides.

Quantity α-sides and their types define classes and sorts of the tetrahedrons
with not hyperbolic sides. In work the types of dihedral angles in a tetrahedron
of each class (sort) are established.

Keywords: hyperbolic space Ĥ3 of positive curvature, classification of tetra-
hedrons of a hyperbolic space of positive curvature.

Bibliography: 4 titles.

1. Трехмерное гиперболическое пространство
положительной кривизны

Трехмерное гиперболическое пространство Ĥ3 положительной кривизны рас-
сматриваем в проективной модели Кэли –Клейна [1] на идеальной области простран-
ства Лобачевского Λ3, т. е. на внешней относительно овальной гиперквадрики [2] γ
области проективного пространства P3. Пространства Ĥ3 и Λ3 в объединении с ги-
перквадрикой γ образуют расширенное гиперболическое пространство H3 [3 – 6].

Овальную гиперквадрику γ называют абсолютом каждого из пространств Ĥ3, Λ3

и H3. Группу G проективных автоморфизмов овальной гиперквадрики γ — фунда-
ментальной группой пространств Ĥ3, Λ3 и H3.

Прямая пространства H3 в зависимости от расположения по отношению к абсо-
люту может быть одного из трех типов. Гиперболические (эллиптические) прямые
пересекают абсолютную гиперквадрику в двух вещественных (мнимо сопряженных
точках); параболические прямые касаются абсолютной гиперквадрики.

Эллиптические прямые пространства H3 принадлежат полностью пространству
Ĥ3, их называют эллиптическими прямыми пространства Ĥ3. Гиперболические пря-
мые пространства H3 разделены абсолютом на две части. Внешнюю относительно
абсолюта часть гиперболической прямой пространства H3 называют гиперболической
прямой пространства Ĥ3. Каждая гиперболическая прямая пространства Ĥ3 имеет
две вещественные бесконечно удаленные точки. Собственные для Ĥ3 части параболи-
ческих прямых пространства H3 называют параболическими прямыми пространства
Ĥ3. Как и евклидова прямая каждая параболическая прямая пространства Ĥ3 имеет
одну бесконечно удаленную точку.

Каждая плоскость пространства P3 пересекает овальную гиперквадрику по линии
второго порядка, которая может быть невырожденной (овальной или нулевой), или
вырожденной [2]. Овальная гиперквадрика пространства P3 не содержит веществен-
ных прямых, поэтому вырожденной линией второго порядка пересечения плоскости с
овальной гиперквадрикой в P3 может быть только пара мнимо сопряженных прямых.

Тип плоскости пространства Ĥ3 определен типом линии второго порядка, по ко-
торой данная плоскость пересекает абсолютную гиперквадрику. Плоскости простран-
ства Ĥ3, пересекающие абсолют по нулевой (овальной) линии, являются эллиптиче-
скими [6 – 8] (гиперболическими плоскостями положительной кривизны, или плос-
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костями типа Ĥ [5, 9, 10]), касательные к абсолюту плоскости — коевклидовыми [6 –
8, 11] плоскостями.

Эллиптические, гиперболические положительной кривизны и коевклидовы плос-
кости пространства Ĥ3 условимся обозначать символом E, H и C соответственно.

Расположение пары прямых по отношению к абсолюту определяет на коевкли-
довой плоскости три типа углов [11], на гиперболической плоскости положительной
кривизны — пятнадцать типов углов [9, 12]. На плоскости эллиптической все углы
одного типа.

В пространстве Ĥ3 расположение пары плоскостей относительно абсолюта опреде-
ляет пятнадцать типов двугранных углов. Приведем те из них, которые потребуются
в данной работе.

Пусть α и β — эллиптические плоскости пространства Ĥ3. Плоскости α, β не
имеют общих вещественных точек с абсолютом и разбивают пространство P3, содер-
жащее Ĥ3, на два полупространства. То из полупространств, которое содержит (не
содержит) абсолютную гиперквадрику γ, назовем двугранным эллиптическим псев-
доуглом (двугранным эллиптическим углом) между плоскостями α и β.

Пучки эллиптических плоскостей гиперболические, так как через общую прямую
двух эллиптических плоскостей проходят две вещественные касательные к абсолюту
плоскости. Следовательно, двугранные эллиптические углы и двугранные эллиптиче-
ские псевдоуглы измеримы с помощью абсолюта, тип измерения — гиперболический.

Пусть α и β — коевклидовы плоскости пространства Ĥ3. То из полупространств
пространства P3 между плоскостями α и β, которое содержит (не содержит) абсолют-
ную гиперквадрику γ, назовем двугранной ковалианой (двугранной валианой) между
плоскостями α и β.

Заметим, что в отличие от плоской ковалианы, состоящей из двух связных непе-
ресекающихся полуковалиан, двугранная ковалиана — связное множество в Ĥ3.

В образуемом коевклидовыми плоскостями α и β гиперболическом пучке плоско-
стей измерение вводится с помощью самих плоскостей α и β. Следовательно, двугран-
ная ковалиана и двугранная валиана — неизмеримые углы пространства Ĥ3. Каждые
две двугранные ковалианы (двугранные валианы) конгруэнтны.

Пусть α — эллиптическая, β — коевклидова плоскости пространства Ĥ3. То из
полупространств пространства P3 между плоскостями α и β, которое содержит (не
содержит) абсолютную гиперквадрику γ, назовем двугранным эллиптическим псев-
дофлагом (двугранным эллиптическим флагом) между плоскостями α и β.

Грани двугранного эллиптического флага (двугранного эллиптического псевдо-
флага) определяют гиперболический пучок плоскостей, измерение в котором вводится
с помощью касательных плоскостей к абсолюту, одна из которых совпадает с гранью.
Следовательно, двугранные эллиптические флаги (двугранные эллиптические псев-
дофлаги) не имеют инварианта группы G, т. е. неизмеримы в Ĥ3.

Тип прямой, тип плоскости, тип плоского угла и тип двугранного угла — инвари-
анты преобразований группы G.
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2. Определение многранника в Ĥ3

Определение многранника в пространстве Ĥ3 дадим по аналогии с определением
многогранника в копсевдоевклидовом пространстве [13] (см. для сравнения [14, 15]).

Плоским n-реберником, или плоским многореберником, плоскости с проективной
метрикой1 назовем совокупность n отрезков, циклически соединяющих n точек, раз-
бивающую данную плоскость2 на две связные области. Указанные отрезки (точки)
назовем ребрами (вершинами), а прямые, содержащие ребра, — сторонами плоского
n-реберника.

Два плоских многореберника с общим ребром a назовем смежными по ребру a,
или, кратко, смежными.

Упорядоченную последовательность α1, α2, . . . , αp плоских многореберников про-

странства Ĥ3 назовем соединяющей цепочкой многореберников α1, αp, если для каж-
дого числа q, q = 1, p − 1, многореберники αq, αq+1 являются смежными.

Многогранником пространства Ĥ3 назовем совокупность Ω конечного числа плос-
ких многореберников этого пространства, удовлетворяющую условиям:

1) каждое ребро любого плоского многореберника совокупности Ω является ребром
двух и только двух плоских многореберников данной совокупности;

2) для любых двух плоских многореберников совокупности Ω существует соеди-
няющая цепочка из многореберников данной совокупности.

При выполнении условий 1), 2) многореберники совокупности Ω вместе с внутрен-
ними относительно них областями назовем гранями, их ребра — ребрами, а вершины —
вершинами многогранника.

Ребро многогранника соответственно содержащей его прямой назовем эллипти-
ческим, гиперболическим или параболическим. Ребро многогранника назовем истин-
ным, если смежные по нему грани многогранника не лежат в одной плоскости.

Многогранник пространства Ĥ3, все грани которого трехреберники, назовем тет-
раэдром данного пространства.

Ребра тетраэдра, не имеющие общих вершин, назовем противоположными. Дву-
гранные углы тетраэдра при противоположных ребрах назовем противоположными
двугранными углами тетраэдра.

Вершину тетраэдра, не лежащую в грани, назовем противоположной для данной
грани.

По определению все вершины и ребра тетраэдров — собственные для пространства
Ĥ3 объекты. Грани тетраэдров могут содержать несобственные точки пространства
Ĥ3.

1 В случае пространства Ĥ3 рассматриваем эллиптические, коевклидовы или ги-
перболические плоскости положительной кривизны.

2 Или некоторую компоненту плоскости, если число компонент данной плоскости
больше единицы.
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3. Схема классификации тетраэдров

Классификацию многогранников пространства Ĥ3 проводим по типу их распо-
ложения относительно абсолюта, описать который можно наборами следующих ин-
вариантных относительно действий группы G характеристик многогранника: типы
плоскостей, содержащих грани; типы двугранных углов; типы граней; типы ребер;
типы плоских углов.

По типу плоскостей, содержащих грани тетраэдра, в пространстве Ĥ3 получаем
пятнадцать типов тетраэдров. Условимся их обозначать соответственно типам плос-
костей граней:

EEEE, EEEH, EEEC, EEHH, EEHC, EECC, EHHH,

ECCC, EHCC, EHHC, HHHH, CCCC, HHCC, HHHC, HCCC.

В дальнейшей классификации тетраэдров пространства Ĥ3 учитываем типы гра-
ней тетраэдров. Все трехреберники эллиптической плоскости одного типа, гипербо-
лическая плоскость Ĥ положительной кривизны содержит конечные трехреберники
десяти типов [9]. Конечные трехреберники коевклидовой плоскости относятся к трем
типам: трехреберник типа eee(I) (eee(II)) имеет три эллиптических ребра, его внут-
ренность не содержит (содержит) вещественную точку абсолюта; трехреберник типа
eep имеет два эллиптических и одно параболическое ребро.

В данной работе ограничимся классификацией тетраэдров, не содержащих грани в
плоскостях типа Ĥ, к ним относятся тетраэдры пяти типов: EEEE, EEEC, EECC,
ECCC, CCCC. Все двугранные углы таких тетраэдров относятся к шести типам,
описанным в п. 1.

Лемма 1. В пространстве Ĥ3 все ребра тетраэдра с негиперболическими гра-
нями эллиптические.

Доказательство. Пусть в пространстве Ĥ3 F — тетраэдр с негиперболическими
гранями. Каждая грань тетраэдра F принадлежит либо эллиптической, либо коевкли-
довой плоскости. Все прямые эллиптической плоскости эллиптические. Предположим,
что тетраэдр F содержит грань κ в коевклидовой плоскости κ, и a — некоторое ребро
этой грани. Прямая a, содержащая ребро a, является либо эллиптической, не имею-
щей вещественных точек с абсолютом, либо параболической, проходящей через точку
K касания плоскости κ с абсолютной гиперквадрикой. Если прямая a параболиче-
ская, то плоскость ς, содержащая грань тетраэдра F , смежную с гранью κ по ребру a,
имеет с абсолютом общую вещественную точку K, а значит, является либо коевкли-
довой плоскостью, либо плоскостью типа Ĥ. Единственная коевклидова плоскость,
проходящая через K, совпадает с κ. Поэтому ς может быть только гиперболической
плоскостью положительной кривизны. Но это противоречит условию леммы о гранях
тетраэдра F . Следовательно, a — эллиптическая прямая.

Таким образом, каждое ребро тетраэдра F эллиптическое. ✷

С каждой точкой пространства Ĥ3 свяжем конус, образованный всеми касатель-
ными к абсолюту, проведенными через данную точку. Назовем такой конус световым
или изотропным конусом данной точки, учитывая, что все касательные к абсолю-
ту прямые являются изотропными в Ĥ3. Световой конус собственной (несобственной)
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для пространства Ĥ3 точки является вещественным (мнимым). Световой конус точки
абсолюта вырождается в коевклидову плоскость.

Световой линией грани тетраэдра назовем линию пересечения плоскости, содер-
жащей данную грань, со световым конусом противоположной к данной грани верши-
ны тетраэдра.

Грань тетраэдра пространства Ĥ3 назовем α-гранью, если она содержит полностью
свою световую линию.

Теорема 1. Пусть в пространстве Ĥ3 F — тетраэдр с негиперболическими
гранями. Совокупность Ω граней тетраэдра F либо не содержит α-граней, либо со-
держит одну α-грань, либо все ее элементы являются α-гранями тетраэдра F .

Доказательство. По лемме 1 каждое ребро тетраэдра F принадлежит замкну-
той в пространстве Ĥ3 эллиптической прямой. Пометим ребра тетраэдра F знаком
«+», а смежные с ними отрезки эллиптических прямых — знаком «−». Плоскость
каждой грани тетраэдра F лежащими в ней сторонами грани разбита на четыре трех-
реберника. Один из них — грань тетраэдра F — имеет совокупность ребер с набором
меток (+ + +), совокупностям ребер остальных трехреберников соответствует набор
меток (+− −). На рис. 1, а представлена плоскость грани тетраэдра F , узорами вы-
делены трехреберники K1, K2, K3, не являющиеся гранями.

Рис. 1. Разбиение плоскости грани тетраэдра F лежащими в ней сторонами грани на
четыре трехреберника (а); разбиение пространства Ĥ3 плоскостями граней

тетраэдра F (б ).

Четыре плоскости граней тетраэдра F = OABC разбивают пространство Ĥ3 на
восемь связных частей, назовем их октантами пространства Ĥ3, определенными тет-
раэдром F . Каждый октант3 является тетраэдром с внутренней относительно него
областью пространства Ĥ3.

3 Для наглядности октанты пространства Ĥ3 можно изобразить октантами произ-
вольной системы координат в евклидовом пространстве, помещая одну грань тетраэд-
ра F в бесконечно удаленную плоскость. В этом случае положительные направления
координатных осей Ox, Oy, Oz можно принять в качестве ребер соответственно OA,
OB, OC тетраэдра F .
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На рис. 1, б ребра тетраэдра F изображены сплошными линиями, а смежные с
ними отрезки эллиптических прямых — пунктиром.

Прямые, содержащие ребра OA, OB, OC, AC, AB, BC тетраэдра F , обозначим
x, y, z, u, v, w соответственно. Каждый из октантов F , Fp, p = 1, 7, пространства Ĥ3

можно описать упорядоченным набором меток его ребер, принадлежащих прямым x,
y, z, u, v, w соответственно4:

F (+ + ++++), F1 (−++−−+), F2 (−−+−+−),

F3 (+ −++−−), F4 (+ +−−+−), F5 (−+−+−−),

F6 (−−−+++), F7 (+ −−−−+). (1)

Все ребра октантов F , Fp, помеченные знаком «+», принадлежат тетраэдру F .
Если октант Fp из (1) имеет с F два общих ребра в одной грани, то он имеет с F и
третье общее ребро этой грани. Значит, если Fp имеет с F точно два общих ребра,
то эти ребра являются противоположными ребрами тетраэдра F . Следовательно, для
октантов Fp по отношению к F возможны два и только два различных положения:
они либо смежны с F по целой грани (октанты F1, F3, F4, F6), либо имеют с F два
общих противоположных ребра (октанты F2, F5, F7).

Поскольку грани тетраэдра F негиперболические, то абсолютная гиперквадрика
γ пространства Ĥ3 имеет с каждой плоскостью грани не более одной общей точки,
а значит, полностью принадлежит одному из октантов F , Fp. Таким образом, для
гиперквадрики γ существуют три и только три различных положения по отношению
к тетраэдру F :

1) γ принадлежит октанту, имеющему с F два общих противоположных ребра;
2) γ принадлежит октанту, смежному с F по целой грани;
3) γ принадлежит октанту F .
В первом случае ни одна грань тетраэдра F не содержит свою световую линию,

поэтому не является α-гранью тетраэдра F . Во втором случае α-гранью является одна
и только одна грань тетраэдра F (общая грань тетраэдра F и октанта, содержащего
абсолютную гиперквадрику). В третьем случае каждая грань тетраэдра F является
α-гранью.

Теорема доказана. ✷

4. Классы тетраэдров с негиперболическими гра-
нями
Согласно теореме 1 в пространстве Ĥ3 по количеству α-граней в каждом из типов

EEEE, EEEC, EECC, ECCC, CCCC можно выделить по три класса тетраэдров.

4 На изображении в евклидовом пространстве для наглядности условимся о сле-
дующем порядке следования октантов. В используемой системе координат Oxyz (см.
сноску 3) выпишем сначала октанты верхнего полупространства относительно плос-
кости OAB, начиная с F и переходя по смежным граням октантов против часовой
стрелки, затем выпишем в том же порядке октанты, симметричные первым четырем
относительно плоскости OAB.
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Классу тетраэдра с негиперболическими гранями присвоим номер 0, 1, 4 соответствен-
но количеству α-граней тетраэдра.

В дальнейших рассуждениях октант Fp из (1), содержащий абсолютную гиперк-
вадрику γ, условимся обозначать F ∗

p .

4.1. Классы тетраэдров типов EEEE и CCCC

По типу плоскостей пространства Ĥ3 все грани тетраэдра типа EEEE, или CCCC,
равноправны. Поэтому классификацию тетраэдров типов EEEE, CCCC можно про-
вести только по количеству α-граней. Количество α-граней однозначно определяет
набор двугранных углов тетраэдра типа EEEE, или CCCC.

1. Тетраэдр F класса EEEE(0) (CCCC(0)) содержит два общих, противополож-
ных друг другу, ребра с октантом F ∗

p . Углы тетраэдра F при этих ребрах являются
двугранными эллиптическими псевдоуглами (двугранными ковалианами). Углы при
ребрах тетраэдра класса EEEE(0) (CCCC(0)), не принадлежащих октанту F ∗

p , яв-
ляются двугранными эллиптическими углами (двугранными валианами). Таким об-
разом, тетраэдр класса EEEE(0) содержит четыре двугранных эллиптических угла
и два двугранных эллиптических псевдоугла. Тетраэдр класса CCCC(0) содержит
четыре двугранных валианы и две двугранных ковалианы.

2. Если ребро тетраэдра класса EEEE(1) (CCCC(1)) принадлежит α-грани, то
двугранный угол при нем является двугранным эллиптическим углом (двугранной ва-
лианой), в противном случае — двугранным эллиптическим псевдоуглом (двугранной
ковалианой).

Таким образом, тетраэдр класса EEEE(1) содержит три двугранных эллиптиче-
ских угла и три двугранных эллиптических псевдоугла. Тетраэдр класса CCCC(1)
содержит три двугранных валианы и три двугранных ковалианы.

3. Поскольку тетраэдр класса EEEE(4) (CCCC(4)) содержит внутри себя абсо-
лют, каждый его двугранный угол является эллиптическим двугранным псевдоуглом
(двугранной ковалианой).

4.2. Классы тетраэдров типа EEEC

1. Все тетраэдры класса EEEC(0) с точностью до типов граней и типов двугран-
ных углов эквивалентны. Коевклидова грань тетраэдра F класса EEEC(0) является
трехреберником типа eee(I). Двугранный угол при ребре этой грани, принадлежащем
(не принадлежащем) октанту F ∗

p , является двугранным эллиптическим псевдофлагом
(двугранным эллиптическим флагом). Двугранный угол тетраэдра класса EEEC(0),
противоположный двугранному эллиптическому псевдофлагу (двугранному эллип-
тическому флагу), является двугранным эллиптическим псевдоуглом (двугранным
эллиптическим углом).

2. Пусть тетраэдр F = OABC класса EEEC(1) содержит грань OAB в коев-
клидовой плоскости пространства Ĥ3, и эта грань образована прямыми x, y, v (см.
обозначения в доказательстве теоремы 1). Из четырех октантов F1, F3, F4, F6 (1),
смежных с F по целой грани, октант F4 выделяется тем, что содержит с F общую
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коевклидову грань. При расположении абсолютной гиперквадрики γ в любом из ок-
тантов F1, F3, F4, F6 совокупность Ω граней тетраэдра F содержит одну α-грань.
Эта грань является коевклидовой только при условии γ ⊂ F4. Случаи расположения
абсолюта в октантах F1, F3, F6 равноправны.

Род тетраэдра класса EEEC(1) обозначим EEEC(1, E) (EEEC(1, C)), если его
α-грань является эллиптической (коевклидовой).

2.1. Коевклидова грань тетраэдра рода EEEC(1, E) — трехреберник типа eee(I).
Два двугранных угла при ребрах α-грани, не лежащих в грани коевклидовой, яв-
ляются двугранными эллиптическими углами. Двугранный угол при ребре α-грани,
лежащем в грани коевклидовой, является двугранным эллиптическим флагом. Дву-
гранные углы при ребрах коевклидовой грани, не лежащих в α-грани, — двугранные
эллиптические псевдофлаги. Двугранный угол тетраэдра рода EEEC(1, E) при ребре,
не лежащем ни в α-грани, ни в коевклидовой грани, является двугранным эллипти-
ческим псевдоуглом.

2.2. Коевклидова грань тетраэдра рода EEEC(1, C) — трехреберник типа eee(II).
Двугранные углы при ребрах α-грани — двугранные эллиптические псевдофлаги. Все
остальные двугранные углы — двугранные эллиптические псевдоуглы.

3. Тетраэдр класса EEEC(4) содержит внутри себя абсолют, следовательно, его
двугранные углы при ребрах коевклидовой грани — двугранные эллиптические псев-
дофлаги. Все остальные двугранные углы — двугранные эллиптические псевдоуглы.
Коевклидова грань тетраэдра класса EEEC(4) — трехреберник типа eee(II).

4.3. Классы тетраэдров типа EECC

1. Тетраэдр F класса EECC(0), в силу принятых обозначений, не имеет α-граней.
Род тетраэдра F обозначим EECC(0, 1) (EECC(0, 2)), если F имеет с октантом F ∗

p

два общих ребра, каждое из которых принадлежит граням одного типа (граням раз-
личных типов).

1.1. Коевклидовы грани тетраэдра рода EECC(0, 1) являются трехреберниками
типа eee(I). Двугранный угол при ребре двух эллиптических (коевклидовых) граней
является двугранным эллиптическим псевдоуглом (двугранной ковалианой). Четыре
остальных двугранных угла — двугранные эллиптические флаги.

1.2. Коевклидовы грани тетраэдра рода EECC(0, 2) являются трехреберниками
типа eee(I). Двугранный угол при ребре двух эллиптических (коевклидовых) граней
является двугранным эллиптическим углом (двугранной валианой). Два двугранных
угла при ребрах смежности тетраэдра с октантом F ∗

p являются двугранными эллип-
тическими флагами. Два оставшихся двугранных угла тетраэдра, при его ребрах, не
принадлежащих октанту F ∗

p , — двугранные эллиптические псевдофлаги.

2. Тетраэдр F класса EECC(1) имеет одну α-грань, обозначим его род
EECC(1, E) (EECC(1, C)), если α-грань является эллиптической (коевклидовой).

2.1. Коевклидовы грани тетраэдра рода EECC(1, E) являются трехреберниками
типа eee(I). Двугранный угол при ребре двух эллиптических (коевклидовых) граней



218 Л. Н. РОМАКИНА

является двугранным эллиптическим углом (двугранной ковалианой). Два двугран-
ных угла при ребрах грани смежности тетраэдра с октантом F ∗

p являются двугран-
ными эллиптическими флагами. Два оставшихся двугранных угла тетраэдра, при его
ребрах, не принадлежащих октанту F ∗

p , — двугранные эллиптические псевдофлаги.

2.2. Коевклидова α-грань тетраэдра рода EECC(1, C) является трехреберником
типа eee(II), вторая коевклидова грань — трехреберник типа eee(I). Двугранный угол
при ребре двух эллиптических (коевклидовых) граней является двугранным эллип-
тическим углом (двугранной ковалианой). Два двугранных угла при ребрах грани
смежности тетраэдра с октантом F ∗

p являются двугранными эллиптическими флага-
ми. Два оставшихся двугранных угла тетраэдра при его ребрах, не принадлежащих
октанту F ∗

p , — двугранные эллиптические псевдофлаги.

3. Тетраэдр класса EECC(4) содержит внутри себя абсолют, следовательно, его
двугранный угол при ребре между коевклидовыми (эллиптическими) гранями — дву-
гранная ковалиана (двугранный эллиптический псевдоугол). Остальные четыре дву-
гранных угла — двугранные эллиптические псевдофлаги. Коевклидовы грани тетра-
эдра класса EECC(4) — трехреберники типа eee(II).

4.4. Классы тетраэдров типа ECCC

1. Каждые две пары противоположных ребер тетраэдра класса ECCC(0) равно-
правны: одно из них является ребром смежности коевклидовых граней, а второе —
принадлежит граням различных типов. Значит, по типам граней и углов равноправны
каждые два тетраэдра класса ECCC(0). Угол тетраэдра F класса ECCC(0) при ребре
между коевклидовыми гранями, принадлежащем тетраэдру F ∗

p , является двугранной
ковалианой, а противоположный ему угол — двугранным эллиптическим псевдофла-
гом. Углы при непринадлежащих тетраэдру F ∗

p ребрах между коевклидовыми граня-
ми являются двугранными валианами, а противоположные им углы — двугранными
эллиптическими углами.

2. Тетраэдры класса ECCC(1) различимы по типу α-грани. Род тетраэдра F клас-
са ECCC(1) обозначим ECCC(1, E) (ECCC(1, C)), если его α-грань эллиптическая
(коевклидова).

2.1. В тетраэдре рода ECCC(1, E) грани в коеклидовых плоскостях — трехре-
берники типа eee(I), углы при ребрах между коевклидовыми гранями — двугранные
ковалианы, а углы при ребрах в эллиптической грани — двугранные эллиптические
углы.

2.2. В тетраэдре рода ECCC(1, C) грани в коеклидовых плоскостях, не принадле-
жащие тетраэдру F ∗

p , являются трехреберниками типа eee(I), α-грань — трехреберник
типа eee(II). Углы при ребрах между коевклидовыми гранями являются двугранны-
ми валианами, если эти ребра лежат в грани смежности с тетраэдром F ∗

p . Противопо-
ложные им двугранные углы являются эллиптическими псевдофлагами. Угол между
коевклидовыми гранями при ребре, не лежащем в грани смежности с тетраэдром F ∗

p ,
является двугранной ковалианой, а противоположный ему угол — двугранным эллип-
тическим углом.
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3. Тетраэдр класса ECCC(4) содержит внутри себя абсолют, следовательно, его
двугранные углы между коевклидовыми гранями — двугранные ковалианы, а проти-
воположные им углы — двугранные эллиптические псевдофлаги. Коевклидовы грани
тетраэдра класса ECCC(4) — трехреберники типа eee(II).

5. Заключение

В работе проведена классификация тетраэдров с негиперболическими гранями в
пространстве Ĥ3. Классификация основана на рассмотрении типов плоскостей граней,
количества α-граней и типов содержащих их плоскостей, а также типов образующих
грани тетраэдров трехреберников коевклидовой плоскости.

Следующим этапом в исследовании тетраэдров пространства Ĥ3 может
стать классификация тетраэдров, содержащих гиперболические грани. Она предпо-
лагает исследование всех возможных наборов трехреберников, составляющих грани
в гиперболических плоскостях положительной кривизны. Число классов и родов тет-
раэдров с гиперболическими гранями существенно возрастет по сравнению с тетраэд-
рами с негиперболическими гранями. Это объясняется наличием в гиперболической
плоскости положительной кривизны десяти типов трехреберников.
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Аннотация

Рассматриваются связанные с симметрией свойства замкнутых выпук-
лых многогранников в трёхмерном евклидовом пространстве. Тематика
работы частично относится к задаче обобщения класса правильных (пла-
тоновых) многогранников. Исторически первым таким обобщением были
равноугольно-полуправильные (архимедовы) многогранники. Направле-
ние обобщения правильных многогранников, рассматриваемое автором в
данной работе связано с осями симметрии выпуклого многогранника.

Выпуклый многогранник называется симметричным, если он имеет хо-
тя бы одну нетривиальную ось симметрии. Все оси симметрии многогран-
ника пересекаются в одной точке, которая называется центром многогран-
ника. Все рассматриваемые в работе многогранники являются многогран-
никами с центром.

Ранее были перечислены все многогранники, сильно симметричные
относительно вращения граней, а также метрически двойственные им-
многогранники, сильно симметричные относительно вращения многогран-
ных углов [9] – [15]. Интересно отметить, что среди сильно симметрич-
ных многогранников есть ровно восемь таких, которые не являются даже
комбинаторно эквивалентными архимедовым, или равноугольно полупра-
вильным многогранникам.

По определению, свойство сильной симметричности многогранника
требует глобальной симметричности многогранника относительно каждой
оси симметрии, перпендикулярной грани многогранника. Поэтому пред-
ставляет интерес нахождение более слабых условий симметрии на элемен-
ты многогранника.

Дано новое доказательство локального критерия сильной симметрич-
ности многогранника, которое основано на свойствах осей двух последо-
вательных вращений.

Рассмотрены также два класса многогранников, обобщающих поня-
тие сильно симметричного относительно вращения граней многогранни-
ка: класс многогранников с изолированными несимметричными гранями
и класс многогранников с изолированными несимметричными поясами.

Доказано, что каждый многогранник с изолированными несимметрич-
ными гранями может быть получен путём отсечения вершин или рёбер
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некоторого многогранника, сильно симметричного относительно враще-
ния граней; а каждый многогранник с изолированными несимметричными
поясами-путём надстраивания осесимметричных усечённых пирамид на
некоторых гранях одного из сильно симметричных относительно враще-
ния граней многогранника. При этом в каждом из этих классов существует
многогранник с наибольшим числом граней, не считая двух бесконечных
серий: усечённых призм; усечённых по двум вершинам и удлинённых би-
пирамид.

Ключевые слова: сильно симметричные многогранники, ось вращения,
изолированные несимметричные грани, локально симметричные грани,
изолированные несимметричные пояса граней.

Библиография: 15 наименований.
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Abstract

The paper deals with the symmetry properties of the associated closed
convex polyhedra in three-dimensional Euclidean space. Themes work relates
in part to the problem of generalization class of regular (Platonic) polyhedra.
Historically, the first such generalizations are equiangularly-semiregular (Ar-
chimedean) polyhedra. The direction of generalization of regular polyhedra,
considered by the author in this paper due to the symmetry axes of the convex
polyhedron.

A convex polyhedron is called symmetric if it has at least one non-trivial
symmetry axis. All the axis of symmetry of the polyhedron intersect at one
point called the center of the polyhedron. All considered the polyhedra are
polyhedra with the center.

Previously we listed all polyhedra, strongly symmetrical with respect to
rotation of faces, as well as their dual-metrically polyhedra strongly symmetric
with respect to the rotation polyhedral angles [9]–[15]. It is interesting to
note that among the highly symmetric polyhedra there are exactly eight of
which are not even equivalent to combinatorial Archimedean or equiangularly
semiregular polyhedra.

By definition, the property of strong symmetry polyhedron requires a
global symmetry of the polyhedron with respect to each axis of symmetry
perpendicular to the faces of the polyhedron. It is therefore of interest to find
weaker conditions on the symmetry elements of the polyhedron.

We give a new proof of the local criterion of strong symmetry of the
polyhedron, which is based on the properties of the axes of two consecutive
rotations.

We also consider two classes of polyhedra that generalize the concept of a
strongly rotationally symmetrical faces of: a class of polyhedra with isolated
asymmetrical faces and the class of polyhedra with isolated asymmetrical zone.
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It is proved that every polyhedron with isolated asymmetrical faces can be
obtained by cutting off the vertices or edges of a polyhedron, highly symmetri-
cal with respect to rotation faces; and each polyhedron with isolated asymme-
trical zone by build axially symmetric truncated pyramids on some facets
of one of the highly symmetric with respect to rotation of the faces of the
polyhedron.In each of these classes there are the largest number of polyhedron
faces excluding two infinite series: truncated prisms; truncated on two apex
and elongated bipyramid.

Keywords:strongly symmetric polyhedrons, the axis of rotation, isolated
asymmetrical face, locally symmetric faces, isolated asymmetrical zone.

Bibliography: 15 title.

1. Введение

В данной статье рассмотрены обобщения одного класса сильно симметричных вы-
пуклых многоганников в трёхмерном евклидовом пространстве, а именно, сильно сим-
метричных многогранников относительно вращения граней, [9]–[15]. Эти обобщения
можно рассматривать как расширения класса правильных многогранников. Другие
обобщения правильных многогранников можно найти, например в работах [1]–[6], [8].

Напомним, что замкнутый выпуклый многогранник в E3 называется сильно сим-
метричным относительно вращения граней, если ось вращения каждой грани, пер-
пендикулярная ей и проходящая через её относительную внутреннность, является
осью симметрии всего многогранника; при этом ось вращения предполагается нетри-
виальной и порядок оси вращения не обязательно совпадает с порядком оси вращения
грани, рассматриваемой как фигура, отделённая от многогранника.

В [13] приведён локальный критерий сильной симметричности многогранника в
терминах симметрии звёзд граней:

для того, чтобы многогранник был сильно симметричным относительно вра-
щения граней, необходимо и достаточно, чтобы некоторая нетривиальная ось вра-
щения каждой грани, рассматриваемой как фигура, отделённая от многогранника,
являлась осью вращения звезды этой грани.

Под звездой грани A понимается совокупность грани A и всех граней, имеющих
хотя бы одну общую вершину с A;

В данной статье приводится новое, более простое доказательство указанного ло-
кального критерия, а также даны его применения для некоторых классов многогран-
ников, связанных с сильно симметричными.

2. О локальном критерии сильной симметрично-
сти

Доказательство приведённого выше локального критерия сильной симметрично-
сти можно провести следующим образом.
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Необходимость очевидна.

Докажем достаточность. Сначала покажем, что все локальные оси симметрии
звёзд граней проходят через одну точку. Обозначим O1 — ось вращения некоторой
грани A. Покажем, что все оси граней, принадлежащих звезде грани A, проходят че-
рез одну точку, расположенную на оси O1. Рассмотрим две грани B и C звезды грани
A, эквивалентные относительно O1 и третью грань D с осью вращения O2 той же
звезды, переводящую грань B в грань C . Ось O1 переводит грань C в некоторую
эквивалентную грань E. Но при помощи оси O1 можно вращением перевести грань B
в грань E . Итак, последовательные вращения, переводящие грань B в грань C при
помощи оси O2, а затем грань C — в грань E при помощи оси O1, — два этих вра-
щения эквивалентны одному вращению относительно оси O1. Но как известно, если
два последовательных вращения относительно двух различных осей имеют результи-
рующее вращение, то две первоначальные оси вращения пересекаются в одной точке.
Таким образом, оси вращения граней, входящих в звезду грани A, пересекаются в
одной точке на локальной оси вращения грани A. Рассматривая теперь грань звезды
грани A, имеющую общие элементы с гранями, не входящими в звезду A, аналогич-
ным рассуждением, последовательно переходя к соседним граням, убеждаемся, что
все локальные оси вращения многогранника пересекаются в одной точке.

Далее, для того, чтобы убедиться, что локальное вращение звезды грани A при-
ведёт к самосовмещению всего многогранника, расссмотрим совокупность (эквива-
лентных относительно оси вращения грани A) граней P , Q, R, S,..., принадлежащих
звезде грани A.

Пусть некоторая грань M имеет общие элементы как с гранью P , так и с гранью
Q. Такая грань M всегда существует при достаточно большом числе граней много-
гранника. Так как грани P , Q, R, S,... тоже обладают локальными осями симметрии,
то мы получаем совокупность граней M , N , L,.... По доказанному выше все локаль-
ные оси вращения пересекаются в одной точке и грани M , N , L,... тоже по условию
имеют локальные оси симметрии. Поэтому при вращении вокруг оси, проходящей че-
рез грань A, и при переходе грани P в грань Q, грани Q — в грань R и т.д., грань
M переходит в N , N переходит в L, и т.д. Таким образом, при вращении вокруг оси
грани A самосовмещается не только звезда грани A, но и совокупность граней M , N ,
L,. . . . Продолжая добавлять таким образом грани к уже самосовмещающейся сово-
купности граней, мы получим, что при вращении многогранника вокруг оси грани A
многогранник самосовмещается, то есть локальная ось вращения грани A является
осью вращения всего многогранника. Утверждение доказано. ✷

Заметим, что для случая n-мерных систем Делоне известны условия симметрич-
ности и правильности, найденные в [7].

3. Многогранники с изолированными несимметри-
чными гранями

Всюду в дальнейшем грань многогранника, через которую не проходит локаль-
ная ось вращения её звезды, будем называть несимметричной; в противном случае-
симметричной. Если в звезде некоторой симметричной грани A имеется некоторая
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несимметричная грань F , то под звездой грани A понимается объедиение звёзд гра-
ней A и F , а сама грань A называется локально симметричной.

Далее будут рассматриваться классы многогранников, некоторые грани которых
являются несимметричными и подчинены некоторым условиям. При этом устанавли-
вается, что все такие многогранники могут быть получены из сильно симметричных
многогранников. Несимметричная грань F многогранника называется изолированной,
если все грани, входящие в звезду F , симметричны. Если в многограннике каждая
несимметричная грань изолирована, то многогранник называется многогранником с
изолированными несимметричными гранями.

Справедливо следующее утверждение:

Теорема 1. При условии локальной симметричности каждой симметричной
грани всякий многогранник F с изолированными несимметричными гранями может
быть получен путём усечения вершин или рёбер из некоторого многогранника, силь-
но симметричного относительно вращения граней.Существует многогранник F с
максимальным числом граней 182, причём этот многогранник единственный за ис-
ключением бесконечной серии усечённых призм.

Доказательство. Рассмотрим плоскости, содержащие несимметричные грани.
Будем сдвигать параллельно эти плоскости в направлении внешности многогранника;
при этом будем следить за тем, чтобы локальная симметричность остальных граней
не нарушалась. Осуществляя таким образом параллельные сдвиги плоскостей несим-
метричных граней, мы добьёмся того, что полупространства, определяемые плоско-
стями граней многогранника, образуют многогранник P с локально симметричными
гранями. Из доказанного локального критерия сильной симметричности следует, что
P является сильно симметричным относительно вращения граней. Заметим, что оси
симметрии многогранника P не обязательно совпадают по числу и по порядку с осями
симметрии первоначального многогранника F . Осуществляя теперь обратный парал-
лельный сдвиг первоначальных плоскостей, мы получим данный многогранник F с
изолированными симметричными гранями.

Для того, чтобы указать многогранник с изолированными симметричными граня-
ми и с максимальным числом граней, нам необходимо выбрать сильно симметричный
многогранник с наибольшим числом вершин и граней. Таким многогранником, соглас-
но [10] является усечённый икосододекаэдр. Производя на этом многограннике наи-
большее число возможных усечений вершин или рёбер, получим, что искомое число
получается усечением вершин усечённого икосододекаэдра, т.е 182. Теорема доказана.
✷

4. Многогранники с изолированными поясами
Поясом P несимметричных граней выпуклого многогранника в трёхмерном евкли-

довом пространстве называется такая последовательность несимметричных граней,
что каждые две соседние грани имеют только одно общее ребро — соединительное;
последняя грань пояса также имеет только одно общее ребро с первой гранью. Поми-
мо соединительных рёбер имеются две компоненты связности множества рёбер пояса
P .
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Первая компонента — рёбра, которые предполагаются образующими стороны не-
которой грани G. Это множество — внутренняя граница пояса.

Вторая компонента — множество рёбер, не являющихся ни соединительными, ни
внутренними; рёбра второй компоненты образуют внешнюю границу пояса, которую
будем предполагать плоским многоугольником, каждая сторона которого является
ребром грани, не входящей ни в один пояс; причём различные рёбра внешней границы
входят в границу различных граней.

Грань G многогранника при этом называется изолированной поясом P граней.
Совокупность грани G и её изолирующего пояса называется островом. Звездой ост-
рова S называется остров S вместе со всеми гранями, имеющими некоторые вершины
общими с вершинами S.

Теорема 2. Всякий выпуклый многогранник F с максимальным числом изоли-
рованных поясов такой, что через каждую изолированную поясом грань G проходит
локальная ось симметрии звезды острова, может быть получен из одного из сильно
симметричных относительно вращения многогранников [15] путём последователь-
ного надстраивания над некоторыми гранями усечённых осесимметричных пирамид.
Существует ровно три таких многогранника с максимальным числом граней, рав-
ным 182, не считая бесконечные серии усечённых призм и удлинённых усечённых
бипирамид.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1 рассмотрим плоскости,
содержащие изолированные, но уже локально симметричные грани. Будем сдвигать
параллельно эти плоскости, следя за тем, чтобы не нарушалась локальная симметрич-
ность островов. Указанным параллельными переносами мы добьёмся того, что оста-
нутся только внешние границы поясов. Каждая полученная внешняя граница, оче-
видно, является границей некоторой грани. Таким образом, применяя локальный кри-
терий симметричности, видим, что полученный многогранник является сильно сим-
метричным относительно вращения граней. Осуществляя теперь построение усечён-
ных пирамид с осью симметрии грани, получим первоначальный многогранник. Для
доказательства второй части теоремы снова рассмотрим усечённый икосододекаэдр–
многогранник сильно симметричный и с максимальным числом граней. Усечённые
пирамиды здесь можем надстраивать либо над 4-уголными, либо над 6-угольными,
либо над 10-угольными гранями. В трёх этих случаях получаем одно и то же число
граней – 182. Теорема доказана. ✷

Заключение

Полученные классы многогранников с изолированными несимметричными граня-
ми и изолированными несимметричными поясами расширяют класс сильно симмет-
ричных относительно вращения граней многогранников и относятся к многогранни-
кам с центром. Условия локальной симметрии на симметричные грани полностью
характеризуют эти классы в классе выпуклых многогранников.Следует отметить,
что если не ограничиваться условием выпуклости многогранников с изолированными
несимметричными поясами, а локальные условия симметрии оставить такими же, как
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и в случае выпуклых многогранников, то получим класс симметричных невыпуклых
многогранников нулевого рода.
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Аннотация

В работе изложены основы теории арифметических сумм и осцилля-
торных интегралов от многочленов Бернулли, аргумент в которых являет-
ся вещественной функцией с определенными дифференциальными свой-
ствами.

Проводится аналогия с методом тригонометрических сумм И. М. Ви-
ноградова.

Во введении приведены задачи теории чисел и математического анали-
за, которые имеют дело с изучением указанных выше сумм и интегралов.

Исследование арифметических сумм существенно использует функци-
ональное уравнение типа теоремы Гаусса умножения для гамма-функции
Эйлера.

Получены оценки индивидуальных арифметических сумм, найдены
показатели сходимости их средних значений. В частности, решаются ана-
логи проблем Хуа Ло-кена для одномерных сумм и интегралов.
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Abstract

The paper presents the fundamentals of the theory of arithmetic sums
and oscillatory integrals of polynomials Bernoulli, an argument that is the
real function of a certain differential properties.

Drawing an analogy with the method of trigonometric sums I. M. Vinogra-
dov.

The introduction listed problems in number theory and mathematical ana-
lysis, which deal the study of the above mentioned sums and integrals.

Research arithmetic sums essentially uses a functional equation type Gauss
theorem for multiplication of the Euler gamma function.

Estimations of the individual arithmetic the amounts found indicators of
convergence of their averages. In particular, the problems are solved analogues
Hua Loo-Keng for one-dimensional integrals and sums.

Keywords: arithmetic sum oscillatory integrals, polynomials Bernoulli,
Gauss theorem for multiplication of the Euler gamma function, functional
equation, the average values of the convergence exponent arithmetic sums and
oscillatory integrals, Vinogradov’s method of trigonometric sums, problems
Hua Loo-Keng.
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1. Введение

В настоящей работе рассматриваются арифметические суммы вида

∑

x̄∈Ω
f(x̄)g(P (x̄)),

где Ω — дискретное множество в Rn, f(x̄), P (x̄) — функции действительного аргумента
и g(x) — периодическая функция с периодом 1; и осцилляторные интегралы вида

∫
. . .

∫

Π

f(x̄)g(P (x̄)) dx̄,

где x̄ ∈ Π ⊂ Rn.

Типичным примером осцилляторного интеграла является преобразование Фурье

+∞∫

−∞

f(x)e−2πixy dx.

Обсудим идеи и задачи теории чисел и анализа, которые дают возможность ис-
следовать арифметические суммы и осцилляторные интегралы.
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1.1. Теорема Гаусса умножения для гамма-функции Эйлера

В 1812 г. К. Ф. Гаусс доказал, что при любом x > 0 и любом натуральном n
справедлива формула

Γ(x) = nx−1/2(2π)−(n−1)/2
n−1∏

s=0

Γ((x+ s)/n).

Ранее при x = 1 эта формула была найдена Л. Эйлером. Подобный вид имеет формула
Л. Эйлера из элементарной тригонометрии

sinx = 2n−1 ·
n−1∏

s=0

sin

(
x+ sπ

n

)

1.2. Функциональное уравнение

Теоремы умножения приводят к функциональному уравнению вида

F (nx) = ns−1
n−1∑

k=0

F

(
x+

k

n

)
.

При s = 1 и нецелых значениях x этому уравнению удовлетворяют следующие функ-
ции

F (x) = log (2| sin πx|) = −
∞∑

s=1

cos 2πsx

s
,

F (x) = ρ(x) =
1

2
− {x} =

∞∑

s=1

sin 2πsx

πs
.

Для любого натурального s многочлены Бернулли удовлетворяют функциональ-
ному уравнению вида

Bs(nx) = ns−1
n−1∑

k=0

Bs

(
x+

k

n

)
,

где многочлены Bs(x) определяются производящей функцией

tetx

et − 1
=

∞∑

s=0

Bs(x)t
s

s!
, Bs(x) =

s∑

t=0

(s
t

)
Bkx

s−t, B0(x) = 1,

причем числа Бернулли Bn находятся из соотношений

t

et − 1
=

∞∑

n=0

Bnt
n

n!
,

n+1∑

s=1

(
n+ 1

s

)
Bn+1−s = 0, B0 = 1.
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1.3. Число классов квадратичных форм

Пусть q — простое число, q ≡ 3 (mod 4). Тогда

H =

q−1∑

n=1

ρ

(
n2

q

)
=

1

2

q−1∑

m=1

(
1 +

(
m

q

))
ρ

(
m

q

)
= − 1

2q

q−1∑

m=1

m

(
m

q

)
,

и число 2H будет нечетным. Действительно,

2Hq =
∑

N

N −
∑

R

R,

где R и N пробегают соответственно последовательности квадратичных вычетов и
невычетов из приведенной системы вычетов по модулю q. Следовательно,

2Hq ≡
∑

N

N +
∑

R

R =
q(q − 1)

2
≡ 1 (mod 2).

Пусть, теперь, простое число q сравнимо с 1 по модулю 4. Тогда

H =

q−1∑

n=1

log

(
2 sin

πn2

q

)
=

1

2

q−1∑

m=1

(
m

q

)
log

(
2 sin

πm

q

)
=

1

2
logQ,

где

Q =

∏
N
sinπN/q

∏
R

sinπR/q

Дирихле доказал, что Q 6= 1.

1.4. Нули дзета-функции Римана

Для всех x ∈ [0, 1] определим функцию

G(x) =

N∑

q=1

ρ(qx)M(N/q),

где M(X) =
∑

n≤X µ(n) и µ(n) — функция Мёбиуса.
Э. Ландау доказал, что гипотеза Римана справедлива тогда и только тогда, когда

для всякого ε > 0 имеем оценку

I = I(N) =

1∫

0

G2(x) dxlN1+ε.

Н. П. Романов заметил, что квазириманова гипотеза об отсутствии нулей ζ(s) в
области ℜs > Θ эквивалентна оценке I(N)lN2Θ+ε. В частности, отсутствие нулей ζ(s)
на единичной прямой следует из оценки I(N) = o(N2).
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Дадим вариант метода Адамара доказательства отсутствия нулей дзета-функции
Римана на единичной прямой ℜs = σ = 1 (по диссертации О. В. Попова).

От противного: пусть s0 = 1 + it0 — нуль ζ(s), t0 6= 0. Тогда при σ → 1 + 0 имеем

ζ ′(σ + it0)

ζ(σ + it0)
=

1

σ − 1
+O(1),−ζ

′(σ)
ζ(σ)

=
1

σ − 1
+O(1).

Следовательно,

ϕ1(σ) = −ζ
′(σ)
ζ(σ)

−ℜζ
′(σ + it0)

ζ(σ + it0)
= O(1)

аналитическая функция при σ > 1 в некоторой окрестности точки σ = 1.
Для σ > 1 определим действительную функцию

ϕ2(σ) = −ζ
′(σ)
ζ(σ)

+ ℜζ
′(σ + 2it0)

ζ(σ + 2it0)
.

При σ > 1 находим

ϕ2(σ) =
∞∑

n=2

Λ(n)

nσ
(1− cos (2t0 log n)) =

∞∑

n=2

Λ(n)

nσ
(2 sin2 (t0 log n)) =

= 2
∞∑

n=2

Λ(n)

nσ
(1− cos (t0 log n))(1 + cos (t0 log n)) ≤

≤ 4
∞∑

n=2

Λ(n)

nσ
(1 + cos (t0 log n)) = −4

(
ζ ′(σ)
ζ(σ)

+ ℜζ
′(σ + it0)

ζ(σ + it0)

)
= 4ϕ1(σ).

Таким образом функция ϕ2(σ) является аналитической при σ > 1 в некоторой окрест-
ности точки σ = 1. Это означает, что простой полюс с вычетом, равным 1, ζ(s) в точке
s = 1 уничтожается полюсом ζ(s+2it0) в точке s = 1. Но для s = 1 последняя функция
не имеет полюса. Это противоречие доказывает, что на прямой ℜs = 1 дзета-функция
Римана не имеет нулей. Неравенства 0 ≤ ϕ2(σ) ≤ 4ϕ1(σ) дают возможность получить
современную границу нулей ζ(s).

1.5. Целые точки в круге и под гиперболой
Точка (x, y) с целыми координатами называется целой точкой на плоскости xOy.

Число целых точек с положительными координатами под равнобочной гиперболой
xy = N обозначим символом L(N).

Из геометрических соображений Л.Дирихле вывел

L(N) =
∑

n≤
√
N

[
N

n

]
− [

√
N ]2.

Далее, используя формулу Эйлера суммирования значений функции по целым точ-
кам, найдем

L(N) = N(lnN + 2γ − 1) + ∆H(N) +O(1),∆H(N) = 2
∑

n≤
√
N

ρ(N/n).
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Аналогично для числа K(R) целых точек в круге x2 + y2 ≤ R2 имеем

K(R) = 1 + 4[R] + 8
∑

0<x≤R/
√
2

[
√
R2 − x2]− 4[R/

√
2]2 =

= πR2 +∆K(R) +O(1),∆K(R) = 8
∑

0<x≤R/
√
2

ρ(
√
R2 − x2).

И. М. Виноградов [1], используя элементарный метод, доказал, что если на отрезке
[Q,R] справедливы неравенства

1

A
≤ |f ′′(x)| ≤ k

A
,A > 2, k ≥ 1,

то имеем ∑

Q<x≤R
ρ(f(x)) ≤ (2k2(R −Q) lnA+ 8kA)A−1/3.

Отсюда находим ∆H(N)lN1/3 ln2N,∆K(R)lR
2/3 lnR.

1.6. Квадратурные формулы

Пусть f(x) имеет неубывающую неотрицательную производную на отрезке [0, 1].
Тогда

1∫

0

f(x) dx =
1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
+

1

2n
(f(1)− f(0)) +Rn,

где

Rn =
1

n

1∫

0

ρ(nx)f ′(x) dx, |Rn| ≤
f ′(1)
8n2

.

Действительно, преобразуем Rn. Находим

nRn =

1∫

0

ρ(nx)f ′(x) dx =
1

2
(f(1)− f(0))− n

1∫

0

x df(x) +

1∫

0

[nx]df(x) =

=
1

2
(f(1)− f(0))− nf(1) + n

1∫

0

f(x) dx+
n∑

k=1

k

k/n∫

(k−1)/n

df(x) =

=
1

2
(f(1)− f(0))− nf(1) +

1∫

0

f(x) dx+
n∑

k=1

k(f(k/n)− f((k − 1)/n)) =

=

1∫

0

f(x) dx−
n∑

k=1

f(k/n)− f(1)− f(0)

2
.

Далее применим вторую теорему о среднем. Получим |Rn| ≤ f ′(1)
8n2 .

Перейдем к изложению результатов работы.
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2. Осцилляторные интегралы

Здесь мы находим оценки интегралов от “зубчатой” функции

ρ(x) = 0, 5− {x},

где {x} — дробная часть числа x. Рассмотрим интеграл от вещественной функцией
f(x) вида

I = I(f) =

b∫

a

ρ(f(x)) dx.

Предположим сначала, что f(x) имеет монотонную производную на отрезке [a, b] и при
некоторой постоянной A > 0 на всем отрезке [a, b] справедливо неравенство f ′(x) ≥ A.
Тогда по второй теореме о среднем значении интеграла находим |I| ≤ (8A)−1.

Далее, пусть для любого x из отрезка [a, b] выполняется неравенство f ′′(x) ≥ B >
0. Тогда, применяя предыдущую оценку I, получим |I| ≤

√
2B−1/2.

Автор поставил задачу о выводе подобных оценок для функций f(x), имеющих
производные более высокого порядка. Следующее утверждение по оценкам осцилля-
торных интегралов принадлежат М. Ш. Шихсадилову.

Теорема 1. Пусть при некотором A > 0 и некотором натуральном n > 1 для
всех x из отрезка [0, 1] имеем |f (n)(x)| ≥ A. Тогда справедлива оценка

|I| =

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

ρ(f(x)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ min {1; 4nA−1/n}.

В основе ее доказательства лежит следующий результат [4, 6].

Лемма 1. Пусть при 0 < x < 1 вещественная функция f(x) имеет производную
n-го порядка (n > 1), причем при некотором A > 0 для всех x из отрезка [0, 1]
выполняется неравенство

|f (n)(x)| ≥ A.

Пусть, также, E обозначает множества точек из отрезка [0, 1], для которых
|f ′(x)| ≤ B. Тогда для меры µ = µ(E) этого множества справедлива оценка

µ ≤ (2n− 2)(BA−1)1/(n−1).

Покажем неулучшаемость оценки теоремы 1 по параметрам A и n.

Лемма 2. Пусть вещественная функция f(x) = αxn, α > 1, задана на отрезке
[0, 1]. Тогда для интеграла I справедлива оценка снизу

|I| =

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

ρ(αxn)) dx

∣∣∣∣∣∣
≥ 1

6
α−1/n.
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Имеем A = n!α и для любого x из отрезка [0, 1] находим f (n)(x) = A. Далее
получаем

I =

1∫

0

ρ(αxn) dx =
1

n
α−1/n

α∫

0

ρ(y)
dy

y1−1/n
.

Оценим снизу величину I. Представляя I в виде знакочередующегося ряда, имеем
неравенство

I ≥ 1

n
α−1/n

1∫

0

0, 5 − y

y1−1/n
dy =

n

2
− n

n+ 1
≥ n

6
.

Следовательно,

|I| ≥ 1

6
α−1/n.

✷

Теорема 2. Пусть n ≥ 1, α0, α1, . . . , αn — вещественные числа, и пусть

f(x) = αnx
n + · · ·+ α1x+ α0, βr(x) = f (r)(x)/r!, r = 1, . . . , n,

H = H(ᾱ) = H(αn, . . . , α1, α0) = min
a≤x≤b

max
1≤r≤n

|βr(x)|1/r ,

J =

b∫

a

ρ(f(x)) dx.

Тогда для интеграла J справедлива оценка

|J | ≤ min
(
b− a; 4en2H−1

)
.

Доказательство. По своей схеме оно близко к доказательству утверждений из
[4, 6, 16, 18].

Имеем βn(x) = αn. Если |αn| ≥ Hn, то на всем отрезке [a, b] справедливо неравен-
ство |f (n)(x)| ≥ n!Hn и по теореме 1 находим

|J | ≤ min {b− a; 4n(n!)−1/nH−1} ≤ min {b− a; 4eH−1}.

Предположим, что |αn| < Hn. Тогда рассмотрим βn−1(x) = nαnx+ αn−1.
Если для всех x из [a, b] имеем, что |βn−1(x)| ≥ Hn−1, т.е. |f (n−1)(x)| ≥ (n−1)!Hn−1,

то по теореме 1 получаем |J | ≤ min {b− a; 4eH−1}.
Если же найдутся точки x из [a, b], для которых |βn−1(x)| < Hn−1, то они образуют

один интервал, а оставшееся множество образует на более двух промежутков ∆, на
каждом из которых имеет место искомая оценка

∣∣∣∣∣∣

∫

∆

ρ(f(x)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ min (|∆|; 4eH−1).

Далее, подобным образом рассуждаем с коэффициентами βn−2(x), . . . , β1(x). В ре-
зультате этой процедуры получим не более 2 + 3 + · · ·+ n < n2 отрезков ∆ таких,что
для любого ∆ найдется r с условием |βr(x)| ≥ Hr.
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Покажем, что для любой точки γ ∈ (a, b) найдется отрезок ∆ полученный в ре-
зультате предыдущей процедуры, которому точка γ принадлежит.

Из определения величины H имеем H ≤ max
1≤r≤n

|βr(γ)|1/r , то есть найдется s, 1 ≤
s ≤ n, такое, что |βs(γ)| ≥ Hs. Тем самым точка γ будет принадлежать одному из
отрезков ∆, построенных на s-м шаге рассматриваемой выше процедуры.

Таким образом

|J | ≤
∑

∆∈[a,b]

∣∣∣∣∣∣

∫

∆

ρ(f(x)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∑

∆∈[a,b]
min (|∆|; 4eH−1) ≤ min (b− a; 4en2H−1).

✷

Рассмотрим среднее значение θ = θ(k; ρ) осцилляторного интеграла от ρ-функции
с многочленом в аргументе, имеющее вид

θ =

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

ρ(αnx
n + · · ·+ α1x+ α0) dx

∣∣∣∣∣∣

2k

dαn . . . dα1dα0.

Из теоремы 2 следует теорема 3 о показателе сходимости интеграла θ(k; ρ).

Теорема 3. Интеграл θ(k; ρ) сходится при 2k > n2+n
2 + 1 и расходится при

2k ≤ n2+n
2 + 1.

Для показателя сходимости среднего значения интеграла от ρ-функции с “выщерб-
ленным” многочленом f(x) в аргументе справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть r, . . . ,m, n ∈ N, 1 ≤ r < · · · < m < n, r + · · · + m + n <
(n2 + n)/2, f(x) = αnx

n + αmx
m · · · + αrx

r + α0, и пусть ϑ = ϑ(k; ρ; f) =

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

ρ(f(x)) dx

∣∣∣∣∣∣

2k

dαndαm . . . dαrdα0.

Тогда интеграл ϑ сходится при 2k > n+m+· · ·+r и расходится при 2k ≤ n+m+· · ·+r.

Приведем еще две оценки осцилляторных интегралов. Первая оценка является
аналогом виноградовской оценки тригонометрического интеграла, а вторая — анало-
гом оценки кратного тригонометрического интеграла, найденной автором.

Теорема 5. Пусть f(x) = αnx
n+· · ·+α1x+α0 — многочлен с действительными

коэффициентами, α = max {|αn|, . . . , |α1|}. Тогда для интеграла

I1 =

1∫

0

ρ(f(x)) dx

имеем
|I1| ≤ min {1; 8eα−1/n}.
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Теорема 6. Пусть α — наибольший из модулей коэффициентов α(t1, . . . . . . , tr)
при t1 + · · ·+ tr ≥ 1 многочлена

F (x1, . . . , xr) =
∑

0≤t1,...,tr≤n
α(t1, . . . , tr)x

t1
1 . . . x

tr
r .

Тогда для интеграла

Ir =

1∫

0

. . .

1∫

0

ρ(F (x1, . . . , xr)) dx1 . . . dxr

имеем
|Ir| ≤ min {1; (8e)rα−1/n lnr−1 (α+ 2)}.

3. Полные рациональные арифметические суммы
Далее изучим суммы с многочленом Бернулли первой степени

ρ(x) = 1/2 − {x},

где {x} — дробная часть числа x. Сначала рассмотрим полные рациональные ариф-
метические суммы вида

S = S

(
f(x)

q

)
=

q∑

x=1

ρ

(
f(x)

q

)
,

где q > 1 — целое число, f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 — многочлен с целыми коэффи-

циентами и (an, . . . , a1, q) = 1.
Сформулируем аналог оценки полной рациональной тригонометрической суммы,

найденный Хуа Ло-кеном.

Теорема 7. Справедлива следующая оценка

|S| << q1−1/n.

Для оценки модуля таких сумм весьма полезной является формула умножения
для многочленов Бернулли первой степени.

Лемма 3. Пусть n — натуральное число, (a, n) = 1. Тогда для любого веще-
ственного числа x имеем

ρ(nx) = ρ(x) + ρ
(
x+

a

n

)
+ · · ·+ ρ

(
x+

a(n − 1)

n

)
.

Доказательство. Левая и правая части равенства имеют период, равный 1/n.
Действительно,

ρ

(
n

(
x+

1

n

))
= ρ(nx+ 1) = ρ(nx);
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n−1∑

m=0

ρ
(
x+

am

n

)
=

n−1∑

m=0

ρ
(
x+

m

n

)
,

поскольку am пробегает полную систему вычетов по модулю n при (a, n) = 1, если m
пробегает полную систему вычетов по модулю n; далее

n−1∑

m=0

ρ

(
x+

1

n
+
m

n

)
=

n−1∑

m=0

ρ

(
x+

m+ 1

n

)
=

n−1∑

m=0

ρ
(
x+

m

n

)
.

Поэтому достаточно доказать равенство при 0 ≤ x < 1/n. Имеем

n−1∑

m=0

ρ
(
x+

m

n

)
=

n−1∑

m=0

(
1

2
− x− m

n

)
=

(
1

2
− x

)
n−

n−1∑

m=0

m

n
=

(
1

2
− x

)
n− n− 1

2
=

1

2
− nx = ρ(nx).

Лемма доказана. ✷

Лемма 4. Пусть (q1, q2) = 1, f(x) = anx
n+ . . . a1x+a0 = g(x)+a0 — многочлены

с целыми коэффициентами. Тогда справедливо равенство

S

(
f(x)

q1q2

)
= S

(
q−1
2 g(q2x1)

q1
+
q−1
1 g(q1x2)

q2
+

a0
q1q2

)
, (1)

где x, x1, x2 пробегают соответственно полные системы вычетов по модулям q1q2,
q1, q2.

Доказательство. Пусть x1 и x2 пробегают независимо соответственно полные
системы вычетов по модулям q1 и q2. Тогда x вида

x ≡ q2x1 + q1x2 (mod q1q2)

пробегает полную систему вычетов по модулю q1q2 и наоборот.
Отсюда находим

g(x) ≡ g(q2x1) + g(q1x2) (mod q1q2),

что немедленно приводит к искомому равенству. ✷

Лемма 5. Пусть p — простое число, g(x) — многочлен с целыми коэффициента-
ми, a — корень кратности m сравнения g(x) ≡ 0 (mod p), и пусть u — наибольшая
степень числа p, делящая все коэффициенты многочлена h(x) = g(px+a). Тогда число
корней сравнения

p−uh(x) ≡ 0 (mod p)

с учетом их кратностей не превосходит m.

Доказательство. См., например, в [18], с. 55, лемма 2. ✷
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Лемма 6. Пусть p — простое число, f(x) = anx
n+ · · ·+ a1x+ a0 — многочлен с

целыми коэффициентами, (an, . . . , a1, p) = 1, и пусть u — наивысшая степень числа
p, делящая все коэффициенты многочлена g(x) = f(λ+ px) − f(λ). Тогда имеем 1 ≤
u ≤ n.

Доказательство. См., например, [18], с. 56, лемма 3. ✷
Пусть p — простое число, l ≥ 2 — натуральное число,

f(x) =

n∑

k=0

akx
k, (an, . . . , a1, p) = 1.

Рассмотрим сначала случай, когда p превосходит степень многочлена f, то есть p > n.

Представим сумму S
(
f(x)
pl

)
в виде

S

(
f(x)

pl

)
=

p∑

ξ=1

Sξ, Sξ =

pl∑

x=1
x≡ξ (mod p)

ρ

(
f(x)

pl

)
. (2)

Имеем следующее утверждение.

Лемма 7. Пусть f ′(ξ) 6≡ 0 (mod p). Тогда Sξ = ρ
(
f(ξ)
p

)
.

Доказательство. Имеем

Sξ =

pl−1∑

y=1

y≡ξ (mod p)

p−1∑

z=0

ρ

(
f(y + pl−1z)

pl

)
=

=

pl−1∑

y=1

y≡ξ (mod p)

p−1∑

z=0

ρ

(
f(y)

pl
+
f ′(y)z
p

)
. (3)

Воспользуемся леммой 3. Найдем

Sξ =

pl−1∑

y=1

y≡ξ (mod p)

ρ

(
f(y)

pl−1

)
.

Повторяя эту процедуру l − 2 раза, получим утверждение леммы 7. ✷

Лемма 8. Пусть f ′(ξ) ≡ 0 (mod p). Тогда

Sξ =

pl−1∑

y=1

y≡ξ (mod p)

ρ

(
f(y)

pl

)
p = p

pl−2∑

y=1

ρ

(
f(ξ + py)

pl

)
.

Доказательство. Из равенства (3) получим утверждение леммы 7. ✷
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Теорема 8. Пусть n ≥ 2 — целое число, f(x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0 — многочлен

с целыми коэффициентами, (an, . . . , a1, p) = 1, p > n — простое число и l — натураль-
ное число, и пусть j — наименьшая длина цепочки показателей (u1, u2, . . . ). Тогда,
если u1 + · · · + uj ≥ l, u1 + · · ·+ uj + uj−1 = l − 1 то имеем оценку

∣∣∣∣S
(
f(x)

pl

)∣∣∣∣ ≤ n2pl−j−1/2;

если же u1 + · · ·+ uj ≥ l, u1 + · · ·+ uj + uj−1 < l − 1, то имеем
∣∣∣∣S
(
f(x)

pl

)∣∣∣∣ ≤ npl−j.

Пусть кратность корня ξ сравнения f ′(x) ≡ 0 (mod p) равна n > m ≥ 1 и u1 —
наивысшая степень числа p, делящая все коэффициенты многочлена

f(ξ + py)− f(ξ) = pu1f1(y) =

n∑

k=1

f (k)(ξ)

k!
(py)k.

Из леммы 6 следует, что 2 ≤ u1 ≤ n.
При l ≤ u1 по лемме 8 получим

Sξ = pl−1ρ

(
f(ξ)

pl

)
. (4)

Далее, пользуясь леммой 8, при l > u1 находим

Sξ = p

pl−2∑

y=1

ρ

(
f(ξ)

pl
+
f1(y)

pl−u1

)
.

Представим y в виде y = z + pl−u1t, где 1 ≤ z ≤ pl−u1 , 0 ≤ t ≤ pu1−2 − 1. Тогда сумма
Sξ примет вид

Sξ = pu1−1
pl−u1∑

z=1

ρ

(
f(ξ)

pl
+
f1(z)

pl−u1

)
.

При l > u1 преобразуем сумму Sξ, если f ′(ξ) ≡ 0 (mod p). Имеем

Sξ = pu1−1
p∑

ξ1=1

Sξ,ξ1 , Sξ,ξ1 =

pl−u1∑

z=1
z≡ξ1 (mod p)

ρ

(
f(ξ)

pl
+
f1(z)

pl−u1

)
.

Пусть сначала f ′1(ξ1) 6≡ 0 (mod p). Тогда аналогично предыдущему получим

Sξ,ξ1 = ρ

(
f(ξ)

pu1−1
+
f1(ξ1)

p

)
.

Пусть теперь f ′1(ξ1) ≡ 0 (mod p), кратность корня ξ1 равна m1 и pu2 — наивысшая
степень числа p, делящая все коэффициенты многочлена

f1(pt+ ξ1)− f1(ξ1) = pu2f2(t).
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Из лемм 7 и 8 имеем 2 ≤ u2 ≤ u1 ≤ n,m2 ≤ m1.
При l ≤ u1 + u2 найдем

Sξ,ξ1 = pu1−1
pl−u1−1∑

t=1

ρ

(
f(ξ)

pl

)
= pl−2ρ

(
f(ξ)

pl

)
.

При l > u1 + u2 по лемме 8 получим

Sξ,ξ1 =

pl−u1∑

z=1
z≡ξ1 (mod p)

ρ

(
f(ξ)

pl
+
f1(z)

pl−u1

)
=

= p

pl−u1−2∑

t=1

ρ

(
f(ξ)

pl
+
f1(ξ1)

pl−u1
+

f2(t)

pl−u1−u2

)
=

= pu2−1
pl−u1−u2∑

t=1

ρ

(
f(ξ)

pl
+
f1(ξ1)

pl−u1
+

f2(t)

pl−u1−u2

)
.

Продолжая предыдущие рассмотрения, получим наборы корней сравнений
(ξ, ξ1, . . .) и отвечающий каждому из этих наборов единственный набор показателей
(u1, u2, . . . , ut), где величина t = t(ξ, ξ1, . . .) определяется с помощью соотношений

u1 + · · · + ut ≥ l > u1 + · · ·+ ut−1,

причем из леммы 5 имеем, что количество наборов показателей (u1, . . . , ut) не превос-
ходит степени n многочлена f(x) и справедливы неравенства

n ≥ u1 ≥ u2 ≥ . . . ≥ ut ≥ 2.

Из этих неравенств имеем t ≥ l/n.
Собирая вместе полученные результаты, находим

S

(
f(x)

pl

)
=

∑

(ξ,ξ1,ξ2,...,ξt)




t−1∑

s=0

pu1+···+us−s
pl−u1−···−us∑

y=1

f ′s(y)6≡0 (mod p)

1×

×ρ
(
f(ξ)

pl
+
f1(ξ1)

pl−u1
+ · · · + fs−1(ξs−1)

pl−u1−···−us−1
+

fs(y)

pl−u1−···−us

)
+

+ pl−tρ

(
f(ξ)

pu1+···+ut−1
+

f1(ξ1)

pu2+···+ut−1
+ · · ·+ ft(ξt)

p

))
.

Отсюда, используя лемму 7, получим

S

(
f(x)

pl

)
=

∑

(ξ,ξ1,ξ2,...,ξt)




t−1∑

s=0

pu1+···+us−s
p∑

y=1

f ′s(y)6≡0 (mod p)

1×
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×ρ
(
f(ξ)

pl
+
f1(ξ1)

pl−u1
+ · · ·+ fs−1(ξs−1)

pl−u1−···−us−1
+
fs(y)

p

)
+

+ pl−tρ

(
f(ξ)

pu1+···+ut−1
+

f1(ξ1)

pu2+···+ut−1
+ · · ·+ ft(ξt)

p

))
.

Следовательно,

∣∣∣∣S
(
f(x)

pl

)∣∣∣∣ ≤
∑

(ξ,ξ1,ξ2,...,ξt)

(
t−1∑

s=0

pu1+···+us−s(n− 1)(
√
p ln p+ 1) + 0, 5pl−t

)
≤

≤
∑

(ξ,ξ1,ξ2,...,ξt)

(
t−1∑

s=0

pl−t−2s(n− 1)(
√
p ln p+ 1) + 0, 5pl−t

)
≤

≤ (n− 1)2pl−
l
n .

✷

Пусть n ≥ 2, f(x) = anx
n+ · · ·+ a1x+ a0 — многочлен с целыми коэффициентами,

p — простое число и (an, . . . , a1, p) = 1. Назовем средним значением σp = σp(k; ρ; f)
полной рациональной арифметической суммы

S

(
f(x)

ps

)
=

ps∑

x=1

ρ

(
f(x)

ps

)

выражение вида

σp = 1 +

+∞∑

s=1

A(ps), A(ps) =

ps−1∑

an=0

· · ·
ps−1∑

a1=0

ps−1∑

a0=0
(an,...,a1,p)=1

∣∣∣∣p
−sS

(
f(x)

ps

)∣∣∣∣
2k

.

Теорема 9. Ряд σp сходится при 2k > (n2 + n)/2 + 1 и расходится при 2k ≤
(n2 + n)/2 + 1.

Пусть fg(x) = anx
n + amx

m + · · · + arx
r + a0 — “выщербленный” многочлен с

целыми коэффициентами, 1 ≤ r < · · · < m < n, r + · · · +m + n < (n2 + n)/2, и пусть
ς = ς(k; ρ; fg) — среднее значение полной рациональной арифметической суммы от
ρ-функции с “выщербленным” многочленом fg(x) в аргументе, то есть

ςp = 1 +

+∞∑

s=1

A(ps), A(ps) =

ps−1∑

an=0

ps−1∑

am=0

· · ·
ps−1∑

ar=0

ps−1∑

a0=0
(an,am,...,ar ,p)=1

∣∣∣∣p
−sS

(
fg(x)

ps

)∣∣∣∣
2k

.

Теорема 10. Ряд ςp сходится при 2k > n +m+ · · · + r и расходится при 2k ≤
n+m+ · · · + r.

Приведем оценку модуля полной рациональной кратной арифметической суммы
с ρ-функцией, аргумент которой является многочленом от нескольких переменных.
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Теорема 11. Пусть n, α ≥ 2 — натуральные числа, p — простое число,

F (x1, . . . , xr) =

n∑

t1=0

· · ·
n∑

tr=0

a(t1, . . . , tr)x
t1
1 . . . x

tr
r

многочлен с целыми коэффициентами, взаимно простыми в совокупности с p, ис-
ключая свободный член a(0, . . . , 0). Тогда имеем оценку

∣∣∣∣S
(
F (x1, . . . , xr)

pα

)∣∣∣∣ ln,r(α+ 1)r−1pα(r−1/n).

4. Средние значения арифметических сумм
Пусть f(x) = α0+α1x+· · ·+αnxn — многочлен с вещественными коэффициентами

степени n. Рассмотрим сумму вида

S = S(ᾱ) = S(α0, α1, . . . , αn) =
∑

x≤P
ρ(α0 + α1x+ · · · + αnx

n),

где P ≥ 1, ρ(x) = 1
2 − {x} и {x} — дробная часть числа x.

Функция S(α0, α1, . . . , αn) является периодической по каждой переменной αs, 0 ≤
s ≤ n, с периодом 1, поэтому ее достаточно рассматривать внутри (n + 1)-мерного
единичного куба Πn = Πn(h0, h1, . . . , hn) вида

h0 ≤ α0 < h0 + 1, . . . , hn ≤ αn < hn + 1.

Интеграл J = J(P ;n, k) вида

J =

1∫

0

. . .

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

∑

x6P

ρ(α0 + α1x+ · · ·+ αnx
n)

∣∣∣∣∣∣

2k

dα0dα1 . . . dαn

называется средним значением суммы S = S(ᾱ).
Сформулируем и приведем схему доказательства следующей теоремы о среднем.

Теорема 12. Пусть τ > 0 — целое число, k > nτ, and P > 1,M > 1. Тогда

I = I(P ;M ; k) 6 DP 2k−n(n+1)
2

+δ(τ)

где

δ(τ) =
n(n+ 1))

2
(1− 1/n)τ

и
D = D(τ) = (nτ)6nτ (2n)4n(n+1)τ .

Прежде докажем оценку снизу.

Лемма 9. Для величины J = J(P ;n, k) справедлива оценка снизу

J ≥ cP 2k−n(n+1)
2 ,

где c = 4−2k(4(n + 1))−n−1.



АРИФМЕТИЧЕСКИЕ СУММЫ И ГАУССОВА ТЕОРЕМА . . . 247

Доказательство. Оценим снизу интеграл J. Выберем область Πn(0, . . . , 0). Рас-
смотрим внутри нее область γ, определяемую неравенствами

0 ≤ α0 <
1

4(n+ 1)
, . . . , 0 ≤ αn <

P−n

4(n + 1)
.

Объем этой области равен meas{γ} = (4(n + 1))−n−1P−n(n+1)
2 . Для любых точек

ᾱ = (α0, α1, . . . , αn) и ᾱ′ = (α′
0, α

′
1, . . . , α

′
n) из области γ имеем неравенство

|S(ᾱ)− S(ᾱ′)| ≤ P

n∑

s=0

(|αs|+ |α′
s|)P s ≤ (n+ 1)

1

4(n + 1)
P = 0, 25P.

Кроме того, S(0̄) = 0, 5P. Следовательно,

|S(ᾱ)| ≥ S(0̄)− |S(ᾱ)− S(0̄)| ≥ 0, 25P.

Таким образом, получаем

J ≥
∫
. . .

∫

γ

|S(ᾱ)|2k dᾱ ≥ cP 2k−n(n+1)
2 ,

где c = 4−2k(4(n + 1))−n−1. Лемма доказана. ✷

Так как функция ρ(x) является нечетной и периодической с периодом 1, то ее
достаточно изучать при 0 ≤ x ≤ 1/2. Для любого M ≥ 2 имеем

ρ(x) = sM (x) +RM (x),

sM (x) =
1

π

M∑

s=1

sin 2πsx

s
, |RM (x)| ≤ σM (x) =

8√
1 +M2 sin2 πx

Представим sM(x) в виде

sM (x) =

b∑

t=0

∑

Me−t−1<s≤Me−t

sin 2πsx

s
=

b∑

t=0

At(x), b = [lnM ].

Отсюда получим

S(ᾱ) =

b∑

t=0

P∑

x=1

At(f(x)) +

P∑

x=1

RM (f(x)).

Далее, используя при натуральных r иm, и неотрицательных вещественных x1, . . . , xr,
неравенство (

r∑

s=1

xs

)m
≤ rm−1

(
r∑

s=1

xms

)
,

найдем

|S(ᾱ)|2k ≤ (b+ 2)2k−1

(
b∑

t=0

|
P∑

x=1

At(f(x))|2k + |
P∑

x=1

RM (f(x))|2k
)
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Таким образом, имеем

J ≤ (b+ 2)2k

(
b∑

t=0

Jt +R

)
,

где

Jt =

∫
. . .

∫

Πn

|
P∑

x=1

At(f(x))|2k dᾱ, R =

∫
. . .

∫

Πn

|
P∑

x=1

RM (f(x))|2k dᾱ.

Теперь воспользуемся тождеством Эйлера – Фурье

1∫

0

e2πiαm dα =

{
1, если m = 0,
0, если m 6= 0,m ∈ Z.

Получим, что значение Jt(Me−(t+1))2k не превосходит числа решений
I(P ;Me−t; k) следующей диофантовой системы уравнений





m1 + · · ·+mk = mk+1 + · · ·+m2k,
m1x1 + · · ·+mkxk = mk+1xk+1 + · · ·+m2kx2k,

. . . . . . . . . . . .
m1x

n
1 + · · ·+mkx

n
k = mk+1x

n
k+1 + · · ·+m2kx

n
2k,

(5)

1 6 x1, . . . , xk, xk+1, . . . , x2k 6 P,

Me−(t+1) < m1, . . . ,m2k ≤Me−t.

Лемма 10. Пусть m1, x1, . . . ,m2k, x2k является решением системы уравнений
(5). Тогда для любого целого a набор m1, x1 + a, . . . ,m2k, x2k + a будет решением (5).

Доказательство. Имеем

X0 = X1 = · · · = Xn = 0, (6)

где при s = 0, 1, . . . , n

Xs = m1x
s
1 + · · ·+mkx

s
k −mk+1x

s
k+1 − · · · −m2kx

s
2k.

Подставляя в предыдущую систему уравнений (6) набор m1, x1 + a, . . . ,m2k, x2k + a,
находим 




X0 = 0,
X1 + aX0 = 0,

X2 +
(2
1

)
aX1 +

(2
2

)
a2X0 = 0,

. . . . . . . . .

Xn +
(n
1

)
aXn−1 + . . . +

(
n
n−1

)
an−1X1 +

(n
n

)
anX0 = 0.

Это показывает, что рассматриваемый набор является решением (6). Лемма доказана.
✷
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Лемма 11. Пусть k, n — натуральные числа, k ≥ n, and P > 1. Тогда найдется
простое число p, принадлежащее промежутку [P 1/n, 2P 1/n] и такое, что

I = J(P ;M ; k) 6 4k2(n+1)p2k−2n+n(n+1)/2PnI(P1;M1; k − (n+ 1)) + (2n)2kP k,

где P1 = Pp−1 + 1.

Доказательство. Положим F (x,m) = mα0+mα1x+· · ·+mαnxn. Тогда получим

I = I(P ;M ; k) =

=

1∫

0

. . .

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

∑

Me−1<m1≤M

∑

x1≤P
. . .

∑

Me−1<m1≤M

∑

xk≤P
e2πi(F (x1,m1)+···+F (xk,mk))

∣∣∣∣∣∣

2

dα0dα1 . . . dαr.

(7)

Наборы x̄ = (x1, . . . , xk), 1 ≤ x1, . . . , xk ≤ P, разобьем на два класса A и B. Рас-
смотрим отображение G = (G0, . . . , Gn)




G0 = m1 + · · ·+mk,
G1 = m1x1 + · · ·+mmxk

. . . . . . . . . . . .
Gn = m1x

n
1 + · · · +mnx

n
kq


 .

Тогда матрица Якоби I = IG(x̄) =
D(G1,...,Gn)
D(x1,...,xk)

этого отображения имеет вид




m1, . . . ,mk

. . . . . . . . .

nm1x
n−1
1 , . . . , nmkx

n−1
k


 .

К первому классу A отнесем те наборы x̄, для которых матрица Якоби IG(x̄) хотя бы
для одного простого ps, 1 ≤ s ≤ r, имеет максимальный ранг по модулю ps, равный r.
Все остальные наборы x̄ отнесем ко второму классу.

Преобразуем (7). В понятных обозначениях находим

J =

∫

Πn

∣∣∣∣∣
∑

x̄∈A
+
∑

x̄∈B

∣∣∣∣∣

2

dᾱ ≤ 2J1 + 2J2,

где

J1 =

∫

Πn

∣∣∣∣∣
∑

x̄∈A

∣∣∣∣∣

2

dᾱ, J2 =

∫

Πn

∣∣∣∣∣
∑

x̄∈B

∣∣∣∣∣

2

dᾱ.

Все наборы x̄ из первого класса A разобьем на r совокупностей As, s = 1, . . . , r, причем
x̄ относится к совокупности As, если матрица Якоби отображения G имеет максималь-
ный ранг по модулю ps. При условии, если таких ps несколько, то набор x̄ отнесем в
совокупность с наименьшим ps. Используя предыдущую символическую запись, най-
дем

J1 =

∫

Πn

∣∣∣∣∣
∑

x̄∈A

∣∣∣∣∣

2

dᾱ =

∫

Πn

∣∣∣∣∣

r∑

s=1

∑

x̄∈As

∣∣∣∣∣

2

dᾱ ≤ nJ1s,
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где

J1s =

∫

Πn

∣∣∣∣∣
∑

x̄∈As

∣∣∣∣∣

2

dᾱ.

Отсюда получим

J1s ≤
(
k

n

)2 ∫

Πn

∣∣∣∣∣∣

∑ ′

x1,...,xn+1

e2πi(F (x1)+···+F (xn+1))

∣∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣∣∣

∑

x≤P
e2πiF (x)

∣∣∣∣∣∣

2k−2(n+1)

dᾱ,

где штрих в знаке суммы означает, что суммирование ведется по на-
борам x1, . . . , xn+1, для которых матрица Якоби I = D(G1,...,Gn)

D(x1,...,xn)
по модулю ps имеет

максимальный ранг n. ✷

Далее для вывода теоремы нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 12. Пусть n — натуральное число, p > n — простое число and 1 ≤ P ≤
pn. Тогда для числа T решений системы сравнений





m1x1 + · · · +mnxn ≡ mn+1xn+1 + · · · +m2nx2n (mod p),
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

m1x
n
1 + · · · +mnx

n
n ≡ mn+1x

n
n+1 + · · · +m2nx

n
2n (mod pn),

(8)

где 1 ≤ x1, . . . , x2n ≤ P ; xs 6≡ xt (mod p), xs 6= xt, 1 ≤ s 6= t ≤ n, а величины
m1, . . . ,m2n принимают постоянные значения в пределах от 1 до M < p, справедлива
оценка

T ≤ n!pn(n−1)/2Pn.

С интегралом R поступаем аналогично интегралам Jt, t = 0, 1, 2, . . . b. Разлага-
ем RM (x) в ряд Фурье, коэффициенты Фурье cm которого убывают быстрее, чем
|cm|l1+logM

M e−m/|M |. Обрываем этот ряд на члене ряда с номером M1 = [M logM ] + 1.
Далее используем рассуждения для Jt. Таким образом завершается схема доказатель-
ства теоремы. ✷

5. Заключение
В настоящей статье обобщается анализ Фурье для тригонометрических функций

на функции, удовлетворяющие функциональному уравнению типа соотношения в тео-
реме Гаусса умножения для гамма-функции Эйлера. Здесь получены первые резуль-
таты. Предполагается дать приложение этих результатов к задачам теории чисел и
математического анализа.
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О СЛЕДАХ И ДИСТАНЦИЯХ В
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ В Cn И ИНТЕГРАЛАХ
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Р. Ф. Шамоян, С. М. Куриленко (г. Брянск)

Аннотация

В этой работе мы приводим аналоги наших многочисленных результа-
тов о следах и дистанциях в аналитических функциональных простран-
ствах в Cn, полученных ранее, в терминах интегралов и ядер Мартинелли
– Бохнера. Это первые результаты такого типа в терминах этих интегра-
лов и ядер. Также нами будут обсуждаться некоторые новые утверждения
для интегралов типа Мартинелли – Бохнера, связанные с классами типа
Гельдера и точками Лебега.

В последние годы в большом цикле работ первого автора был получен
ряд новых точных результатов, связанных со следами и расстояниями в
различных функциональных пространствах. Во всех этих работах важ-
ную роль играют свойства ядер типа Бергмана и интегральные представ-
ления типа Бергмана. В этой статье мы получим некоторые аналоги этих
результатов в терминах более общих интегральных представлений и бо-
лее общих ядер в аналитических функциональных пространствах большей
размерности. Это так называемое интегральное представление Мартинел-
ли – Бохнера и ядра Мартинелли – Бохнера в Cn.

Наша работа состоит из трех частей. В первой части мы обобщаем
полученные ранее результаты по следам. Во второй части мы получа-
ем оценки функции расстояния в терминах ядер Мартинелли – Бохнера
и интегралов Мартинелли – Бохнера. В третьей части представлены ре-
зультаты для интегралов Мартинелли – Бохнера, связанные с классами
Гельдера и точками Лебега. Эти вопросы естественно возникают из недав-
ней серии работ первого автора о многофункциональных аналитических
пространствах и связанными с ними вопросами.

Наши доказательтсва модифицируют методы и рассуждения извест-
ных ранее результатов и теорем для случая интегралов и ядер типа Мар-
тинелли – Бохнера.

Ключевые слова: Интегралы и ядра Мартинелли – Бохнера, аналити-
ческая функция, следы, дистанции, псевдовыпуклые области.

Библиография: 20 наименований.
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TRACES AND DISTANCES IN ANALYTIC
FUNCTION SPACES IN Cn AND MARTINELLY

— BOCHNER INTEGRALS
R. Shamoyan, S. Kurilenko (Bryansk)

Abstract

In this note we provide some analogues of our numerous recent results on
traces and distances in terms of Martinelly — Bochner integrals and kernels.
These are first results of this type in terms of such kernels. Some assertions
for Martinelly — Bochner integrals related with Holder classes and Lebegues
points will be also discussed.

In recent years various new sharp results on traces and distances were
provided in a big series of papers of the first author. In all these papers
properties of Bergman-type kernels and Bergman-type integral representations
are playing a critical role. The intension of this paper to find some analogues of
these results in terms of or with the help of more general integral representa-
tions and more general kernels in analytic function spaces in higher dimension
so-called Martinelly — Bochner integral representations and Martinelly —
Bochner kernels in Cn.

Our work consists of three parts. In the first part we partially generalize
our results on traces. In the second part we provide estimates of distance
function in terms of Martinelly — Bochner kernels and Martinelly — Bochner
integrals. In the third part we present results on Martinelly — Bochner integrals
related with Holder classes and Lebegues points. This type of issues arise
naturally in view of recent series of papers and new results of the first author
on multifunctional analytic spaces and related issues.

In our proofs we modify the methods of earlier results and theorems for
the case of Martinelli-Bochner integrals and kernels.

Keywords: Martinelly — Bochner integrals and kernels, analytic function,
traces, distances, pseudoconvex domains.

Bibliography: 20 titles.

Introduction

In recent years various new sharp results on traces and distances were provided in
a big series of papers of the first author (see [4], [9], [10], [11], [12], [13]). In all these
papers properties of Bergman type kernels and Bergman-type integral representations are

1This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (grant 13- 353
01-97508) and by the Ministry of Education and Science of the Russian Federation (grant
1.1704.2014K).
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playing a critical role. The intension of this paper to find some analogues of these results in
terms of or with the help of more general integral representations and more general kernels
in analytic function spaces in higher dimension so-called Martinelly — Bochner integral
representations and Martinelly — Bochner kernels in Cn (see [5]). Some new results on
Martinelly — Bochner integrals related with the Lebegues points and Holder functional
classes will be also presented.

1. Traces in pseudoconvex domains and Martinelly —
Bochner integrals.
In this section we partially generalize our results on traces. The goal of this section

is to provide a class of analytic functions on products of bounded strictly pseudoconvex
domains D×· · ·×D so that their traces allows Matrinelly-Bochner integral representation.
To be more precise we first need standard definitions (see [5] and references there).

We define the unit ball in Cn by B. Let Ũ be an open set in Cn, we say f ∈ Ck(Ũ ) if
f is complex valued function and f (k) ∈ C0(Ũ) = C(U). We denote by H(Ũ) the set of all
analytic in Ũ functions. Ũm = Ũ × · · · × Ũ , m ≥ 1 is a product domain and H(Ũm) is a
space of all analytic function on (Ũm) (see [4], [9], [10], [11], [3]) or Dm. Using definitions
of analytic function spaces in a domain, we define analytic function spaces in product
domains in a natural way (see [10]).

We denote by D in Cn a region with ∂D boundary of Ck class in some neighborhood
of closure of D and dρ 6= 0 on ∂D. The ρ function we call as usual the defining function of
D (see [10]). We consider an outer differential form (Bochner-Martinelly kernel) U(ζ, z) of
(n, n− 1) type of the following form (see [5])

U(ζ, z) =
(n− 1)!

(2πi)n

n∑

k=1

(−1)k−1 ζ̄k − z̄k
|ζ − z|2n dζ̄[K] ∧ dζ

where dζ̄[K] = dζ̄1∧ · · · ∧dζ̄k−1∧dζ̄k+1∧ · · ·∧dζ̄m, dζ = dζ1∧ · · · ∧dζn. For n = 1 we have

Causchy kernel U(ζ, z) = 1
2πi

(
dζ
ζ−z

)
. Obviously coefficients of U are harmonic in Cn\{z}

and dζU(ζ, z)=0.
Moreover (see [5]) if g(ζ, z) is a fundamental solution of Laplace equation then we have

U(ζ, z) =

n∑

k=1

(−1)k−1 ∂g

∂ζk
dζ̄[K] ∧ dζ = (−1)n−1∂ζg ∧

n∑

k=1

dζ̄[K] ∧ dζ[K]

where ∂ =
∑n

k=1 ∂ζk
∂
∂ζk

.
We denote various constants in estimates in this paper by C or by C with indexes,

these constants are independent of functions in estimates.

Theorem 1 (A. (see [5]).). Let D be a bounded region in Cn with partially-smooth
boundary and let f be holomorphic in D of C(D̄) class then

∫

∂D
f(ζ)U(ζ, z) =

{
f(z), z ∈ D

0, z z /∈ D̄.
(1)

This is a Martinelly — Bochner integral representation.
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This theorem was obtained by Bochner then by Bochner then by Martinelly indepen-
dently and by different methods. This formula is now classical and can be seen in various
textbooks on complex analysis. Note for n = 1 we have classical Causchy formula, but
for n > 1 we can easily see that the U(ζ, z) is not analytic by z or ζ. We will need the
mentioned formula for Hardy spaces. We need some definitions. Below we omit the index
of space if it is zero. Let D be a bounded region, ∂D ∈ C1+α, α > 0. We say that analytic
function f belongs to Hardy space Hp(D), p > 0 if

sup
ε>0

∫

∂D
|f(ζ − εν(ζ))|pdσ(ζ) <∞,

where dσ is a Lebegues measure on ∂D. And ν(ζ) vector field of outer normals to ∂D
(see [5]). For bounded pseudoconvex D domains we have another definition, for a defining
function ρ, D = {z ∈ Cn : ρ(z) < 0}; let Dε = {z ∈ D : ρ(z) < −ε} for ε > 0. Then

Hp(D) = {f ∈ H(D) : sup
ε>0

∫

∂Dε

|f(ζ)|pdσε <∞};

0 < p ≤ ∞.
We define the same space in product domains in a natural way as we define Hardy

spaces in polydisk using definitions in the unit disk see [3], [4].

Proposition 3 (B. (see [5]).). Let D be bounded strongly pseudoconvex domain with
smooth boundary. For all p ≥ 1 and all f , f ∈ Hp(D) Martinelly — Bochner representation
is valid.

Proof of proposition B.
Note first (see [5]) our proposition is valid for all bounded domains with ∂D ∈ C1+α,

α > 0. For each f , f ∈ Hp, p ≥ 1, f has boundary values almost everywhere on ∂D so
that these values are in Lp(∂D). This is a classical fact together with representation via
boundary values

f(z) =

∫

∂D
f(ζ)P (ζ, z)dσ,

where P is Poisson kernel of D domain.
Note the G Green function admits representation G(ζ, z) = g(ζ, z) + h(ζ, z), where g

is a solution of Laplace equation and where h for all fixed z ∈ D is a harmonic function in
D of C1+α(D̄) class hence

P (ζ, z)dσ = U(ζ, z)/∂D +

n∑

k=1

(−1)k−1 ∂h

∂ζkdζ̄
[K] ∧ dζ/∂D = Φ1 +Φ2

but note

∫

∂D
(f(ζ))Φ2(ζ) =

∫

∂D
f(ζ)

n∑

k=1

(−1)k−1 ∂h

∂ζk
dζ̄[K] ∧ dζ =

=

∫

D
f(ζ)d

(
n∑

k=1

(−1)k−1 ∂h

dζk
dζ̄[K] ∧ dζ

)
= 0.
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This follows directly from the fact that

n∑

k=1

(−1)k−1 ∂h

dζk
dζ̄[K] ∧ dζ

is a closed form (see [5]). And this gives directly what we need for each f , f ∈ Hp(D),
p ≥ 1 Martially-Bochner represention is valid. ✷

The intention of this section to show such type results for other spaces in unit ball or
general bounded strictly pseudoconvex domains D, based on our previous results and on
embeddings from [1].

The natural question is the following:
Let X be a space of analytic functions, X ⊂ H(Dm). Let also

Tr X = {f(z, . . . , z), f ∈ X}.

Can we say there is a function g0, g0 ∈ Tr X so that it admits Martinelly — Bochner
integral representation (1). Below we provide a general scheme of a solution for case of
unit ball and bounded domains.

We define for a D̃α — differential operator in pseudoconvex domain D (see [1]), 0 <
p, q <∞ Hardy-Sobolev and Bergman–Besov spaces of analytic functions

Hp
α,β(D) =

{
f ∈ H(D) : sup

ε>0

(∫

∂Dε

|D̃αf(ζ)|pdσζ
) 1

p

εβ <∞
}
, β ≥ 0, α > 0.

Ap,qδ,k(D) =



f ∈ H(D) :

∑

|α|≤k

∫ r0

0

(∫

∂Dr

|D̃αf(ζ)|pdσζ
) q

p

r
δ q
p
−1
dr <∞



 ,

δ > 0,

α > 0
.

We define same spaces in product domains in a natural way as we did in polydisk using
definitions of spaces in the unit disk see [2], [3], [4].

We give a typical result in this direction on traces. Note for case of unit ball we have
(see [2], [3], [4]).

Theorem 2 (C.).

1. Let p ≤ 1, β ≥ α ≥ 0, then Ap,pnm+(β−α)pm−n(B) ⊂ Trace Hp
α,β(B

m);

2. Let p ≤ 1; αj ≥ 0, t ≥
∑m

j=1 αj

m then Ap,p
mt+mn−n−

∑m
j=1 αj

(B) ⊂ Trace (Ap,p
t,~β

(Bm));

βj = αj + 1, j = 1, . . . ,m.

Obviously we have also (see [1], [3], [4]) the following embeddings (0 < p ≤ ∞, p ≥ q
and s1, s2 ≥ 0).

App(s2−s1),s2(B) ⊂ Hp
s1(B) ⊂ Hp(B) ⊂ Hq(B)

then we have (Ap,p = Ap, Hp
0 = Hp)

Apα,β(B) ⊂ Apα,0(B) = Apα(B), β ≥ 0.
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Now according to proposition B for any analytic f function, f ∈ Hp(B), 1 ≤ p <∞ the
Martinelly — Bochner integral representation is valid. This in combination with embeddings
above gives

Theorem 3.

1. Let p ≤ 1, α ≥ β then TraceHp
α,β(B

m) contains a f function for which

f(z) =

∫

∂D
f(ζ)U(ζ, z); z ∈ D (M)

2. Let p ≤ 1, αj ≥ 0, βj = αj+1, t ≥
∑
αj

m , j = 1, . . . ,m then Trace Ap
t,~β

(Bm) contain

a f function for which (M) integral representation is valid.

Remark 1. Note previously this assertion was known for Bergman representation and
Bergman kernels.

The case of general D domains (pseudoconvex) can be considered similarly. It is based
on our recent results from [11] and [12] and similar embeddings for pseudoconvex domains
from [1]. Analytic Herz type spaces can be considered similarly (see [13]).

We need some definitions to formulate a theorem we need. Let K(w) be entire function
of one variable w = u+ iv, K : R→ R, K(u) 6= 0 for all u ∈ C. Let

cnK(Im zn)Φ(ζ, z) =
∂n−2

∂sn−2
Im

K(iα+ Im zn)

α(iα + Im (ζn − zn))
,

s =
n−1∑
k=1

|ζk − zk|2, α2 = s+Re(ζn − zn), cn = (−1)n−1(2πi)n.

Theorem 4 (D1. (see [5]).). Let n > 1 then Φ(ζ, z) = g(ζ, z) + h(ζ, z) where g is
fundamental solution of Laplace equation, h(ζ, z) is harmonic by ζ in Cn for all fixed z.

We need an extension of Martinelly — Bochner integral to unbounded domains D in
Cn then for tubular domains the same problem can be posed and solved based on our
recent results on traced in Bergman type spaces in tubular domains over symmetric cones
with smooth boundary.

If f ∈ H(D) ∩ C(D̄) and if h ∈ C ′(D̄) and h is harmonic by ζ for all z ∈ D. Then µ̄h̄
form is closed in D̄

µ̄h̄ =

m∑

k=1

(−1)n+k−1 ∂h

∂ζk
dζ̄[K] ∧ dζ

and ∫

∂D
f(ζ)µ̄h̄(ζ) = 0, f ∈ H(D) ∩ C(D̄).

Note in bounded domain then we have (see [5])

f(z) =

∫

∂D
f(ζ)[U(ζ, z) + µ̄h̄(ζ)], z ∈ D (G1)

with coefficients (K ×K) matrices x, t ∈ Rm.
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Remark 2. Note if K ≡ 1 then Φ = g.

Theorem 5 (D2. (see [5]).). If D is unbounded domain in Cn, n > 1 with smooth
boundary, f ∈ H(D) ∩ C(D̄) where B(0, R) is a ball of radius R then if

lim
R→∞

(∫

∂D\B(0,R)
f(ζ)Ω(ζ, z)

)
= 0 (K0)

for all fixed z ∈ D then

f(z) =

∫

∂D
f(ζ)Ω(ζ, z) (K)

where

Ω(ζ, z) =
n∑

k=1

(−1)k−1

(
∂Φ

∂ζk

)
d ¯ζ[k] ∧ dζ.

Proof.
Just use G1 for domain D̃ ∩B(0, R) then pass R→ ∞.
To formulate our theorem 6 we will need basic facts of theory of analytic function

spaces in tubular domains over symmetric cones (see [20]).
A subset Ω of Rn or V , so that dim V = n to be a cone if λx ∈ Ω, for all x ∈ Ω,

λ > 0, if λx + µy ∈ Ω for all x, y ∈ Ω, λ, µ > 0 then it is convex. Let in addition
Ω∗ = {y ∈ Rn : (y/x) > 0,∀x ∈ Ω̄\{0}} and Ω∗ = Ω. This type open cone is selfdual (Ω∗

is dual cone).
Let G(Ω) = {g ∈ Gl(Rn) : gΩ = Ω}, where Gl(Rn) denotes the group of all linear

invertible transformation of Rn. If for all x, y ∈ Ω, y = gx, for some g ∈ G(Ω) then our
open convex cone Ω is homogeneous, if also Ω∗ = Ω then it is symmetric cone.

If the equation Ω = Ω1 +Ω2 is not possible for each V1 ⊂ Rn, V2 ⊂ Rn, then our cone
is irreducible, here Vi 6= ∅, i = 1, 2 (Ω1, Ω2 are symmetric cones), where also Ωi ⊂ Vi,
i = 1, 2.

We need also determinant ∆t(Im z), z ∈ Cn, t ∈ (0,∞). We fix V — a simple Euclidean
Jordan algebra with rank r.

If x ∈ V , m(x) = min{k > 0 : (l, x, x2, . . . , xk) are linearly dependent}, then 1 ≤
m(x) ≤ dim V and r = max{m(x) : x ∈ V }, we say rank of V is r.

According to spectral theorem if V has rank r, then x =
∑r

i=1 λici; λi ∈ R; ci — are
elements of so called Jourdan frame, and {λi} are determined uniquely by x (with their
multiplicities). We fix now a Peirce decomposition of V = ⊕1≤i≤j≤rVij ; (we formally look
at V as a space of symmetric matrices (Vij), Vii = Rci, where R is a special mapping,

Vij = V (ci, 1/2) ∩ V (ci, 1/2) = {x ∈ V : cix = cjx = x
2}, i < j, dim Vij = d = 2n/r−1

r−1 ).
We denote by Pij the orthogonal projection of V onto Vij for i ≤ j. Finally we denote by
∆j(x), j = 1, . . . , r, the principal minors of x ∈ V with respect to the fixed Jordan frame
{c1, . . . , cr}. That is ∆k(x) is the determinant of the projection Pkx of x in the Jordan
subalgebra V (k) = ⊕1≤i≤j≤rVij .

It is well-known that Ω = {x ∈ V : ∆k(x) > 0 : k = 1, . . . , r}. We have also ∆k(mx) =
∆k(x), x ∈ V , m ∈ Z+, m > 0. See other properties of ∆k in [20].

We define ∆s(x) =
r∏
j=1

∆
sj−sj+1
j (x) = ∆s1−s2

1 (x) . . .∆Sr
r (x), x ∈ Ω, s ∈ Cr. We have

that |∆s| = ∆(Im z) and ∆s
∑r

i=1 aici =
r∏
i=1

asii ; ai > 0, i = 1, . . . , r.
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Let Ω be an irreducible symmetric cone in the Euclidean space V , and TΩ = V + iΩ
the corresponding tube domain in the complexified space V C, TmΩ = TΩ × . . . TΩ.

As combination of this theorem D2 and theorems on traces [16] in tube we have

Theorem 6. Let TΩ be tubular domain over symmetric cone, then let

Apα(T
m
Ω ) =



f ∈ H(TmΩ ) :

∫

TΩ

. . .

∫

TΩ

|f(z1, . . . , zm)|p
m∏

j=1

∆α(Im zj)dv(zj) <∞



 ,

0 < p < ∞, α > −1. Then TraceApα = {f(z, . . . , z), f ∈ Apα(TmΩ )} contain a function, so
that representation (K) is valid if (K0) holds.

Similar results can be obtained based on integral representation based on second Green
formula (see [5]) and our recent results on traces of Bergman harmonic function spaces in
the unit ball (see [17]) B = {|x| < 1} ⊂ Rn and Rn+1

+ .

We give more detail on this integral representation.

Let in Rm, m ≥ 1 us consider a differential operator in Rm A =
m∑
j=1

Aj
∂
∂xj

, where Aj

are matrices of order l ×K on C, Sm = {|x| = 1, x ∈ Rm} if

A∗
iAj +A∗

jAi =

{
0 if i 6= j

2Ik if i = j.

where i, j ∈ [1, n], A∗
i = ĀTi complex conjugate of Ai, Ik is unit matrix. Then A is

Dirac operator. For solutions of Dirac operator we have analogue of Martinelly — Bochner
theorem

For definition of vector function space in theorem E we refer the reader to [5].

Theorem 7 (E. (see [5]).). Let A be Dirac operator, D ⊂ Rn is a bounded domain
with smooth boundary then if f ∈ [C(D̄) ∩ C1(D)]k, Af = 0 then

∫

∂D
UA(t, x)f(t) =

{
f(x) if x ∈ D

0 if x /∈ D̄.

where UA is a special Martinelly — Bochner type kernel in Rm see [5] a differential form
type of (n− 1) type

UA(t, x) =
1

V ol(Sm)

m∑

j=1

m∑

i=1

(−1)i−1A∗
jAi

tj − xj
|t− x|m dt[i].

Details of proofs of these assertions analogues of previous theorems 3, 6 for harmonic
function spaces based on theorem E we leave to readers (see [12], [13]).
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2. Distance functions and Martinelly — Bochner in-
tegrals

The goal of this section to provide estimates of distance function in terms of Martinelly
— Bochner kernels and Martinelly — Bochner integrals based on methods and results of
[9], [10] and [11] and our earlier work cited there.

Note previously we obtained such type theorems in various spaces of analytic and
harmonic functions of one and several variables in various domains in terms of Bergman
kernel and Bergman-type projections (see [9], [10], [11] and various references there). The
line of our proof is rather similar however to those simpler cases but it is based on some
results on more general kernels as Martinelly — Bochner kernels and Martinelly — Bochner
integrals (see [5] and references there).

Let D be bounded domain in Cn. X, Y be quazinormed subspaces of H(D), where
H(D) is the space of all analytic functions in D. Let X ⊂ Y , let f ∈ Y . We search for those
estimates of a function distY (f,X) which generalize previously known such type estimates
obtained via similar Bergman type kernels.

We have the following result in this direction. First if X ⊂ Hp, p ≥ 1 then the problem
of estimates of distHp(f,X), f ∈ Hp appears naturally. In our previous papers to role of
Bergman type kernels for this problem was critical.

Let Hp ⊂ X, X ⊂ H(Dm), then let f ∈ X. We also can consider a problem of finding
estimates of function distX(f,H

p), 1 ≤ p < ∞, Hp = Hp(Dm) on product domains in
terms of Martinelly — Bochner kernels or integrals.

We have following results following arguments of proofs of our previous papers [10],
[11], [14], [15].

Let X ⊂ Hp(Dm), 1 ≤ p < ∞, m ∈ N , we assume X is a quazinormed subspace of
H(Dm). To estimate distHp(f,X), f ∈ Hp, 1 ≤ p <∞ we follow our arguments from [14]
in the unit disk {|z| < 1} and unit ball.

Since f ∈ Hp(Dm), then applying Martinelly — Bochner representation by each variable

f(z1, . . . , zm) =

∫

(∂D)m
f(~ζ)U(~ζ, ~z) =

∫

(∂D)
. . .

∫

∂D
f(ζ1, . . . , ζm)

m∏

j=1

U(ζj , zj);

zj ∈ D, j = 1, . . . ,m where

Hp(Dm) = {f ∈ H(Dm) : sup
R>0

∫

∂D
. . .

∫

∂D
|f(~ζR)|pdσ <∞}, 1 ≤ p <∞

is a Hardy space on products of D domains, m ∈ N , D is bounded in Cn, ∂D ∈ C1+α,
α > 0 (note these are Banach spaces) and where ~ζR = (ζ1 −Rν(ζ1), . . . , ζm − Rν(ζm)), ν
is a vector field of outer unit normals to ∂D.

Let XΨ
ε,f = {ζ ∈ ∂(Dm) : Ψ(ζ)|f(ζ)| ≥ ε}; Ψ ∈ C1(∂(Dm)) fixed. Then f = f1 + f2

f1(z) =

∫

XΨ
ε,f

f(ζ)

m∏

j=1

U(ζj, z); f2(z) =

∫

∂(Dm)\XΨ
ε,f

f(ζ)

m∏

j=1

U(ζj, z).
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Assuming f2 ∈ Hp, we get

distHp(f, x) ≤ c inf



ε > 0 : ‖

∫

XΨ
ε,f

f(ζ)
m∏

j=1

U(ζj, z)‖X(Dm) <∞



 .

Since distHp(f, x) ≤ c‖f − f1‖Hp = ‖f2‖Hp .
Theorem 3. Let p ≥ 1. Let Ψ ∈ C1(∂(Dm)), Ψ ≥ 0, be fixed function, let f ∈ Hp(Dm),∫

∂(Dm)\XΨ
ε,f

f(ζ)
∏m
j=1 U(ζj , z) ∈ Hp. Then

distHp(f, Y ) ≤ c inf




ε > 0 :

∥∥∥∥∥∥

∫

XΨ
ε,f

f(~ζ)

m∏

j=1

U(ζj , z)

∥∥∥∥∥∥
Y (Dm)

<∞





where

XΨ
ε,f = {ζ ∈ ∂(Dm) : Ψ(ζ)|f(ζ)| ≥ ε},

where Y ⊂ Hp is a quazinormed subspace of Hp(Dm) for any bounded D domain with
∂D ∈ Cα+1, α > 0 boundary.

Remark 3. Similar results are valid for Martinelly — Bochner type integrals and harmonic
function spaces in Rn+1

+ and unit ball in Rm. See [17] where similar problems where solved
via Bergman kernel.

Theorem 3 is a typical assertion, other assertions of such type in terms of U(z, ζ) kernels
can be also formulated similarly.

3. Some remarks on Martinelly – Bochner integrals
related with Holder classes and Lebegues points.

The goal of this section is among other things from [5] related with expressions like
|Φf (z1)−Φf(z2)| to the case of two functional similar type expressions like |Φf (z1)−Φg(z2)|,
where Φ is a certain operator, f , g are certain functional class members, z1, z2 ∈ D, where
D is a fixed domain in Cn.

This type of issues arise naturally in view of recent series of papers and new results
of the first author on multifunctional analytic spaces and related issues (see [8], [17] and
various references there).

To obtain this natural tranfsormation of known results from one functional case to
two functional case we follow the proof of [5] and at the same time modify proofs from
there to our case. First we provide certain equalities (A), (B), (C), (D), which can be
checked directly, then use them in our proofs. We alert the reader that in those places
where arguments are close or the same as in [5], we omit details making the exposition of
this note rather concise we note also that our problems we considered below is an attempt
to provide natural extensions of known one functional results to two functional case.
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Let

(Mf)(z+) =

∫

∂D
f(ζ)U(ζ, z+);

(Mf)(z−) =
∫

∂D
f(ζ)U(ζ, z−);

then we have following equalities

(Mf)(z+)− (Mg)(z−)− f(z)− g(z) =

∫

∂D
(f(ζ)− f(z))(U(ζ, z+)− U(ζ, z−))−

−
∫

∂D
g(ζ)U(ζ, z−)−

∫

∂D
g(z)(U(ζ, z+)− U(ζ, z−)) +

∫

∂D
f(ζ)U(ζ, z−) = (A)

=

∫

∂D
(f(ζ)− f(z))(U(ζ, z+)− U(ζ, z−)) +M(f − g)(z−)− g(z);

(Mf)(z̃+)− (Mg)(z̃−) =
∫

∂D
(f(ζ)− f(z0))U(ζ, z̃+)−

−
∫

∂D
(f(ζ)−f(z0))U(ζ, z̃−) + f(z0)

∫

∂D
(U(ζ, z̃+)− U(ζ, z̃−))−

∫

∂D
g(ζ)U(ζ, z̃−)+

(B)

+

∫

∂D
f(ζ)U(ζ, z̃−) =

∫

∂D
(f(ζ)− f(z0))U(ζ, z̃+)−

∫

∂D
(f(ζ)− f(z0))U(ζ, z̃−)+

+f(z0)

∫

∂D
(U(ζ, z̃+)− U(ζ, z̃−)) +M(f − g)(z̃−);

we omit technical calculations leaving them to readers. Note all equalities are based on
simple properties of Martinelly — Bochner integrals (see [5]).

It can be checked directly that
∫

∂D
(f(ζ)− f(0))U(ζ, z) −

∫

∂D\B(0,ε)
(g(ζ)− g(0))U(ζ, 0) =

=

∫

∂D\B(0,ε)
(f(ζ)− f(0))(U(ζ, z) − U(ζ, 0)) +

∫

∂D∩B(0,ε)
(f(ζ)− f(0))U(ζ, z)−

−
∫

∂D\B(0,ε)
(g(ζ)− g(0))U(ζ, 0) +

∫

∂D\B(0,ε)
(f(ζ)− f(0))U(ζ, 0) =

=

∫

∂D\B(0,ε)
(f(ζ)− f(0))(U(ζ, z) − U(ζ, 0))+ (C)

+

∫

∂D∩B(0,ε)
(f(ζ)− f(0))U(ζ, z) +

∫

∂D\B(0,ε)
((f − g)(ζ)− (f − g)(0))U(ζ, 0);

−
∫

∂D\σδ
(f(ζ)− f(z1))U(ζ, z1) +

∫

∂D\σδ
(f(ζ)− g(z2))U(ζ, z2) =
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=

∫

∂D\σδ
(g(ζ) − g(z2))(U(ζ, z2)− U(ζ, z1)) + (f(z1)− f(z2))

∫

∂D\σδ
U(ζ, z1)+ (D)

+

∫

∂D\σδ
(g(ζ)− g(z2))U(ζ, z1)−

∫

∂D\σδ
f(ζ)U(ζ, z1) + f(z2)

∫

∂D\σδ
U(ζ, z1) =

=

∫

∂D\σδ
(g(ζ) − g(z2))(U(ζ, z2)− U(ζ, z1))+

+(f(z1)− f(z2))

∫

∂D\σδ
U(ζ, z1) +Af,g +Bf,g + Cf,g =

=

∫

∂D\σδ
(g(ζ)− g(z2))(U(ζ, z2)− U(ζ, z1)) + (f(z1)− f(z2))

∫

∂D\σδ
U(ζ, z1)+

+

∫

∂D\σδ
((g − f)(ζ)− (g − f)(z2))U(ζ, z1);

where σδ is arc on ∂D and B(0, ε) is a standard ball in a domain.

Remark 4. For those cases when g = f all equalities (A), (B), (C), (D) can be seen in
[5] (see lemma 5.3, theorem 6.1, 6.2).

Let Ω be a domain, we say f is Holder class α if |f(ζ) − f(z)| ≤ c|ζ − z|α, ζ, z ∈ Ω,
α > 0. We consider bounded domains with smooth boundary, f ∈ L1(∂D), D = {z ∈
Cn, ρ(z) < 0}, ρ ∈ C1(Cn), dρ 6= 0 on ∂D. Let V (∂D) be a neighborhood of ∂D. We
assume f can be extended to V (∂D). Consider integrals

Φ(z) =

∫

∂D
(f(ζ)− f(z))U(ζ, z).

Note if z /∈ ∂D then the integral has no singularity, if z ∈ ∂D, then

|f(ζ)− f(z)| × |U(ζ, z)| ≤ c|ζ − z|α+1−2ndσ(ζ) (2)

if f is α Holder class function. The natural question is let f is of Holder class α in V (∂D)
then can we say Φ(z) is of same class α. The answer is positive (see [5]).

The next more general question is if f , g are of Holder class α then what can we say
on |Φf (z1)−Φg(z2)|, z1, z2 ∈ V (∂D). We will use formula (D) for our proof. But first note
that the following simple observation is valid.

Let z1, z2 ∈ V (∂D), |z1−z2| = δ, δ is small, if B(z1, 2δ) ⊂ V (∂D), σδ = ∂D∩B(z1, 2δ).
Then (see [5])

|
∫

σδ

(f(ζ)− f(zj)U(ζ, zj)| ≤ c1

∫

σδ

|ζ − zj |1+α−2ndσ ≤ c2δ
α, j = 1, 2.

This follows from (2) directly and the fact that σδ is smooth. So for f = g case it
is remains to estimate integrals by D\σδ to get estimate for |Φf (z1) − Φf (z2)|. But for
|Φf (z1)− Φg(z2)| we have formula (D) and estimates

Af = |
∫

σδ

(f(ζ)− f(z1))U(ζ, z1)| ≤ c̃1δ
α, 0 < α < 1
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Bg = |
∫

σδ

(g(ζ)− g(z2)U(ζ, z2)| ≤ ˜̃c1δ
α, 0 < α < 1.

Since obviously we have

|Φf (z1)− Φg(z2)| =

=

∣∣∣∣
∫

∂D
(f(ζ)− f(z1))U(ζ, z1)−

∫

∂D
(g(ζ)− g(z2))U(ζ, z2)

∣∣∣∣ ≤ Af +Bg + Cf,g;

|Cf,g =
∣∣∣∣∣

∫

∂D\σδ
(f(ζ)− f(z1))U(ζ, z1)−

∫

∂D\σδ
(g(ζ)− g(z2))U(ζ, z2)

∣∣∣∣∣ ;

Using (D) we have now that cf,g ≤ c1g + c2f + c3g + c4f + c5f . Note c3g + c4f + c5f =∫
∂D\σδ ((g − f)(ζ)− (g − f)(z2); U(ζ, z1) = Φf,g(z1, z2).

Remark 5. Note we also have

|Φf,g(z1, z2)| ≤ |Φg−f (z2)|+ c̃1g−f ,

c̃1g−f =

∫

∂D\σδ
((g − f)(ζ)− (g − f)(z2))(U(ζ, z1)− U(ζ, z2)).

So we have that

|Φf (z1)− Φg(z2)| ≤ c1g + c̃1g−f + c2f + cδα + c̃|Φg−f (z2)|.

We will stop on estimate with Φg,f . We have c2f ≤ cδα since |
∫
∂D\σδ (U(ζ, z1))| ≤ 1,

see [5]. We estimate c1g and c̃1g−f . This is based on simple estimates of U(ζ, z2)− U(ζ, z1),
z1, z2 ∈ V (∂D).

We have that (see [5])

∣∣∣∣∣

∫

∂D\σδ
(g(ζ) − g(z2))(U(ζ, z2)− U(ζ, z1))

∣∣∣∣∣ ≤ c̃δ

∫

∂D\σδ
|ζ − z1|α−2ndσ ≤ c̃(δα),

∣∣∣∣∣

∫

∂D\σδ
((f − g)(ζ)− (g − f)(z2))(U(ζ, z1)− U(ζ, z2))

∣∣∣∣∣ ≤

≤ ˜̃cδ

∫

∂D\σδ
|ζ − z1|α−2ndσ ≤ ˜̃c(δα).

Since
∫
∂D\σδ |ζ − z1|α−2ndσ ≤ c̄δα−1 (see [5]).

So finally we have an estimate

|Φf (z1)− Φg(z2)| ≤ cδα + |Φg,f (z1, z2)|, 0 < α < 1

and
|Φf (z1)− Φg(z2)| − |Φg,f (z1, z2)| ≤ cδα.

Note if f ≡ g this obtained in [5] and [6].
We now formulate the final result.
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Theorem 8. Let f , g be of Holder class α, 0 < α < 1 in V (∂D). Then in V (∂D) we
have the following estimate

|Φf (z1)− Φg(z2)| ≤ cδα + |Φg,f (z1, z2)|; z1, z2 ∈ V (∂D),

|z1 − z2| = δ, δ < δ0, for some fixed δ0, δ0 > 0.

We assume Mf(z) =
∫
∂D f(ζ)U(ζ, z), z /∈ ∂D, f ∈ C1(D̄) below.

Now we use (A), (B), (C) to obtain such type results for other mentioned assertions
from [5]. Note to get the proof we must follow one functional proof from [5] modify it to
use mentioned equalities (A), (B), (C).

Let D be bounded domain with C1 boundary and f ∈ L1(∂D) and z0 ∈ ∂D and Vz0
be a cone with z0 as peak (vertex), with conic angle equal or less to π/2. Let z ∈ D ∩ Vz0 .
We say z0 is a Lebegues point for f if (see [5])

lim
ε→+0

ε1−2n

∫

∂D∩B(z0,ε)
|f(ζ)− f(z0)|dσ = 0.

We will be using (C) and arguments from proof of theorem 5.2 [5]. We note first (see
[5])

∣∣∣∣∣

∫

∂D∩B(0,ε)
|f(ζ)− f(0)|U(ζ, z)

∣∣∣∣∣ ≤ K

∫

∂D∩B(0,ε)
|f(ζ)− f(0)|dσ → 0;

K =
c2

ε2n−1
as ε→ 0.

This and (C) lead to theorem.
So based on (C) we have the following.

Theorem 9. Let z ∈ D ∩ Vz0 be Lebegues point for f and g, f, g ∈ L1(∂D). Then

lim
z→z0
z∈Vz0

∫

∂D
(f(ζ)− f(z0))U(ζ, z) −

∫

∂D\B(z0,|z−z0|)
(g(ζ)− g(z0)U(ζ, z0)) =

= lim
z→z0
z∈Vz0

∫

∂D\B(z0,|z−z0|)
((f − g)(ζ)− (f − g)(z0))U(ζ, z0).

Using (A) and (B) and following the proof of theorem 6.1, 6.2 (see [5]). We can have
assertions concerning

lim
z±→z0

Mf(z+)−Mg(z−)− f(z0)− g(z0),

where, f, g ∈ L1(∂D), z0 is a Lebegues point of f and g simultaneously and
∫

∂D
|Mf(z̃+)−Mg(z̃−)− f(z)− g(z)|pdσ

if D is bounded, ∂D ∈ C1, f ∈ Lp(∂D), p ≥ 1, ν(ζ) is a unit vector of outer normal to ∂D
on ζ, z̃+ = z − εν(z), z̃− = z + εν(z). We omit details here.

So based on (B) we have the following
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Theorem 10. Let z0 be Lebegues point of f and g, f ∈ L1(∂D), g ∈ L1(∂D), z+ ∈
Vz0 ∩D, z− = Vz0 ∩ (Cn\D̄), a|z+− z0| ≤ |z−− z0| ≤ b|z+− z0|, a, b ∈ R, a ≤ b, z0 ∈ ∂D,
D is bounded, ∂D ∈ C1, z0 is a peak of cone Vz0, cone angle is β < π/2. Then

lim
z±→z0

(Mf(z+)−Mg(z−)) = f(z0) + lim
z±→z0

(M(f − g)(z−)).

Remark 6. For f = g this is a theorem from [5].

Based on (A) we have the following theorem 11.

Theorem 11. Let D be a bounded domain with smooth boundary. Let f, g ∈ Lp(∂D),
p ≥ 1. Let z̃+, z̃− belong to D and Cn\D̄ for ε small enough. Then

Af,g =

∫

∂D
|Mf(z − εν(z)) −Mg(z + εν(z))|pdσ ≤

≤ c

∫

∂D
|f |pdσ +

∫

∂D
|M(f − g)(z−)|pdσ;

lim
ε→+0

∫

∂D
|Mf(z − εν(z)) −Mg(z + εν(z)) − f(z)− g(z)|pdσ ≤

≤ lim
ε→0

‖M(f − g)(z−)‖Lp + ‖g‖Lp .

Remark 7. At the end of this paper we find interesting to suggest another idea related
from one hand to Martinelly—Bochner integrals from the other hand to our recent work on
traces in analytic functions Bergman spaces. In [7] the role of expanded Bergman projection
based on expaned Bergman kernel was crucial for solution of certain problems related with
traces of anlytic functions in polyballs. It will be nice to study their analogues expanded
Martinelly—Bochner kernels and based on them expanded Martinelly—Bochner integrals
based in particular on the following simple idea.

Let as usual g(ζ, z) = cn
1

|ζ−z|2n−2 , n > 1, ρ be defining function of D ⊂ Cn, D = {ρ <
0}, dρ 6= 0 on ∂D, ρ ∈ C1.

Pk,s be a complete orthonormal system of homogeneous harmonic polynomials in L2(S),

* is well-known Hodze operator for differential forms see [5] σ(ζ) =
n∑
k=1

(−1)k−1ζ̄kdζ̄[k]∧dζ.
We suggest to study kernels of type on product domains (expanded Martinelly —

Bochner kernels)

U(ζ, z1, . . . , zm) =

n∑

k=1

(−1)k−1 ∂

∂ζk

m∏

j>1

g(ζ, zj)dζ̄[K] ∧ dζ

Ũ(ζ, z1, . . . , zm) =
(n− 1)!

πn

n∑

k=1

∂ρ

∂ζ k

m∏

j=1

(ζ̄k − z̄kj )

|ζ − zj|
dσ

Ū(ζ, z1, . . . , zm) =


−

∑

k,s

Pk,s(z1)

n+ k − 1

[
∗∂ Pk,s(ζ)

|ζ|2n+2k−2

]
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. . .


−

∑

k,s

Pk,s(zm)

n+ k − 1

[
∗∂ Pk,s(ζ)

|ζ|2n+2k−2

]


Note for m = 1 these kernels coincide with classical Martinenelly—Bochner integrals
(see [5]). Same idea used for Bergman kernel in series of papers of first author (see [7] and
references there).

B(z1, . . . , zm, w) =
m∏

j=1

(1− |zj |)αj

(1− z̄jw)αj+2 , αj > −1, zj , w ∈ D, j = 1, . . . ,m.

These types of extensions of Bergman kernel was considered by author in [7].

4. Conclusion.
In our paper we got some analogues of our numerous recent results on traces and

distances in terms of Martinelly — Bochner integrals and kernels. These are first results
of this type in terms of such kernels. We also discussed some assertions for Martinelly —
Bochner integrals related with Holder classes and Lebegues points.
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Введение

Теория точечных решеток в Rn подробно изложена в книге С. С. Рышкова [1]. Для
точечных решеток в R3 в статье А. В. Гадолина [2] было введено понятие равенства
направлений и при допущении закона рационального отношения между параметрами
найдены все так называемые точечные группы симметрии кристалла, или 32 кристал-
лографических класса. Для плоской сетки, или точечной решетки в R2, ниже будут
исследованы все те вращения плоскости, при которых все рациональные направления
в произвольной точечной решетке, расположенной в двумерной плоскости, остаются
рациональными.

1. Плоская сетка

В двумерной евклидовой плоскости рассмотрим произвольный параллелограмм.
Построим разбиение плоскости на конгруэнтные и параллельные ему параллелограм-
мы, в котором смежные параллелограммы пересекаются по целым сторонам (такое
разбиение мы называем нормальным). Все прямые, на которых расположены стороны
параллелограммов, составляют плоскую сетку. Точки пересечения этих прямых назы-
вают узлами. Узлы, или вершины данного разбиения, составляют точечную решетку,
или просто решетку, см. [1]. Всякий параллелограмм разбиения называют основным
параллелограммом, или примитивной ячейкой, плоской точечной решетки.

Каждая точка плоскости принадлежит хотя бы одному параллелограмму рассмат-
риваемого разбиения, а любая достаточно малая ее окрестность принадлежит

1) одному параллелограмму разбиения, если она расположена внутри него,
2) двум параллелограммам разбиения, если расположена внутри стороны,
3) четырем параллелограммам разбиения, если она расположена в вершине.

Следовательно, решетка является дискретной системой точек. Точки произвольной
точечной решетки изолированы друг от друга и никакая точка плоскости не явля-
ется предельной точкой для последовательности точек, или узлов, принадлежащих
решетке.

Примем вершину одного из параллелограммов построенного нормального разби-
ения за начало координат, а ребра параллелограмма, выходящие из начала, примем
за единичные отрезки двух координатных осей. Тогда все вершины разбиения и толь-
ко они будут иметь целочисленные координаты. Таким образом, точечная решетка
может быть определена как совокупность точек с целочисленными координатами в
каком-то репере, который называют основным репером решетки. В качестве начала
координат может быть взята любая точка решетки. Если взять какой-то вектор с на-
чалом и концом в точках данной решетки, то параллельный ему вектор с началом в
точке решетки будет иметь конец в точке этой же решетки. Параллельный перенос на
вектор решетки, обладающий целочисленными координатами в ее основном репере,
совмещает всю решетку с собой. Таким образом, любая точечная решетка обладает
свойством параллельной переносности.

В силу дискретности и параллельной переносности решетки порядок n поворота,
совмещающего решетку с собой, не может быть любым. В [2] доказано, что порядок
n не больше 6 и не равен 5, т.е. n 6 6 и n 6= 5. В самом деле, выберем в плоскости
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точку решетки, ближайшую к центру поворота и не совпадающую с ним. Размно-
жив эту точку решетки всеми поворотами вокруг центра вращения, совмещающими
решетку с собой, получим выпуклый правильный n-угольник, все вершины которого
принадлежат решетке. Пусть n > 3. Тогда на двух смежных сторонах n-угольника
построим ромб. Три вершины ромба совпадают с вершинами n-угольника и поэтому
принадлежат решетке. Значит, четвертая вершина ромба также должна принадле-
жать решетке. Однако при n = 5 и n > 7 четвертая вершина ромба не расположена
в центре вращения и является более близкой к центру, чем вершина n-угольника. Но
этого не может быть, так как вершина n-угольника была взята ближайшей к центру
вращения точкой решетки. Значит, порядок поворота двумерной решетки находится
среди целых чисел 1, 2, 3, 4, 6. Он кристаллографический. В итоге получена

Теорема 1. Правильные многоугольники с вершинами в точках решетки — это
правильный треугольник, квадрат и правильный шестиугольник.

Рассмотрим выпуклый правильный n-угольник при n = 5 или n > 7. Одну из
вершин n-угольника соединим прямолинейными отрезками со всеми остальными его
вершинами. Рассмотрим всевозможные линейные комбинации полученной совокупно-
сти векторов с целочисленными коэффициентами, т.е. с коэффициентами из Z. Концы
всех этих векторов составляют параллельно переносную систему точек. Однако она
не является решеткой. В самом деле, четвертая вершина ромба, упомянутого выше, не
расположена в центре n-угольника и является более близкой к центру, чем вершина n-
угольника. Все четвертые вершины из n таких ромбов являются вершинами меньшего
правильного n-угольника. Повторяя эти рассуждения вновь и вновь, мы получаем, что
центр n-угольника является предельной точкой для построенного параллельно пере-
носного множества точек, содержащего вершины n-угольника. Следовательно, оно не
является точечной решеткой, см. выше и [1], [2].

Произвольная плоская точечная решетка центрально-симметрична с центром сим-
метрии в точке решетки и с центром симметрии в середине отрезка с концами в ее
точках.

Если имеется поворот плоскости, совмещающий точечную решетку с собой и не
оставляющий ни одной ее точки на том же месте, то имеется такой же поворот, сов-
мещающий решетку с собой и оставляющий некоторую ее точку на том же месте. В
самом деле, если при повороте каждая точка решетки заняла новое положение, то
посредством параллельного переноса решетки одно из новых положений точки мож-
но вернуть в старое положение. Значит, результирующий поворот будет происходить
вокруг старого положения точки решетки. Таким образом, если двумерная точечная
решетка обладает поворотом какого-то порядка, совмещающим решетку с собой, то
она обладает точно таким же поворотом вокруг точки решетки. Группу поворотов
плоскости вокруг точки решетки, совмещающих решетку с собой, называют точечной
группой данной решетки. Группу всех поворотов плоскости вокруг точки решетки,
совмещающих решетку с собой, то есть максимальную точечную группу решетки, на-
зывают голоэдрией. Голоэдрия может обладать поворотами 1-го и 2-го рода; поворотом
2-го рода служит зеркальное отражение от прямой.

В R2 существуют всего четыре различные голоэдрии. Одна из них имеет два це-
лочисленно неэквивалентные представления в виде группы целочисленных (2 × 2)-
матриц. Если представления голоэдрий целочисленно эквивалентны, то решетки от-
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носятся к одному типу Браве. Имеются пять типов Браве плоских решеток. Эти ре-
шетки соответственно имеют названия косоугольная, прямоугольная примитивная,
прямоугольная центрированная, квадратная и гексагональная, см. [3].

2. Рациональное направление

Рассмотрим поворот порядка n, n > 5, вокруг точки решетки O. Возьмем прямо-
линейный отрезок OA, который имеет рациональное направление в решетке. Значит,
найдется точка A′, принадлежащая решетке и расположенная на луче OA, т.е. распо-
ложенная внутри отрезка OA, на его продолжении или совпадающая с A. Пусть при
повороте вокруг точки O на угол ϕ = 2π

n отрезок OA переходит в отрезок OB, отре-
зок OB переходит в OC, OC переходит в OD, OD в OE, . . . , причем все они имеют
рациональные направления. Тогда их концы A, B, C, D, E, . . . являются вершинами
правильного многоугольника, расположенного в плоскости решетки. Рассмотрим три
соседних отрезка OA, OB и OC. Отрезок OB направлен по бисектриссе угла меж-
ду OA и OC. Так как отрезок OB имеет рациональное направление в решетке, то
найдется точка B′, принадлежащая решетке и расположенная на луче OB, т.е. распо-
ложенная внутри отрезка OB, на его продолжении или совпадающая с B. Построим
ромб с диагональю OB′, противоположные стороны которого коллинеарны соответ-
ственно отрезкам OA и OC. Все четыре стороны ромба рациональны, так как они
проходят через точки A и B′, принадлежащие рассматриваемой точечной решетке, и
имеют в ней рациональные направления. Значит, все вершины ромба рациональны.
А так как две вершины ромба, расположенные на лучах OA и OC, имеют рациональ-
ные координаты и они равноудалены от вершины O, то на лучах OA и OC имеются
точки решетки, равноудаленные от вершины O. Для их получения достаточно коор-
динаты имеющихся двух вершин ромба умножить на (наименьшее) общее кратное их
знаменателей.

Точно так же, отрезок OD направлен по биссектрисе угла между отрезками OC
и OE. Следовательно, на лучах OC и OE имеются точки решетки, равноудаленные
от вершины O. Таким образом, в данном случае на луче OC получится какая-то
точка решетки. В предыдущем случае на этом же луче OC могла получиться совсем
другая точка решетки. Возьмем на луче OC точку, расстояние которой от O кратно
расстояниям от O в этих двух случаях. На этом расстоянии имеются точки решетки
на всех трех лучах OA, OC и OE. Итак, на лучах OA, OC и OE имеются точки
решетки, равноудаленные от O.

Повторяя эти рассуждения вновь и вновь, сделаем полный обход вокруг точки O
или же сделаем вокруг точки O два полных обхода. В итоге мы получим одно из двух:
либо существует правильный n

2 -угольник при четном n, либо существует правильный
n-угольник при нечетном n. В обоих случаях вершины многоугольника принадлежат
точечной решетке. Однако при нечетном n > 5 такого не может быть, см. выше и
[2]. При четном n возможно лишь n

2 = 3, 4, 6, т.е. n = 6, 8, 12. В итоге нами получена
следующая

Теорема 2. Если совокупность рациональных направлений в решетке совмеща-
ется с собой некристаллографическим поворотом, то его порядок равен 8 или 12.
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Осталось выяснить, бывают ли повороты 8-го и 12-го порядков. Если бывают, то
решетка должна содержать вершины квадрата или гексагона, см. выше.

Пусть рациональные направления заданы единичными векторами, выпущенных из
одной и той же точки. Тогда их концы будут расположены на единичной окружности с
центром в этой точке. Наша дальнейшая цель — исследовать некристаллографические
повороты множества рациональных направлений в плоской точечной решетке, как
множества точек на окружности.

Поворот 8-го порядка. В ортонормированном репере точки с координатами
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расположены на единичной окружности с центром в начале координат и имеют ра-
циональные направления в квадратной решетке, построенной на упомянутом репере.
Совокупность восьми радиус-векторов этих точек совмещается с собой поворотом 8-
го порядка вокруг начала координат. Правда, поворот 8-го порядка не совмещает
решетку с собой.

Радиус-векторы двух точек (1, 1) и (−1, 1) данной решетки составляют основной
репер другой квадратной решетки, которая является подрешеткой исходной решетки.
Она подобна ей с коэффициентом подобия
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2 и поворотом на угол π

4 . Обе квадратные
решетки имеют одну и ту же совокупность рациональных направлений, задаваемых
точками единичной окружности. Поворот 8-го порядка вокруг начала совмещает эту
совокупность с собой.

Поворот 12-го порядка. В ортонормированном репере точки с координатами
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расположены на единичной окружности с центром в начале координат и имеют раци-
ональные направления в гексагональной решетке, построенной на первых шести точ-
ках — вершинах правильного 6-угольника. Совокупность двенадцати радиус-векторов
упомянутых точек совмещаются с собой поворотом 12-го порядка вокруг начала ко-
ординат. Поворот 12-го порядка не совмещает решетку с собой. Радиус-векторы двух
точек (

1 +

√
3

2
,
1

2

)
,

(
1 +

√
3

2
,−1

2

)
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заданной гексагональной решетки составляют основной репер другой гексагональной
решетки, которая является подрешеткой исходной решетки. Она подобна ей с коэф-

фициентом подобия
√

2 +
√
3 и поворотом на угол π

6 . Обе гексагональные решетки
имеют одну и ту же совокупность рациональных направлений, задаваемых точками
единичной окружности. Поворот 12-го порядка вокруг начала совмещает эту сово-
купность с собой.

Таким образом, некристаллографическими поворотами обладает совокупность ра-
циональных направлений квадратной решетки и произвольной ее центрировки, а так-
же гексагональной решетки и произвольной ее центрировки. На этом исследование
рациональных вращений, т.е. поворотов конечного порядка, завершено.

3. Иррациональное вращение

Продолжим исследование множества рациональных направлений в решетке. По-
рядок некристаллографического поворота может быть равен 8 или 12, см. выше, если
он конечен. Теперь нас интересуют повороты бесконечного порядка.

Луч, выпущенный из точки решетки, имеет рациональное направление в решет-
ке, если на нем имеется еще хотя бы одна точка этой решетки. Значит, таких точек
бесконечно много. Рациональное направление в решетке можно задавать примитив-
ным вектором решетки, т.е. вектором с взаимно простыми целыми координатами в
основном ее репере.

Из точки O произвольной плоской точечной решетки выпустим два неколлине-
арных примитивных вектора. Их концы A и B являются точками решетки. Пред-
положим, что отрезки OA и OB соизмеримы и их общую меру обозначим через
e. Тогда |OA| = ae, |OB| = be, где a, b ∈ N. Гомотетично увеличив отрезок OA с
центром гомотетии в точке O и коэффициентом гомотетии b, получим отрезок OA′,
|OA′| = b|OA| = b(ae). Так как b целое, то точка A′ принадлежит решетке. Точно так
же на луче OB получаем точку B′, |OB′| = a|OB| = a(be), которая также принадле-
жит решетке. Точки A′ и B′ равноудалены от O. Построим ромб с вершинами O, A′

и B′. Его четвертая вершина также принадлежит решетке. Значит, диагонали ромба
являются векторами решетки. Они перпендикулярны.

Таким образом, из соизмеримости длин двух неколлинеарных векторов решетки
следует наличие в ней прямоугольной подрешетки. А сама решетка является неко-
торой центрировкой (см. [1]) прямоугольной решетки, если она не совпадает с ней.
Множество рациональных направлений в решетке и ее подрешетке всегда является
одним и тем же.

Примем ортогональные примитивные векторы прямоугольной решетки за единич-
ные векторы координатных осей. Пусть, для определенности, длина примитивного
вектора вдоль оси абсцисс равна 1, а длина примитивного вектора вдоль оси ординат
равна λ. Тогда квадрат длины вектора с координатами x и y будет равен x2 + λ2 y2.

В данной системе координат точки с целыми координатами составляют прямо-
угольную решетку. Радиус-векторы двух точек с координатами (p, q) и (−λ2q, p) пер-
пендикулярны друг другу и отношение их длин равно отношению длин единичных
отрезков на осях координат. Если p, q ∈ N, то точка (p, q) принадлежит прямоуголь-
ной решетке с метрической квадратичной формой x2 + λ2 y2. Однако вторая точка
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имеет рациональные координаты, если и только если λ2 рационально. (В противном
случае в решетке имеются лишь два ортогональные рациональные направления.) В
таком случае для радиуса-вектора произвольной точки (p, q) прямоугольной решет-
ки имеется перпендикулярный ему радиус-вектор другой точки (−λ2qd, pd) этой же
решетки, где через d обозначен знаменатель рационального числа λ2.

Ясно, что угол α между радиус-векторами точек (1, 0) и (p, q) является углом
поворота вокруг начала O(0, 0), при котором множество рациональных направлений
решетки совмещается с собой. Этот угол, очевидно, можно удвоить, утроить, . . . А
так как прямоугольная решетка зеркально симметрична относительно координатных
осей, то угол −α между радиус-векторами точек (1, 0) и (p,−q), противоположный
углу α, также является углом поворота вокруг начала O(0, 0), при котором множе-
ство рациональных направлений решетки совмещается с собой. Значит, это множество

совмещается с собой при поворотах на угол zα, где z ∈ Z и α = arctg
(
λq
p

)
. Таким

образом, нами получена следующая

Теорема 3. Если λ2 рационально, то угол α = arctg
(
λq
p

)
порождает груп-

пу поворотов с углами zα, z ∈ Z, совмещающих с собой множество рациональных
направлений прямоугольной решетки, соответсвующей метрической квадратичной
форме x2 + λ2 y2.

Напомним, что любой примитивный вектор решетки задает в ней рациональное
направление. Однако рациональные направления можно задавать единичными векто-
рами, выпущенными из одной и той же точки. Их концы расположены на единичной
окружности с центром в этой точке. Любой их поворот задается вещественным числом
2π
α .

Не нарушая общности, мы будем считать, что λ2 ∈ N и более подробно остановимся
на следующих трех случаях: λ2 = 1, λ2 = 3 и λ2 = p1p2 . . . pk, где сомножители pi
являются простыми при каждом i = 1, 2, . . . , k, pj 6= pi при j 6= i и p1 6= 3 при k = 1.

Случай λ2 = 1. Все точки в R2 с целочисленными координатами в ортонорми-
рованном репере составляют квадратную решетку. Решетка обладает поворотом 4-го
порядка (поворотом 2-го порядка обладает каждая решетка); поворот 3-го или 6-го
порядка у нее отсутствует. Любой примитивный вектор решетки задает в ней ра-
циональное направление. Множество всех рациональных направлений в квадратной
решетке обладает поворотом 8-го порядка, см. выше. Более того, множество раци-
ональных направлений произвольной центрировки квадратной решетки совпадает с
множеством рациональных направлений самой квадратной решетки, значит, оно так-
же обладает поворотом 8-го порядка. Поворотом 12-го порядка оно не обладает.

Так как в исходной квадратной решетке радиус-векторы точек (p, q) и (−q, p) пер-
пендикулярны и имеют одну и ту же длину, то они составляют основной репер квад-
ратной подрешетки данной решетки. А так как множество рациональных направле-
ний в решетке и подрешетке одно и то же, то оно совмещается с собой при тех же
поворотах. Все остальные повороты, существующие по теореме 3, имеют бесконечный
порядок. В итоге имеет место

Теорема 4. Если p, q ∈ N и q 6= p, то число u = 1
π arctg

(
q
p

)
иррационально.
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Случай λ2 = 3. В случае метрической формы x2 + 3 y2 центрированная пря-
моугольная решетка содержит не только вершины нормального разбиения на пря-
моугольники, но и центры всех этих прямоугольников. В итоге она является гек-
сагональной решеткой. Она совмещается с собой поворотом 6-го порядка. Поэтому
множество рациональных направлений в данной прямоугольной решетке обладает
поворотом 6-го порядка. Оно обладает некристаллографическим поворотом 12-го по-
рядка, см. выше. (В данной группе поворотов 12-го порядка поворот 2-го, 3-го или
6-го порядка является кристаллографическим, однако поворот 4-го порядка не яв-
ляется кристаллографическим, что вполне согласуется с [2].) Множество рациональ-
ных направлений произвольной центрировки этой прямоугольной решетки совпадает
с множеством рациональных направлений самой прямоугольной решетки, значит, так-
же обладает поворотом 12-го порядка. Поворотом 8-го порядка оно не обладает. Все
остальные повороты имеют бесконечный порядок. Следовательно, имеет место

Теорема 5. Пусть p, q ∈ N и q 6= p 6= 3q. Тогда число v = 1
π arctg

(
q
√
3
p

)
является

иррациональным .

Случай λ2 = p1p2 . . . pk. Здесь все pi простые, pj 6= pi при j 6= i и p1 6= 3 при
k = 1. При данном λ2 прямоугольная решетка с метрической формой x2+λ2 y2 (здесь,
в частности, при k = 1 число λ2 является простым, отличным от 3) обладает только
поворотом 2-го порядка, значит, не обладает поворотом 3-го, 4-го или 6-го порядка.
Множество рациональных направлений в этой прямоугольной решетке не обладает
поворотом 8-го или 12-го порядка. То же самое можно сказать о множестве раци-
ональных направлений произвольной центрировки рассматриваемой прямоугольной
решетки. Все остальные повороты имеют бесконечный порядок. Следовательно, имеет
место следующая

Теорема 6. Пусть p, q ∈ N и λ2 = p1p2 . . . pk, где все pi простые и разные и

p1 6= 3 при k = 1. Тогда число w = 1
π arctg

(
λq
p

)
является иррациональным.

Заключение
Таким образом, если в плоской решетке нет двух неколлинеарных радиус-векто-

ров, чьи длины соизмеримы, то решетка косоугольная. В любой другой плоской решет-
ке имеются два ортогональных радиус-вектора. В ней может быть либо только одна
пара ортогональных примитивных векторов (особая прямоугольная решетка), либо
таких пар бесконечно много. В последнем случае угол между любыми двумя радиус-
векторами решетки является углом поворота вокруг ее точки O(0, 0), совмещающим
множество рациональных направлений решетки с собой. Среди них встречаются об-
щая прямоугольная решетка (см. теорему 6) и произвольная ее центрировка (более
густая рещетка — надрешетка прямоугольной подрешетки, см. [1]), а также два част-
ных случая прямоугольной решетки и произвольных ее центрировок (см. теорему 4 и
теорему 5). К ним относятся квадратная решетка и произвольная ее центрировка, а
также гексагональная решетка и произвольная ее центрировка. В общем случае число
λ2 может принимать различные простые значения, отличные от 3. Во всех этих случа-
ях множество рациональных направлений решетки обладает различными поворотами
бесконечного порядка.
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Все полученные таким образом бесконечные группы поворотов являются подгруп-
пами одной из известных семи предельных групп Кюри, см. [3].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-
50-00005).
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СОЗДАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЧЕРТЕЖЕЙ
В TikZ1

Н. М. Добровольский, А. Р. Есаян (Тула)

Аннотация

При решении геометрических задач, написании пособий и книг по гео-
метрии для средней школы и вуза приходится заниматься техническим
рисованием. И даже если чертеж представляется совсем ясно и четко,
для многих людей перенос его из "головы" на бумагу является довольно
непростым делом. Помочь в этом могут разнообразные графические ре-
дакторы, например, GeoGebra— свободно распространяемая графическая
и вычислительная система для изучения и преподавания математики в
школах.

Но существует и иной подход. Геометрические чертежи можно со-
здавать, используя систему T ikZ [2], являющуюся пакетом расши-
рений TEX/LATEX. С помощью TikZ, не выходя из LATEX, и не прибегая к
сторонним графическим редакторам, легко пишется код для вывода как
простых, так и весьма сложных схем, диаграмм, графиков и геометриче-
ских чертежей.

В предлагаемой статье обсуждаются характерные особенности написа-
ния фрагментов кода T ikZ для вывода чертежей при решении типовых
задач планиметрии, связанных с замечательными точками в треугольни-
ке. А именно, при создании геометрических чертежей часто по тем или
иным данным приходится вычислять и выводить замечательные точки
треугольников, к которым относятся: "центроид (центр масс, центр тя-
жести)" — точка пересечения медиан, "ортоцентр" — точка пересечения
высот, "центр описанной окружности" — точка пересечения "середин-
ных" перпендикуляров (перпендикуляров к серединам сторон треуголь-
ника), "инцентр"— центр вписанной окружности, являющийся точкой пе-
ресечения биссектрис. Ниже показывается, как вычисляются и выводятся
эти точки с помощью tikz-кода. Рассмотрены также коды для решения
ряда вспомогательных задач таких, как проведение: биссектриссы угла;
прямой, проходящей через заданную точку параллельно другой прямой;
окружности с центром в конкретной точке, касающейся заданной прямой
и т. п.

Ключевые слова: TEX, LATEX, T ikZ, GeoGebra.

Библиография: 2 названия.

1Работа выполнена по гранту РФФФ № 15-01-01540а.
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THE CREATION OF THE GEOMETRICAL
DRAWINGS IN TikZ

N. M. Dobrovolsky, A. R. Esayan (Tula)

Abstract

When solving geometric problems, writing manuals and books on geometry
for secondary school and University we have to deal with technical drawings.
And even if the drawing is represented quite clearly, move its from the "head"
to a paper is quite difficult for many people. To this can help a variety of
graphic editors, for example, GeoGebra— the free system of a graphics and
calculations which is used for study and teaching of mathematics in schools.

However, there is another approach. Geometric drawings can be created
using the TikZ system [2], which is an extension package of TEX/LATEX. Using
T ikZ, not walking out of LATEX, and without resorting to third-party graphical
editors, easily write code to output both simple and very complex diagrams,
charts, graphs and geometrical drawings.

The article discusses the specific of writing code of fragments T ikZ to
output the drawings for solving typical tasks on planimetry associated with
remarkable points in a triangle. Namely, when creating some geometric draw-
ings on those or other data often necessary to calculate and display remarkable
points of a triangle, which include: "the centroid (center of mass, centre of
gravity)" — the point of intersection of medians; "the orthocenter" — the
point crossing heights; "the circle circumscribed around triangle" — the point
of intersection "middle" perpendiculars (perpendicular to the midpoints of
the sides of the triangle); "the incenter" — the center of the inscribed circle,
which is the point of intersection of the bisectors. The following shows how are
calculated and returned these points with tikz-code. Also discussed codes for
the solution of some auxiliary tasks such as conducting: bisector of an angle;
a line which passing through the given point and parallel to the line; a circle
with a center at a particular point tangent to a given straight line, etc.

Keywords: TEX, LATEX, T ikZ, GeoGebra.

Bibliography: 2 titles.

1. Введение

При выводе геометрических чертежей часто по различным данным прихо-
дится вычислять и выводить замечательные точки треугольников, к которым
относятся:

• центроид (центр масс, центр тяжести) — точка пересечения медиан;

• ортоцентр — точка пересечения высот;

• центр описанной окружности — точка пересечения “серединных” перпен-
дикуляров (перпендикуляров к серединам сторон треугольника);
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• инцентр — центр вписанной окружности, являющийся точкой пересечения
биссектрис.

Ниже показывается, как вычисляются и выводятся эти точки с помощью
tikz-кода. Рассмотрены также примеры решения ряда вспомогательных задач.

2. Центроид

Если A, B и C — вершины треугольника ABC, то центроид M можно най-
ти по формуле ($(A)!.5!(B)!1/3!(C)$), которая означает следующее. Берется
точка X = ($(A)!.5!(B)$), делящая отрезок AB пополам, и на медиане XC
находится точка M = ($(X)!1/3!(C)$), делящая ее в отношении 1:2. В нашем
случае △ABC вместе с координатной сеткой выводится макросом \tria. Далее
находится центроид и именуется буквой M . Наконец, точка M соединяется с
каждой из вершин △ABC.
\usetikzlibrary{calc}
\newcommand{\tria}{
\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[label=left:$A$] (A)at(0,0);
\coordinate[label=right:$B$](B)at(3,1);
\coordinate[label=above:$C$](C)at(1,3);
\draw (A)--(B)--(C)--cycle;}
\begin{tikzpicture}
\tria
\node[fill=teal, circle, inner sep=2pt,

label=above right:$M$] (M)
at ($(A)!.5!(B)!1/3!(C)$) {};

\draw (A)--(M)--(B) (M)--(C);
\end{tikzpicture}

A

B

C

M

3. Ортоцентр

Здесь △ABC выведен макросом \tria, определенным в I. Далее, находятся
ортогональная проекция D точки A на сторону CB и ортогональная проекция
E точки C на сторону AB. Ортоцентр является точкой пересечения прямых AD
и CE. Для его нахождения отрезки AD и CE получают соответственно имена
h1 и h2. По ним и определяется точка O пересечения AD и CE. Последней
командой \node полученный ортоцентр выводится в виде небольшого темно-
зеленого кружка вместе с надписью O.
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%\usetikzlibrary{calc, intersections}
\begin{tikzpicture}
\tria
\node[fill=red, circle, inner sep=2pt,

label= right:$D$] (D)
at ($(C)!(A)!(B)$) {};

\node[fill=red, circle, inner sep=2pt,
label= right:$E$] (E)

at ($(A)!(C)!(B)$) {};
\draw [name path=h1] (A)--(D);
\draw [name path=h2] (C)--(E);
\draw [name intersections=

{of=h1 and h2, by=O}];
\node[fill=teal, circle, inner sep=2pt,

label=right:$O$] at (O) {};
\end{tikzpicture}

A

B

C

D

E

O

4. Прямая, проходяшая через точку ‖ другой пря-
мой

Считаем, что прямая AB задана парой несовпадающих точек A и B и че-
рез точку C требуется провести прямую, параллельную AB. Для того чтобы
построить требуемую прямую, на ней достаточно отыскать еще одну точку T ,
отличную от C. А сделать это можно последовательностью действий, описание
которых приведено слева от рисунка:

• найти ортогональную проекцию P точки
C на прямую AB: P = ($(A)!(C)!(B)$);

• найти точку S, являющуюся серединой от-
резка CP : S = ($(C)!0.5!(P)$);

• найти на прямой AS такую точку T , что-
бы отрезки AS и ST оказались равными:
T = ($(A)!2!(S)$);

• соединить точки (T ) и ($(C)!-1!(T)$)
отрезком. Последняя точка находится на
прямой CT на таком же расстоянии от C,
как и T , но с другой ее стороны.

A

B

C

P

S

T

Теперь уже написание кода, рещающего задачу, труда не составляет.
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\usetikzlibrary{calc}
\begin{tikzpicture}

\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[label=left:$A$] (A) at (0,0);
\coordinate[label=right:$B$] (B) at (3,1);
\coordinate[fill=red, circle, inner sep=2pt,

label=above:$C$] (C) at (1,3);
\draw (A)--(B);
\coordinate[fill=teal, circle, inner sep=2pt,

label=above:$T$] (T)
at ($(A)!2!($(C)!0.5!($(A)!(C)!(B)$)$)$);

\draw (T)--($(C)!-1!(T)$);
\end{tikzpicture}

A

B

C

T

Другой вариант решения данной задачи получается, если вторую точку T на
искомой прямой находить как образ точки P при повороте отрезка CP вокруг
точки C на 90◦: T = ($(С)!1!90:(P)$). Соответствующий код можно сформи-
ровать из предыдущего кода, заменив в его последней команде \coordinate
фрагмент после слова at на ($(C)!1!90:($(A)!(C)!(B)$)$);.

5. Медиатриcса (срединный перпендикуляр)

Отрезок AB задан двумя точками A и B. Провести серединный перпенди-
куляр к отрезку AB. Решить задачу можно следующей последовательностью
действий:

• найти точку T как образ B при поворо-
те отрезка AB вокруг точки A на 60◦:
T = ($(A)!1!60:(B)$);

• соединить точки (A) и (B);

• соединить точку T c ее ортогональной
проекцией S на отрезок AB;

A

B

T

S
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Поскольку не обязательно выводить все вспомогательные линии и точки, то
код и вывод по нему могут быть, например, такими:

\usetikzlibrary{calc}
\begin{tikzpicture}[

sty/.style={fill=teal,
circle, inner sep=2pt}]

\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[sty,label=left:$A$]

(A) at (0,2);
\coordinate[sty,label=right:$B$]

(B) at (3,1);
\draw (A)--(B);
\coordinate (T) at ($(A)!1!60:(B)$);
\draw [dashed] (T)--($(A)!(T)!(B)$);

\end{tikzpicture}

A

B

6. Центр описанной окружности

В треугольнике ABC найти центр описанной окружности и провести эту
окружность. Нам достаточно провести серединные перпендикуляры к двум сто-
ронам треугольника и найти точку их пересечения. Сделать это можно так, как
это описано в предыдущем примере. Код для решения задачи может быть сле-
дующим:

\usetikzlibrary{calc, intersections}
\begin{tikzpicture}[
sty/.style={fill=teal, circle, inner sep=2pt}]
\coordinate[sty,label=left:$A$] (A) at (0,0);
\coordinate[sty,label=right:$B$](B) at (3,1);
\coordinate[sty,label=above:$C$](C) at (1,3);

\draw (A)--(B)--(C)--(A);

\coordinate (T) at ($(A)!1!60:(B)$);
\draw [name path=h1, dashed]

(T)--($(A)!(T)!(B)$);
\coordinate (T) at ($(B)!1!60:(C)$);
\draw [name path=h2, dashed]

(T)--($(B)!(T)!(C)$);
\draw [name intersections=

{of=h1 and h2, by=O}];
\node[sty, label=right:$O$] at (O) {};

\draw (O) let \p1=($(O)-(A)$)
in circle ({veclen(\x1,\y1)});

\end{tikzpicture}

A

B

C

O
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Дадим пояснения к коду:

1. по трем начальным командам \coordinate именуются и выводятся вместе
с надписями три точки A, B, C — вершины треугольника;

2. \draw (A)--(B)--(C)--(A) — рисуется треугольник;

3. \coordinate (T) at ($(A)!1!60:(B)$) — определяется, но не выводится,
точка T как образ B при повороте отрезка AB на 60◦ вокруг точки A;

4. \draw [name path=h1, dashed] (T)--($(A)!(T)!(B)$) — выводится се-
рединный перпендикуляр к AB. Он получает имя h1;

5. \coordinate (T) at ($(B)!1!60:(C)$) — определяется, но не выводится,
точка T как образ C при повороте отрезка BC на 60◦ вокруг точки B;

6. \draw [name path=h2, dashed] (T)--($(B)!(T)!(C)$) — выводится се-
рединный перпендикуляр к BC. Он получает имя h2;

7. \draw [name intersections={of=h1 and h2, by=O}] — находится точка
O пересечения серединных перпендикуляров к AB и BC;

8. \node[sty, label=right:$O$] at (O) {} — выводится точка O в виде
небольшого темно-зеленого кружка и ее надпись;

9. последней командой \draw с использованием оператора let выводится ок-
ружность, описанная около △ABC.

7. Вспомогательные задачи

Точки в задачах A-C заданы своими абсолютными координатами.
Задача A. Заданы две точки O и A. Нарисовать окружность с центром в

точке O, проходящую через точку A.
Решение задачи A. Здесь известен центр окружности, а ее радиус можно вы-

числить по точкам O и A c помощью оператора let. Это и делается приведенным
ниже кодом. В нем при определении стиля sty используется неопределенный
параметр #1 для раскраски точек O и A разными цветами.
\usetikzlibrary{calc}
\begin{tikzpicture}[scale=0.6,

sty/.style={fill=#1, circle,
inner sep=2pt}]

\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[sty=teal, label=left:$O$]

(O) at (0,0);
\coordinate[sty=red, label=right:$A$]

(A) at (3,1);
\draw (A)--(O) let \p1=($(O)-(A)$)

in circle ({veclen(\x1,\y1)});
\end{tikzpicture}

O

A
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Заметим, что имеется библиотека through, в которой определена единствен-
ная опция circle through. Если данная библиотека открыта (\usetikzlibrary
{through}), то ту же самую задачу мы могли бы решить предыдущим кодом,
заменив в нем последнюю команду \draw следующими командами:

\node [draw, circle through={(A)}] at (O) {};
\draw (A)--(O); .

Задача B. Задана точка O и прямая AB двумя точками A и B. Нарисовать
окружность с центром в точке O, касающуюся линии AB.

Решение задачи B. Решать задачу можно так:

1. определить имена O, A, B точек по их абсолютным координатам и вывести
эти точки вместе с надписями;

2. найти ортогональную проекцию L точки O на прямую AB, и вывести
точку L вместе с надписью;

3. соединить отрезками точку L с точками A, B и O (необязательно);

4. используя оператор let, провести окружность с центром в O, проходящую
через точку L.

Код, реализующий указанные действия, представлен ниже. Вывод показан
при различных положениях точки O: (0,1), (0,4), (2,-1) и (1,5).

\usetikzlibrary{calc}
\begin{tikzpicture}[scale=0.7,

sty/.style={fill=teal, circle, inner sep=2pt}]
\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[sty, label=left:$O$] (O) at (0,1);
\coordinate[sty, label=right:$A$] (A) at (3,1);
\coordinate[sty, label=right:$B$] (B) at (1,3);

\coordinate[sty, fill=red, label=right:$L$] (L)
at ($(A)!(O)!(B)$);

\draw (A)--(L)--(B) (L)--(O);
\draw (O) let \p1=($(O)-(L)$)

in circle ({veclen(\x1,\y1)});
\end{tikzpicture}

(O)=(0,1) (O)=(0,4)

O A

B
L

O

A

B

L
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(O)=(2,-1) (O)=(1,5)

O

A

B

L

O

A

B

L

Задача C. Заданы две точки A и B. Нарисовать равносторонний треуголь-
ник ABC, одна из сторон которого является отрезком AB.

Решение задачи C. Возможным решением задачи может служить такой код:

\usetikzlibrary{calc, intersections}
\begin{tikzpicture}[scale=0.7]

\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[label=left:$A$] (A) at (0,2);
\coordinate[label=right:$B$] (B) at (3,1);
\path [name path=h1, draw]

let \p1=($(A)-(B)$), \n1={veclen(\x1,\y1)}
in (A) circle (\n1);

\path [name path=h2, draw]
let \p1=($(A)-(B)$), \n1={veclen(\x1,\y1)}
in (B) circle (\n1);

\draw [name intersections={of=h1 and h2, by=C}];
\draw [fill=yellow, opacity=0.5] (A)--(C)--(B)--cycle;
\coordinate[label=above:$C$] (C) at (C);
\foreach \t in {A,B,C}{

\coordinate[fill=teal, circle, inner sep=2pt]
(\t) at (\t);}

\end{tikzpicture}

A

B

C
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Дадим краткий комментарий к коду:

1. первыми двумя командами \coordinate заданные точки получают имена
A и B и такие же надписи. Надписи выводятся;

2. первой командой \path проводится окружность с центром в точке A и
радиусом AB. Эта окружность получает имя h1;

3. второй командой \path проводится окружность с центром в точке B и
радиусом AB. Эта окружность получает имя h2;

4. \draw [name intersections={of=h1 and h2, by=C}] — находится, полу-
чает имя C и выводится одна из точек пересечения окружностей;

5. \draw[fill=yellow, opacity=0.5] (A)--(C)--(B)--cycle — рисуется
требуемый равносторонней треугольник и заполняется желтым цветом с
непрозрачностью 0.5;

6. \coordinate[label=above:$C$] (C) at (C) — точка c именем C получа-
ет надпись C, которая и выводится;

7. \foreach ... — вершины треугольника выводятся небольшими кружка-
ми темно-зеленого цвета.

Рассмотрим еще один вариант решения задачи, не требующий подключения
библиотеки intersections. Точку C можно определить как образ точки A при
вращении отрезка BA вокруг точки B на угол −60◦ (на 60◦ по часовой стрелке),
то есть C — это точка ($(B)!1!-60:(A)$). Далее все очевидно.

\usetikzlibrary{calc}
\begin{tikzpicture}[scale=0.7]

\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[label=left:$A$] (A) at (0,2);
\coordinate[label=right:$B$] (B) at (3,1);
\coordinate[label= $C$] (C)

at ($(B)!1!-60:(A)$);
\draw [fill=yellow, opacity=0.5]

(A)--(C)--(B)--cycle;
\foreach \t in {A,B,C}{\coordinate[fill=teal,

circle, inner sep=2pt] (\t) at (\t);}
\end{tikzpicture}

A

B

C

8. Биссектриса угла

Задан угол ACB двумя сторонами CA и CB. Провести биссектрису этого
угла. Решить задачу можно следующей последовательностью действий:
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1. найти точку S на прямой CA такую,
чтобы CS = rcm (например, r = 2):
S = ($(C)!2cm!(A)$);

2. найти точку T на прямой CB такую,
чтобы CT = rcm:

T = ($(C)!2cm!(B)$);

3. найти точку L — середину отрезка
ST ;

4. соединить точку C c L. CL и есть бис-
сектриса ∠ACB.

A

B

C

S

T

L

Поскольку необязательно выводить все вспомогательные линии и точки, то
код и вывод по нему могут быть, например, такими:
\begin{tikzpicture}[

sty/.style={fill=teal, circle, inner sep=2pt}]
\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[sty, label=left:$A$] (A) at (0,0);
\coordinate[sty, label=above right:$B$] (B) at (5,1);
\coordinate[sty, label= above:$C$] (C) at (1,3);
\draw (A)--(C)--(B);
\draw[dashdotted] (C)--($($(C)!3cm!(A)$)!0.5!($(C)!3cm!(B)$)$);

\end{tikzpicture}

A

B

C

9. Инцентр

В треугольнике ABC найти центр O вписанной окружности, соединить O с
вершинами △ABC, опустить из O перпендикуляры на стороны △ABC и выве-
сти вписанную окружность:

Все перечисленные действия можно реализовать по такому коду:
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\usetikzlibrary{calc, intersections, through}
\begin{tikzpicture}[

sty/.style={fill=teal, circle, inner sep=2pt}]
\def\r{5}
\draw[help lines](0,0) grid (3,3);
\coordinate[sty, label=left:$A$] (A) at (0,0);
\coordinate[sty, label=above right:$B$] (B) at (5,1);
\coordinate[sty, label=above:$C$] (C) at (1,3);
\draw (A)--(C)--(B)--(A);
\path[name path=h1]

(C)--($($(C)!\r cm!(A)$)!0.5!($(C)!\r cm!(B)$)$);
\path[name path=h2]

(A)--($($(A)!\r cm!(C)$)!0.5!($(A)!\r cm!(B)$)$);
\draw[name intersections={of=h1 and h2, by=O}];
\node[sty, label=below right:$O$] at (O) {};
\coordinate (X) at ($(A)!(O)!(B)$);
\coordinate (Y) at ($(A)!(O)!(C)$);
\coordinate (Z) at ($(B)!(O)!(C)$);
\node [draw, circle through={(X)}] at (O) {};
\foreach \t in {A,B,C}{\draw[dashdotted] (O)--(\t);}
\foreach \t in {A,B,C,O,X,Y,Z}{\coordinate [sty] (\t) at (\t);}
\foreach \t in {X,Y,Z}{\draw (O)--(\t);}

\end{tikzpicture}
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O

Получить решение задачи можно построением биссектрис двух углов тре-
угольника. Далее остается лишь найти точку их переcечения. Как проводить
биссектрисы углов, описано в предыдущем пункте. Однако необходимо поза-
ботиться о том, чтобы отрезки (тропы), представляющие биссектрисы, пересе-
кались. Для этого мы должны строить их достаточно протяженными. Кратко
опишем представленный выше код:

1. \def\r{5} — определяет макрос \r, равный 5. Именно это значение \r (в
сантиметрах) мы и откладываем на сторонах угла при построении бис-
сектрис. Величина r должна быть достаточной для того, чтобы тропы,
представляющие биссектрисы, пересекались;
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2. первыми тремя командами \coordinate заданные точки получают имена
A, B и C и такие же надписи. И точки, и надписи выводятся;

3. \draw (A)--(C)--(B)--(A) — рисуется △ABC;

4. следующие две команды \path определяют, но не выводят, отрезки для
биссектрис ∠BAC и ∠ACB и задают им имена h1 и h2 соответственно;

5. команда \draw[name intersections={of=h1 and h2, by=O}] определяет,
но не выводит, точку O пересечения биссектрис;

6. команда \node[sty, label=below right:$O$] at (O) {} выводит точку
O и ее надпись;

7. следующие три команды \coordinate определяют ортогональные проек-
ции X, Y и Z точки O на стороны треугольника;

8. команда \node[draw, circle through={(X)}] at (O) {} выводит требу-
емую вписанную окружность;

9. первой командой \foreach точка O соединяется штрих-пунктирными ли-
ниями с вершинами треугольника (биссектрисы углов);

10. второй командой \foreach точки A, B, C, O, X, Y , Z рисуются в виде
небольших кружков темно-зеленого цвета;

11. третьей командой \foreach точка O соединяется со своими ортогональ-
ными проекциями X, Y , Z на стороны треугольника.

10. Заключение

Из представленного материала вытекает, что средства графического паке-
та T ikZ, встроенного в научно-издательскую систему TEX/LATEX, позволяют
достаточно просто писать код для формирования и вывода чертежей геометри-
ческих задач планиметрии и с успехом могут быть использованы для создания
качественных рисунков при написании соответствующих курсовых работ, ди-
пломных работ, диссертаций, пособий, монографий и книг.
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ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ

ИНВЕРСИЯ И ВРЕМЕННОЙ ХАОС
ВСЕЛЕННОЙ

М. Б. Челноков (г. Москва)

Аннотация

В настоящей работе устанавливается соответствие между простран-
ственной и временнóй инверсией и переходом от одной инерциальной си-
стемы отсчета (ИСО) к другой в рамках специальной теории относитель-
ности. Выясняется, что если происходят два события, то при переходе от
одной ИСО к другой возможен как вариант, когда их последовательность
во времени одинакова в обеих ИСО, так и вариант, когда их последо-
вательность взаимно противоположна в этих ИСО. В последнем случае
мы говорим о временнóй инверсии. Получены условия, при которых вре-
меннáя инверсия имеет место.

Анализируются результаты, вытекающие из введенных представлений.
Основной результат заключается в том, что во Вселенной в целом нет еди-
ного направления времени, в ней царит временнóй хаос. А потому теряют
свой смысл такие понятия, как возраст Вселенной и ряд других.

Разумеется, при нерелятивистских скоростях и относительно малых
расстояниях мы возвращаемся к обычному представлению об однонаправ-
ленном течении времени.

Выкладки и расчеты, приведенные в настоящей работе, основаны на
специальной теории относительности, и потому представляются несомнен-
ными. Тем не менее, было бы интересно провести эксперимент для про-
верки временнóй инверсии. Схема такого эксперимента представляется
следующей.

Одна ИСО связывается с Землей, другая ИСО – с двумя спутниками,
имеющими одинаковую скорость и находящимися на расстоянии друг от
друга. Со спутников посылаются сигналы на Землю – сначала с одного,
затем с другого. На Земле эти сигналы принимаются в обратной последо-
вательности. Рассчитаны параметры такого эксперимента и показано, что
он реализуем на сегодняшний момент.

В конце работы даны краткие выводы и рассмотрены возможные на-
правления продолжения данной работы. Одним из таких направлений яв-
ляется анализ изменений, которые должны быть внесены в предлагаемые
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представления с учетом неинерциальности реальных объектов Вселенной
и гравитационных эффектов.

Ключевые слова: инверсия, Вселенная, космология, система отсчета,
пространство, время, мир Минковского, события, сигнал, временной хаос.
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INVERSION OF SPACE AND TIME AND
CHAOS OF TIME ON THE UNIVERSE

M. B. Chelnokov (Moscow)

Abstract

This article establishes the connection between the spatial inversion and
the inversion of time and the transition from one inertial reference system
(IRS) to another one within the framework of the special theory of relativity.
It turns out that if two events occurs that in the case of the transition from one
IRS to another two variants are possible. The first one is when their sequence
in time is the same in both IRS. The second variant is when their sequence in
time is mutually opposite. In the latter case we speak about the inversion of
time. The conditions under which the inversion of time takes place have been
drawn.

The results arising from the introduced concepts are being analyzed. The
idea is that on the whole in the Universe there is no single direction of time,
the chaos of time reigns in it. Therefore such notions as the age of the Universe
and some others notions lose their sense.

Thus, in non-relativistic velocities and relatively short distances we return
to the usual point of view of the unidirectional flow of time.

The calculations and the results introduced in this work are based on
the special theory of relativity, and therefore they are considered obvious.
Nevertheless, it would be interesting to carry out an experiment to test the
inversion of time. The scheme of the experiment is the following.

One IRS is connected with the Earth, the other IRS – with two satellites
which have the equal velocities and which located at some distance from each
other. Signals are sent from satellite to Earth at first from the first satellite and
then from the other one. On Earth, these signals are received in the reverse
order. The parameters of such experiment have been calculated and it has
been proved that it can be carried out at the present moment.

At the end of the paper brief summery are given and possible ways of
continuing of this work are considered. On these ways is the analysis of the
changes which must be made in the proposed presentation taking into account
non-inertial of the real objects of the Universe and gravitational effects.

Keywords: inversion, Universe, cosmology, reference systems, space, time,
Minkowski world, events, signal, chaos of time.

Bibliography: 18 titles.
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1. Введение

В предыдущей работе автора [1] рассматривались проблемы зер-
кальной асимметрии, пространственной инверсии и несохранения P -четности.
Настоящая работа является, в определенной мере, продолжением предыдущей
и посвящена, в первую очередь, временнóй инверсии.

Вопросы симметрии пространства-времени и, в частности, вопросы прос-
транственно – временнóй инверсии и связанные с ними проблемы сохранения
или несохранения различных видов четности, уже давно привлекают присталь-
ное и неизменное внимание. Ни в коей мере не претендуя на какую-либо полноту
обзора, сошлемся, например, на источники [2–16].

До сих пор считалось, что можно говорить о едином направлении време-
ни во Вселенной в целом – от прошлого к будущему. Да, сегодня хорошо из-
вестно, что в рамках специальной теории относительности (СТО) время имеет
разную «скорость» в разных инерциальных системах отсчета (ИСО) и даже мо-
жет «двигаться» в противоположных направлениях, а в рамках общей теории
относительности время замедляет свой ход вблизи гравитирующих тел.

Тем не менее, это не мешало рассматривать единый ход времени во Все-
ленной в целом – так, например, время жизни Вселенной с момента Большого
взрыва оценивается в 13 млрд. лет.

В этой работе мы покажем, что если быть до конца последовательным при
анализе времени в рамках СТО, то представление о едином направлении вре-
мени во Вселенной теряет смысл, так же, как, например, представление об аб-
солютной одновременности.

Кроме того, выясняется, что известная операция инверсии (как простран-
ственной, так и временнóй) оказывается при некоторых условиях эквивалентной
операции перехода от одной ИСО к другой в рамках СТО.

2. Временнáя инверсия

Введем следующее разумное, как нам представляется, определение разного
направления времени:

Пусть в некоторой ИСО K событие 2 происходит после события 1, а в ИСО
K ′, наоборот, событие 1 происходит после события 2. Тогда мы говорим, что в
этих двух ИСО время течет в противоположных направлениях.

В обеих этих системах время течет от прошлого к будущему, но то, что
является будущим для ИСО K, является прошедшим для ИСО K ′, а то, что
является прошедшим для ИСО K, является будущим для ИСО K ′.

Пусть у нас есть два события: событие 1 и событие 2 (или 3). Рассмотрим
их с точки зрения ИСО K и ИСО K ′ (Рис.1). Система отсчета K ′ движется
относительно системы отсчета K вдоль совпадающих осей x и x′ вправо со ско-
ростью V , или, что то же, система отсчета K движется относительно системы
отсчета K ′ влево, т.е. со скоростью −V .
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Рис. 1: Две инерциальные системы отсчета в СТО

Как известно [17, 18], в СТО имеют место следующие формулы преобразо-
вания промежутков времени.

Переход ИСО K ′ → ИСО K:

c△t = c(t2 − t1) = γ [c(t′2 − t′1) + β(x′
2 − x′

1)] (1)

Переход ИСО K → ИСО K ′:

c△t = c(t′2 − t′1) = γ [c(t2 − t1) + β(x2 − x1)] (2)

Здесь введены обычные обозначения:
c – скорость света;

β = v/c

γ =
1√

1− β2

Штрихованные величины относятся к ИСО K ′, а нештрихованные – к ИСО K.
Начнем рассмотрение с формулы (1). Пусть в ИСО K ′ событие 2 происхо-

дит после события 1, т.е. t′2 > t′1 или t′2 − t′1 > 0. Тогда для временно́й инверсии
необходимо, чтобы t2 − t1 < 0, а потому второе слагаемое в правой части фор-
мулы (1) должно быть отрицательным, т.е. x′

2 − x′
1 < 0 и, кроме того, должно

выполняться неравенство:

β(x′
1 − x′

2) > c(t′2 − t′1) (3)

Рассмотрим величину v с размерностью скорости:

v =
x′
1 − x′

2

t′2 − t′1
>

c

β
(4)

Как видим, эта величина должна быть больше скорости света, что невоз-
можно, а потому временна́я инверсия возможна только для двух событий, не
связанных между собой причинно-следственной связью.
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Рассмотрим теперь формулу (2). Пусть в ИСО K событие 2 происходит
после события 1, т.е. t2 > t1. Тогда для временно́й инверсии необходимо, чтобы
t′2−t′1 < 0, а потому второе слагаемое в правой части формулы (2) должно быть
отрицательным, т.е. x2−x1 > 0 и, кроме того, должно выполняться неравенство:

β(x1 − x2) > c(t2 − t1) (5)

Рассмотрим, как и в предыдущем пункте, величину v с размерностью ско-
рости:

v =
x2 − x1

t2 − t1
>

c

β
(6)

Эта величина опять-таки больше скорости света, а потому временна́я инвер-
сия возможна только для двух событий, не связанных между собой причинно-
следственной связью.

Рис. 2: Картина временно́й инверсии в мире Минковского. Переход от ИСО K ′

к ИСО K.

Дадим геометрическую интерпретацию рассмотренного явления с точки зре-
ния мира Минковского. Рассмотрим переход ИСО K ′ → ИСО K (Рис.2). В ис-
ходной ИСО K ′ сначала происходит событие 1, а затем – событие 2 (или 3).
Случай, когда неравенство (3) не выполняется, соответствует точке 2. Здесь и
в ИСО K, как и в исходной ИСО K ′, событие 2 происходит после события 1,
т.е. инверсии нет.

Случай, когда неравенство (3) выполняется, соответствует точке 3. Здесь в
ИСО K событие 3 происходит, в отличие от ИСО K ′, перед событием 1, т.е.
имеет место временна́я инверсия. (Или же, если неравенство (3) превращается
в равенство, то событие 3 происходит одновременно с событием 1).

Рассмотрим теперь переход ИСО K → ИСО K ′ (рис.3). В исходной ИСО
K сначала происходит событие 1, а затем – событие 2 (или 3). Случай, когда
неравенство (5) не выполняется, соответствует точке 2. Здесь в ИСО K ′, как и
с исходной ИСО K, событие 2 происходит после события 1, т.е. инверсии нет.

Случай, когда неравенство (5) выполняется, соответствует точке 3. Здесь в
ИСО K ′ событие 3 происходит, в отличие от ИСО K, перед событием 1, т.е.
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Рис. 3: Картина временно́й инверсии в мире Минковского. Переход от ИСО K
к ИСО K ′.

имеет место временна́я инверсия. (Или же, если неравенство (5) превращается
в равенство, то событие 3 происходит одновременно с событием 1).

3. Анализ результатов

Итак, условия, при которых имеет место временна́я инверсия, или, говоря
иначе, взаимно противоположное направление течения времени для двух ИСО,
связаны с тремя следующими факторами:

1. Относительной скоростью ИСО.

2. Пространственным расстоянием между двумя точками.

3. Промежутком времени.

Рассмотрим всевозможные пары ИСО, связанные с реальными телами Все-
ленной. В некоторых из этих пар (и в некоторых парах точек) время течет в
одинаковых направлениях, а в некоторых – в противоположных. Таким обра-
зом, представление о едином направлении времени во Вселенной теряет свой
смысл. Прошлое и будущее относительны. Во Вселенной царит временно́й хаос.
Теряет смысл и вопрос о возрасте Вселенной. Таким образом, можно сказать,
что применения в космологии общей теории относительности, в определенном
смысле, противоречат специальной теории относительности.

Конечно, здесь возникает естественный вопрос о согласовании введенных
представлений со всей совокупностью известных в космологии эксперименталь-
ных данных: Большой взрыв и возраст Вселенной, расширение Вселенной, ре-
ликтовое излучение, темная материя и темная энергия. Нам кажется, что все
эти явления могут быть интерпретированы в рамках новых представлений, од-
нако какие-то акценты при этом могут быть изменены.

Можно провести аналогию. Когда-то в XIX веке многие явления интерпрети-
ровались в рамках представлений об эфире. И даже когда появились уравнения
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Максвелла, они интерпретировались в тех же представлениях. Но затем эфир
закончил свое существование, а все эти явления остались.

Нам кажется, что так же будет и в данном случае: отпадет представление о
едином направлении времени во Вселенной, а все наблюдаемые явления будут
трактоваться в рамках представления о временно́м хаосе.

Когда появилась специальная теория относительности Эйнштейна, одним
из самых громких и неожиданных её результатов была относительность од-
новременности. Теперь вступает в свои права и относительность направления
времени для двух событий, если они разноместны, не связаны друг с другом
причинно-следственной связью и для них выполняется формула (3).

Оценим порядок величин, характеризующих разнонаправленность времени
во Вселенной. Будем использовать при этом формулу (3). Характерное расстоя-
ние, начиная с которого Вселенная может считаться однородной, и для которого
полагалось справедливым динамическое решение Фридмана – это примерно 100
Мпк. Возьмем его в качестве расстояния между точками, в которых происхо-
дят два события. Пусть при этом относительная скорость двух систем отсчета
(например, двух галактик) равна 0, 1 скорости света.

Тогда для осуществления инверсии времени промежуток времени между
двумя событиями в одной системе отсчета не должен превышать 30 млн. лет.
То есть, если с точки зрения системы отсчета, связанной с одной из галактик,
событие 1 происходит раньше события 2 на 30 млн. лет, то с точки зрения
системы отсчета, связанной с другой галактикой, событие 1 происходит позже
события 2 на 30 млн. лет. Разумеется, ни о какой стреле времени здесь уже не
приходится говорить.

Не составляет труда подобрать во Вселенной такие параметры, при которых
инверсионная разность времени превысит величину, которая сегодня считается
возрастом Вселенной (13 млрд. лет).

Как известно, радиус Вселенной составляет примерно 12000 Мпк. Возьмем в
качестве расстояния между точками, в которых происходят два события, 10000
Мпк и относительную скорость систем отсчета, близкую световой. Тогда инте-
ресующая нас разность времени равна 30 млрд. лет. Эта цифра явно свидетель-
ствует о том, что понятие возраста Вселенной утрачивает свой смысл.

Подчеркнем, что приведенные здесь расчеты временно́й инверсии основаны
на специальной теории относительности, и потому представляются несомненны-
ми. Тем не менее, может представлять интерес постановка эксперимента, под-
тверждающего временну́ю инверсию. Схема такого эксперимента может быть
следующей.

Пусть штрихованная ИСО K ′ связана с Землей, а нештрихованная ИСО
K – с двумя спутниками, которые имеют нулевую скорость относительно друг
друга и находятся на некотором расстоянии друг от друга. Часы, находящиеся
на этих спутниках, синхронизированы. Со спутников посылаются сигналы –
сначала с одного, затем – с другого. На Земле эти сигналы принимаются в
обратной последовательности.
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Рассчитаем параметры такого эксперимента. Для осуществления временно́й
инверсии второе слагаемое в формуле (2) должно быть отрицательным и бо́ль-
шим по модулю, чем первое слагаемое.

Возьмем скорость спутников относительно Земли V = 10км/с = 104м/с,
△x = x2 − x1 = 103 км = 106 м – это примерно 2,5% от длины экватора Земли.

Тогда по формуле (5):
△t = t2 − t1 <

β
c
(x2 − x1) ≈ 10−7c = 100 нс.

Возьмем △t = 0, 3 · 10−7c = 30 нс. Тогда промежуток времени между этими
сигналами, регистрируемыми на Земле, находится по формуле (2) и его числен-
ное значение есть △t = 0, 8 · 10−7c = 80 нс. При этих параметрах эксперимент
на сегодня представляется реализуемым.

4. Пространственная инверсия

Рассмотрим теперь вопрос о пространственной инверсии в рамках представ-
ления о переходе от одной инерциальной системы отсчета к другой. Как извест-
но, в СТО имеют место следующие формулы преобразования разности коорди-
нат.

Переход ИСО K ′ → ИСО K:

△x = x2 − x1 = γ[(x′
2 − x′

1) + V (t′2 − t′1)] (7)

Переход ИСО K → ИСО K ′:

△x′ = x′
2 − x′

1 = γ[(x2 − x1)− V (t2 − t1)] (8)

Начнем анализ с перехода ИСО K ′ → ИСО K. Пусть в ИСО K ′ событие 1
происходит в момент времени t′1 в точке x′

1, а событие 2 (или 3) – соответственно
в момент времени t′2 в точке x′

2 (или t′3 в точке x′
3). Тогда из формулы (7) следует,

что условие пространственной инверсии имеет вид:

t′2 < t′1;V (t′1 − t′2) > x′
2 − x′

1 (9)

Эта картина с точки зрения мира Минковского изображена на Рис. 4. В
точке 2 инверсии нет, а в точке 3 – есть.

Рассмотрим теперь переход ИСО K → ИСО K ′. Условие пространственной
инверсии, как следует из формулы (8), имеет вид:

t2 > t1;V (t2 − t1) > x2 − x1 (10)

Как и прежде, начальная точка – точка 1, а конечная – точка 2 (или 3).
Это условие с точки зрения мира Минковского изображено на рис. 5. В точке
2 пространственной инверсии нет, а в точке 3 – есть.
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Рис. 4: Картина пространственной инверсии в мире Минковского. Переход от
ИСО K ′ к ИСО K.

5. Заключение

Итак, основные выводы настоящей работы следующие:

1. Временна́я и пространственная инверсия (зеркальное отражение) в опре-
деленной мере эквивалентны переходу от одной ИСО к другой. Таким об-
разом, можно до некоторой степени моделировать и временну́ю инверсию
и зеркальное преобразование.

2. Во Вселенной в целом отсутствует единое направление времени. Назовем
это временным хаосом Вселенной.

Рис. 5: Картина пространственной инверсии в мире Минковского. Переход от
ИСО K к ИСО K ′.

Дальнейшее развитие данной работы нам видится в следующих направле-
ниях:

1. Экспериментальный поиск несохранения четности в процессах, обуслов-
ленных сильным и электромагнитным взаимодействием.
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2. Разработка методов описания свойств и поведения большой системы (Все-
ленной), в которой время не динамично, а хаотично. И статические, и ди-
намические представления здесь не работают, они должны быть заменены
чем-то другим.

3. Согласование введенных здесь представлений со всей совокупностью из-
вестных в космологии экспериментальных данных.

4. Анализ изменений, которые должны быть внесены в предлагаемую кар-
тину, с учетом неинерциальности реальных объектов Вселенной и грави-
тационных эффектов.

5. Анализ инверсионных эффектов с точки зрения трех и более ИСО. Не
исключено, что здесь может появиться многомерное время.

6. Анализ реальной схемы возможного эксперимента (и его постановка), под-
тверждающего введенные здесь представления.
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60 ЛЕТ МИХАИЛУ ВЛАДИМИРОВИЧУ
ЗАЙЦЕВУ

Редакционная коллегия поздравляет профессора кафедры высшей алгебры
Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова, доктора
физико-математических наук Михаила Владимировича Зайцева с шестидеся-
тилетием.

Михаил Владимирович родился в Подмосковье и его незаурядные математи-
ческие способности проявились с ранних школьных лет. После восьмого класса
он был принят в школу-интернат № 18 при МГУ имени М. В. Ломоносова (в
настоящее время СУНЦ), который Михаил Владимирович окончил в 1972 году.
Его дальнейшее становление как профессионала также связано с Московским
государственным университетом. Он выпускник механико-математического фа-
культета и аспирантуры Отделения математики МГУ.

Куратором группы первокурсников, в которой учился М. В. Зайцев, был Ю.
А. Бахтурин, в то время молодой сотрудник кафедры высшей алгебры. Может
быть этот факт и повлиял в конце второго курса при выборе научного руково-
дителя. Так, с третьего курса Михаил Владимирович увлекся основным делом
своей жизни — научно-исследовательской работой в области линейных алгебр
и их тождественных соотношений. В настоящее время его научные интересы
разнообразны, а результаты научно-исследовательской работы впечатляющие.
Решены важные задачи в классах ассоциативных алгебр с градуировками и
без, алгебр и супералгебр Ли, альтернативных и йордановых алгебр, а также
в неклассическом случае линейных алгебр над полем. Им опубликовано более
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сотни статей практически во всех престижных журналах алгебраического про-
филя как российских, так и зарубежных.

В 2000-е годы он занимал посты заведующего кафедрой и декана в Мос-
ковском государственном университете коммерции. В настоящее время Миха-
ил Владимирович работает профессором кафедры высшей алгебры МГУ им.
М.В. Ломоносова. В своей педагогической деятельности имеет высокий автори-
тет как среди своих коллег и руководства, так и среди студентов и аспирантов
механико-математического факультета. Он является членом двух диссертаци-
онных советов. Им подготовлено около десяти кандидатов физико-математичес-
ких наук.

Желаем своему коллеге крепкого здоровья, творческих успехов, талантли-
вых учеников, счастья и удачи!
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Дорогой Сергей Петрович!
Коллектив кафедры высшей алгебры механико-математического факульте-

та Московского университета сердечно поздравляет Вас с замечательным юби-
леем — шестидесятилетием со дня рождения.

Вся Ваша жизнь связана с мехматом Мгу, где Вы учились как студент, ас-
пирант и докторант, и всегда поддерживали связь с нашей кафедрой.. Ваша
научная деятельность получила заслуженное признание как в нашей стране,
так и за рубежом. Вы являетесь основоположником целого ряда новых пер-
спективных направлений современной алгебры. Вы также являетесь ярким и
талантливым педагогом. Ваши многочисленные ученики, среди которых есть и
кандидаты и доктора наук, занимают лидирующие позиции в теории алгебр с
тождественными соотношениями.

За долгие годы работы в системе высшего образования Вы проявили себя и
как талантливый администратор не только на посту заведующего кафедрой, но
и на посту декана, особое внимание уделяя интересам и нуждам подчиненных
и коллег.

Желаем Вам, дорогой Сергей Петрович, крепкого здоровья, семейного сча-
стья, новых творческих успехов, энергии и вдохновения!
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Заголовок на русском
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Аннотация на английском

\begin{engabstract}
In~this paper ......

\medskip
{\it Keywords:} ......

\medskip
{\it Bibliography:} ?? titles.
\end{engabstract}

Текст статьи на русском или английском

\section{Введение}
\section{}
.....
\section{Заключение}
\begin{thebibliography}{19}
\bibitem{Gru1} Оформляется по ГОСТу.
\end{thebibliography}
\begin{engbibliography}{19}
\bibitem{eGru1} Оформляется по Гарвардскому стандарту.
\end{engbibliography}
\noindent Организация.

\noindent Поступило 30.04.2015

6. Пример оформления статьи

\levkolonttl{О. А. МАТВЕЕВА}
\prvkolonttl{О НУЛЯХ ПОЛИНОМОВ ДИРИХЛЕ, АППРОКСИМИРУЮЩИХ \ldots}
\thispagestyle{empty}
\input{shapka.tex}
%
УДК 511.3
\begin{center}
{\Large \bf О НУЛЯХ ПОЛИНОМОВ ДИРИХЛЕ, АППРОКСИМИРУЮЩИХ В КРИТИЧЕСКОЙ
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
ПОЛОСЕ L-ФУНКЦИИ ДИРИХЛЕ}
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
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{\large О.~А.~Матвеева (г. Саратов)}
\end{center}
%
\begin{abstract}
Получены плотностные теоремы о нулях полиномов Дирихле,
аппроксимирующих L-функции Дирихле в критической области.
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
{\it Ключевые слова}: полиномы Дирихле, L-функции Дирихле, нули
полиномов Дирихле.
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
{\it Библиография:} 21 название.
\end{abstract}
%
\begin{center}
{\Large \bf ZEROS OF DIRICHLET POLYNOMIALS
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
APPROXIMATING DIRICHLET L-FUNCTIONS
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
IN THE CRITICAL STRIP}
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
{\large O.~A.~Matveeva}
\end{center}
%

\begin{engabstract}
Density theorems about zeros of dirichlet polynomials approximating
Dirichlet L-fuctions in the critical strip are obtained.
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
{\it Keywords}: Dirichlet polynomials, Dirichlet L-fuctions,
zeros of Dirichlet polynomials.
% пустая строка перед \medskip обязательна
\medskip
{\it Bibliography:} 21 titles.
\end{engabstract}
%
\section{Введение}
В работе \cite{KorotkovMatveeva} была приведена
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вычислительная схема построения полиномов Дирихле
$Q_n(s),\; s = \sigma + it$, которые в прямоугольнике
$0<\sigma<1,\; 0<t<T$ аппроксимируют целые функции,
заданные рядами Дирихле с периодическими коэффициентами,
с показательной скоростью. В частности, эта схема позволяет
эффективно вычислять нули L-функций Дирихле, лежащие в критической
полосе. В данной работе показано, что, с одной стороны,
известные факты о нулях L-функций Дирихле дают возможность получить
результаты о нулях аппроксимирующих полиномов Дирихле; с другой
стороны, поведение в критической полосе аппроксимирующих полиномов
Дирихле определяет поведение L-функций Дирихле.
%
\section{Конструкция полиномов Дирихле, аппроксимирующих
в критической полосе L-функции Дирихле}
Рассмотрим L-функцию Дирихле
\begin{equation}
L(s,\chi)=\sum_{1}^{\infty}\frac{\chi(n)}{n^s}, \quad s=\sigma+it,
\end{equation}
и соответствующий степенной ряд
\begin{equation}\label{powerseries}
g(z)=\sum_{1}^{\infty}\chi(n)t^n.
\end{equation}
.....
Для оценки величины \eqref{Meq10} сверху необходимо применить
численную схему, которая связана с вычислением полиномов $Q_n(s)$.
.....
\section{Заключение}
В заключении отметим, что аналогичные факты будут иметь место
и в случае рядов Дирихле с периодическими коэффициентами.
.....
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