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D = R

D=L �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D. äÏ-ËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ |Æk(i)| 6 k n �ÒÉ i = 0; 1; 2; : : :ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) = rk(i) − iak ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �Ï�ÁÄÁÎÉÊ rk(i) ÚÁ i ÛÁ-ÇÏ× ÔÏÞÅË S�-ÏÒÂÉÔÙ × ÏÂÌÁÓÔØ T
Dk ⊂ T

D ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ak =vol(TDk )= vol(TD), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ vol(TDk ) É vol(TD) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÏÂßÅÍÙ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ T
Dk É ×ÓÅÇÏ ÔÏÒÁ T

D. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ T
Dk ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÔÏÒÁ T

D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ TD ⊂
R
D, ÞÔÏ ÓÄ×ÉÇ S� ÔÏÒÁ T

D ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×Á-ÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ TDk ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ TD =TD0 ⊔ TD1 ⊔ : : : ⊔ TDD . ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÄ×ÉÇÏ× ÔÏÒÁ S� É S� Ó×ÑÚÁÎÙÕÓÌÏ×ÉÅÍ � ≡ n� mod L, ÇÄÅ n | ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ k Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÉÁÍÅÔÒÒÁÚ×ÅÒÔËÉ TD. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ � | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, � = 1n(� + b), ÇÄÅ n = 1; 2; 3; : : : É b |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÞÉÔÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉr0(i) = ℄{j; {j�} < 1− �; 0 6 j < i};r1(i) = ℄{j; {j�} > 1− �; 0 6 j < i}; (0.1)ÇÄÅ {x} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÆ0(i) = r0(i)− i(1− �);Æ1(i) = r1(i)− i�ÆÕÎË�ÉÊ r0(i), r1(i) ÏÔ ÏÖÉÄÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÇÄÅ 1−� É �| ÄÌÉÎÙ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ ÄÒÏÂÎÙÅ ÄÏÌÉ {j�}. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊÆ0(i), Æ1(i) çÅËËÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÔÅÏÒÅÍÁ çÅËËÅ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÒÏÂÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÊ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ ÔÏÒÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 11-01-00578-a.95



96 ÷. ç. öõòá÷ìå÷�ÅÏÒÅÍÁ 1 (çÅËËÅ [3℄). åÓÌÉ � | ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ-ÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Æ0(i)| 6 n; |Æ1(i)| 6 n (0.2)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ | �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅËËÅ ÎÁ ÔÏÒÙ T

D ÌÀÂÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D. éÓÈÏÄÉÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ.æÕÎË�ÉÉ r0(i), r1(i) ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ Ó �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØS� : x 7→ x+ � mod 1 (0.3)| �Ï×ÏÒÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C = T
1 ÎÁ ÕÇÏÌ �. �ÏÇÄÁ r0(i), r1(i)ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÄÁÎÉÊ ÔÏÞÅËS0�(0) = 0; S1�(0); : : : ; Si−1� (0);ÇÄÅ Sj� | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÁ S� ËÒÁÔÎÏÓÔÉ j, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × �ÏÌÕ-ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ [0; 1 − �) É [1 − �; 1); Á Æ0(i), Æ1(i) | ËÁË ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ × ÚÁÄÁÞÅÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÒÏÂÎÙÈ ÄÏÌÅÊ. òÁÚÒÅÖÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞ-ËÅ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ T 1 = [0; 1).åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ T 1 = [0; 1) ÒÁÚÂÉÔØT 1 = T 10 ⊔ T 11 (0.4)ÎÁ Ä×Á �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ T 10 = [0; 1 − �), T 11 = [1 − �; 1), ÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ (0.3) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ �ÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× T 10 É T 11 :T 1 S−→ T 1 : S(x) = x+ vk;ÅÓÌÉ x ∈ T 1k ÄÌÑ k = 0; 1; �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÄ×ÉÇÏ× v0 É v1 ÒÁ×ÎÙ � É �−1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D > 2 �ÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ T

D ≃ R
D=L,

T
D S�−→ T

D : x 7→ S�(x) ≡ x+ � mod L; (0.5)ÇÄÅ � = (�1; : : : ; �D) | ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ É L | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁÉÚ R
D. òÁÚÒÅÖÅÍ ÔÏÒ T

D ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ TD ÓÏ-ÄÅÒÖÁÌÁÓØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
D. �Å�ÅÒØ ÅÓÌÉ ÓÎÏ×Á ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÔÏÒ T

D ÓÅÇÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ TD, ÔÏ ÓÄ×ÉÇÕ ÔÏÒÁ (0.5) ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÏÂÌÁÓÔÅÊ Tk ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉTD = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ Ts: (0.6)úÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÌÁÓÔÅÊ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (0.6), ÒÁ×ÎÏ smin = D + 1. �ÁË, × ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ Ä×Á ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0.4); �ÒÉ



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 97D = 2 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÌÏÓËÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÒÅÈ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ×.þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅËËÅ, ÂÕÄÅÍ, �ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó (0.2), Ä×ÉÇÁÔØÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ: ÎÁÞÎÅÍ Ó ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË ÔÏÒÁTD = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ TD; (0.7)ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁTD S−→ TD : x 7→ S(x) = x+ vk; (0.8)ÅÓÌÉ x ∈ Tk. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÔÏÒÁ (0.7) É×ÅËÔÏÒÙ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ v0; v1; : : : ; vD ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Õ: �ÏÓÌÅ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÔÏÒÁ T
D Ó ÅÇÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ TD �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ (0.8) ÂÕÄÅÔÏÔ×ÅÞÁÔØ ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ S� (0.3) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ �, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÙÊ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ (0.8).ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó (0.1) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÞÉÔÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉrk(i) = ℄{j;Sj�(0) ∈ Tk; 0 6 j < i}ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D; ÇÄÅ S� | ÓÄ×ÉÇ (0.3) ÔÏÒÁ T

D ÎÁ ×ÅËÔÏÒ� = 1n(�+ b1l1 + · · ·+ bDlD);�ÒÉ ÜÔÏÍ bk | ÌÀÂÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É lk = vk − v0 ÄÌÑ k = 1; : : : ;D. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R. �ÏÇÄÁ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Tk ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÆk(i) = rk(i)− iak (0.9)ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D, ÇÄÅ a1; : : : ; aD | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −� × ÂÁÚÉÓÅl1; : : : ; lD É a0 = 1−a1−· · ·−aD. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) × ÔÅÏÒÅÍÅ5.1 ÄÏËÁÚÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R É �ÕÓÔØ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ � ÔÏÒÁ T
D = R

D=L ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ, Ô.Å. ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�′1; : : : ; �′D × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÅÛÅÔËÉ L ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÞÉÓÌÁ�′1; : : : ; �′D; 1 (0.10)ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k =0; 1; : : : ;D ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Æk(i)| 6 kn (0.11)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : : úÄÅÓØ k = T;k | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (5.13), ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× n, i É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÒÁÚ×ÅÒÔ-ËÉ ÔÏÒÁ TD.



98 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ðÕÓÔØ A| ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ e1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ; eD = (0; 0; : : : ; 1).ïÂÒÁÚ AT ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÒÁÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D. ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T Ë AT ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ-ÓÑ ×ÓÅ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, �ÒÉÞÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ(0.11) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A:AT;k = T;k:ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏl1 = e1; : : : ; lD = eD: (0.12)ðÒÉ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÅËËÅ). ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 2 É ÕÓÌÏ×ÉÑ (0.12) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Æk(i)| 6 dT n ÄÌÑ k = 1; : : : ;D;
|Æk(i)| 6 DdT n ÄÌÑ k = 0;ÇÄÅ dT | ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ TD. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ (0.7)ËÁÖÄÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Tk ËÕÂÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ (0.9) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ Æk(i) = rk(i)− i vol(Tk)ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D, ÇÄÅ vol(Tk) | ÏÂßÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ Tk.éÎÔÅÒÅÓÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÅÓ-ÌÉ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÕÎË�ÉÉ {x}, ÔÁË ÖÅ ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ çÅËËÅ (0.2). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌ-ÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D = 2. ï�ÒÅÄÅÌÉÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÞÉÔÁÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:r1(i) = ℄{0 6 j < i; {{j(�1 −�1�2)}+ {j�2}�1} > 1−�1; {j�2} < 1−�2};(0.13)ÇÄÅ � = (�1; �2) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ É�1 = 1n(�1 − b1 − b2�1); �2 = 1n(�2 − b2):åÓÌÉ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e1 = (1; 0); e2 = (0; 1), ÔÏ ÔÕ ÖÅ ÓÞÉ-ÔÁÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (0.13) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÅÝÅ × ÏÄÎÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÍ×ÉÄÅr1(i) = ℄{0 6 j < i; 1−�1 6 {j�̃1}+�1{j�2} < 1; {j�2} < 1−�2}; (0.14)ÇÄÅ �̃1 = 1n(�1 − b1 − �1�2). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 99�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ �1−�1�2; �2; 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Z. �Ï-ÇÄÁ ÄÌÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ1(i) = r1(i)− i(�1 − �1�2)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|Æ1(i)| 6 (1 + �1)n (0.15)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :ïÂÌÁÓÔÉ Tk ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ (0.7) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔ-ËÁ ÎÁ ÔÏÒÅ T

D. �ÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T1, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ (0.14),Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (0.15) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ. ïÎÉ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ �ÑÔØÀ Ó×ÏÂÏÄÎÙ-ÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �1, �2, b1, b2, n. óÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× T1 ×ËÌÀÞÁ-ÅÔ × ÓÅÂÑ �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× [7℄, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ�ÁÒÁÍÅÔÒÙ b1 = 0, b2 = 0. ÷ÓÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á T1 ÉÍÅ-ÀÔ ÏÓÔÒÙÅ ÕÇÌÙ, É ÜÔÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏ: ìÉÁÒÄÅ [4℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÏÒÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ. òÁÎÅÅ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÏÓÔÁÔËÁ Ó ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × [8℄.îÁÛ ÍÅÔÏÄ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ. ïÎ ÂÏÌÅÅ ×ÓÅÇÏ ÓÏÚ×ÕÞÅÎ ÍÅÔÏÄÕ ÆÒÁÎ-�ÕÚÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× (òÏÚÉ [6℄, æÅÒÅÎ�É [2℄ É ÄÒ.).äÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ: 1) ÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔ-ËÁ ÎÁ ÔÏÒÅ T
D ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D; 2) ÄÌÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) ÎÁ ÜÔÉÈÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÁÈÏÄÉÔØ Ñ×ÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ | �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÉÄÁ (0.15)(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 5.1) É ÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 6.1 É 7.1); 3) ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 〈Æk〉 ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) (ÓÍ.ÔÅÏÒÅÍÕ 8.1).§1. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉðÕÓÔØ ÄÁÎ D-ÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ

T
D ≃ R

D=L; (1.1)ÇÄÅ L | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
D, Ô.Å. ÒÅÛÅÔËÁ L ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ D ÎÁÄ R.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ

T
D S�−→ T

D : x 7→ S�(x) ≡ x+ � mod L: (1.2)òÁÚ×ÅÒÔËÏÊ ÔÏÒÁ T
D ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÉÚ R

D, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
R
D modL−→ T

D : x 7→ x mod L



100 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ R
D ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀT modL

−→∼ T
D: (1.3)ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÏÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓ-ÌÏ×ÉÀ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅT = T0 ⊔ T1 ⊔ : : : ⊔ TD (1.4)ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T , ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÉÅË�ÉÉ (1.3) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÔÏÒ T

D ÓÅÇÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ T , ÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅT S�−→ T (1.5)ÄÌÑ ÓÄ×ÉÇÁ ÔÏÒÁ (1.2) ÂÕÄÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ (D + 1)-�ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ ÒÁÚ-×ÅÒÔËÉ T : S�(x) = x+ v(x); (1.6)ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ v(x) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x ∈ T É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍv(x) = vk; ÅÓÌÉ x ∈ Tk; (1.7)�ÒÉ ÜÔÏÍ v0; v1; : : : ; vD | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×.ðÒÉÍÅÒÙ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË.1. ÷ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÒ T
1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ C É ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ S� | ÅÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C ÎÁ ÕÇÏÌ �. åÓÌÉ ÔÅ-�ÅÒØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ C Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ I = [0; 1),ÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S� ÂÕÄÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ Ä×ÕÈ �Ï-ÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× [0; 1 − �), [1− �; 1) ÉÚ I.2. ÷ ÓÌÕÞÁÅ D = 2 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ÔÏÒÁ T

2 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÒÁÚÂÉÔÙÊ ÎÁ ÔÒÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, �ÅÒÅËÌÁ-ÄÙ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �Ï×ÏÒÏÔÕ ÔÏÒÁ T
2.3. ïÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË T ÔÏÒÁ T

D �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × �. 9.éÚ (1.2), (1.6) É (1.7) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑvk ≡ � mod L ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D; (1.8)�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÙ lk = vk − v0 ÄÌÑ k = 1; : : : ;D (1.9)�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ �ÅÒÉÏÄÏ× L ÔÏÒÁ (1.1). äÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄÒÅÛÅÔËÕL′ = Z[l1; : : : ; lD℄ (1.10)ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ L, ÇÄÅ l1; : : : ; lD | �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ L′ ÎÁÄËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z.



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 101óÄ×ÉÇ S� ÔÏÒÁ (1.2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ�′1; : : : ; �′D; 1 (1.11)ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z, ÇÄÅ �′1; : : : ; �′D |ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁÓÄ×ÉÇÁ � × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ �ÅÒÉÏÄÏ× L.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÄ×ÉÇ S� (1.2) ÔÏÒÁ T
D (1.1) ÉÅÇÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ S� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ;2) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ T ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim T = D, É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
D′ ⊂ R

DÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D′ < D;3) ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ dT = supx;x′∈T |x− x′|.�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïrank L′ = rank L = D;ÇÄÅ rank M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÎÇ ÒÅÛÅÔËÉ M ⊂ R
D, ÒÁ×ÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÒÅÛÅÔËÉ M ÎÁÄ R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÔ-ËÉ L′ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅL′ ⊂ R

D′ ; ÇÄÅ D′ < D: (1.12)óÌÕÞÁÊ 1. ðÕÓÔØ � ∈ R
D′ . �ÏÇÄÁ ÉÚ (1.12) × ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1.6) ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ OrbS�(0) ⊂ R

D′ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ×ËÌÀÞÅÎÉÅ OrbS�(0) ⊂ R
D′ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ Orb(0)S� ÏÒÂÉÔÙ Orb(0)S� . éÚÕÓÌÏ×ÉÑ 1), ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÄ×ÉÇÁ ÔÏÒÁ [10, Ó. 66℄ É (1.5) ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Orb(0) = T ;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

D′ , Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2).óÌÕÞÁÊ 2. äÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ � =∈ R
D′ . �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑSi�(0) ⊂ i�+ R

D′ (1.13)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : : �ÁË ËÁË � =∈ R
D′ , ÔÏ ÉÚ (1.13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁSi�(0) ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ �ÒÉ i → +∞. üÔÏÔ ÆÁËÔ × ÓÉÌÕ (1.6)�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ Si�(0) ⊂ TÉ ÕÓÌÏ×ÉÀ 3) ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒ dT < ∞ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T . ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁ-ÎÏ. �



102 ÷. ç. öõòá÷ìå÷§2. ÷ÅËÔÏÒÎÁÑ T -ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ L′Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ, Ô.Å.ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× l1; : : : ; lD ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ D ÎÁÄ R: (2.1)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R
D Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ Fr(x),�ÏÌÁÇÁÑ Fr(x) = x′; (2.2)ÇÄÅ x′ ≡ x mod L É x′ ∈ T . ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÎÉÑ (2.2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

R
D = ∐l∈LT [l℄ (2.3)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

D ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉT [l℄ = T + l = {x+ l;x ∈ T};�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÏÂÌÁÓÔÉ T ÎÁ ×ÅËÔÏÒ l.þÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr(x) ÏÔ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T , ÍÙÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ FrT (x), É ÔÏÞËÕÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ FrT (x) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ T -ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ x ∈ R
D.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ�Fr(x) = Fr(x+ �)− Fr(x)| ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÛÁÇÏÍ �, ÇÄÅ � | ×ÅËÔÏÒÓÄ×ÉÇÁ (1.1) ÔÏÒÁ T

D. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�Fr(x) = v(x) (2.4)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R
D, ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒv(x) = �+ l(x); (2.5)�ÒÉ ÜÔÏÍ l(x) = lk, ÅÓÌÉ x ∈ Tk ÄÌÑ k = 1; : : : ;D, É l(x) = l0 = 0, ÅÓÌÉx ∈ T0. úÄÅÓØ lk | ×ÅËÔÏÒÙ (1.9).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ÉÍÅÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅS�(x) = x+ v(x); (2.6)�ÒÉ ÜÔÏÍ v(x) = vk ÄÌÑ x ∈ Tk É k = 0; 1; : : : ;D. �ÁË ËÁË × ÓÉÌÕ (1.8)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï v(x) = � + l(x), ÇÄÅ l(x) = lk ÄÌÑ x ∈ Tk É k =0; 1; : : : ;D, ÔÏ ÉÚ (2.6) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁS�(x) = x+ �+ l(x);



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 103�ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ T ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ x + � + l(x) ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ T . ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:Fr(x+ �) = x+ �+ l(x) = x+ v(x); (2.7)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ T . äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (2.4) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏx+ � ≡ x+ �+ l(x) mod L; (2.8)ÇÄÅ l(x) ∈ L É × ÓÉÌÕ (1.6) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅx+ �+ l(x) ∈ T: (2.9)éÚ (2.7) ÓÌÅÄÕÅÔ�Fr(x) = Fr(x+ �)− Fr(x)= x+ �+ l(x)− x = �+ l(x) = v(x)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ T .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ x ∈ R
D. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (2.3)ÌÀÂÏÅ x ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ x = x′ + l ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x′ ∈ T Él ∈ L, É ÔÏÇÄÁ Fr(x) = x′: (2.10)ðÏ (2.8) É (2.9) ÉÍÅÅÍx+ � ≡ x′ + �+ l ≡ x′ + �+ l(x) + l mod L; (2.11)ÇÄÅ x′ + �+ l(x) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ T . éÚ (2.11) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏFr(x+ �) = x′ + �+ l(x) (2.12)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R

D. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2.10) É (2.12), ÉÍÅÅÍ�Fr(x) = Fr(x+ �)− Fr(x)= x′ + �+ l(x)− x′ = �+ l(x) = v(x);Ô.Å. ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.4):�Fr(x) = v(x);ÇÄÅ v(x) = �+ l(x), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. �



104 ÷. ç. öõòá÷ìå÷§3. óÕÍÍÁÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(i), �ÏÌÁÇÁÑÆ(i) = ∑06j<i�Fr(j�) (3.1)ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : :, ÇÄÅ � = �n(b) = 1n(�+ b ◦ l); (3.2)�ÒÉ ÜÔÏÍ n | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,b ◦ l = b1l1 + · · · + bDlD (3.3)É b = (b1; : : : ; bd) ∈ Z
D | �ÅÌÙÊ ×ÅËÔÏÒ. éÚ (3.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ b ◦ l�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÛÅÔËÅ L′.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.4), ÍÏÖÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ (3.1) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ×ÉÄÕÆ(i) = ∑06j<i(�+ l(j�)) = i�+ ∑06j<i l(j�)= i�+ ∑06k6D ∑06j<iFr(j�)∈Tk l(j�): (3.4)�ÁË ËÁË l(j�) = lk, ÅÓÌÉ Fr(j�) ∈ Tk, É l0 = 0 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (2.5), ÔÏ ÉÚ(3.4) ÄÌÑ Æ(i) ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÆ(i) = i�+ ∑06k6D lk ∑06j<iFr(j�)∈Tk 1;ÉÌÉ × ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÅ |Æ(i) = i�+ r1(i)l1 + · · · + rD(i)lD ; (3.5)ÇÄÅ rk(i) = ℄{Fr(j�) ∈ Tk; 0 6 j < i}: (3.6)åÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (3.6) ÍÏÖÎÏÔÁËÖÅ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅrk(i) = ℄{j;Sj�(0) ∈ Tk; 0 6 j < i}; (3.7)ÇÄÅ S� | ÓÄ×ÉÇ ÔÏÒÁ

T
D S�−→ T

D : x 7→ S�(x) ≡ x+ � mod L (3.8)ÎÁ ×ÅËÔÏÒ �, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.2).



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 105óÕÍÍÕ (3.1) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ É ÄÒÕÇÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ (3.1), ÚÁ�ÉÛÅÍ Æ(i) × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÆ(i) = ∑06j<iFr(j� + �)− ∑06j<iFr(j�): (3.9)óÏÇÌÁÓÎÏ (3.2) ÉÍÅÅÍ � ≡ n� mod L: (3.10)�ÏÇÄÁ ÉÚ (3.10) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (2.2) ×ÅËÔÏÒÎÏÊ T -ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr(x) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Fr(j� + �) = Fr(j� + n�): (3.11)éÚ (3.11) ×ÙÔÅËÁÅÔ
∑06j<iFr(j� + �) = ∑06j<iFr(j� + n�) = ∑n6j<i+nFr(j�): (3.12)ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (3.9) É (3.12) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(i) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ Æ(i) = ∑n6j<i+nFr(j�) − ∑06j<iFr(j�): (3.13)ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ i > n. �ÏÇÄÁ ÉÚ (3.13) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÆ(i) = ∑n6j<i+nFr(j�) − ∑06j<nFr(j�)= ∑06j6n−1 (Fr(j� + i�)− Fr(j�)): (3.14)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ � ÓÄ×ÉÇÁ ÔÏÒÁ S� (3.8) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.2) É Æ(i) | ÓÕÍÍÁ (3.1). �ÏÇÄÁ Æ(i) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍ-ÍÙ Æ(i) = i�+ r1(i)l1 + · · · + rD(i)lD ; (3.15)ÇÄÅ rk(i) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �Ï�ÁÄÁÎÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = 0 × ÏÂÌÁÓÔØTk ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÄ×ÉÇÁ S�. ëÒÏÍÅ (3.15) ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ Æ(i) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÅÝÅ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×:Æ(i) = ∑06j<i(Fr(j� + n�)− Fr(j�)) (3.16)ÄÌÑ 0 6 i 6 n É Æ(i) = ∑06j6n−1(Fr(j� + i�)− Fr(j�)) (3.17)ÄÌÑ i > n. úÄÅÓØ Fr(x) = FrT (x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.2) É ÒÁ×ÎÏ×ÅËÔÏÒÎÏÊ T -ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ R

D.



106 ÷. ç. öõòá÷ìå÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.16) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ (3.1) É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3.10), Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.17) | ÉÚ (3.14). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. ÷ �. 5 ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÕÓÌÏ×ÉÊ ÄÌÑ ÍÏÌÕÌÑ |Æ(i)| ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ:
|Æ(i)| = o(i) �ÒÉ i → +∞:äÁÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.15) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Æ(i) ËÁË ÓÕÍ-ÍÁÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ i� ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙOrbS� (0) = {Si�(0) ≡ i� mod L; i = 0; 1; 2; : : :} (3.18)�Ï ×ÓÅÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ T1; : : : ; TD ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T .§4. ã×ÅÔÎÙÅ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑðÕÓÔØ L′ | �ÏÌÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ (2.1). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÅÅ ÂÁÚÉÓÁ l1; : : : ; lD ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ l∗1; : : : ; l∗D, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ l∗k · lm = Æk;m; (4.1)ÇÄÅ x = (x1; : : : xD), y = (y1; : : : yD) ÉÚ R

D É ÞÅÒÅÚ x·y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x · y = x1y1 + · · ·+ xDyD:éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (4.1) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (3.15), �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:l∗k · Æ(i) = rk(i)− i l∗k · � ÄÌÑ k = 1; : : : ;D: (4.2)ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ (4.2) × ×ÉÄÅÆk(i) = rk(i)− iak ÄÌÑ k = 1; : : : ;D: (4.3)úÄÅÓØ Æk(i) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅÆk(i) = l∗k · Æ(i); (4.4)Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ak ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2.1) ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD É Ó×ÏÊÓÔ×Õ(4.1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
−� = a1l1 + · · · + aDlD: (4.5)îÁÚÏ×ÅÍ Æk(i) ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ OrbS� (0) ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ Tk ⊂ T ÉÌÉ ËÒÁÔËÏ | k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ �×ÅÔÎÙÍÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ.éÚ (4.1) É (4.4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ Æ(i) É �×ÅÔÎÙÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÆk(i) Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍÆ(i) = Æ1(i)l1 + · · ·+ ÆD(i)lD : (4.6)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 107ðÏÜÔÏÍÕ Æ(i) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ OrbS� (0) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ T1; : : : ; TDÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T .ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ0(i) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏÂÌÁÓÔÉ T0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÞÅÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ r0(i); r1(i); : : : ; rD(i) ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÔÁË ËÁË ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (3.6) É (3.7)ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õr0(i) + r1(i) + · · ·+ rD(i) = i (4.7)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 0; 1; 2; : : : ï�ÒÅÄÅÌÉÍ a0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍa0 + a1 + · · ·+ aD = 1: (4.8)óÏÇÌÁÓÎÏ (4.7) É (4.8) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ[r0(i)− ia0℄ + [r1(i)− ia1℄ + · · ·+ [rD(i) − iaD℄ = 0: (4.9)ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ (4.3) Ó ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÍÉ Æ1(i); : : : ; ÆD(i) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÕÌÅ×ÏÅ �×ÅÔ-ÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ËÁË Æ0(i) = r0(i)− ia0: (4.10)�ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (4.3) É (4.9) ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ �×ÅÔÎÙÍÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÍÉ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Æ0(i) + Æ1(i) + · · · + ÆD(i) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :, É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÍÆ0(i) = −Æ1(i) − · · · − ÆD(i): (4.11)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (4.4) É (4.11) ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØÆ0(i) = −l∗1 · Æ(i) − · · · − l∗D · Æ(i) = −(l∗1 + · · ·+ l∗D) · Æ(i): (4.12)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅËÔÏÒ l∗0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍl∗0 = −(l∗1 + · · ·+ l∗D); (4.13)ÔÏ ÉÚ (4.12) ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ0(i) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÆ0(i) = l∗0 · Æ(i): (4.14)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÅÇÏ Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4.4), ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÍÅÖÄÕ �×ÅÔÎÙÍÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ×ÓÅÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ T0; T1; : : : ; TD ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T . ðÒÉÞÉÎÏÊ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ ÂÙÌÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ×ÙÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ v0 Ó �ÅÌØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÁÚÉÓl1; : : : ; lD (1.9) ÒÅÛÅÔËÉ L′ (1.10).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ L′ | �ÏÌÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ (1.10) ÉÆk(i) = rk(i) − iak ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D; (4.15)



108 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÇÄÅ a1; : : : ; aD | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ −� × ÂÁÚÉÓÅ l1; : : : ; lD É a0 = 1 −a1−· · ·−aD. �ÏÇÄÁ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ (4.15) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Õ: Æ0(i) + Æ1(i) + · · · + ÆD(i) = 0 (4.16)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :;Æk(i) = l∗k · Æ(i) ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D; (4.17)ÇÄÅ l∗1; : : : ; l∗D | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (4.1) Ë ÂÁÚÉÓÕ l1; : : : ; lD ÒÅÛÅÔËÉ L′,×ÅËÔÏÒ l∗0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4.13), Á ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) |ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.1). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i) É Æk(i) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅÍ Æ(i) = Æ1(i)l1 + · · · + ÆD(i)lD (4.18)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Á (4.16) É (4.17) ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) ×ÙÔÅ-ËÁÀÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4.3), (4.10) É (4.4), (4.14); Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (4.18) ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ (4.6). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 5.1)Æk(i) = o(i) �ÒÉ i → +∞; (4.19)ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ;D. �ÏÇÄÁ ÉÚ (4.15) É (4.19) ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ:limi→+∞

rk(i)i = ak: (4.20)ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ (3.6) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ak > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ;D:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ak ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ�Ï�ÁÄÁÎÉÊ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ OrbS� (0) × ÏÂÌÁÓÔØ Tk.§5. çÒÕÂÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊðÕÓÔØ x ∈ R
D. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ

D(x) = ∑06j6n−1(Fr(j� + x)− Fr(j�)):éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (2.2) T -ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr(x) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
D(x+ l) = D(x)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 109ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ l ÉÚ ÒÅÛÅÔËÉ L, Ô.Å. D(x) | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
D Ó �ÏÌÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ �ÅÒÉÏÄÏ× L. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ

D(x) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.17) ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀÆ(i) = D ◦ Fr(i�) = D(Fr(i�)) (5.1)ÆÕÎË�ÉÊ Fr(x) É D(x).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.1. åÓÌÉ S� ÂÕÄÅÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ (1.2) ÔÏÒÁ T
D,ÔÏ ÓÄ×ÉÇ S� ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ � ×ÉÄÁ (3.2) ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÔÁË-ÖÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ × ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1.11). éÚ×ÅÓÔÎÏ [9℄, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÏÞËÉ ÏÒÂÉÔÙ OrbS�(0) (3.18) ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÚÁ�ÏÌ-ÎÑÀÔ ×ÓÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ ÔÏÒÁ T . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÕÞÉÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i) �ÒÉ i = 0; 1; 2; : : :, ÔÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÆ(i) × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ (5.1), ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÕÄÅÔ Ï�ÅÎÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÆÕÎË�ÉÉ

D(x), ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ ÔÏÒÁ T .ðÕÓÔØ i > n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ�(x; y) = Fr(x+ y)− Fr(y); (5.2)ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2.2) Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ�(x+ l; y + l′) = �(x; y)Ó �ÅÒÉÏÄÁÍÉ l; l′ ÉÚ ÒÅÛÅÔËÉ L. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (5.2), ÆÕÎË�ÉÀ D(x) ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
D(x) = ∑06j6n−1�(x; j�): (5.3)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (5.2) ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x; y) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈx; y ∈ R

D Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÅ�(x; y) ∈ T�; (5.4)ÇÄÅ T� = T − T = {t− t′; t; t′ ∈ T} (5.5)| ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T . éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (5.5) ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏT� −

−→∼ T� : t 7→ −tÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × R
D. éÚ (5.3) É (5.4) ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

D(x) ∈ nT� (5.6)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ R
D, ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ n × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (5.6) ÏÚÎÁÞÁÅÔÇÏÍÏÔÅÔÉÀ t 7→ nt Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ n = 1; 2; 3; : : :



110 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ (5.4), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ R
D ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ËÌÀÞÅÎÉÊl∗k ·�(x; y) ∈ (l∗k · T )� ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D; (5.7)�ÏÓËÏÌØËÕ l∗k · (T )� = (l∗k · T )� × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á l∗k · T = {l∗k · t; t ∈ T}. åÓÌÉ�ÏÌÏÖÉÔØ

Dk(x) = l∗k · D(x); (5.8)ÔÏ ÉÚ (5.6) É (5.8) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R
D �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ

Dk(x) ∈ n (l∗k · T )� ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D: (5.9)äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ R
D Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÒÁÊÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑprlX = infx∈X prl x; prlX = supx∈X prl x (5.10)ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ prl x = l · x
|l|ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÏ× x ∈ X ÎÁ ×ÅËÔÏÒ l, ÇÄÅ |l| = √l · l ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÁ l.éÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (5.9) É (5.10) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|Dk(x)| 6 n |l∗k| (prl∗k T − prl∗k T ) (5.11)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R
D É k = 0; 1; : : : ;D.ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.1 ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) ÒÁÚÌÁ-ÇÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Æ(i) = D ◦ Fr(i�) ÄÌÑ i > n;ÔÏ ÉÚ (5.11) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|Æk(i)| 6 kn ÄÌÑ i > n (5.12)Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ k = T;k = |l∗k| (prl∗k T − prl∗k T ); (5.13)ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ n, i É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÒÁÚ-×ÅÒÔËÉ T (1.4) ÔÏÒÁ T
D.ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ 0 6 i 6 n, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÆ(i) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.16) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄÆ(i) = ∑06j<i(Fr(j� + n�)− Fr(j�))ÉÌÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (5.2) | ×ÉÄÆ(i) = ∑06j<i�(n�; j�): (5.14)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 111÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÍÅÓÔÏ (5.12) ÉÚ (5.7) É (5.14) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Æk(i)| 6 ki ÄÌÑ 0 6 i 6 n: (5.15)�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R. �ÏÇÄÁÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ k = 0; 1; : : : ;D ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|Æk(i)| 6 kn (5.16)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :, ÇÄÅ k = T;k | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (5.13), ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÏÔ n, i É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T (1.4).2. åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ �| ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ(1.11) É × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ (1.4) ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ËÁÖÄÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Tk ËÕÂÉÒÕÅÍÁ, ÔÏk-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æk(i), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (4.3) É (4.14), ÉÍÅÀÔ ×ÉÄÆk(i) = rk(i)− iak; ÇÄÅ ak = vol Tkvol T ; (5.17)ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D. úÄÅÓØ vol Tk É vol T ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÂßÅÍÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ TkÉ ×ÓÅÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (5.16) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (5.12) É (5.15), Á (5.17)ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (4.3), (4.14) É (4.20). �ï�ÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÄÕÌØ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i). éÓ-�ÏÌØÚÕÑ (5.1) É (5.6), �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅÆ(i) ∈ nT�:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|Æ(i)| 6 dT n (5.18)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :, ÇÄÅ dT = supt;t′∈T |t− t′| (5.19)| ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T .áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) × ÓÉÌÕ (5.6) É (5.8) ÉÍÅÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑÆk(i) ∈ n l∗k · T�;ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

|Æk(i)| 6 |l∗k|dT n (5.20)ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D.äÏ�ÕÓÔÉÍ ÓÎÏ×Á, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R. ÷Ù-ÂÅÒÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
D É �ÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÜÔÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÔÏÒA : T

DL ≃ R
D=L −→ T

DAL ≃ R
D=AL:



112 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ ÉÚ �. 1: L → AL; � → A�;T → AT; L′ → AL′; vk → Avk; vk → Avk:ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) = ÆT (i). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (3.1) ÉÍÅÅÍÆAT (i) = AÆT (i) (5.21)ÄÌÑ i = 0; 1; 2; : : : æÏÒÍÕÌÁ (5.21) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÆT (i) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ x 7→ Ax ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
D. ÷ÙÂÏÒ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ l1; : : : ; lD ÕÓÌÏ×ÅÎ: ÏÎ ÍÏÖÅÔ�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÕÄÏÂÓÔ×Á �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÅÒÅ-ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË T (1.4). ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ×Ù×ÏÄ: Õ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i) = ÆT (i) ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÍÁÓÛÔÁÂ.�Å�ÅÒØ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÍÉ Æk(i) �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×É-ÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A. ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎ ÄÒÕÇÏÊÂÁÚÉÓ Al1; : : : ; AlD. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.18) ÓÌÅÄÕÅÔÆAT (i) = ÆAT;1(i)Al1 + · · ·+ ÆAT;D(i)AlD: (5.22)óÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.18), ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÁ l1; : : : ; lD. ðÏÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A ÎÁ (4.18) É �ÏÌÕÞÉÍAÆT (i) = ÆT;1(i)Al1 + · · ·+ ÆT;D(i)AlD: (5.23)ìÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ (5.22) É (5.23) ÒÁ×ÎÙ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (5.21).ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÙ É �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ × (5.22) É (5.23). ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× Al1; : : : ; AlD ×Ù×ÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕÆAT;k(i) = ÆT;k(i)ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ;D. ëÁË ×ÉÄÉÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÆT (i) (ÓÍ. (5.21)) �×ÅÔÎÙÅ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÆT;k(i) ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×É-ÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ,Ô.Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ l1; : : : ; lD. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÔÁË-ÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (5.13) AT;k = T;k (5.24)É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (4.5) aAT;k = aT;k (5.25)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0; 1; : : : ; D.



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 113äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÒÅÍÙ 3 (ÓÍ. ××ÅÄÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ ÓÎÏ×Á ×ÅËÔÏÒÙl1; : : : ; lDÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R. îÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØl1 = e1; : : : ; lD = eD: (5.26)÷ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.20) �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ
|Æk(i)| 6 dT n (5.27)ÄÌÑ k = 1; : : : ;D É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ k = 0 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

|Æ0(i)| 6 DdT n; (5.28)ÔÁË ËÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ (5.26) É ÆÏÒÍÕÌÅ (4.13) ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ l∗0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï l∗0 = −(e1 + · · ·+ eD) = (−1; : : : ;−1):äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÄÌÑ ÔÏÒÁ T
D = R

D=L ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ �ÅÒÉÏÄÏ× L ÉÍÅÅÔ ×ÉÄL = L′; (5.29)ÇÄÅ L′ = Z[e1; : : : ; eD℄ | ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÉÚ R
D;2) ÓÄ×ÉÇ � ÔÏÒÁ T

D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ;3) ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÏÒÁ T É ×ÓÅ ÅÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Tk ËÕÂÉÒÕÅÍÙ.�ÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ 2) É 3) ×ÙÔÅËÁÅÔ [9℄: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0; 1; : : : ;D ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÞÁÓÔÏÔÁ �k = limi→+∞

rk(i)i (5.30)�Ï�ÁÄÁÎÉÑ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ OrbS� (0) × ÏÂÌÁÓÔØ Tk É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �k = volTk; (5.31)�ÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1) É (5.29) ÏÂßÅÍ ×ÓÅÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎvolT = 1. á ÔÁË ËÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ (4.20) É (5.30)�k = ak;ÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.31) ×Ù×ÏÄÉÍak = vol Tk; (5.32)�ÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÉÌÕ (4.5) volTk = −ek · � = −�k (5.33)ÄÌÑ k = 1; : : : ;D, ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ � = (�1; : : : ; �D) ÚÁ�ÉÓÁÎ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; eD.



114 ÷. ç. öõòá÷ìå÷éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.1 É (5.32) ×Ù×ÏÄÉÍÆk(i) = rk(i)− i volTk: (5.34)�Å�ÅÒØ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (5.27), (5.28) É ÆÏÒÍÕÌÙ (5.34) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 3ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ. �§6. �ÏÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊðÕÓÔØ �(x; y) | ÒÁÚÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (5.2). åÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ�(x; y) = x− l(x; y) (6.1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ T , ÇÄÅ l(x; y) = l | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÒÅÛÅÔËÉ LÓ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ x ∈ T [l℄− y ∼ x+ y ∈ T [l℄;ÇÄÅ T [l℄ = T + l. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ L ÓÕÓÌÏ×ÉÅÍ x+ y ∈ T [l℄ É, ÚÎÁÞÉÔ, x+ y − l ∈ T [0℄ = T . ðÏÜÔÏÍÕFr(x+ y) = x+ y − l = x+ Fr(y)− l;ÅÓÌÉ y ∈ T . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (6.1).óÌÕÞÁÊ i > n. ðÏ (5.3) É (6.1) ÉÍÅÅÍ
D(x) = ∑06j6n−1�(x; j�) = nx−

∑06j6n−1 l(x; j�); (6.2)ÇÄÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ T ×ÅËÔÏÒ l(x; j�) = l | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÉÚ L Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ x + Fr(j�) ∈ T [l℄. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6.2), Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÆÕÎË�ÉÀ
A(x) = ∑06j6n−1 l(x; j�):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr(j�) ÄÌÑ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÁ j� ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍÓÉÔÕÁ�ÉÀ É ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ T [l℄, ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀT = T [0℄.äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÒÁÚ×ÅÒÔ-ËÁ ÔÏÒÁ T É ×ÓÅ ÅÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Tk ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×L(j�) = {l ∈ L;T ∩ (Tl − Fr(j�)) 6= ∅}: (6.3)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅËÔÏÒÏ× l Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÉÚ (6.3).



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 115òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉ� ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×:�n = ⋃06j6n−1 ⋃l∈L(j�) �(Tl − Fr(j�));ÇÄÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ R
D ÞÅÒÅÚ �X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ�X = X \X int| ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅTiln(T ) = ⋃p Cp (6.4)ÏÂÌÁÓÔÉ T ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑÞÅÅË Cp, ÇÄÅ ÌÀÂÏÅ Cp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ(Ô.Å. Cp = Cp) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ Tiln(T ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:�(Tiln(T )) = T ∩ �n;É ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÑÞÅÊËÉ Cp É Cp′ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (6.4) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈÔÏÞÅË.éÚ (5.3) É (5.8) ÓÌÅÄÕÅÔ

Dk(x) = n l∗k · x−Ak(x); (6.5)ÇÄÅ
Ak(x) = ∑06j6n−1 l∗k · l(x; j�) ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D: (6.6)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ l(x; j�) É Tiln(T ) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË-�ÉÉ Ak(x).ìÅÍÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ Ak(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (6.6).�ÏÇÄÁ1) Ak(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔÅ C intp ÉÚ (6.4);2) ÅÅ ÓËÁÞËÉ ÍÏÇÕÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�ÁÈ �Cp.ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ n l∗k · x × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6.5) | ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Cp �ÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÉÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ v ∈ V (Cp) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Cp.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V (Tiln(T )) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Cp ÉÚÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Tiln(T ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÉÚ V (Tiln(T )) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ

Ak;Cp = Ak(xintCp); (6.7)ÇÄÅ xintCp | ÌÀÂÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Cp. éÚ (6.6) ÓÌÅÄÕÅÔ
Ak;Cp = ∑06j6n−1 l∗k · l(xintCp ; j�):



116 ÷. ç. öõòá÷ìå÷äÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÉÚ V (Tiln(T )) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ×ÅÌÉÞÉÎÙmink(v) = minCp∈Tiln(T )Ak;Cp ; maxk(v) = maxCp∈Tiln(T )Ak;Cp :ðÕÓÔØ m′k = infx∈T Dk(x); M ′k = supx∈T Dk(x): (6.8)éÚ ÌÅÍÍÙ 6.1, (6.5) É (6.7) ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám′k = minv∈V (Tiln(T ))(n l∗k · v −maxk (v)); (6.9)M ′k = maxv∈V (Tiln(T ))(n l∗k · v −mink (v)) (6.10)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > n.óÌÕÞÁÊ 0 6 i 6 n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ
Dk;i = ∑06j <i l∗k ·�(n�; j�);É �ÕÓÔØ m′′k = min06i6nDk;i; M ′′k = max06i6nDk;i:éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1, (5.1), (6.9) É (6.10) ×ÙÔÅËÁÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R. �Ï-ÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k = 0; 1; : : : ;D ÄÌÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á mk 6 Æk(i) 6 Mk (6.11)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :, ÇÄÅmk = min{m′k;m′′k}; Mk = max{M ′k;M ′′k }: (6.12)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÎÉ�Ù × (6.11) ÔÏÞÎÙÅ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔi1; i2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ mk + " > Æk(i1); Æk(i2) > Mk − ":úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÇÒÁÎÉ� mk, Mk × (6.11)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ n;D(T ) ÑÞÅÅË Cp × ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ Tiln(T ) ÉÚ (6.4).åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T ×ÙÂÒÁÔØ D-ÍÅÒÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊËÕÂ ID (ÓÍ. �. 9), ÔÏ ÄÌÑ n;D(T ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁn;D(T ) = O(nD) �ÒÉ n;D → +∞:



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 117úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2. úÎÁÎÉÅ ÔÏÞÎÙÈ ÇÒÁÎÉ� (6.11) ÂÙ×ÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÛÅÔÏË × Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ[11℄, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,ÂÌÉÚËÉÈ Ë �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÉÌÉ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[1, 5℄). §7. óÌÕÞÁÊ n = 1äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 1 ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i) ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T (1.4).ðÒÉ n > 1 ÎÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ×ÌÉÑÔØ ÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ � (1.2).éÔÁË, �ÕÓÔØ n = 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ i > 2 ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.17) ÓÌÅÄÕÅÔÆ(i) = D(i�); (7.1)ÇÄÅ
D(x) = Fr(x)− Fr(0) (7.2)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R

D. ðÕÓÔØ Fr(0) = 0, Ô.Å. 0 ∈ T . �ÏÇÄÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr(x) (2.2) É (7.2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
D(x) = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ T: (7.3)åÓÌÉ i = 0 ÉÌÉ 1, ÔÏ ÉÚ (3.16) ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÆ(0) = 0; Æ(1) = Fr(�)− Fr(0) = Fr(�):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ n = 1 É Fr(0) = 0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 0; 1; 2; : : :×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅÆ(i) = Fr(i�); (7.4)É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ | �Ï ÆÏÒÍÕÌÅÆk(i) = Frk(i�) ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D; (7.5)ÇÄÅ Frk(x) = l∗k · Fr(x). éÚ ÆÏÒÍÕÌ (7.4) É (7.5) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ:1) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ T -ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉFr(i�) ÔÏÞËÉ i� ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ ÔÏÒÁ T (1.4);2) k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æk(i) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÅË�ÉÀ Frk(i�) ×ÅËÔÏÒÎÏÊÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr(i�) ÎÁ ×ÅËÔÏÒ l∗k:Æk(i) = |l∗k|prl∗k Fr(i�): (7.6)éÚ (7.6) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|l∗k|prl∗kT 6 Æk(i) 6 |l∗k|prl∗kT; (7.7)
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|Æk(i)| 6 |l∗k|max{

|prl∗kT |; |prl∗kT |}: (7.8)ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Fr(0) = 0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ T . �ÏÇÄÁ ÉÚ (7.8)ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|Æk(i)| 6 |l∗k| dT (7.9)ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D, ÇÄÅ dT | ÄÉÁÍÅÔÒ (5.19) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T .÷ÅËÔÏÒÙ l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Alk = ek ÄÌÑ k = 1; 2; : : : ;D, ÇÄÅ e1; : : : ; eD | ÅÄÉ-ÎÉÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

D. �ÁË ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ AÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ, ÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T Ë AT ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÄÉ Õ�ÒÏ-ÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ l1 = e1; : : : ; lD = eD, É ÔÏÇÄÁÒÅÛÅÔËÁ L′ (1.10) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄL′ = Z[e1; : : : ; eD℄; (7.10)Ô.Å. ÂÕÄÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ Z
D × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

D.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. ÷ �. 9 ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÒÁÚ×ÅÒÔÏË T , ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó D-ÍÅÒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ËÕÂÁÍÉ ID,ÇÄÅ I = [0; 1) | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ. äÁÎÎÙÅ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ T = IDÕÄÏÂÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍÒÅÛÅÔËÁ L′ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ É ÏÎÁ × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ Z
D. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ �ÅÒÅÈÏ-ÄÅ ÏÔ ÒÁÚ×ÅÒÔËÉ ÔÏÒÁ T Ë ÎÏ×ÏÊ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ AT �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÖÅÒÔ×Ï×ÁÔØÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔØÀ Ó �ÅÌØÀ ÚÁÍÅÎÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉFr(x) ÄÌÑ x = (x1; : : : ; xD) ÎÁ ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ {xk} ËÏÏÒÄÉÎÁÔ xk.ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (7.10) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (4.1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄl∗k = e∗k = ek: (7.11)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ prl∗k(x) = prek(x)É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ prl∗kT = prekT; prl∗kT = prekT (7.12)ÄÌÑ k = 1; : : : ;D. åÓÌÉ ÖÅ k = 0, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (4.13) ÉÍÅÅÍl∗0 = −(e∗1 + · · ·+ e∗D) = −(e1 + · · ·+ eD):ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:prl∗oT = −preT; prl∗0T = −preT; (7.13)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 119ÇÄÅ e = e1 + · · · + eD = (1; : : : ; 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) × ÓÉÌÕ(7.11) ÉÍÅÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÆk(i) = l∗k · Æ(i) = ek · Æ(i)ÄÌÑ k = 1; : : : ;D É Æ0(i) = l∗0 · Æ(i) = −e · Æ(i) (7.14)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ k = 0.�ÅÏÒÅÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ (2.1) ×ÙÂÒÁÎÙ × ×ÉÄÅ l1 = e1; : : : ; lD = eD.1. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ Æ(i) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÆ(i) = (Æ1(i); : : : ; ÆD(i))× ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; eD, ÇÄÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (7.5)Æk(i) = Frk(i�) ÄÌÑ k = 1; : : : ;D;�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÁÑ T -ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ Fr(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙFr(x) = (Fr1(x); : : : ;FrD(x)) (7.15)ÔÁËÖÅ × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; eD.2. äÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:prekT 6 Æk(i) 6 prekT; (7.16)
|Æk(i)| 6 dT (7.17)ÄÌÑ k = 1; : : : ;D É
−preT 6 Æ0(i) 6 −preT; (7.18)ÇÄÅ e = e1 + · · ·+ eD,

|Æ0(i)| 6 DdT : (7.19)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.16) ÄÌÑ k = 1; : : : ;D ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ (7.7),(7.12); Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.18) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (7.7) É (7.13), (7.14).îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.17) É (7.19) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ (7.9). �§8. óÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i) ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
〈Æ〉 = limN→+∞

1N ∑16i6N Æ(i) (8.1)



120 ÷. ç. öõòá÷ìå÷× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÅÌ (8.1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.17) ÓÌÅÄÕÅÔ
∑n<i6N Æ(i) = ∑n<i6N ∑06j6n−1(Fr(j� + i�)− Fr(j�))= ∑06j6n−1 ∑n<i6N Fr(j� + i�) − (N − n) ∑06j6n−1Fr(j�): (8.2)éÚ (8.2) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍlimN→+∞

1N ∑16i6N Æ(i) = limN→+∞

1N ∑n<i6N Æ(i)= ∑06j6n−1( limN→+∞

1N ∑06i6N Fr(j� + i�)− ∑06j6n−1Fr(j�)): (8.3)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (j) = limN→+∞

1N ∑06i6N Fr(j� + i�): (8.4)�ÁË ËÁË
∑06i6N Fr(j� + i�) = ∑06i6N Fr(j�) − ∑06i<j Fr(j�) + ∑N<i6N+j Fr(j�);ÔÏ �ÒÅÄÅÌ (8.4) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ j = 0; 1; 2; : : : ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ, ÞÔÏ(j) = (0) (8.5)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j = 0; 1; 2; : : : éÚ (8.1), (8.3) É (8.4) ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 〈Æ〉×ÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ

〈Æ〉 = ∑06j6n−1((0) − Fr(j�)): (8.6)ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ T ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ dT < ∞ É ÅÅÚÁÍÙËÁÎÉÅ T ËÕÂÉÒÕÅÍÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÁ�T (x) = {1; ÅÓÌÉ x ∈ T ,0; ÅÓÌÉ x =∈ T ,ÏÂÌÁÓÔÉ T ⊂ R
D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌvol(T ) = ∫

RD �T (x)dx;ÒÁ×ÎÙÊ ÏÂßÅÍÕ ÏÂÌÁÓÔÉ T .



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 121éÚ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ (8.4) ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ É ÏÎ ÒÁ×ÅÎ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9, 10℄)limN→+∞

1N ∑06i6N Fr(i�) = 1vol(T ) ∫T xdx: (8.7)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌT = 1vol(T ) ∫T xdx (8.8)| ÜÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ T . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÉÌÕ (8.4) É (8.8) �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (0) = T : (8.9)�ÅÏÒÅÍÁ 8.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: ×ÅËÔÏ-ÒÙ (1.9) l1; : : : ; lD ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ R, � | ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇÔÏÒÁ T
D, ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÏÒÁ T (1.4) ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ dT É ÅÅ ÚÁ-ÍÙËÁÎÉÅ T ËÕÂÉÒÕÅÍÏ.1. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 〈Æ〉 (8.1) ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅ-ÎÉÑ Æ(i), É ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

〈Æ〉 = ∑06j6n−1(T − Fr(j�)); (8.10)ÇÄÅ T | �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ (8.8) ÏÂÌÁÓÔÉ T É ÒÁÚÎÏÓÔØ T − Fr(x), ÓÔÏ-ÑÝÁÑ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÓÕÍÍÙ × (8.10), ÜÔÏ | �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØx ∈ R
D.2. �ÁËÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0; 1; : : : ;D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

〈Æk〉 = limN→+∞

1N ∑16i6N Æk(i) (8.11)ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æk(i) = l∗k · Æ(i), É ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ
〈Æk〉 = ∑06j6n−1(T;k − Frk(j�)); (8.12)ÇÄÅ Frk(j�) = l∗k · Frk(j�) ÉT;k = l∗k · T = |l∗k|prl∗k T :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÏÒÍÕÌÁ (8.10) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (8.6) É (8.9).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (8.12) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.10)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl∗k · 〈Æ〉 = ∑06j6n−1(l∗k · T − l∗k · Fr(j�));



122 ÷. ç. öõòá÷ìå÷Á ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (8.11) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl∗k · 〈Æ〉 = limN→+∞

1N ∑16i6N l∗k · Æ(i): (8.13)éÚ (8.1) É (8.13) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó×ÑÚÉl∗k · 〈Æ〉 = 〈l∗k · Æ〉 = 〈Æk〉 (8.14)ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ(i) É k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊÆk(i). éÚ (8.10) É (8.14) ÓÌÅÄÕÅÔ (8.12). �÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 1 ×ÅËÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁÔÏÒÁ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.10) É (8.12) �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ
〈Æ〉 = T − Fr(0); (8.15)
〈Æk〉 = T;k − Frk(0) ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D: (8.16)åÓÌÉ ÔÏÞËÁ Fr(0) = 0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ T , ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.15) É (8.16)�ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÍÕ ×ÉÄÕ

〈Æ〉 = T ; (8.17)
〈Æk〉 = T;k ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D: (8.18)åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ T ÏÂÌÁÓÔÉ T�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÊ ÓÁÍÏÊ, ÔÏ �ÏÓÌÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ x 7→ x − TÏÂÌÁÓÔØ T �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØ T ′ = T − T , Õ ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉT ′ = 0�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ T ′. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÌÕÞÁÅ T ∈ T , ÎÅ ÔÅÒÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,ÂÕÄÅÍ ÓÒÁÚÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ T ÉÍÅÅÔ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉT = 0: (8.19)éÚ (8.19) ÓÌÅÄÕÅÔ Fr(0) = 0; É ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.17) É (8.18) �ÒÉÍÕÔ ×ÉÄ

〈Æ〉 = 0; 〈Æk〉 = 0 ÄÌÑ k = 0; 1; : : : ;D: (8.20)§9. ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÊÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ9.1. ïÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÕÂÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉD=1. ðÏÌÁÇÁÅÍ T 1 ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ I1=[0; 1).úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ T 1 ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T 1 = T 10 ⊔ T 11 (9.1)ÎÁ Ä×Á �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁT 10 = [0; 1− �); T 11 = [1− �; 1): (9.2)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 123äÁÌÅÅ, �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÎÁ T 1 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉT 1 S1−→ T 1 : S1(x) = x+ v1k ÄÌÑ x ∈ T 1k ; (9.3)ÇÄÅ v0 = �, v1 = �− 1.ðÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ T 1, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ (9.1), ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ T 1 = I1ol.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ D > 2. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÊÓÑ ËÕÂTD �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ D − 1 → D. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ (D − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂTD−1 = ID−1ol É ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅTD−1 = TD−10 ⊔ : : : ⊔ TD−1D−1 :ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÎÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T 1 = T 10 ⊔ T 11 Ó �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÏÍ � = �D ÉÚ (9.2).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ D-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ TD É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÍ, �ÏÌÁÇÁÑTD = TD−1 × T 1 = TD0 ⊔ TD1 ⊔ : : : ⊔ TDD ; (9.4)ÇÄÅ TDk = TD−1k × T 10 ÄÌÑ k = 0; : : : ;D − 1É TDD = TD−1 × T 11| �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ×ÅËÔÏÒÙ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÕÂÁ TD (9.4), ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
D−1 É R

1 ×ÌÏÖÅÎÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R
D = R

D−1×R
1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:

R
D−1 ∋ xD−1 ,→ (xD−1; 0) ∈ R

D;
R
1 ∋ x1 ,→ (0; x1) ∈ R

D: (9.5)ðÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÎÁ ËÕÂÅ TD ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉTD SD−→ TD : SD(x) = x+ vDk ÄÌÑ x ∈ TDk ;ÇÄÅ vDk = vD−1k + v10 ÄÌÑ k = 0; : : : ;D − 1 (9.6)É vDD = v11 : (9.7)óÎÏ×Á ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (9.4) ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÊ D-ÍÅÒÎÙÊ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ TD = IDol.



124 ÷. ç. öõòá÷ìå÷9.2. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �. 5�ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÍÕÓÑ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ T 1 (9.1). óÏÇÌÁÓÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (1.9) ÉÍÅÅÍ l1 = v1 − v0 = −1. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÅÔËÁ L′ (1.10)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ L′ = Z[l1℄ = Z, É, ÚÎÁÞÉÔ,S1� : x → x+ � mod 1| �Ï×ÏÒÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T
1 ≃ R

1=L, ÇÄÅ L = L′ = Z. ïÔÓÀÄÁ�ÏÌÕÞÁÅÍ Fr1(x) = {x}| ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (4.1) É (4.13) ÎÁÈÏÄÉÍl∗1 = −1; l∗0 = −l∗1 = 1; (9.8)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÞÉÔÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r10(i) É r11(i) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄr10(i) = ℄{j; {j�} < 1− �; 0 6 j < i};r11(i) = ℄{j; {j�} > 1− �; 0 6 j < i}:�Å�ÅÒØ ×Ù�ÉÛÅÍ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÆ1k(i) = r1k(i) − iak ÄÌÑ k = 0; 1; (9.9)ÇÄÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (4.5) É (9.8)a1 = −l∗1 · � = �; a0 = 1− a1 = 1− �:ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ (9.9) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙÆ10(i) = r10(i)− i(1− �); Æ11(i) = r11(i)− i�: (9.10)þÔÏÂÙ Ï�ÅÎÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æ10(i), Æ11(i), �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ5.1. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (5.16) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÇÒÕÂÙÅ Ï�ÅÎËÉ
|Æ1k(i)| 6 1kn ÄÌÑ k = 0; 1;ÇÄÅ × ÓÉÌÕ (5.13) 1k = |l∗k|(prl∗kT 1 − prl∗kT 1) = 1:ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ (9.10) ×ÙÔÅËÁÀÔ Ï�ÅÎËÉ çÅËËÅ [3℄:
|Æ10(i)| 6 n; |Æ11(i)| 6 n: (9.11)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 1259.3. ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: n �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ. éÍÅÅÍ T 2 = I2ol | ÅÄÉ-ÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍT 2 = T 20 ⊔ T 21 ⊔ T 22ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉT 20 = {x = (x1; x2); 0 6 x1 < 1− �1; 0 6 x2 < 1− �2};T 21 = {x = (x1; x2); 1 − �1 6 x1 < 1; 0 6 x2 < 1− �2};T 22 = {x = (x1; x2); 0 6 x1 < 1; 1 − �2 6 x2 < 1}: (9.12)÷ÅËÔÏÒÙ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ (9.6) É (9.7) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄv0 = (�1; �2); v1 = (�1 − 1; �2); v2 = (0; �2 − 1);ÏÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÅËÔÏÒÙl1 = v1 − v0 = (−1; 0); l2 = v2 − v0 = (−�1;−1) (9.13)ÒÅÛÅÔËÉ L′. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ T 2 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÕS2� : x 7→ x+ � mod L (9.14)Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T
2 ≃ R

2=L ÎÁ ×ÅËÔÏÒ � = (�1; �2), ÇÄÅL = Z[l1; l2℄ = L′:ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R
2 ÅÇÏ ÄÒÏÂÎÁÑÞÁÓÔØ Fr2(x) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄFr2(x) = x′; ÇÄÅ x′ ≡ x mod L; x′ ∈ T 2:÷ÙÒÁÚÉÍ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ Fr2(x) ÞÅÒÅÚ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ {x1}, {x2}. ÷ ÓÉÌÕ(9.13) ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ �ÅÒÉÏÄÏ× L ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁËL = Z[m1;m2℄; ÇÄÅ m1 = −l1 = (1; 0); m2 = −l2 = (�1; 1): (9.15)ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ {m1;m2} É ××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x̃1 É x̃2:x = (x1; x2) = x̃1m1 + x̃2m2; (9.16)ÏÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x̃1 É x̃2 ×Ù×ÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙx̃1 = x1 − �1x2; x̃2 = x2: (9.17)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ x ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9.16) ÎÁx̃′ = {x̃1}m1 + {x̃2}m2;ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ x̃′ ≡ x mod L; É x̃′ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (9.16) É (9.17) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄx̃′ = {x1 − �1x2}m1 + {x2}m2 = ({x1 − �1x2}+ {x2}�1; {x2}):



126 ÷. ç. öõòá÷ìå÷þÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ x̃′ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ T 2 | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÔËÉ L, ÓÄÅÌÁÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÍÅÎÕ x̃′ÎÁ x′ = ({{x1 − �1x2}+ {x2}�1}; {x2}):ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × x̃′ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÔÎÉÍÅÔÓÑ 1, Ô.Å.x′ = x̃′ − (1; 0) = x̃′ −m1;É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅx′ ≡ x̃′ mod L:á ÔÁË ËÁË �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ x′ ∈ T 2, ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x = (x1; x2) ∈ R
2 ÄÌÑÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr2(x) ×Ù×ÏÄÉÍFr2(x) = ({{x1 − �1x2}+ {x2}�1}; {x2}) (9.18)| ÆÏÒÍÕÌÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Fr2(x) × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1 =(1; 0), e2 = (0; 1).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (3.6) É (3.7) ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r2k(i), ÇÄÅ k = 0; 1; 2,ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ j ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 0 6 j < i, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:ÄÌÑ r20(i) |

{{j(�1 − �1�2)}+ {j�2}�1} < 1− �1; {j�2} < 1− �2; (9.19)ÄÌÑ r21(i) |
{{j(�1 − �1�2)}+ {j�2}�1} > 1− �1; {j�2} < 1− �2;ÄÌÑ r22(i) |

{j�2} > 1− �2:ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ × ÂÁÚÉÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ �ÅÒÉÏÄÏ× L. ðÕÓÔØ E =
{e1; e2} | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ É L | ÒÅÛÅÔËÁ (9.15) Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ × ÎÅÊÂÁÚÉÓÏÍ {m1;m2}. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ xi × ÂÁÚÉÓÅ E É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x̃i × ÂÁÚÉÓÅ
{m1;m2} Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉx = (x1; x2)E = (x̃1; x̃2)L; ÇÄÅ x̃1 = x1 − �1x2; x̃2 = x2;� = (�1; �2)E = (�̃1; �̃2)L; ÇÄÅ �̃1 = �1 − �1�2; �̃2 = �2:úÄÅÓØ ÉÎÄÅËÓÙ �ÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1; x2)E É (x̃1; x̃2)L ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ, × ËÁËÏÍÂÁÚÉÓÅ ÏÎÉ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕe1 = (1; 0)L; e2 = (−�1; 1)L;ÔÏ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÏÒÁ T 2 �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÎÏ×ÕÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ T̃ 2:T̃ 2 = {x ∈ R

2; 0 6 x̃1 + �1x̃2 < 1; 0 6 x̃2 < 1}; (9.20)



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 127�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (9.12) ÏÂÌÁÓÔÉ T 20 , T 21 , T 22 ÔÁËÖÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ:T̃ 20 = {x ∈ R
2; 0 6 x̃1 + �1x̃2 < 1− �1; 0 6 x̃2 < 1− �2};T̃ 21 = {x ∈ R
2; 1− �1 6 x̃1 + �1x̃2 < 1; 0 6 x̃2 < 1− �2};T̃ 22 = {x ∈ R
2; 1− �2 6 x̃2 < 1}: (9.21)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. ãÅÌØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ (9.20){(9.21) × ÂÁÚÉÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔ-ËÉ �ÅÒÉÏÄÏ× L (9.15) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ËÁË × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÏÂÙÞÎÙÈ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ)ÄÒÏÂÎÙÈ ÄÏÌÅÊ {x̃1}, {x̃2}.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (3.2) ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ � ÔÏÒÁ T

2 = R
2=L, ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ � = 1n(�+ b1l1 + b2l2) (9.22)ÔÁËÖÅ × ÂÁÚÉÓÅ (9.15) ÒÅÛÅÔËÉ L. éÍÅÅÍ� = (�̃1; �̃2)L = �̃1m1 + �̃2m2:ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�̃1 = 1n(�̃1 − b1); �̃2 = 1n(�̃2 − b2):÷ ÂÁÚÉÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ �ÅÒÉÏÄÏ× L ÆÕÎË�ÉÉ r2k(i), k = 0; 1; 2, ÒÁ×ÎÙËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ j ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 0 6 j < i, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (9.21)ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:ÄÌÑ r20(i) |

{
{j�̃1}+ �1{j�̃2} < 1− �1 ÉÌÉ {j�̃1}+ �1{j�̃2} > 1;
{j�̃2} < 1− �2; (9.23)ÄÌÑ r21(i) | {1− �1 6 {j�̃1}+ �1{j�̃2} < 1;

{j�̃2} < 1− �2;ÄÌÑ r22(i) |
{j�̃2} > 1− �2:�Å�ÅÒØ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4.3) É (4.14), ×Ù�ÉÛÅÍ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÆ2k(i) = r2k(i) − iak ÄÌÑ k = 0; 1; 2;



128 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ÇÄÅ ÓÞÉÔÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r2k(i) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (9.19) ÉÌÉ ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (9.23), ak = −l∗k · � ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ � = (�1; �2)ðÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ (9.13) ×ÅËÔÏÒÙ l1 = (−1; 0), l2 = (−�1;−1), ÔÏ ÎÁÈÏÄÉÍl∗1 = (−1; �1); l∗2 = (0;−1); l∗0 = −l∗1 − l∗2 = (1; 1 − �1): (9.24)ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ, ÞÔÏa1 = �1 − �1�2 = �̃1; a2 = �2 = �̃2;É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.8) ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ a0 ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a0 = 1− �̃1 − �̃2 = (1− �1)(1− �2):þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÇÒÕÂÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æ2k(i), ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÉÍÔÅÏÒÅÍÕ 5.1. éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
|Æ2k(i)| 6 2kn ÄÌÑ k = 0; 1; 2; (9.25)ÇÄÅ 2k = |l∗k|(prl∗kT 2 − prl∗kT 2): (9.26)ðÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÏÒÁ T 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ë×Á-ÄÒÁÔÏÍ I2 = [0; 1) × [0; 1), ÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔ (9.26) × ÓÉÌÕ (9.24) ÎÁÈÏÄÉÍÑ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ 0 = 2− �1; 1 = 1 + �1; 2 = 1:ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (9.25) × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æ2k(i) �ÏÌÕÞÁÅÍÇÒÕÂÙÅ Ï�ÅÎËÉ:

|Æ20(i)| 6 (2− �1)n; |Æ21(i)| 6 (1 + �1)n; |Æ22(i)| 6 n (9.27)ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0; 1; 2; : : :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2.1. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ × (9.27) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ � =(�1; �2), É ÏÎÁ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÏÊ çÅËËÅ [3℄.2. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Å Ï�ÅÎËÉ × (9.27) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �2 Õ×ÅËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ � = (�1; �2) ÔÏÒÁ T
2 = R

2=L.3. ÷ÔÏÒÁÑ Ï�ÅÎËÁ × (9.27) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÀ Æ21(i) ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ T̃ 21 , Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÏÓÏÕÇÏÌØÎÙÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ, ÓÏÇÌÁÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ (9.21). îÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÔÁËÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ ÒÁ-ÎÅÅ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ Sz�usz [7℄.



íîïçïíåòîáñ �åïòåíá çåëëå 1299.4. ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: n = 1. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔËÏÊ T̃ 2 É ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÍÉ �. 6, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æ2k(i) ×ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Õ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ � (9.22) �ÁÒÁÍÅÔÒ n = 1.ðÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ {m;m2} ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔ-ËÉ �ÅÒÉÏÄÏ× L = Z[m1;m2℄ ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ �ÅÒÅÈÏÄÕ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ
Z
2 = Z[e1; e2℄. ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ m1 → e1, m2 → e2 ×ÅËÔÏÒÙ lk, k = 0; 1; 2,ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ×ÅËÔÏÒÙl1 → −e1; l2 → −e2; l0 = −l1 − l2 → e1 + e2;Á ÄÌÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× l∗k, k = 0; 1; 2, × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (4.1) É (4.13)ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑl∗1 → −e1; l∗2 → −e2; l∗0 =→ e1 + e2:óÏÇÌÁÓÎÏ (9.20) ÒÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÏÒÁ T̃ 2 | ÜÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÏÅË�ÉÊ prl∗kx �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ x ∈ T̃ 2ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ x = v ÉÚ V (T̃ 2). ðÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚV (T̃ 2) ×Ù�ÉÛÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÒÏÅË�ÉÊ

{pre1+e2 v; v ∈ V (T̃ 20 )} = {0; 1; 2 − �1; 1− �1};
{pr

−e1 v; v ∈ V (T̃ 21 )} = {0;−1; �1 − 1; �1};
{pr

−e2 v; v ∈ V (T̃ 22 )} = {0;−1}: (9.28)ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (9.28) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æ2k(i) ×ÓÌÕÞÁÅ n = 1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù:0 6 Æ20(i) 6 2− �1; −1 6 Æ21(i) 6 �1; −1 6 Æ22(i) 6 0: (9.29)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (9.29) Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ (9.27), ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑÆ20(i), Æ21(i) ÇÒÁÎÉ�Ù × (9.29) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁÓÄ×ÉÇÁ � = (�1; �2), Á ÄÌÑ Æ22(i) ÇÒÁÎÉ�Ù ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �.óÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.1 É (8.17) ÄÌÑ ÓÕÍ-ÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ Æ2(i) ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
〈Æ2〉 = T = (12 ; 12): (9.30)îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (9.30) | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË�ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ T 2 = I2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(8.18) ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ k-ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ Æ2k(i):

〈Æ2k〉 = l∗k · T ÄÌÑ k = 0; 1; 2: (9.31)éÚ (9.30) ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (9.31) ÎÁÈÏÄÉÍ Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
〈Æ20〉 = 1− �12 ; 〈Æ21〉 = −12 + �12 ; 〈Æ22〉 = −12 : (9.32)



130 ÷. ç. öõòá÷ìå÷ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (9.32) | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÄÌÑÔÏÞÎÙÈ ÇÒÁÎÉ� ÉÚ (9.29). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ Berth�e V., Tijdeman R., Balane properties of multi-dimensional words,WORDS (Rouen, 1999), Theoret. Comput. Si. 273 (2002), 197{224.[2℄ Ferenzi S., Bounded remainder sets, Ata Arith. 61 (1992), no. 4, 319{326.[3℄ Heke E., �Uber analytishe Funktionen und die Verteilung von Zahlenmod. eins, Math. Sem. Hamburg. Univ. 1 (1921), 54{76.[4℄ Liardet P., Regularities of distribution, Compositio Math. 61 (1987), 267{293.[5℄ Lothaire M., Algebrai ombinatoris on words, Enylopedia Math. Ap-pl., vol. 90, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2002.[6℄ Rauzy G., Ensembles �a restes born�es, Seminar on Number Theory, 1983-1984 (Talene, 1983/1984), Univ. Bordeaux I, Talene, 1984, Exp. No. 24,12 pp.[7℄ Sz�usz R., �Uber die Verteilung der Vielfahen einer komplexen Zahl nahdem Modul des Einheitsquadrats, Ata Math. Aad. Si. Hungar. 5 (1954),35{39.[8℄ öÕÒÁ×ÌÅ× ÷. ç., òÁÚÂÉÅÎÉÑ òÏÚÉ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÏÓÔÁÔËÁ, úÁ�. ÎÁÕÞ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 322 (2005), 83{106.[9℄ ëÅÊ�ÅÒÓ ì., îÉÄÅÒÒÅÊÔÏÒ ç., òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, îÁÕËÁ, í., 1985.[10℄ ëÏÒÎÆÅÌØÄ é. ð., óÉÎÁÊ ñ. ç., æÏÍÉÎ ó. ÷., üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ,îÁÕËÁ, í., 1980.[11℄ ëÒÁÓÉÌØÝÉËÏ× ÷. ÷., ûÕÔÏ× á. ÷., îÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÒÅ-ÛÅÔÏË × ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ Ë×ÁÚÉ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÷ÅÓÔÎ. óÁÍÁÒ.ÕÎ-ÔÁ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞ. ÓÅÒ. 2007, �7, 84{91.ðÏÓÔÕ�ÉÌÏ 20 ÄÅËÁÂÒÑ 2010 Ç.÷ÌÁÄÉÍÉÒÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ600024, ÷ÌÁÄÉÍÉÒ�Ò. óÔÒÏÉÔÅÌÅÊ, 11òÏÓÓÉÑE-mail: vzhuravlev�mail.ru


